Capitulo 3

Teorias de Campo Medio 6

Clasicas

Hemos visto que tanto el modelo de Van der Waals para fluidos como el modelo de
Curie-Weiss presentan los mismos exponentes criticos. Ambos se encuadran den-
tro de lo que se conoce como Teorias o modelos de Campo Medio 6 bien Teorias
Cléasicas. Esta denominacion es sumamente amplia y se refiere a un conjunto de
teorias y aproximaciones fenomenoldgicas cuya caracteristica en comin es que to-
das ellas dan los mismos exponentes criticos. Las diferentes teorias nos permiten
diferentes interpretaciones de la misma fenomenologia y su caracterizacién general
resulta descripta por la Teoria de Landau, la cual veremos al final de esta seccion.

Si bien en varios aspectos las teorias de campo medio brindan una descripcion
cualitativamente correcta de las transiciones de 2do orden, en varios otros aspectos
la descripcion es incorrecta, especialmente a lo que concierne al rol de la dimen-
sionalidad. Por ejemplo, los exponentes predichos por esta teoria son incorrectos
en baja dimensionalidad. Sin embargo, tomadas como aproximaciones, estas teorias
brindan una técnica sumamente util para el cdlculo de diagramas de fase y otras
propiedades termodinamicas, especialmente si tomamos en cuenta su gran simplici-
dad. Mas aun, veremos que las mismas permiten desarrollar mejoras sistematicas

en las estimaciones de temperaturas criticas y de otras cantidades.
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Comenzaremos con la teoria que da origen al nombre de Campo Medio.

3.1 Teoria de Campo Medio de Weiss

Vamos a considerar a continuacién un método para calcular la soluciéon aproximada
del modelo de Ising en dimensién arbitraria. Este método fué introducido por Pierre
Weiss y es conocido como aprozimacion 6 teoria de campo medio se basa en el
concepto de campo efectivo ¢ molecular.

Consideremos el Hamiltoniano de Ising con interacciones primeros vecinos en

dimensién arbitraria

N
H=-J] > 58S;-BY_ S (3.1)
<ij> i=1
Cada spin interactia con un campo local
hi=J > S;+B
jnni

generado por los spines vecinos y el campo externo; > denota una suma en los

jnni
sitios j primeros vecinos ("nearest neighbors”) del sitio i. Esta cantidades consti-
tuyen un conjunto de variables aleatorias que dependen de la configuracién particular

de spines, las cuales pueden escribirse como
h; = <h1> + Ahi

donde Ah; = h; — (h;) son las fluctuaciones de h; en torno de su valor medio, el cual

tiene la forma

(hiy=J > (S;)+B (3.2)

jnni
Para una red con invariancia traslacional la cantidad (S;) es independiente del

sitio j y por lo tanto (S;) = m, donde

m = % 3 (51 (3.3)
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es la magnetizacién media por spin. La aproximacion de campo medio consiste en
despreciar las fluctuaciones Ah;. Bajo esta aproximacién cada spin se encuentra en

presencia de un campo efectivo uniforme generado por los restantes spines de la red

Bey=Jzm+ B (3.4)

donde z es el namero de coordinacién.
La funcion particion de un conjunto de spines en presencia de un campo uniforme

B puede escribirse como Z = va , donde

Zi= Y €"P% =2cosh (BB) (3.5)
S=+1

es la funcion particién de un spin. La magnetizacion media resulta entonces:

1

m = (S;) SePBY = tanh(3B) (3.6)

21 ¢4
Reemplazando la expresion para el campo efectivo (3.4) arribamos a una ecuacién

autoconsistente para m

m = tanh [3 (Jzm + B)] (3.7)

la cual, excepto por la presencia del niimero de coordinacién, es idéntica a la ecuacién
de Curie-Weiss (2.99); en este caso la temperatura critica es kT, = zJ, mientras
que los exponentes criticos 3, v y d son exactamente los mismos que en el modelo
de Curie-Weiss. Notemos que, mientras para el modelo de Ising esta es una solucién
aproximada (y cuantitativamente incorrecta) para el modelo de Curie-Weiss es la
solucion exacta. KEsto nos permite discriminar bajo que condiciones la hipdtesis
del campo molecular, equivalente a despreciar las fluctuaciones del pardmetro de
orden, resulta véalida. Las fluctuaciones resultan despreciables cuando existe una
alta conectividad en los spines. Podemos por lo tanto esperar que las predicciones
de la teoria del campo medio aproximen mejor los resultados exactos para modelos

con interacciones entre primeros vecinos cuanto mayor sea la dimension espacial de
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la red. De hecho, puede verse que los exponentes criticos predichos por la teoria de
campo medio para el modelo de Ising resultan exactos en dimensiones d > 4. La
dimensiéon minima para la cual las predicciones de la teoria de campo medio resultan
exactas se conoce como dimension critica superior.

Analizemos ahora la energfa libre en la aproximacién de Weiss. De la Ec.(3.5)

tenemos que

f(T,B) = —kBTTan =—kpTInZ; = —kpTIn{2cosh [5(Jzm + B)]}  (3.8)

A campo nulo B = 0 tenemos entonces que

—kgTIn2 para T > T,

fT.0) = —kgTIn {2 cosh (%mo)} para T < T

(3.9)

donde mo(T") es solucién de la Ec.(3.7). Un andlisis detallado de esta solucién
nos muestra que esta energia libre resulta una funcién convexa de T para T <
T., violando por lo tanto el criterio de estabilidad termodindmica! Significa esto
que toda la aproximacién esta mal? Veremos a continuaciéon que la ecuacion de
Curie Weiss puede derivarse también utilizando un método variacional, el cual da

la expresion correcta para la energia libre.

3.2 Aproximaciéon de Campo Medio mediante Método

variacional

Sea ¢ una variable aleatoria arbitraria y sea P(¢) > 0 su distribucién de probabilidad
asociada, esto es, el valor medio de cualquier funcién de la variable aleatoria f(o)

viene dada por

(f(0)) =Tr P(o) f(o)

donde Tr denota una suma (integral) sobre todos los valores de la variable o. La

desigualdad de Jensen establece que
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(@) 2 U@

Consideremos ahora un Hamiltoniano clasico H, funcién de un conjunto de vari-
ables discretas o continuas o. Sea p(o) una distribucién de probabilidad arbitraria,
esto es, una funcién de las variables o que satisface Trp =1y p(o) > 0. La funcién
de particién puede ser escrita como

Z =ePF = Tre PHL] = Ty p ¢ AHlol-Inp <e—ﬁH[0}—1np>
p

donde (---) p significa un promedio tomado con la distribucién p y F' es la energia

libre asociada con H. Aplicando la desigualdad de Jensen

e T > exp (—B(H), — (Inp),)

o bien

F<F,=(H),+kpT (Inp),=Tr pH + kgT Tr plnp (3.10)

donde F), es una energia libre aproximada asociada con la distribuciéon p. Esta
desigualdad es vélida para cualquier densidad de probabilidad p. Mas atn, si bien
este desarrollo fue realizado para una distribucién de probabilidad clédsica, puede
verse que es vélida también en el caso cudtico (en cuyo caso p es un operador
densidad).

En particular, si exigimos que F), sea minima, sujeta a la tnica restriccién de
que Trp =1 es facil ver que esto implica
_BH
Z

e

p:

con lo cual F, = F. En otras palabras, la desigualdad anterior no es mas que
el principio de minima energia libre. No obstante, esto nos permite implementar
aproximaciones variacionales para la energia libre, proponiendo formas aproximadas

de p que contengan parametros libres; la densidad que mejor aproxime la distribucién
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de Boltzmann, para una forma funcional dada de p serd aquella que minimice F),.
En particular sea Hy un Hamiltoniano de prueba, esto es, un Hamiltoniano para el

cual conocemos como calcular su funcién particién

Z() = Z 67’8H0

{Si}
Si proponemos
e o 3.11
p=—% (3.11)
tendremos que
1
Flr=l+y (H — Ho), (3.12)

Esta desigualdad se conoce como desigualdad de Bogoliuvob-Peterls.

La aproximacién de campo medio se obtiene de utilizar una densidad que es un
producto de densidades de probabilidad independientes para cada particula. Esto
es, si po es una densidad de probabilidad que depende solamente de los grados de

libertad asociados a la particula «, entonces

N
p=11ra (3.13)
a=1

En este caso la energia libre variacional de campo medio resulta

F,=(H),+ kpT > T paInpg
(6%

Existen dos maneras de parametrizar las distribuciones p,. Si elegimos p de la
forma (3.11), con lo cual Hy = >~ H,, entonces podemos escribir los Hamiltonianos
de una particula en términos de campos efectivos y utilizar estos tltimos como
pardmetros variacionales. Otra manera es la siguiente. Si conocemos que ¢, es el
pardametro de orden (microscépico) de la transicién de interés, podemos minimizar
diréctamente (3.10) sujeta a los vinculos Trp, = 1y Tr pado = (¢o). En este caso
los pardmetros variacionales son simplemente los parametros de orden (¢,). Vamos

a ejemplificar ambas modalidades con dos casos particulares.
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3.2.1 Aproximacién variacional del modelo de Ising

Elijamos Hy como un Hamiltoniano de spines independientes

Hy=—n Z S;
i
donde 7 es el campo efectivo variacional. De esta manera la cantidad
1
D) = fo + - (H — Ho),g

resulta una funcién del parametro 7. Podemos entonces definir la energia libre en

la aproximacién de campo medio como

fug (T, B) = min @(n) (3.14)

Calculemos entonces ®(n). Tomemos por simplicidad el caso B = 0. Tenemos

que

fo— —; In [2 cosh (8n)]

<Sz'>o = mgp = tanh (8n)

<H0>0 =-—nNmg

(H)g=—J > (SiS))

<i,j>

Dado que Hy es un Hamiltoniano de spines independientes tenemos que

de donde
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Reuniendo todo esto tenemos

1 Jz
d(n) = ~5 In [2 cosh (5n)] — ?m% + nmy (3.15)
Si minimizamos esta expresion obtenemos

0P Omo Oomg  Omy
—_— = — h — —_— — =
an tanh (1) — Jzmyg an +mo+1n an an

(n—Jzmp) =0

donde hemos usado que mg = tanh (87n). Tenemos entonces que el minimo de ® se

obtiene para
n = Jzmg

de donde obtenemos nuevamente la ecuaciéon de Curie-Weiss (3.7). Reemplazando

esta solucién en la Ec.(3.15) obtenemos finalmente la expresion para la energfa libre

1
wcmg (3.16)

la cual resulta idéntica a la energfa libre del modelo de Curie-Weiss y se muestra en la

fmp(T,B=0) = —gln {2 cosh <ém0)] +

figura (3.1). Vemos que la misma satisface los criterios de estabilidad termodindmica

para toda T'.

3.2.2 Aproximacién variacional del modelo de Potts

El Hamiltoniano de Potts de g estados ferromagnético con interacciones a primeros

vecinos y campo externo puede ser escrito como

H=-J Z (q 507;,!71' - 1) - Bz(q5‘7i71 o 1)

<i,j>
donde el campo externo B favorece una direccion que arbitrariamente hemos elegido
como la 1. Para identificar el parametro de orden podemos analizar las fases de altas
y bajas temperaturas a campo nulo. A temperaturas suficientemente altas, un dado

sitio podra encontrarse en cada uno de los ¢ estados con igual probabilidad. Asi,
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f(M/(kTc)

-1.6 T T

TIT,
Figura 3.1: Energia libre en la aproximacion de campo medio obtenida mediante el

método variacional.

(0p,0) = 1/q para o = 1,...,q. A bajas temperaturas, el estado que minimiza la
energia corresponde a todos los spines con el mismo valor o, y este estado funda-
mental tiene una degeneraciéon g. De esta manera, los parametros de orden locales

microscopicos asociados al sitio ¢ pueden ser elegidos como

1

o7 = ﬁ(qéaiﬂ' -1

parac = 1,...,q. Notemos que para g = 2 este pardmetro de orden es precisamente
una variable de spin S; = £1. A altas temperaturas (¢J) = 0 Vi,o. A bajas
temperaturas (¢7) = 1 en el estado fundamental correspondiente a todos los spines
alineados en la direccién o. Si ahora colocamos un campo externo que rompa la
simetria en la direccion 1, el pardmetro de orden asociado sera <¢Zl> Como ademas

el sistema es homogeneo, tendremos que <¢11> = m Vi. Notemos que

q
Y7 =0 (3.17)
o=1

Por simetria, (¢7) tomard el mismo valor en todos los ¢ — 1 estados o # 1. Usando

la Ec.(3.17) tenemos entonces que
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(¢7) = (3.18)

y por lo tanto

L4+ (@—-1m ara o =1
(Oir) =1 7 [+ {g=1m] » (3.19)
I_Tm para o =2,...,q
Podemos también calcular
q
<6oi,o'j> = z:l <50i,0> <5a'j,0'>
= i[1+(q—1)m]2+q_l(l—m)2 (3.20)
q? q? '

Usando las Ecs.(3.19) y (3.20) es facil ver que

(H),=—(¢q—1)N (‘J;mQ - Bm)

La densidad de una particula p; es funcién solo de o; y debe satisfacer los vinculos

q
Teps= Y pi=1 Trpip; =m

;=1
Dado que los ¢ — 1 estados 0 = 2,...,¢q resultan equivalentes, por simetria, p;(o;)
solo tomard dos valores diferentes: uno para ¢ = 1 y el otro para ¢ = 2,...,q.

Por otra parte, dado que el sistema es homogeneo, la forma funcional de p;(o;) serd

independiente de i. Asi, podemos escribir:
plo) =a+bdsn
Aplicando los vinculos es facil verificar que
1
plo) = p [1+m (g0 —1)]

y por lo tanto
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g:Trlean = ];[Eq:[l—i_m(qég,l_1)]1n|:1+m(qq6071_1):|
=1 o=1
= ];f [1+m(Q—1)]ln[1+mq(q_l>}+(q—1)(1—m)ln {1—qm}}

y la funcional energia libre de campo medio por particula resulta

8 1,(m) KzQ_hm+1{u+mM—1ﬂm[L+mm—lq+41_mﬂnr—nq}

L AN et
q—1 2 q q—1 q q
(3.21)
derivando respecto de m:
0 1 1 —1
om \ q—1 q 1-m
de donde, definiendo el campo efectivo
he=Kzm+h
obetenemos la ecuacién de campo medio para m:
elhe — 1
= —0 3.22
" e (g ) 522

Para ¢ = 2 esta ecuacién se reduce a la de Curie-Weiss. Para ¢ > 3 a campo nulo

debemos resolver la ecuacién m = f(m) con

quzm_ 1

(3.23)

La forma tipica de f(m) para ¢ > 3 se muestra en la Fig.3.2. a altas temperaturas
solo existe la solucién m = 0. a temperaturas intermedias aparecen tres soluciones:
m = 0 y dos soluciones no nulas. Un anélisis cuidadoso de la energia libre muestra
que la solucién con menor valor de m es siempre inestable (méximo de f,), mientras
que aquella con mayor valor y la solucién m = 0 son minimos locales. A medida
que la temperatura disminuye el minimo absoluto pasa de la solucién m = 0 a la

solucién m # 0. A la temperatura
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Figura 3.2: Forma tipica de la funcién (3.23) para para ¢ > 3 a diferentes temper-

aturas en el entorno de T.

k‘BTc—<q_2> zJ

g—1)2In(g—1)

ambos minimos correspoden a la misma energia libre. En este punto, la soluciéon no
nula toma el valor m = (¢—2)/(¢—1). De esta manera, vemos que en 7T la solucién
ordenada surge con un valor del parametro de orden no nulo. Esta es por lo tanto
una transicién de primer orden. Analizaremos en mayor detalle esta transicién mas

adelante en el marco de la Teoria de Landau.

3.3 Aproximacion de Bethe-Peierls

Podemos obtener otras aproximaciones de campo medio relajando parcialmente la
condicién de fluctuacion cero en el campo local, esto es, considerando fluctuaciones,

pero solo en un rango limitado. En la aproximacién de Weiss podemos pensar que
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Bef
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Figura 3.3: Comparacién esquemadtica entre las aproximaciones de Weiss (a) y de

Bethe-Peierls (b).

tomamos un spin arbitrario de referencia y que reemplazamos el resto de la red por
un campo efectivo. La aproximacion de Bethe Peierls consiste en tomar un spin
arbitrario de referencia en la red, el cual interactua con sus z primeros vecinos y
reemplazar el resto de la red por un campo efectivo B,y, el cual se determina de
manera autoconsistente (ver Fig.3.3). Asi, el Hamiltoniano efectivo en esta aproxi-
macién toma la forma

z z

Hpp=—-BSo— By > Si—JS Y S

i=1 i=1

donde Sy es el spin de referencia. Tomemos por simplicidad el caso B = 0. La

funcién de particién es

Zpp = Z ZGXP <(hef+KS0)§z:5i> = Z [Z e(h€f+KS°)S]

So==+1{8;} i=1 So=+1 | S==+1

Zpp = 27 [cosh® (hes + K) + cosh?(hep — K)]
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donde h.y = BB.s. La condicién de consistencia para B.; se obtiene exigiendo
que los resultados obtenidos sean independientes del sitio de referencia. Esto puede
obtenerse exigiendo a su vez que la distribucién de probabilidad de cada spin P(S;)

sea independiente del sitio ¢. Dado que

1
P(S)=—= > e =1-P(-5
(SZ) Z{S‘#v}e ( S'L)
N

cosh®(hes + K)
~ cosh®(hep + K) + cosh®(hep — K)

PSi=1)= - Y . Y P
ZBPSH:il S.=+1

So=1

1=1,...,z2

PS=1) = = 3 Y et

BP go—+1 (8, £}

Si=1
eheitBeosh* 1 (hey + K) + eter~Kecosh* ! (hey — K)
2(cosh?(hey + K) + cosh® (hep — K))

Imponiendo entonces que P(Sp = 1) = P(S; =1)i=1,...,z obtenemos la ecuacién

para heg:
2cosh?(hes + K) = e ™8 cosh (hep + K) + el'ef K cosh* (s — K)

Introduciendo la variable v = e2<f la ecuacién anterior resulta equivalente a

'UGQK =l
v = g(v) = <H> (3.24)

v+ e2K
Notemos que v = 1 (hes = 0) es siempre solucién de la Ec.(3.24) Vz, K. La pendiente
de g(v) en v = 1 resulta

i |
g (1) =(z— 1)m

Para ¢/(1) < 1 la Ec.(3.24) solo tiene por solucién v = 1. Para ¢’(1) > 1 aparecen

dos nuevas soluciones vy y 1/vg (que corresponden a invertir el campo h.y), tal
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T<T

2 T>T, |

Figura 3.4: Solucién grafica de la Ec.(3.24).

como se muestra en la Fig.3.24. La temperatura critica viene entonces dada por la

condicién ¢'(1) = 1, cuya solucién es

1 z
KC—21n<Z_2> (3.25)

Trabajando las expresiones anteriores puede verse entonces que

0 st T >T,
<S> - tangh(hes+K)+e 22?22 tangh(hef—K)
of o gL Res si T<T,
1+e =2-1

Para la red cuadrada z = 4 y tenemos entonces que K. = In (2)/2 = 0.346..., el cual
puede compararse con la prediccién de Weiss K. = 1/z = 0.25 y con el resultado
exacto de Onsager K. = 1/In(v/2 —1) = 0.441.... Notemos por otra parte, que
para d = 1 (z = 2) tenemos que K, = oo (T. = 0), esto es, la aproximacién de
BP predice que no hay transiciéon de fase a temperatura finita, a diferencia de la
aproximacion de Weiss que predice transicién incluso en d = 1. Puede verse ademas,
que el calor especifico en esta aproximacién no se anula para T' > T,, dando por lo
tanto una estimacién mejor del resultado exacto. Por otra parte, puede verse con un

poco de trabajo que los exponentes criticos en la aproximacién de BP siguen siendo
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los mismos que en la aproximacién de Weiss. Finalmente, la aproximacion de BP
puede generalizarse, incluyendo clusters mayores de spines, en lugar de considerar
solamente los primeros vecinos, lo cual permite obtener mejoras sistematicas en la
aproximacion de T.. Las soluciones obtenidas por este procedimiento tienden a la
solucion exacta en el limite de clusters infinitos. No obstante, para todo cluster finito
los exponentes criticos seran siempre los mismos, como quedara claro al analizar la

Teoria de Landau.

3.4 Arboles de Cayley y Red de Bethe

La universalidad del comportamiento critico nos permite varias libertades en la
formulacion de los modelos. Una de estas libertades es la eleccion de la red en la
cual definimos el modelo, permitiendo utilizar incluso redes artificiales (no realistas)
que facilitan el desarrollo aproximaciones analiticas bastante ttiles. Un tipo de
redes que se utilizan para formular aproximaciones de campo medio se conocen
como drboles de Cayley. Estas redes se construyen de manera recursiva a partir de
un sitio central (numerado como sitio 0) de acuerdo con las siguientes restricciones:
a) la coordinacién z de todos los sitios, excepto los mas externos (los de la “dltima
generacién”) es constante y b) no se permiten caminos cerrados en la red. La red se
construye asi conectando z sitios al sitio central en la primera generacién. En cada
generacién sucesiva se conectan z — 1 sitios a cada uno de los sitios de la generacién
anterior. En la Fig.3.5 se muestra un ejemplo para el caso z = 3. Notemos que para
z =2 (d = 1), reobtenemos la cadena lineal.

Por construccién, el nimero de sitios en la n-ésima capa (generacién) es

Ny(n)=z(z—1)"1 n>1

N,(0) =1

y el nimero total de sitios para una red de m capas es



3.4. ARBOLES DE CAYLEY Y RED DE BETHE 133

N

Figura 3.5: Ejemplo de un arbol de Cayley de coordinacién z = 3. Los circulos

numerados indican la generacién y son solo una guia para el ojo.

m m—1
(z=1)"—-1 2z(z—1"-2
N, :E N, =1 E - =1 =
" n=0 S(n) +zn:0(z ) T z—2 z—2

Notemos que la relaciéon superficie-volimen, esto es, el cociente entre el niimero
de sitios en la superficie al nimero total de sitios, tiende a un valor constante en el
limite termodindmico en estas redes, a diferencia de lo que ocurre en redes regulares,

donde este cociente tiende a cero:

lim Ns(m) z—2

m—oo N, a1

Esto hace que las soluciones en estas redes presenten propiedades peculiares, no
representativas de lo que ocurre en redes de Bravais. Esto es, las propiedades ter-
modindamicas de cualquier modelo en un arbol de Cayley son inhomogeneas, con
efectos superficiales no despreciables. Una manera de evitar este problema es calcu-
lar las propiedades termodinamicas de un dado modelo en la zona central del drbol

de Cayley, en la cual se espera sus propiedades sean semejantes a las de una red de
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Bravais. Con este tipo de aproximacién se obtienen resultados razonables, que para
modelos con interacciones de primeros vecinos coinciden con la aproximacién de
Bethe-Peierls. De ahi que a este tipo de aproximacién se la denomina solucién en la

red de Bethe. Veremos a continuacién como se implementan este tipo de soluciones.

3.4.1 Modelo de Ising en la Red de Bethe

Tomemos el modelo de Ising a primeros vecinos
—BH=K > SS;+h>_S;
<> i
donde los sitios ¢ estan definidos en un arbol de Cayley de coordinacién z. Para una
red de n generaciones, notemos que este arbol puede descomponerse en z subarboles
de n generaciones, como se muestra en la Fig.(3.6a). La funcién particién del arbol
completo puede escribirse como
Z= % MN[Zy(S0)]" = " [Za(H)] + e [Za(-)]
So==£1

donde Z,(Sy) denota la funcién particion de un subérbol de n generaciones, que
incluye todas las interacciones dentro del subarbol, mas la interaccién con el spin
Sp. Cada subarbol puede a su vez descomponerse en z — 1 subarboles de n — 1
generaciones (ver Fig.(3.6b)). Esta descomposicién puede repetirse recursivamente

para subdarboles de generaciones superiores. De esta manera

Zn(So) = > eESotMS 7 (5
Si==+1

esto es

Zn(+) = S [ Za (D)) e K [ Zpa ()T

Zn(=) = ¢ M [ Zy s (DT 4 T [Zoa ()T

Estas ecuaciones de recurrencia nos permiten calcular las funciones de particiéon Z,

iterando para los sucesivos subarboles. La magnetizacién en el sitio central es
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Figura 3.6: (a) Construccién de un drbol de Cayley de n generaciones a partir de z
subdrboles, para z = 3; (b) Composicién de un subarbol de n generaciones a partir

de z — 1 subéarboles de n — 1 generaciones.
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1 z
m=— 3 "5 [Z(S0)]" =
So==%1

Definiendo la cantidad

Zn(=) e K Zu ()T K 2 ()
Zn(+) KV [Z, y(H)F T e K [ Z, (<))

Tn

obtenemos la ecuacion de recurrencia

e BKth 4 oK—hgz—

n
Tn = —
€K+h + e—K—hfo

y la magnetizacién viene dada por

el — e ha?

m=—-——""
el + e haxz

donde x,, se obtiene entonces de iterar n veces la ecuacién de recurrencia x’ = F(x)

donde

e*K‘i’h + erh‘,L.zfl

F(z) (3.26)

T eKth f o-K—hga—1
esto es, x, = F(xzp_1), Tn—1 = F(xp—2), etc.. En el limite termodindmico la

magnetizacién en el sitio central resulta

eh _ eih(:L‘*)Z

m = eh + e—h(x*)z

donde x* es el limite de la sucesion que se obtiene de iterar infinitas veces la ecuacién

a’ = F(z). Si este valor limite existe, el mismo es una solucién de la ecuacién

ya que

lim z, = lim z,_1 = z*
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©) (b)

F(x)

s

Figura 3.7: Puntos fijos de una ecuacién de recurrencia 2’ = F(z) y sucesién de

puntos z,4+1 = F(z,). (a) Punto fijo inestable. (b) Punto fijo estable

Una solucién de este tipo se conoce como un punto fijo de la ecuacién de recurrencia.
Si la sucesion converge, el limite es necesariamente un punto fijo, pero no todo punto
fijo es un limite de la ecuacion de recurrencia. Esto depende de la estbilidad del punto
fijo. De la Fig.3.7 vemos que valores cercanos a un punto fijo z* van a alejarse del
mismo al iterar la ecuacién de recurrencia si F’(z*) > 1; estos puntos fijos se dicen
inestables. Por el contrario, puntos cercanos al punto fijo van a converger al mismo
al iterar la ecuacién de recurrencia si F'(z*) < 1; estos puntos fijos se dicen estables.
El limite de la sucesién, por lo tanto, solo puede corresponder a un punto fijo estable.
Derivando la Ec.(3.26) podemos ver que F'(xz) > 0 Vx > 0, VK y Vh. Asi, F(x) en
este caso es mondtona creciente con F(0) = e 2K y F(00) = K. Existen entonces
solo dos posibilidades para la ecuacién de punto fijo (ver Fig.3.8a) : i) un tnico
punto fijo estable 6 ii) tres puntos fijos, dos estables y uno inestable (ver Fig.3.8b).

Para h = 0 tenemos que
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Figura 3.8: Puntos fijos posibles de la funcién (3.26). Para K > K. hay un tnico
punto fijo estable z* = 1.Para K > K, el punto fijo z* = 1 se vuelve inestable y

surgen dos nuevos puntos fijos estables.

. 14+ €2K(1‘*)Z_1
= K ()T (3.27)
2l + (x*)?
Notemos que z* = 1 es siempre solucién de la Ec.(3.27), para la cual m = 0, cor-
respondiendo por lo tanto a la soluciéon paramagnética. Ademas, si z* es solucién
entonces 1/x* también lo es, de manera que si m es la magnetizacién correspon-
diente a x*, la solucién 1/z* tiene magnetizacién —m. Estas dos soluciones van a
corresponder por lo tanto a la solucién ferromagnética. El punto critico se obtiene

entonces a partir de la condicién F’(1) = 1. Una cuenta directa nos lleva entonces

a la condicién

Usando que
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llegamos finalmente a la misma temperatura critica obtenida mediante la aproxi-

macién de Bethe-Peierls:

1
Kc:ln[ i ]
2 z—2

Notemos finalmente que para z = 2 (d = 1) la ecuacién de punto fijo queda

e2K 4 g*

*

(a*)? =1

y recuperamos el resultado esperado de que no hay solucién ferromagnética a campo

nulo.
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