ELEMENTOS DE FUNCIONES COMPLEJAS — Fa.M.A.F. — Afio 2016

Practico 1: Numeros complejos.

1. Demostrar las siguientes propiedades de los nimeros complejos.
(i) 22+ w? = (2 + 1w)(z — iw), para todo z, w € C.
(i) Siz =z +yi,conz,y € R, entonces 27 = 22 + 1.
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(iii) Si z # 0, entonces 2! = —— .
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V) z4+w=7z24+w.

i) |2 w| = 22 B
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(vii) [Z| = |z|.

2. Encontrar las partes real e imaginaria de:

(i)% ) (@—112—|—32)
(ii)zlz,aeR (Vi)< 1+ >
(iii) 2 i ( 1— >
(iv) ?;jf; (viii) <_ “) 2<n<8

3. Encontrar conjugado, valor absoluto y argumento de los siguientes nimeros complejos:

() —2+i (i) — 3 (i) (2 + 1) (4 + 37)
(iv) % v) i — 342 (vi) (1 +14)°

4. Sea z € C. Probar las siguientes afirmaciones
(i) z es un namero real siy s6lo si z = Z.

(i1) z es un nimero imaginario puro siy s6lo si z = —Z.



5. Sean z, w € C.
(i) Probar que ||z| — |w|| < |z — w|. Dar condiciones necesarias y suficientes para que
valga la igualdad.

(ii) Probar que ||z| — |w|| < |z 4+ w.

6. Sean 2y, 29, 23 y 24 € C. Probar que si |z3]| # |24/, entonces

|21] + | 2]
= ||z3] = [24]]

zZ1 + 29
23+ 24

7. Calcular las soluciones de las siguientes ecuaciones y dibujarlas.

() 22—i=0. (v) 22 +1=0.
(i) 2% =1i. (vi) 26 = 1.
(iii) 22— 2i = 0. (vii) 2% — 32 = 0.
(v) 22 = v/3 + 3. (viii) 2t =1 4+ 3.

8. Sean € N, conn > 2. Probar que si z € C es una raiz n-ésima de la unidad, z # 1, entonces

1+ z4 2%+ -+ 4 2"! = 0 (en particular, esto ocurre si z = cis(2X)).

9. Graficar en el plano complejo los conjuntos donde z satisface:

@ |2] = 1. i) |32 +2[ < 1.
Gi) |2 — 1+ < 2. i) [z — | = 2.
(iii) |2 +1] > 1 (viii) % > 3,
(iv) |22 —i| = 4. (ix) Im(z) > 2y Re(z?) > 0.
v) Imz=0. (x) Im (z + %) =0.

10. Usar la forma polar para simplificar las siguientes expresiones. Hallar en cada caso el médulo

y el argumento principal del resultado.

() i(1 —iv3) (V3 +1) (i) (14 14)?
.. 3 L
(11) m (IV) Z5 : Z3

11. Probar que para todo 6 € R vale: (a) [¢’| = 1, (b) e = e,
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Graficar en el plano complejo los siguientes conjuntos.
(i) {zeC—-{0}:0<argz <m}.
(i) {z€C—{0}: |2| > 2y T <arg(z) < &}.
(iii) {z € C - {0} : § < arg(—iz) < §}.
(iv) {z€ C—{0}: 2| <3y0 <arg(z") < Z}.

Hallar las raices de la ecuacién 2* + 4 = 0y usarlas para factorizar z* + 4 en producto de

polinomios de grado dos con coeficientes reales.

Sear € R, conr > 0. Mostrar que la ecuacién |z — z| = r del circulo de centro z y radio r

puede escribirse como |z|* — 2 Re(2Zp) + |20]* = 2.
Probar que la hipérbola 22 — 2 = 1 puede ser escrita en la forma 22 + 2?2 = 2.

Usando el hecho de que |z; — 25| es la distancia entre los puntos z; y z, decir qué curvas
describen los siguientes conjuntos:

() {z € C: |z —4i| + |z + 44| = 10},

() {ze€C:|z—1] = |z +il}.

Sean a, ¢ € R fijos, con a > 0. Dar el conjunto de puntos z € C que satisfacen

|z —c| — |z + ¢| = 2a.

Ejercicios adicionales

Sean z, w € C. Probar que
() |z +w]? = |2]* + 2Re(zw) + |wl|?.
(i) |z —w]* = |z]* — 2Re(zw) + |w|?.

(iii) |z + w]* + |z — w|* = 2(]2]* + |w|*) (Regla del Paralelogramo).

Probar usando induccion que:
(@) |wy - wa| = |wi] - |wnl.
(i) 21+ Fz=2+ -+

(iil) wy - W, = Wy -+ - Wy,

Sea R(z) una funcion racional de z con coeficientes en R. Probar que R(z) = R(Z).



21. Unaraiz n-ésima primitiva de la unidad en C es un nimero complejo z tal que 2" = 1y 27 # 1
para todo j con 0 < j < n. Mostrar que si 2z y w son raices n-ésima y m-€ésima primitivas de
la unidad, respectivamente, entonces zw es una raiz k-ésima de la unidad para algin entero k.
(Cudl es el valor mds pequeiio de £? ;Qué podemos decir si z y w son raices no primitivas de

la unidad?

22. Seaz € Ctal que Re(z") > 0, para todo n € N. Mostrar que z es un nimero real no negativo.



