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Movimiento browniano

Un proceso estocdstico continuo B(t) se dice movimiento browniano si
verifica:

@ B(t+ s) — B(s) no depende de valores previos a B(s) (incrementos
independientes),

@ B(t+ s) — B(s) tiene distribucion normal

B(t+s) — B(s) ~ N(ut,ov'1),

1y o independientes de ty s.

Este modelo fue descripto por el botanico Robert Brown (1827), y utilizado
para modelar precios de acciones y commodities por Bachelier (1900)

@ Desventaja: precios negativos.
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Movimiento geométrico browniano

Un proceso estocéastico continuo W(t) se dice un movimiento geomeétrico
browniano si verifica:
@ W(t+ s) — W(s) es independiente de valores previos a W(s)
w
° Wit +s) tiene distribucién lognormal
W(s)

log (W) ~ N(ut,oV'1).

En particular
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M.G.B.

Si consideramos un intervalo (s, f + s) muy pequefio, podemos aproximar

o (W(t+s)> N W(t+s)— W(s) _ AW
W(s) W(s) W

Un movimiento geométrico browniano puede describirse entonces como:

% = uAt+oZ VAt

@ u At: componente deterministica.
@ Z ~ N(0,1): interviene en la componente estocéstica.
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M.G.B. como modelo de precios de activos

Consideremos una serie histérica de precios de un determinado activo,
tomados en intervalos de tiempo At.

So,S1, So, ..., S,

donde Sk es el precio del activo en el tiempo t = k At. Para cada k > 0,
Ski1 = Sk e*A,

donde r, es la tasa de interés instantanea en t = k At.
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Hipotesis
Para n suficientemente grande, (At pequeio), se asumen las siguientes
hipétesis:
@ Losvalores ry, s, ..., I, estan normalmente distribuidos:
I~ N(luv U) ) Vj

@ .: Tendencia (anual) del activo.
@ o: Volatilidad (anual) del activo.
@ El movimiento de precios no depende de precios anteriores del activo.

log (8;:1) ~N (M At, am) .

Los precios del activo siguen un movimiento geométrico browniano
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El M.G.B. como limite del modelo binomial

Consideremos un activo con valor inicial Sy, tendencia p y volatilidad o.
Definimos el modelo binomial de n periodos para el precio del activo en el
intervalo [0, T] de acuerdo a los parametros:

T 1
A=—, u=geVa d=-=eg V2
n u

T A
pzed~<1+“\o_ﬁ>

Sea

X — 1 con probabilidad p
"7 10 con probabilidad 1 — p
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El M.G.B. como limite del modelo binomial

S(T) = S(0)-u=7X. d”*ZfX‘ (1)
sre
= S(0)-a"2 () )
S(T) B T/A
log (S(O)) = —Iog(d +Iog< )ZX (3)
T/A
_ \F #20VEY X 4)
T/A

Teorema Central del Limite: >, /;~ X; tiende a una distribuciéon normal.
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Resultados

Para A pequefio:

log <S(T)) esta normalmente distribuido.

S(0)
£ oo (500 )| -

Var {Iog (‘Z((Z)-)))] ~ o?T.

El modelo binomial converge a un movimiento geométrico browniano
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Valoracion de un derivado

Modelo binomial
@ Si el payoff del derivado es F(S(T)), entonces

Vo=e"TE[F(S(T))]

Modelo continuo: geométrico browniano
@ Si el payoff del derivado es lineal: OK
@ Si se trata de una opcién call:

F(S(T)) = (S(T)-K)"

Férmula de Black-Scholes
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Formula de Black-Scholes

Sea C la prima de una opcidn call sobre un activo con precio S(t),0 <t < T,
modelado por un movimiento geométrico browniano con tendencia . y
volatilidad o. Sea K el strike de la opcion, y sea r la tasa de mercado libre de
riesgo.

Férmula de valuacién de riesgo neutral para la opcién:

C = S(0)d(w) + Ke™ " d(w — aV'T)

rT+0%T/2 — Iog(%)
B oV T

w

é: f.d.a. normal.
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