Numero de €xitos para n variables Bernoulli no independientes

Pedro Pury

1. Introduccion

Se trata de resolver el siguiente problema:

Se baraja un conjunto de n = 100 cartas (numeradas consecutivamente del 1 al 100) y se extrae
del mazo una carta por vez. Consideramos que ocurre un “éxito” si la i-ésima carta extraida es aquella
cuyo niimeroest (1 =1,...,n).

Pregunta: ;Cudl es la distribucién de la variable nimero de éxitos?

Resolveremos este problema considerando un mazo de n cartas, y estudiaremos ademads la distribu-
cién de la variable nimero de éxitos cuando el niimero de cartas n tiende a infinito.

Notemos que el resultado éxito o fracaso para una determinada carta, influye en el resultado de las

siguientes, por lo tanto los resultados no son independientes.

1.1. Notacion

Usaremos la siguiente notacién para denotar los eventos en los cuales ocurre algiin éxito:
m F;: evento en el cual ocurre un éxito en la i-ésima carta.

n F; = FE; N---NE; :evento en el cual ocurren éxitos en las cartas iy, ..., ipy.
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Notemos que estos eventos no excluyen la posibilidad que haya €xitos en otras cartas. Por lo tanto

usaremos otra notacién para especificar que hay éxito s6lo en determinadas cartas:
= A;: evento en el cual sélo ocurre un éxito en la i-ésima carta.

» Aiisim = A, N---N A, evento en el cual ocurren éxitos s6lo en las cartas i1, ..., im.

2. Calculo de las probabilidades P(F;)y P(A4;)

Dado que E; es el evento en el cual la i-€sima carta es un é€xito, independientemente de lo que ocurra

en las demds, se tiene que las n — 1 cartas restantes pueden ocupar cualquier lugar. Por lo tanto

P(E;) = (";D' = %



En cambio, si consideramos A;, debemos tener en cuenta que ninguna otra carta salvo la i-ésima puede
resultar en éxito. Notemos que el evento A; puede describirse en términos de uniones e intersecciones de

eventos como .

A, =E; N U Ej ,
J#
y por lo tanto su probabilidad de ocurrencia es igual a
C

P(A) = P|EN||JE

J#

n n

= P(E)- ) PENE)+)Y PENENE)+ -+ ()" 'P(E1NEN---NEy,)
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Calculando cada término de esta suma, tenemos que

(n —2)!
n!

P(Ei ﬂEj) =

)

ya que debemos contar todas las permutaciones posibles de las n — 2 cartas distintas de 7 y j. Asf si-

guiendo tenemos

(n—3)!
P(EiﬂEjﬁEj) = oy
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1
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Por ultimo,
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Abhora, la probabilidad P; de tener éxito en exactamente una carta es igual a

n—1
-1
P1:P(A1UA2U--'UAH): E (_1)3‘?'
Jj=0 )

Notemos que si n — oo, entonces P, = e L.



3. Calculo de la probabilidad de ocurrencia de mas de un éxito

Consideramos ahora el evento F;, _; en el cual se tiene éxito simultdneamente en las cartas

i1, - .., %m, independientemente del resto. Notemos que
Eil,...,im = Eil Nn---NE;

por lo que, segtin ya se ha calculado antes

(n—m)!
P (Eily-"vim) = n' .
Si ahora consideramos el evento A;, . ;.. en el cual s6lo se tienen éxitos en estas m cartas, tenemos

que

P(Ai . i, = P|E
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Finalmente se obtiene que

n—m  \h
P (A, im) = ln Z( DAy

! !
m! (m) — h!

De este modo, la probabilidad P, de tener exactamente m éxitos se calcula multiplicando por el
nimero de veces que se pueden elegir m cartas distintas, es decir

Po=(")P (A . B o G
(2)pin

m! h!
h=0

4. La distribucion de Poisson P(1)

De las férmulas obtenidas anteriormente, podemos ver que si n — co entonces la probabilidad de
PP -1
tener exactamente m €xitos tiende a <

-1
) e
lim P, = —.
n—00 m)!

Esto responde a una distribucion de Poisson de parametro A = 1.



