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Test de Kolmogorov-Smirnov

El test chi-cuadrado en el caso continuo
» Hp: Lasv.a. Yy, Yo,..., Y, tienen distribucién continua F.
» Particionar el rango de Y = Y] en k intervalos distintos:

Yo, y1), 1, ¥2), - - s Vi1, Yio),
» Considerar las n v.a. discretizadas Y?, Y¢, ..., Y¢ dadas por
Yi=i siYiely-1y).

» La hipdtesis nula es entonces
Ho) P(Y]d:I):F(y,)—F(y,,1), I':1,...7k.
» Proceder ahora como en el caso discreto.



Test de Kolmogorov Smirnov

» Inconveniente: No es sencillo construir los intervalos a partir de
las probabilidades.

» Se pierde informacién al agrupar los datos en intervalos.

» Aconsejable: Utilizar el test de Kolmogorov-Smirnov.

Test de Kolmogorov Smirnov

» Compara las funciones de distribucion empirica de la muestra y
la que se desea contrastar.

» Es aplicable a distribuciones continuas.

» Para distribuciones discretas, los valores criticos no estan
tabulados.

» Para distribuciones continuas, los valores criticos estan
tabulados para:

» distribuciones con parametros especificados,
» algunas distribuciones con parametros no especificados (normal,
Weibull, gamma, exponencial).




Aplicacion del test K-S

» Observar Yi, Yo,..., Y,y considerar la distribucion empirica
ilYi<x
Fag = HILYi2x)

v

Fe(x): proporcion de valores observados menores o iguales a x.
Hipétesis nula: Fq(x) es “cercana” a F(x).
Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

v

v

D = max |Fe(x) — F(x)], —00 < X < 00.
X



Implementacion

» Ordenar los datos observados Yi = y1, Yo=yo,..., Ya=ynen
orden creciente:

Y = J — ésimo valor mas pequefio

Yoy <Y < <Y
» Por ejemplo: y1 =3, yo =5, y3 =1y n= 3, entonces

Yoy=1, Yo =3, ¥3) =95

o

X<}/(1)
Yy <X <Y

Si=

Distribucién empirica = Fo(x) =

She "t

Yoy = X < Yj+1)

1 y(n) <X



Graficamente




Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

D= sup |Fe(x)— F(x)|

—00<X< 00

» Podemos considerar las diferencias Fe(x) — F(x) y F(x) — Fe(X)
y analizar sus valores maximos (supremos).

D" = sup {Fe(x)—F(x)}, D = sup {F(x)— Fe(x)}.

—o00<X< 00 —oo< X< o0

> Fo(¥m) = 1. Por lo tanto, D+ > 0.
> Fo(x) = 0si x < yq), por lo que D~ > 0.

‘ D =max{D*,D~} ‘




El estadistico D




Calculode D

Notemos que:

» DT se alcanza en el limite inferior de algln intervalo, ya que
F(x) es creciente y Fo(x) es constante en [y_1), ¥()):

D = max (Fu ) ~ F (vg)} = max {(£) - F 1)}

1<j<n 1<j<n

» D~ es el limite por izquierda calculado en el extremo derecho de
algun intervalo, ya que F¢(x) es discontinua en tal punto:

. ] )
Fe (y(,-)) = ,ji, =Fe (Y(j) - 6) + o € pequeno.

1<j<n 1<j<n

D~ = max (F (vy) ~ Fo (v5n)} = max {F () - 10}




Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

D = max {f] ~Flyg). Flyy) - =1 } « Estadistico de K-S

1<j<n n

Elegir un grado de significacion (nivel de rechazo) «.
Tomar la muestra y ordenar los datos observados.
Calcular el estadistico D en los datos observados.
Valor observado: D = d.

Calcular el valor p = Pe(D > d).

» valor p < «: se rechaza Hp.
» valor p > «: no se rechaza Hp.

» ¢Cbémo calcular el valor p?
» ¢ Cual es la distribucién del estadistico D?

vV Yy Vv Vv .y



Estimacion del valor p

Pr (D > d) no depende de la distribucién F.
» El estadistico D depende de las n observaciones Yi, Ya, ..., Ya:

#ilVi<xt
n

D = sup|Fe(x) — F(x)| = sup (x)

» Si Y tiene distribucién F entonces
F(Y)~U(0,1).
» Como F es una funcién creciente, entonces

Yi<x implica  F(Y}) < F(x).



Estimacion del valor p

#{i | F(Yi) < F(x)}

n

D = sup — F(x)
X

Equivalentemente, se puede reemplazar
» F(Y;) por U;, v.a. uniformemente distribuida en (0,1), y
» F(x) pory €0,1].

D= sup
0<y<1

| Ui <
#{1] <}’}_y’

n




Estimacion del valor p

=
N GIVEY
0<y<it n

» Esta expresion no depende de la distribucién F.
valor p = Pr(D > d) = Py(D > d), U~u,1).

» Puede estimarse mediante simulacion:
» Generar n nUmeros aleatorios U;, 1 < i < n,
» Evaluar Dy comparar con el valor observado d de la muestra
original.
iU <
ap |FULUSYE o,

0<y<it n

» Repetir el procedimiento r veces.

» Se estima el valor p como la proporcién de veces que se cumple
la desigualdad D > d.



Estimacion del valor p

sup #lilU<y}

y|>d
0<y<t n

» Para calcular este supremo, procedemos como para el calculo

de d.
» Ordenar uyy, ..., Un)-
D+ » Calcular
- - max i.—U(') U(j)—j_i‘l
D 1<gi<n n Y n
| 1 1

Un U Yn)



Ejemplo
» Sin=3y U; =0.7, U, = 0.6, U3 = 0.4, entonces
Uiy =04, Uz =086, Ugz=07,
y el valor D para este conjunto de datos es

2 2

D:mm{;—oa3—0@1—010406—1ﬁ7—}:04

3 3

2/3

1/3

0.4 0.60.7




Ejemplo

» Se quiere probar la hipétesis que una determinada distribucion
es exponencial con media 100

F(x)=1— e /1%,

Los valores ordenados para una muestra de tamarfio 10 para
esta distribucion son:

66, 72, 81, 94, 112, 116, 124, 140, 145, 155,

¢ qué conclusién puede obtenerse?



Ejemplo

j valores F(j/n) L-F (’E) L F(
1 66 0,48 -0,38 0,48
2 72 0,51 -0,31 0,41
3 81 0,56 -0,26 0,36
4 94 0,61 -0,21 0,31
5 112 0,67 -0,17 0,27
6 116 0,69 -0,09 0,19
7 124 0,71 -0,01 0,11
8 140 0,75 0,05 0,05
9 145 0,77 0,13 -0,03
10 155 0,79 0,21 -0,11
d =0,48315

» Calcular el valor p mediante simulaciones.
» Si el pvalor es 0.012, se rechaza la hipétesis nula.



Pruebas de bondad de ajuste si hay parametros no
especificados
Caso discreto: test chi-cuadrado

Dadas n observaciones, Yi, ..., Y,, éstas se agrupan en k intervalos
distintos. La hipétesis nula esta dada por

Ho) P(Yi=j)=pj,paral <j< k,i=1...n.

» En algunos casos se tiene alguna hipétesis sobre la forma de la
distribucion pero no sobre los parametros de la misma: media,
desviacion estandar, varianza, etc.

» Esto puede implicar que se desconozca pj:

. e AN
P(Y=j)=—

i = ¢ desconocido?

» En este caso, se estiman el o los parametros desconocidos a
partir de la muestra.



El caso discreto

» A partir de estas estimaciones, se obtienen las probabilidades
estimadas: p;.

» El estadistico es el siguiente:
k N A ND
T=%" (N; — ;)
=

» Nj: cantidad de observaciones en el j-ésimo intervalo.
> p;: probabilidad estimada, segun Hp, que Y; caiga en la region j.

» Si el valor observado del estadistico es t, y se han debido
estimar m parametros:

valor p=P(T > t) ~ P(x4_1_pn > 1).



Ejemplo

En un periodo de 30 dias se registraron 6 dias sin accidentes, 2 con
un accidente, 1 con dos accidentes, 9 con 3 accidentes, 7 con 4
accidentes, 4 con 5 accidentes y 1 con 8 accidentes. Realizar una
prueba de hipétesis para determinar si el nimero de accidentes
sigue una distribucion de Poisson.

» Estimamos la media )\ de la distribucion:
nimero de accidentes =
6:-0+2-1+1-2+9-3+7-4+4-5+1.8=287.

ndmero de accidentes 87

total de dias ~30 29

5\:

J
ﬁj+1_P(Y_j)_ezg(21|9)7 j:0,172,...



Ejemplo

» Se establecen los k intervalos. Elegimos k = 6:

= {0} l= {2} ls= {4}
b= {1} li= {3} l= {5,6,7,...}
p1 = 0.0500 P> = 0.1596 ps = 0.2312
Ps = 0.2237 ps = 0.1622 pPs = 0.1682

» Frecuencias observadas: Ny =6, Nb =2, N3 =1, Ny = 9,
Ns =7, Ng = 5.
» Frecuencias esperadas: 30p;, 1 <j <®6.

» Estadistico:

—30¢ p,

T= — 19.887.
; 30 py



Valor p

» El valor observado del estadistico es t = 19.887.

» Como se estimé 1 parametro, y se consideraron 6 intervalos, se
estima el valor p utilizando una distribucién x> con6 —1 -1 =4
grados de libertad:

valor p ~ P(x2 > 19.887) = 0.0005.

» Conclusion: se rechaza la hipétesis nula.
Simulacion para determinar el valor p
» La hipétesis nula no especifica completamente la distribucion.

» El procedimiento es similar al caso anterior, pero los parametros
deben estimarse nuevamente en cada simulacién.




Valor p con parametros estimados

- El modelo
» Hp) Los datos de la muestra Y4, Yz, ..., Y, provienen de una
distribucion determinada, salvo por un conjunto de parametros
desconocidos 64, ..., 0.
Primer paso

» 0 estimacion de 6; a partir de la muestra, j =1,2,.... m.
> pj: sila distribucion tiene parametros s, ..., Op.
» Estadistico T: .
T= Z npnp]
j=1 /
» t + valor observado del estadistico T.



Valor p con parametros estimados

Simulacién
» Objetivo: estimar el valor p.

» F: distribucién propuesta en Hy, con los parametros estimados
segun la muestra.

El procedimiento consiste en repetir r veces los siguientes pasos:
1. Generar Ys,..., Y, ~ F.
2. Caleular Nj=#{i | Yie l},j=1,... k.

3. b sim) - - 9m sim: €stimaciones de los parametros a partir de los
valores Y generados

4. p;(sim), probabilidades si la distribucion tiene parametros

01,81'!777 cee aem,sim-

5. Calcular T*:

_ Z (N; — npy)®
=P



Valor p con parametros estimados

Luego de r pasos se han obtenido r valores para T*:

T, 15, ., T,
#{ I T >t}
valor p ~ —

Ejemplo
» Parametro estimado: \ = 2.9.

» Valor del estadistico segun la muestra: t = 19.887
» Simulacion:
1. Generar 30 v.a. Poisson con media 2.9.
2. Asim: estimacion de X\ segun esta muestra.
3. pj: Probabilidad de tomar el valor / segtin una Poisson de
parametro Agjm.
4. Calcular T*.
5. valor p: proporcion de valores de T* mayores a 19.887.



Test de Kolmogorov-Smirnov si hay parametros no
especificados

Caso continuo

Hp): Lasv. a. Yi,..., Y, provienen de una distribucién F con
parametros desconocidos 61, ..., 0n.
» Tomar una muestra Yy, ..., Ya.
» Estimar los parametros a partir de la muestra: © = (01, ..., 0n).
» Calcular el estadistico a partir de la distribucion con parametros
estimados:

D= sgp |Fe(x) — Fa(x)| -

d < valor de D observado.

v

valor p =~ Pg, (D > d) = Py(D > d).

v

Este valor sobreestima el valor de p.



Simulacién del valor p

» Sip < «, se rechaza la hipétesis nula.

» Si esta proximo o es mayor que «, se optimiza la estimacién del
valor p.

» Optimizacion: Luego de calcular d, a partir de la muestra:

1.
2.

3.
4.

» Repetir el procedimiento r veces, para obtener Dy, ..., D;:

Generar Yi,..., Y, segun la distribucion Fg.

Bsim = (01 sim, . . ., Om.sim): estimacién de los parametros segin los
datos simulados.

Fe sim: distribuciéon empirica de los datos simulados.

Calcular el estadistico D*:

D* = sup
X

Fe,sim(x) — Fs__(X)

sim

r-

#{j| D" >d

valor p =~ E




