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Proceso de Poisson no homogéneo

» Hp) Las llegadas diarias a un sistema ocurren de acuerdo a un
Proceso de Poisson no homogéneo.

» El nimero de llegadas en un periodo (¢, t + s) es una variable
aleatoria Poisson:

E[N(t+s) — N(1)] = /SH)\(X) ax,

A(x) es la funcion de intensidad.

» El ndmero de llegadas diarias es una v. a. Poisson, con media
X = [ A(x) dx, T: long. del dia.

» Silas llegadas diarias durante r dias fueron Nj, ..., N;, puede

utilizarse un test de bondad de ajuste para validar la hip6tesis
que son v. a. Poisson con la misma media.



Método alternativo

» En una variable aleatoria Poisson X, la media es igual a la
varianza:
E[X] = Var(X) = A
» Esto implica en particular

Var(X)

E[X] =1.

» Silas observaciones del numero de llegadas durante r dias son
respectivamente:
N17N27"'7NI’7

la hipétesis nula establece que E[N;] = Var[Nj], i=1,...,r.
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Podemos estimar la media y la varianza con la media muestral N

y la varianza muestral S?:

Si Hy es cie

N:Z;ﬂN/" Szzzr:(Ni*N)2.

r - r—1
i=1

Estadistico del test:

Valores grandes o pequerios de T indicarian que la hipétesis no

es correcta.

rta, N y S? deberian ser aproximadamente iguales.
2
.
N

valor p =2min {Pp, (T <t), Pu(T > 1)}.
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Notar que Hy no especifica la media de la distribucion (), por lo
tanto debe ser estimada.

Sea m la estimacién de la media: N = m.

Denotamos P, (A) como la probabilidad bajo Hy, suponiendo
que la media es m:

valor p=2min{Pn(T < 1),Pn(T > 1)}.

El valor p puede calcularse mediante simulacion:
» Generar r v. a. Poisson, con media m,
» Calcular T y comparar con el valor observado t.
» Repetir k veces.

Estimar

#{i| T <t}

#ilTi=t}
p .

P(T<t)= X

P(T>1t) =



Si el valor p es pequeno = se rechaza la hipotesis que el
namero de llegadas diarias sea una v.a. Poisson.

Si no se rechaza la hipotesis, ¢ hay evidencias que los tiempos
de llegadas de un dia y otro correspondan a una misma funcién
de intensidad?

Se han observado N; tiempos de llegada el dia i-ésimo:
)(,'71,X,"2,...,X,'7Ni,. I':1,...,I’.

Si los tiempos de llegada corresponden a un P.P. no homogéneo,
entonces cada conjunto {X; 1, Xi 2, ..., Xi n,} €s una muestra de
una misma distribucion.

Bajo la hipotesis nula, todos los X;; son independientes y estan
igualmente distribuidos.

En particular, se tienen r muestras de v.a. independientes, con
la misma distribucion.
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Validacién: utilizar la prueba de Kruskal-Wallis (varias muestras).
N = N; + --- + N;: nimero total de llegadas.
R;: rango de la i-ésima muestra (dia).

12 &K (R — N(N+1)/2)7?
3 (B NN+ 1)/2)°

H:N(N+1) N;

i=1

Si Hy es cierta,
R~ X7y

Valor observadode R =y:

valorp = 2min{Px,(R<Yy),Pn(R>Yy)}
= 2min{P(XE—1 <y), PO, >y)}



Test chi-cuadrado

» Dos colas: se esta testeando homogeneidad e independencia.
0.5
0,4
0,3
0.2

01

» Para calcular el valor p también se puede utilizar simulacion.



Ejemplo

» Se han observado durante 5 dias los tiempos de entrega y los
numeros de entregas diarias.

Dias|[1 2 3 4 5 | Total
Numeros de entrega || 18 24 16 19 25| 102

» Si se ordenan los tiempos de entrega, la suma R; de los rangos
de entregas de cada dia son:

i 1 2 3 4 5 |
R, | 1010 960 1180 985 1118 |




Paso 1: validar la hipotesis que el nimero de entregas proviene
de una misma distribucién de Poisson.

N= % =204, S$2=153, |[T=075]

valor p: mediante simulacion,

generar M muestras de 5 v. a. Poisson independientes con
media m = 20.4,

calcular T = S?/N.

valor p =~ 0.84: no se rechaza la hipotesis que los nimeros de

entrega sean v.a. independientes con una distribucion de
Poisson.



» Paso 2: Validar la hipétesis de un P. P. no homogéneo:

5 2
12 (R — Ni(N+1)/2)
R— = 14.425.
N(N +1) 12:1: N;
» Prueba chi-cuadrado:
P(x4 > 14.425) = 0.006

» Se rechaza la hipétesis que los tiempos de llegada provienen de
un Proceso de Poisson no homogéneo.



La funcién de intensidad

» Sino se rechaza la hipétesis de un proceso de Poisson no
homogéneo, ;cémo se estima la funcién de intensidad A(f)?

Estimacion de \(¢)
» Ordenar los N tiempos de llegada

Yo<yi <--- < YN

» En el tiempo (y;_1, y;) ocurrié una llegada en el total de r dias,
por lo que se estima que en un dia hay un promedio de 1/r
llegadas.

» Si A\(t) es laf. de intensidad, :
Vi .
E[N(y;) — N(¥j-1)] :/ A(t)dt = —.

» Se puede elegir



Proceso de Poisson homogéneo

» Si el P. Poisson se supone homogéneo, Ny, No, ..., N, también
deben ser v. a. Poisson.

» Paso 1: validar la hipétesis que los nimeros de llegada diarias
son v. a. Poisson. Igual que para no homogéneos.

» Paso 2: validar que los tiempos de llegada son v. a. con una
misma distribuciéon. Se puede mejorar este paso.

» En un proceso de Poisson homogéneos, dado el numero de
llegadas en un dia, los tiempos de llegada estan uniformemente
distribuidos.

» Para validar que esta hipétesis, puede utilizarse el Test de
Kolmogorov-Smirnov.



Test de Kolmogorov-Smirnov

Dados los tiempos de llegada en los r dias:

X1, Xz, XN
Xo.1 , Xop,...,XonN,

Xr71 3 Xr727 . e ,Xr,N,

» Ordenar los tiempos X;j,i=1,...,r,j=1,..., N,
» N=N;+ N>+ ---+ N;: nimero total de llegadas, valor conocido

» Hpy) Los N tiempos de llegada estan uniformemente distribuidos
en un dia (o intervalo (0, T).)



Proceso de Poisson homogéneo

» Definir la distribucion empirica:

Fe(X) _ #{(’a/) ‘ Xi,j < X}.

N N
» Estadistico de Kolmogorov-Smirnov:

X
D= Fo(x) — =] .
ome, [Fel0) =7

» Calcular el valor p mediante simulacion.



Ejemplos

Plantear la resolucion de los siguientes ejercicios:

» Se han registrado el siguiente nimero de arribos diarios durante
8 dias:
122,118,120,116,125,119,124,130.

¢ Puede decirse que los arribos diarios provienen de un proceso
de Poisson no homogéneo?

» Durante un intervalo de tiempo de longitud 100, se han
producido 18 llegadas en los siguientes instantes:

12,20, 33, 44,55, 56,61, 63,66,70,73,75,78,80,82,85,87,90.

Aproximar el p—valor de la muestra bajo la hipétesis: “El proceso
de llegada es de Poisson homogéneo”.



