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Variables aleatorias discretas

Si X toma los valores x1, X2, ...:
» Funcién de masa de probabilidad:

p(X,‘) = P(X = X,').

>_pix)=1.
i=1

P(X < b) = lim F(b—%).

n—oo



Variables aleatorias continuas

Si X es una variable aleatoria continua:

P(X € C) = / f(x) dx.
C

» f es funcién de densidad.

> F(a):/_a f(x) dx.

d
> ZF(a) = @),
ate/2
> P(a—e/2§X§a+e/2}:/ f(x) dx
a—e/2

> P(X =a)=0.



Distribucion conjunta

X, Y : variables aleatorias.

» Funcion de distribucion acumulada conjuntade X e Y.
F(a,b)=P(X <a, Y<b).

» X e Y discretas:
p(a,b)=P(X=a, Y=0b)

» X e Y continuas son conjuntamente continuas si para todo C, D:

P(XeC,YeD)= // f(x,y)dxdy.
xeC,yebD



Distribuciones marginales

Si F es funcién de distribucion conjuntade X e Y:
» Fx(a) = P(X < a) = F(a, o0): distribucion marginal de X.

px(2) = 3" p(a.b).
b

Fx(a) = /_aoo /_O; f(x,y)dy dx = /_:) fx(x) dx.

» Fy(b) = P(Y < b) = F(0, b): distribucion marginal de Y.

» La distribucién conjunta permite obtener las distribuciones
(marginales) de X e Y.

» La reciproca no es cierta.



Distribucién condicional

» X e Y discretas:

PX=xNY=y)
P(Y=y)

PX=x|Y=y)=

p(x.y)
py(y)

pxiy(x | y) =

» X e Y continuas:

fx,y)  frx(y [ x)fx(x)
fX|Y(X ly) = fyr(y) = fv(y) :

Hng\Y:y%i/ fv(s|y)ds.




Distribucion conjunta

» X e Y son independientes si
P(XeC,YeD)=P(XeC)-P(YeD).

{X € C}y {Y € D} son eventos independientes.
» X e Y discretas:

P(X=a, Y=b)=P(X=a) P(Y=b)

p(a, b) = px(a) - py(b).
» X e Y continuas:
f(x,y) = Ix(x) - fr(y)

» Si X e Y son independientes, la distribucion conjunta se obtiene
a partir de las distribuciones de X e Y.



Valor esperado

» Si X es una v.a. discreta:

E[X] = Zx, = X)).
» Si X es una v.a. continua:
E[X] = / x f(x) dx.

» El valor esperado no es necesariamente un valor posible de X.



Propiedades del valor esperado

Sig: R — R, entonces g(X) esunav.a.y

» Discretas:

E[9(X)] =) g(x) p(x).
» Continuas:

Elo00)] = [ g(x) f(x) o
» Linealidad:

ElaX + b] = aE[X] + b.

Si X e Y son v.a., entonces

E[X + Y] = E[X] + E[Y].



Varianza

Es una medida de la variaciéon de X en torno a u = E[X]:

Var(X) = E[(X — p)?] = E[X?] - .

v

No es lineal:
Var(aX + b) = & Var(X).

La varianza de la suma no es (necesariamente) la suma de las
varianzas.

» Covarianzade Xe Y:

v

cov(X, Y) = E[(X — px)(Y — py)].

v

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2cov(X, Y).



Varianza y desviacion estandar

» Si X e Y son independientes
cov(X,Y)=0.
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

» Desviacion estandar de X:

o(X) = +/Var(X).

» Correlacionde X e Y:



Desigualdad de Chebyshev

» Si X toma sélo valores no negativos y a > 0, entonces

E[X]
P(X>a)< =

Teorema (Desigualdad de Chebyshev)
Si X es v.a. con media ;. y varianza o2, entonces para k > 0

1

P(IX — 4l > ko) < 7.



Leyes de los grandes numeros

Si Xi, X2, ..., Xp, ...son v.a. independientes e idénticamente
distribuidas, con media pu:

» Ley débil de los grandes numeros:

P(’X1+X2+~-~+Xn

— | > 0 n— co.
) 0 ne

» Ley fuerte de los grandes nimeros:
Con probabilidad 1 se cumple que:

Xo oot X
jim 1t Xe et X

n—oo n




Uniforme

U{1,n}
n valores igualmente probables
» Rango: {1,...,n}
» Funcion de masa:

P(X=1i)= %
» Valor esperado:
Elx] =" ; Ly
» Varianza: )
var(x) = T 1



Bernoulli

Exito o fracaso
» Rango: {0,1}
» Funcién de masa:

P(X=1)=np, PX=0)=1-p.

» Valor esperado:
E[X]=p.

» Varianza:
Var(X) = p- (1 - p).



Binomial

Bi(n,p)

Numero de éxitos en n ensayos independientes, con probabilidad p
de éxito.

» Rango: {0,1,2,...,n}
» Funcién de masa:
Pox=1)= (7)1~ P

E[X] = np.

» Valor esperado:

» Varianza:
Var(X) =np(1 — p).

» Formula recursiva:

n—i p

Pit+1 = i1 mpi-



Poisson

P(N).
Numero de éxitos en una cantidad grande de ensayos
independientes
» Rango: {0,1,2,...} ={0}UN
» Funcion de masa:

i

P(X =i)= e—A%.

» Valor esperado:
E[X]= A
» Varianza:
Var(X) = A.
» Férmula recursiva: \
Piv1 = ——= Pi-

i+1



Geométrica

Geom(p).
Numero de ensayos independientes hasta el primer éxito
» Rango: N.
» Funcion de masa:

PX=n=p(1-p)"" n>1
» Valor esperado:
1
E[X] = -.
(X] b
» Varianza: ’
Var(X) = ~P

P



Binomial Negativa o Pascal

Bn(r, p)
Numero de ensayos independientes hasta obtener r éxitos
» Rango: {r,r+1,r+2,...}={neN|n>r}.
» Funcién de masa:

n
r

P(X=n)=( ::)p’ﬁ—p)”", nxr.

» Valor esperado:
r
E[X] = —.
(X] 5

» Varianza:




Hipergeométrica

NUmero de éxitos en una muestra de tamano n extraida de un
conjunto de N + M elementos

» Rango: {0,1,2,...,n}
» Funcién de masa:

U1

SN

» Valor esperado:
nN

N+ M

E[X] =

» Varianza:

nNM n—1
Var(X) = e (1 _N+I\/I—1)'



