Una introduccién a las categorias tensoriales

y sus representaciones

Martin Mombelli






Indice general

Capitulo 1. Introduccion 7
Capitulo 2. Categorias Abelianas k-lineales 9
2.1. Categorias, funtores y transformaciones naturales 9
2.2.  Epimorfismos, monomorfismos e isomorfismos 12
2.3. Subobjetos y cocientes 12
2.4. Productos y coproductos 13
2.5.  Equalizadores y coequalizadores 13
2.6. Funtores y transformaciones naturales 14
2.7. Categorias aditivas 21
2.8. Categorias Abelianas 29
2.9. Producto tensorial de Deligne 36
2.10. La equivariantizaciéon de una categoria Abeliana k-lineal 39
Capitulo 3. Categorias tensoriales 43
3.1.  Categorias monoidales 43
3.2.  Ejemplos de funtores monoidales 50
3.3. La categoria monoidal de bimédulos 54
3.4. Categorias monoidales rigidas 60
3.5. Categorias tensoriales finitas 65
3.6. Deformaciones de una categoria tensorial 67
3.7.  La equivariantizacion de una categoria tensorial 68
3.8.  Producto tensorial de categorias tensoriales finitas 69
3.9. La dimension de Frobenius-Perron 71
Capitulo 4. Categorias monoidales trenzadas 7
4.1. Algebras conmutativas y modulos disléxicos 81
4.2.  El centro de una categoria monoidal 83
Capitulo 5. Representaciones de categorias tensoriales 87
5.1.  Modulos sobre una categoria tensorial 87
5.2. Twists dindmicos y categorias médulo 94
5.3. Categorias médulo exactas 97
5.4. El Hom interno y el teorema de Etingof-Ostrik 101
5.5. Categorias modulo exactas sobre dlgebras de Hopf 105

3



5.6.
0.7.
5.8.
5.9.

Indice general

La categoria tensorial dual

Representaciones de las equivariantizaciones

La dimensién de Frobenius-Perron de C4

La dimension de Frobenius-Perron de una categoria médulo

Capitulo 6. Apéndice

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.

Algebras de Hopf débiles

Algebras cuasi-Hopf

Twists dinamicos para algebras de Hopf
Algebras de Hopf cuasitriagulares y factorizables
Comoédulo algebras sobre algebras de Hopf
Preguntas

Bibliografia

118
120
120
121

123
123
129
131
132
132
137

139



Indice general 5

Agradecimientos. Las presentes notas surgen de un curso dado en la Universidad de
Santa Maria, Rio Grande del sur, Brasil, bajo el proyecto de fortalecimiento de posgrado
del Mercosur. Agradezco a Daiana Aparecida Da Silva Flores y a Dirceu Baggio por la
amable hospitalidad que me han brindado en la estada. Las notas fueron enriquecidas
luego de dar un curso en Fa.M.A.F. - Universidad Nacional de Cérdoba. Agradezco a
los participantes del curso E. Bernaschini, A. Mejia Castano, E. Pacheco Rodriguez, M.
Miiller, F. Rossi Bertone, V. Silva Rodrigues, D. Sulca por su cooperacion en la confeccion
de las presentes notas. En particular a Edwin y Eugenia, asi también como a Sara Pinter
y Gabriel Samuel, por la correccién de numerosos errores en una primera version de las
notas.

También me gustaria agradecer a Maria Inés Platzeck por su amable disposicién para
responder incontables preguntas.






Capitulo 1

Introduccién

En el proceso de redaccion, algunos temas fueron profundizados, para que el lector
pueda contar con material de consulta de ciertos resultados que son muy especializados.






Capitulo 2

Categorias Abelianas k-lineales

2.1. Categorias, funtores y transformaciones naturales

Una categoria C consiste de

e una coleccién de objetos Ob(C);
e para cada par de objetos X, Y € C una coleccion de flechas o morfismos Home (X, Y');

tales que

e para cada objeto X € Ob(C) existe un morfismo distinguido en Home (X, X) de-
notado por id x y llamado la identidad;
e para todo X,Y,Z € Ob(C) existe una operacién

o: Home (Y, Z) x Home (X, Y) — Home (X, Z),
llamada la composicién, tal que es unitaria, es decir que para todo f € Home(X,Y)
idyof=f=foidx;
y es asociativa, es decir que para todo f € Home(X,Y), h € Home(Y,Z), g €
Home (U, X) se cumple que
ho(fog)=(hof)og.

Algunas observaciones sobre la notacién que estamos usando:
1. Un morfismo f € Home(X,Y) serd denotado como

f:X =Y  obien X-1sv

Ademas X se llamara el dominio e Y el codominio de f.
2. La composicién de dos morfismos f, g se denotard por f o g 6 bien por fg.
3. Los morfismos identidades id y se denotaran a veces simplemente como 1x.

Definicién 2.1.1. Un morfismo f : X — Y en una categoria se dice un isomorfismo
si existe g : Y — X tal que fg =idy y gf = id x. Un objeto X se dice isomorfismo a
otro objeto Y si existe un isomorfismo f : X — Y. En tal caso se denotarda X ~ Y.

Definicién 2.1.2. Una subcategoria D de C es una categoria tal que Ob(D) C Ob(C) y
para todo X,Y € Ob(D) se tiene que Homp(X,Y) C Home(X,Y'). Las composiciones de
los morfismos de D son las composiciones como morfismos en C. Decimos que D es una
subcategoria plena de C si D es una subcategoria tal que Homp(X,Y) = Home(X,Y)
para todo X,Y € Ob(D).
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2. CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES

2.1.1. Ejemplos de categorias.

1. La categoria Set es la categoria cuyos objetos son conjuntos y los morfimos entre
dos conjuntos son las funciones entre dichos conjuntos. Para cada conjunto X el
morfismo id y es la identidad de X . La composicion de morfismos es la composicién
de funciones.

\)

. La categoria Grp es aquella categoria cuyos objetos son los grupos y los morfimos
entre dos grupos son los morfismos de grupos.

w

. La categoria Ab es la subcategoria plena de Grp que consiste de grupos abelianos.

e~

. Sik es un cuerpo denotaremos por Vect  la categoria cuyos objetos son los espacios
vectoriales y los morfismos son las transformaciones lineales. Por vect denotare-
mos la subcategoria plena de Vect cuyos objetos son los espaciones vectoriales
de dimension finita sobre k.

5. Si k es un cuerpo denotaremos por Alg, la categoria cuyos objetos son las k-
algebras. Los morfismos son los morfismos de k-algebras. Si A, B son dos algebras
el espacio de morfismos se denotara por Alg (A, B).

6. Si R es un anillo se denotard por xR M (respectivamente Mp ) la categoria cuyos
objetos son los R-mddulos a izquierda (respectivamente a derecha). Los morfismos
son los morfismos de R-moédulos.

7. 51 R es un anillo se denotara por pMp la categoria cuyos objetos son los R-
bimédulos.

8. Si A es una k-algebra se denotard por 4 M, respectivamente M4, la categoria
cuyos objetos son los espacios vectoriales munidos de una accion lineal que lo hace
un A-médulos a izquierda, respectivamente a derecha. Las categorias sm, my4 son
las subcategorias plenas de 4 M, respectivamente M 4, que consisten de aquellos
modulos de dimensién finita sobre k. Analogamente se definen las categorias 4 M 4

Yy amgy

Ne)

. La categoria Top es aquella cuyos objetos son espacios topolégicos y los morfismos
entre dos espacios son las funciones continuas.

10. La categoria de trenzas B. Recordemos primero que el grupo de trenzas de n
hebras B,, es el grupo generado por elementos 74, ..., 7,1 sujetos a las relaciones:

TiTi+1Ti = Ti+1TiTit+1 1< n— 1, TiTj = T;T; si ’Z —j’ > 1, Z,j <n-—1.

La categoria B tiene por objetos a los nimeros naturales y 0. Para cada n, m € Nj
el espacio de morfismos es

B, si n=m
0 si n#£m.

La composicion de morfismos, cuando estd definida, es el producto en el grupo B,,.

Homg(n,m) = {
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11. La categoria de complejos de cadena. Sea R un anillo conmutativo con unidad.
La categoria de complejos de R-mddulos tiene por objetos a los R-moédulos Z-
graduados. Es decir R-médulos C' = @,zC,, munidos de un endomorfismo de
R-médulos d : C' — C' de grado —1 ; es decir que

d(C,) € C,_4, paratodo n€Z

tal que d*> = 0. Usualmente se dice que el par (C,d) es una cadena. Un morfismo
entre cadenas (C,d), (C',d') es un morfismo de R-médulos f : C' — C’ de grado
cero tal que d' o f = f od. Denotaremos esta categoria por Chain(R).

12. La categoria de N-complejos de cadena. Sea R un anillo conmutativo con unidad
y N € N, N > 2. La categoria Chainy(R) es la categoria de pares (C, d),como en
el ejemplo anterior, salvo que se satisface que d” = 0.

13. Sea A un algebra asociativa con unidad. La categoria A es aquella categoria con un

unico objeto. Los morfismos son los elementos de A. La composicién es el producto
de A.

2.1.2. Algunas construcciones de categorias. Si C es una categoria, vamos a
denotar por C° a la categoria cuyos objetos son los mismos que los objetos de C y tal
que para cada X,Y € Ob(C) el espacio de morfismos Homeor (X,Y) = Home(Y, X). Si
f € Homeop (X,Y) y g € Homeen (Y, Z), es decir que f: Y — X, g: Z — Y entonces la
composicion en C°P estd dada por

go® f=fogy.

La categoria C°P es llamada la categoria opuesta de C.

Si C, D son dos categorias, vamos a denotar por C X D la categoria cuyos objetos son
pares (X,Y) donde X € Ob(C),Y € Ob(D). Si (X,Y), (X', Y’) son dos objetos entonces
Homeyp((X,Y), (X', Y")) = Home (X, X') x Homp (Y, Y').

Definicién 2.1.3. Una categoria C se dice esquelética si cada vez que objetos X, Y
son isomorfos entonces son iguales.

Sea C una categoria. Se define Sk(C) la subcategoria plena de C que consiste de tomar
un solo objeto en cada clase de isomorfismo de objetos de C. Naturalmente Sk(C) es una
categoria esquelética que se llama el esqueleto de C.

Ejercicio 2.1.4. Sea k un cuerpo. La categoria de matrices Matr, es la categoria
cuyos objetos es Ny, los naturales unién el cero. Para cada par de objetos n,m € Ny el
espacio de morfismos entre n y m es el conjunto de matrices M, (k) de tamano n x m
con coeficientes en el cuerpo k. Demostrar que la categoria Matry es esquelética.
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2.2. Epimorfismos, monomorfismos e isomorfismos
Sea C una categoria y f: X — Y un morfismo.

Definicién 2.2.1. Decimos que f es un monomorfismo si para todo par de morfismos
g,h: Z — X tales que fog = foh entonces g = h. En otras palabras, f es monomorfismo
cuando lo puedo cancelar a izquierda.

Anélogamente, decimos que f es un epimorfismo si para todo par de morfismos g, h :
Y — Z tales que go f = ho f entonces g = h. Es decir, si podemos cancelar a f a derecha.

Ejercicio 2.2.2. Encontrar una categoria y un morfismo que sea un monomorfismo y
epimorfismo pero que no sea un isomorfismo.

Observacién 2.2.3. Sea f : X — Y un morfismo. El morfismo f es un monomorfismo
si y solo si la funcién

Home(Z, X) — Home(Z,Y), B fop,

es inyectiva para todo Z € Ob(C). Analogamente, f es un epimorfismo si y sélo si la
funcién

Home(Y,Z) — Home (X, Z), [+ fBof,
es inyectiva para todo Z € Ob(C).

2.3. Subobjetos y cocientes

Sea C una categoria y monomorfismos ¢ : X7 — X, 15 : Xo — X. Decimos que los
monomorfismos ¢q, ts son equivalentes si existe un isomorfismo u : X; — X5 que hace que

el diagrama
u X2
X

sea conmutativo. Un subobjeto de X es una clase de equivalencia de monomorfismos a X.
Si X, Y son dos objetos, denotaremos X C Y si X es un subobjeto de Y.

X1

Dos epimorfismos ¢; : X — X1, ¢o : X — X5 son equivalentes si existe un isomorfismo
u : X7 — X5 que hace que el diagrama

Um cociente de X es una clase de equivalencia de epimorfismos desde X. Un subcociente
de un objeto X es un subobjeto de un cociente de X.
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2.4. Productos y coproductos

Sea C una categoria y X, Xy objetos en C. Una terna (P, m,my) se dice el producto
de X1 y X2 si
e P es un objeto de C;
e m;: P— X, i =1,2 son morfismos;
e si Y es otro objeto y existen morfismos p; : Y — X;, i = 1,2 entonces existe un
unico morfismo p: Y — P tal que m;op=p;, 1 = 1,2.
Si el producto de dos objetos X, X5 existe, se lo denotard por X; x X5, omitiendo
mencién de los morfismos 7;. Los morfismos 7; se llaman usualmente las proyecciones
canonicas.

Lema 2.4.1. Si el producto de dos objetos X1, Xy existe es unico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean (P, my,m), (P, 7], m) dos productos de X;, Xy. Como P es
producto entonces existe un morfismo f : P’ — P tal que m; o f =7}, i = 1,2. Como P’
es producto entonces existe g : P — P’ tal que 7} o g = m;, i = 1,2. Demostremos que
fog=1id p. Se tiene que

mi(fog)=mog=m;.
Por la unicidad en al definicién de producto debe ser que f o g = id p. Anédlogamente se
demuestra que go f =id p. U

Un coproducto de X1, Xs es una terna (@, ¢, t2) donde

e () es un objeto de C;

e ., : X; — @, 1=1,2 son morfismos;

e si Y es otro objeto y existen morfismos a; : X; — Y, i = 1,2 entonces existe un
unico morfismo ¢ : Q — Y tal que qo; = a;, i =1, 2.

Ejercicio 2.4.2. El coproducto de dos objetos es tinico salvo isomorfismo.

El coproducto de dos objetos X1, X5 se denotara por X; I1 X5.

2.5. Equalizadores y coequalizadores
Sea C una categoria y f,g: X — Y dos morfismos.

Definicién 2.5.1. El coequalizador del par (f, g) es un morfismo ¢ : Y — Z tal que

ecof=cog

e Sih:Y — W es un morfismo tal que h o f = h o g entonces existe un tnico
morfismo u : Z — W tal que uoc = h.

Andlogamente, el ecualizador del par (f,g) es un morfismo e : Z — X tal que

e foe=goe;

e Si h: W — X es un morfismo tal que f o h = g o h entonces existe un tnico
morfismo v : W — Z tal que eou = h.
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Ejercicio 2.5.2. Demostrar que el coecualizador y el ecualizador, si existen, son tinicos
salvo isomorfismo.

Ejercicio 2.5.3. Demostrar que en las categorias Set, Top y Ab los (co)ecualizadores
siempre existen.

2.6. Funtores y transformaciones naturales

Sean C,D dos categorias. Un funtor F': C — D consiste de dos funciones:
(i) una funcién F' : Ob(C) — Ob(D) que asigna a cada objeto X de C un objeto F'(X)
de D;
(ii) y para cada par de objetos X,Y € Ob(C) una funcién F' : Homg(X,Y) —
Homp(F(X), F(Y)) que asigna a cada morfismo f : X — Y un morfismo F(f) :
FX) = F(Y),
tal que se verifica que

Flidx) =idpx), F(fog)=F(f)oFlg),
para todo objeto X € Ob(C) y todo par de morfismos f, g de C que se puedan componer.

Observacién 2.6.1. La definicién de funtor anterior es lo que se conoce como funtor
covariante. Un funtor se dice contravariante si satisface todos los axiomas de funtor ex-
cepto que F(f og) = F(g) o F(f) para todo par de morfismos f,g de C que se puedan
componer.

Observacién 2.6.2. Si F' : C — D es un funtor contravariante entonces podemos
definir un funtor F°P : C°® — D como sigue: F°P(X) = F(X) y F°P(f) = F(f) para todo
objeto X de C y para todo morfismo f de C. Resulta que F°P es un funtor covariante.
Usualmente cuando hagamos referencia a un funtor nos estaremos refiriendo a un funtor
covariante, a menos que se indique explicitamente que es contravariante.

Observaciéon 2.6.3. Toda categoria C posee el funtor identidad Id¢ : C — C tal que
Id¢(X) = X para todo X € Ob(C) y Id¢(f) = f para todo morfismo f.

Si F;G : C — D son dos funtores, una transformacion natural p : F' — G es una
coleccion de morfismos {pux : F(X) — G(X) : X € Ob(C)} tal que para todo par de
objetos X, Y € Ob(C) y para cada morfismo f: X — Y se satisface que el diagrama

F(X)—" -~ @(x)

FY)—2 @)

es conmutativo. Diremos que una transformacion natural p : ' — G es un isomorfismo
natural si para todo X € Ob(C) los morfismos px : F'(X) — G(X) son isomorfismos. En
este caso diremos que F' es equivalente a G y lo denotaremos por F' ~ G.
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Definicién 2.6.4. Diremos que dos categorias C y D son equivalentes, y denotaremos
C ~ D si existen funtores F': C — D, G: D — C tales que FoG ~Idp, Go F ~Id¢.

Sean C y D dos categorias, F,G, H : C — D tres funtoresy p: F' — G,v : G — H dos
transformaciones naturales. Entonces vamos a denotar por vop : F' — H la transformacién
natural dada por

(vou)y =vxouy, paratodo X € Ob(C).
Esta composicion se llama la composicion vertical de transformaciones naturales.
Ahora si G : C — D, JJH : D — & son funtoresyn : FF - G, v :J — H

son transformaciones naturales, la composicion horizontal von : Jo F — H oG es la
transformacién natural determinada por

(v on)x = vax) © J(nx),
para todo X € C.

Ademas, si J : D — A es otro funtor, vamos a denotar por J(u) : Jo F — JoG ala
transformacién natural dada por

J(pu)x = J(px), paratodo X € Ob(C).
Ejercicio 2.6.5. Demostrar que existe una equivalencia de categorias Matry ~ Sk(vecty).

Ejemplo 2.6.6. Si C,D son categorias entonces vamos a denotar Fun(C, D) a la ca-
tegoria cuyos objetos son los funtores F' : C — D. Dados dos objetos en esta categoria,
es decir, dados dos funtores F, G : C — D el espacio de morfismos, que denotaremos por

Nat (F,G) es el conjunto de transformaciones naturales p : F' — G. Ademds se denotard
Fun(C,C) = End (C).

Ejemplo 2.6.7. La categoria Cat es aquella cuyos objetos son las categorias. Dadas

dos categorias C,D el espacio de morfismos Homeq(C, D) es la categoria de funtores de
CaPD.

2.6.1. Ejemplos de funtores.

1. Sea F' : Grp — Set el funtor tal que F(G) = Gy F(f) = f para todo grupo
G vy todo morfismo f. Al funtor F se lo llama el funtor de olvido, porque se estéa
“olvidando” de la estructura de grupo.

2. Sea k un cuerpo y A una k-dlgebra. Otro funtor de olvido es el funtor F': 4 M —
Vect ., donde se olvida de la estructura de A-médulo.

3. Si X es un espacio topoldgico entonces denotamos por C'(X) al conjunto de fun-
ciones continuas f : X — R. El conjunto C'(X) posee una estructura natural de
R-algebra: si f,g € C(X) entonces se define

(f+9)(x) = f(@) +g(x), (A f)x)=Af(2), (f9)x)=f(x)g(z),
para todo x € X, A € R.
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Si Y es otro espacio topolégico y ¢ : X — Y es una funcién continua, entonces
C(¢): C(Y) — C(X) es el morfismo de algebras dado por C(¢)(f) = fo¢. Noes
complicado demostrar que esto define un funtor C': Top®® — Alg .

. Sea C una categoria pequena y X € Ob(C). Entonces existen funtores Lyx,: C —

Set, Rx : C°® — Set definidos como sigue. Si Y € Ob(C) entonces Lyx(Y) =

Home(X,Y) v Rx(Y) = Home(Y, X). Ademas si f : Y — Z es una funcién

entonces Lx(f) : Home(X,Y) — Home(X, Z), Lx(f)(a) = f o« para todo a €

Home(X,Y)y Rx(f) : Home(Z, X) — Home(Y, X) estd definida por Rx(f)(8) =

f o f para todo € Home(Z, X). Uno también puede considerar el funtor
Home(—,—) : C°? x C — Set.

Queda como ejercicio definirlo y demostrar que es un funtor.

. Definimos D : Vect, — Vecty al funtor D(V) = V** para todo espacio vectorial

V.Si f:V — W es una transformacion lineal entonces D(f) : V** — W** es la
doble transpuesta de f.

. Denotamos por T : Vect — Alg, al funtor dado como sigue. Si V' es un espacio

vectorial entonces T(V) = @<, V®" denota el dlgebra tensorial de V. Si f: V —
W es una transformacién lineal entonces T'(f) : T(V) — T(W) es morfismo de
algebras dado por

T(f)(1®...Quy) = f(11)R...0f(vm),
para todo v; € V.

. Denotamos por Liey a la categoria de algebras de Lie sobre k. Definimos U :

Liey — Algy al funtor dado como sigue. Para toda dlgebra de Lie g, U(g) es el
algebra universal de g.

. Denotemos por Hop fi. a la categoria de dlgebras de Hopf sobre k. Definimos por P :

Hopfy — Lieg al funtor “tomar primitivos”. Es decir que para cualquier algebra
de Hopt H, P(H) = {x € H : A(z) = z®1 + 1®z} es el espacio de elementos
primitivos de H. El espacio vectorial P(H) es un algebra de Lie con corchete dado
por [z,y] = xy — yx para todo z,y € P(H). Completar la demostracién de que P
es un funtor.

Ejercicio 2.6.8. Demostrar que el funtor D : vect — vecty descripto en el punto (5)

es equivalente al funtor identidad Id : vect — vect.

Ejercicio 2.6.9. Sea A una k-algebra. Consideramos el funtor de olvido F' : oM —

Vecty. Demostrar que Nat (F, F') posee una estructura de k-dlgebra y que existe un iso-
morfismo de k-dlgebras A ~ Nat (F, F).

Definicién 2.6.10. Un funtor F': C — D se dice dominante si todo objeto Y € D es

un subcociente de F'(X) para algin X € C. El funtor F se dice denso si para todo objeto
Z € D existe un objeto X de C tal que F(X) ~ Z.
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Definicién 2.6.11. Un funtor F' : C — D se dice fiel, respectivamente pleno, si para
todo par de objetos X,Y de C la aplicacién
F : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)),
es inyectiva, respectivamente suryectiva.

Se tiene el siguiente resultado. Ver [8, Teorema 1.4].

Teorema 2.6.12. Un funtor F' : C — D es una equivalencia si y solo si existe F es
pleno, fiel y denso. O

Ejercicio 2.6.13. Demostrar que C ~ Sk(C) para toda categoria C.

Ejercicio 2.6.14. Si F' : C — D es una equivalencia de categorias, un morfismo
f:X — Y en C es un monomorfismo, respectivamente un epimorfismo, si y sélo si F'(f)
es un monomorfismo, respectivamente un epimorfismo.

Ejercicio 2.6.15. Demostrar que “tomar” el centro de un grupo no es funtorial; es
decir que no determina un funtor F': Grp — Ab.

2.6.2. Funtores representables. Si C es una categoria, definamos
(2.6.1) Lx :C— Set, Lx(Y)=Homg(X,Y) paratodoY €C.

En este caso decimos que Lx esta representado por X. Un funtor se dice representable si
es naturalmente equivalente a un funtor representado por un objeto.

Uno de los lemas elementales més importantes y utilizados en teoria de categorias es
el lema de Yoneda.

Lema 2.6.16 (Yoneda). Sea F': C — Set un funtor y X € C. El conjunto de transfor-
maciones naturales de Lx a F estd en biyeccion con el conjunto F(X) via la funcion

¢: Nat(Ly,F) = F(X), é(v)=vx(id x).

DEMOSTRACION. Recordemos que una transformacién natural v € Nat(Lx, F) es una
coleccién de morfismos {vy : Hom(X,Y) — F(Y) : Y € C} tal que para todo Z,Y € Cy
para todo morfismo f : Z — Y se verifica que el siguiente diagrama es conmutativo:

Home(X, Z) —2 F(2)
lLX(f) F(f)l
Home (X, Y) —~ F(Y)

En particular si tomamos Z = X y f: X — Y cualquier funcién se tiene que

vy o Lx(f) = F(f) ovx,
y aplicando esta identidad a id x y usando que Lx(f)(id x) = f obtenemos que

vy (f) = F(f)(vx(id x)).
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Definimos ¢ : F(X) — Nat(Lx, F) la funcién determinada por

U(z): Ly = F, Y(x)y(f) = F(f)(2),

para todo x € F(X), f € Home(X,Y), Y € C. Por lo anterior se puede ver claramente
que v es la inversa de ¢. O

Ejercicio 2.6.17. Sea C una categoria y X,Y € C. Demostrar que Lx ~ Ly siy solo
si X ~Y.

Ejercicio 2.6.18. Sea C una categoria y X,Y objetos de C. Demostrar que el copro-
ducto de X e Y existe si y solo si el funtor

F:C— Set, F(Z)=Home(X,Z)x Home(Y, Z)
es representable.

Ejercicio 2.6.19. Sea C una categoria. Demostrar que el funtor ¢ : C — Fun(C, Set),
dado por ®(X) = Lx es un funtor fiel y pleno.

2.6.3. Funtores adjuntos. Sean C y D dos categorias.

Definicién 2.6.20. Una adjuncién de C a D es una terna (F, G, ¢) donde F' : C — D,
G : D — C son funtores y se tienen isomorfismos naturales

dx.y : Homp(F(X),Y) — Home (X, G(Y)),
para todo X € C, Y € D.

Notar que en la definicién anterior se estan considerando los funtores

cop x p L pov  p Homn(5T) gy
(C°P xD%COpxCMSet,

y ¢ : Homp(—,—) o (F' x Id) — Home(—,—) o (Id x G) es un isomorfismo natural. La
naturalidad de ¢ implica que para todo par de morfismos f : U — X, g:Y — V el
diagrama

X,y

(2.6.2) Homp (F(X),Y)
lwgam)
Homp(F(U), V)

Home (X, G(Y))
lBHG(g) Bf
Home (U, G(V))

oU,v

es conmutativo.
Si (F,G,¢) es una adjuncién, diremos que F' es adjunto a izquierda de G 'y que G es
adjunto a derecha de F.

Lema 2.6.21. Los funtores adjuntos a derecha o a izquierda de un funtor dado son
unicos salvo equivalencia.
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DEMOSTRACION. Sea F': C — D un funtor y sean (F,G,¢), (F,G’, ¢') adjunciones.
Demostraremos que G ~ G'.

Por hipétesis, los funtores Home(—, —) o (Id x G), Home(—, —) o (Id x G”) son equi-
valentes. Entonces existe un isomorfismo natural

axy : Home(X,G(Y)) = Home(X,G'(Y)), X €C,Y €D.

definido por axy = ¢y y¢dxy- Definimos ¢y : G(Y) = G'(Y) como ¢y = agy)y (id gv))
para todo Y € D. Se deduce de (2.6.2) que 9 es una transformacién natural. Queda como
ejercicio demostrar que v es un isomorfismo. 0

2.6.4. Ejemplos de adjunciones. Queda como ejercicio para el lector el demostrar
que los siguientes pares de funtores son adjunciones.

1. El funtor de olvido F' : Ab — Grp es adjunto a derecha de U : Grp — Ab dado
por U(G) = G/|G, G|, para todo grupo G.

2. Sea R un anillo. El funtor de olvido F' : ykM — Ab es adjunto a derecha de
L:Ab — gM, L(A) = R®zA, para todo grupo abeliano A.

3. Sea k un cuerpo. El funtor de olvido F': Alg, — Vecty es adjunto a derecha del
funtor T : Vect, — Alg, tal que para todo espacio vectorial V', T (V) = @,en, V"
es el algebra tensorial.

4. Sea C'omy la categoria de k-algebras conmutativas. Es decir que Comy es la sub-
categoria plena de Alg, cuyos objetos son las algebras conmutativas. El funtor de
olvido F' : Comy — Vect es adjunto a derecha del funtor S : Vect — Comy,
donde para todo espacio vectorial V| S(V) es el élgebra simétrica. Recordemos
que el algebra simétrica de un espacio vectorial V' es el cociente del algebra tenso-
rial T'(V') por el ideal bildtero generado por los elementos v®w — w®v para todo
v,weV.

5. Sea k un cuerpo y Liey la categoria de k-algebras de Lie. Sea F' : Alg, — Lieg
el funtor dado como sigue: para toda algebra A, el espacio F(A) = A donde
la estructura de algebra de Lie en A es el conmutador, es decir que el corchete
[,]:Ax A— A estd dado por

la,b] = ab—ba, paratodo a,b € A.

El funtor F es adjunto a derecha del funtor U : Liex — Alg,, donde para toda
algebra de Lie g el funtor U(g) es el algebra universal. Es decir que U(g) es el
cociente del algebra tensorial T'(g) por el ideal bildtero generado por elementos de
la forma [v, w] — v®w + wWRw, para todo v, w € g.

Ejercicio 2.6.22. Sea Free : Vecty — Liey el funtor tal que Free(V) = P(T(V))
para todo espacio vectorial V. Recordar que si H es un dlgebra de Hopf entonces P(H)
es el espacio de los elementos primitivos de H. Es decir que F'ree es el funtor tomar el
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algebra de Lie libre generada por un espacio vectorial dado. Demostrar que Free es un
funtor y decidir si posee un adjunto.

Ejercicio 2.6.23. Sea C una categoria. Demostrar que el funtor — x C : Cat — Clat
posee un adjunto a derecha.

Teorema 2.6.24. Sean F' : C — D, G : D — C funtores. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. (F,G,¢) es una adjuncion.
2. Existen transformaciones naturales e : F'o G — Idp,c : Ide — G o F' tales que
para todoY € D, X € C

idgyy = Gley) ocqryy,  erx) o Fex) =id prx).
DEMOSTRACION. Veamos que (1) implica (2). Para todo Y € D, X € C definimos
ey = ¢a%y)7y(id awy)s  cx = Ox,pox)(id px))-
Sea f : F(X) — Y un morfismo en D. Por la naturalidad de ¢ sabemos que el diagrama

Px,F(X)

(2.6.3) Homp (F(X), F(X))
\Lou—)fa
Homp(F(X),Y)

Home (X, GF (X))
iBHG(f)ﬂ
Hom¢ (X, G(Y))

ox,y

es conmutativo. En particular se tiene que

G(f)ocx = oxy(f).

Tomando f = ey se tiene que id vy = G(ey) ocg(yy. La identidad ep(xyo F(cx) = id p(x)
se demuestra de forma similar. La desmotracién de la naturalidad de e y ¢ queda como
ejercicio.

Veamos que (2) implica (1). Para todo X € C, Y € D definimos
¢xy : Homp(F(X),Y) = Home(X,G(Y)), oéxy(a)=G(a)cy,

dx.y : Home(X, G(Y)) = Homp(F(X),Y), dxy(8) = ey F(B).

Queda como ejercicio para el lector verificar que ¢ es una transformacion natural en ambas
variables y que ¢ es el inverso de ¢. O

Usualmente las transformaciones e, c se llaman, respectivamente, la counidad y la
unidad de la adjuncion.
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2.7. Categorias aditivas
Sea C una categoria.

Definicién 2.7.1. Un objecto Z € C se llama un objeto cero u objeto nulo si para todo
X € C existen tnicos morfismos ¢x : X — Z, ¥y : Z — X. Es decir si Hom¢(X, Z) =
{éx}, Home(Z, X) = {¢x} para todo X € C.

Observar que si Z es un objeto cero entonces ¢z = 17 =id 4.
Lema 2.7.2. §i C posee un objeto cero, este es unico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean Z,Z’ dos objetos ceros de C. Entonces, usando el hecho de
que Z' es objeto cero, existen morfismos ¢z : Z — Z', 1z : Z' — Z. Luego el morfismo
bz 0y Z' — Z' debe ser la identidad id’,. Andlogamente se demuestra que ¢z o ¢z =
id . O

Ejemplo 2.7.3. En la categoria Grp el grupo trivial 1 = {1} es un objeto cero.
Ejercicio 2.7.4. Demostrar que la categoria Set no posee objetos cero.

Ejercicio 2.7.5. Sea F' : C — D una equivalencia de categorias. Si Z es un objeto
cero de C entonces F/(Z) es un objeto cero de D.

Definicién 2.7.6. Sea C una categoria con objeto cero Z. Para todo X,Y € Ob(C) se
define 05 : X — Y al morfismo

El morfismo 05 se llama el morfismo nulo. A veces simplemente lo denotaremos por
0: X =Y.

Ejercicio 2.7.7. Demostrar que el morfismo nulo 05 : X — Y no depende del objeto
cero Z de la categoria.

Proposicién 2.7.8. Sea C una categoria con objeto cero y A, B,C;D € Ob(C) y f €
Hom¢ (B, C). Entonces

fo0g5 =08 050 f=03

Ejercicio 2.7.9. Si X no es un objeto nulo entonces id y # 0%

2.7.1. Nucleos y coniicleos. Sea C una categoria con objeto cero, X, Y € Ob(C)
y f € Home(X,Y).



22 2. CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES

Definicién 2.7.10. Un nicleo de f es un objeto K = Ker f € Ob(C) y un morfismo
k: K — X tal que f ok = 05. Ademas es universal con respecto a esta propiedad; es
decir si k' : K’ — X es otro morfismo en C tal que f o k' = 05" entonces existe un tinico
morfismo u : K/ — Ker f tal que kou = k.

Ejercicio 2.7.11. Demostrar que si existe el nticleo de un morfismo este es tinico salvo
isomorfismo.

Lema 2.7.12. Sea f: X — Y un morfismo y k : Ker f — X un nicleo. Entonces k
es un monomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean ¢g,h : U — Ker f morfismos tales que kg = kh. Entonces
fo(kh) = 0% oh = 0Y. Por la definicién de niicleo, existe un morfismo v : U — Ker f tal
que ku = kh. Como kg = kh, la unicidad nos dice que u = g = h.

OJ

Definicién 2.7.13. Un conicleo de f es un objeto coKer f y un morfismo ¢ : Y —
coKer f tal que qo f = 0 y es universal con respecto a esta propiedad. Es decir, si
qd 'Y — @ es otro morfismo tal que ¢’ o f = 0 entonces existe un unico morfismo
u: coKer f — @ tal que ¢ =uoq.

Ejercicio 2.7.14. Demostrar que el conticleo de un morfismo es tinico salvo isomorfis-
mo y que ademds es un epimorfismo.

Ejercicio 2.7.15. Dados X,Y objetos. Calcular Ker 0% y coKer 0%.

Ejercicio 2.7.16. Sea R un anillo y M, N dos R-médulos a izquierda. Si f : M — N
es un morfismo de R-médulos demostrar que Ker f = {m € M : f(m) = 0}, coKer f =
N/Im(f).

Ejercicio 2.7.17. Sea ¢+ : X — Y un monomorfismo. Demostrar que si el contcleo

de ¢ existe, este no depende de la clase de equivalencia de X como subobjeto de Y. En
particular, si X C Y es un subobjeto, uno puede definir Y/ X como el contcleo de ¢.

Ejercicio 2.7.18. Sea R un anillo conmutativo con unidad y N € N, 2 < N. Decidir
si las categorias Chain(R) y €hainy(R) poseen objetos nulos, nicleos y conticleos.

2.7.2. Categorias aditivas.

Definiciéon 2.7.19. Una categoria C se dice preaditiva si

e C posee un objeto cero;

e para cada par de objetos X, Y de C el conjunto Hom¢(X,Y') es un grupo abeliano;

e la composicién de morfismos es bilineal, es decir que para todo f,f' : X — Y,
9,9 Y — Z se tiene que

go(f+f)=gof+gof, (g+g)of=gof+gof.

Sea C una categoria preaditiva y X;, X5 dos objetos de C. Una suma directa de X1, X5
es una coleccién (Z, py, pa,i1,i2) tal que
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o p;:Z— X;, 11 X; = Z, j=1,2 son morfismos;
e se satisface que
ploilzidxl, pgoigzidxz, ’ilOpl—f—iQOpQ:idz.

Definicién 2.7.20. Una categoria preaditiva es aditiva si todo par de objetos posee
una suma de directa.

Ejercicio 2.7.21. Demostrar que en una categoria preaditiva un morfismo f : X —
Y es un monomorfismo si y sélo si Ker f = 0. Demostrar un resultado analogo para
epimorfismos.

Observacion 2.7.22. Si (Z, p1, p2,i1,i2) es una suma directa de dos objetos X, X5 en-
tonces (Z, p1,pe2) es un producto y (Z,1iy,1i3) es un coproducto de X, X,. Algunos autores
llaman a la suma directa un biproducto.

La suma directa de dos objetos es tinica salvo isomorfismo. Si la coleccién (Z, py, pa, i1, i2)
es una suma directa de dos objetos X7, X5 vamos a denotar a Z = X; @ Xs.

Lema 2.7.23. Sea C una categoria aditiva y X1, Xo,Y objetos de C. Ezisten isomor-
fismos naturales de grupos Abelianos

Home (X7 @ X5,Y) ~ Home (X7, Y) @ Home (X5, Y),
Home (Y, X7 @ X3) ~ Home (Y, X1) @ Home (Y, X5).
DEMOSTRACION. Definimos los morfismos
¢ : Home(X; @ Xo,Y) — Home(X1,Y) @ Home (Xo,Y),
() = (aoiy,aoiy)
Y : Home(X7,Y) @ Home(Xs,Y) — Home(X; @ X5, Y),
V(f1, fa) = fiopi + faopa.

Es inmediato demostrar que ambas funciones son morfismos de grupos uno el inverso del
otro y que ademas son morfismos naturales. O

Definicién 2.7.24. Sean C,D dos categorias aditivas. Un funtor F' : C — D se dice
aditivo si para todo par de morfismos f,g: X — Y en C se tiene que

F(f+g)=F(f)+ F(g).

Ejercicio 2.7.25. Si F' : C — D es un funtor aditivo entonces para todo par de objetos
X,Y de C se tiene que F( X @Y)~ F(X)a F(Y).

Ejercicio 2.7.26. Demostrar que toda equivalencia entre dos categorias aditivas es
necesariamente un funtor aditivo.

Ejercicio 2.7.27. Sea F' : C — D es un funtor aditivo entre categorias aditivas. Si
G : D — C es un funtor adjunto a derecha (o izquierda) de F' entonces G es aditivo.
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Ejercicio 2.7.28. Demostrar que si C es una categoria aditiva y f, g son dos morfismos
en C entonces Ker (f + g) = Ker (f) + Ker (g).

Ejercicio 2.7.29. Una transformacion natural entre funtores aditivos es aditiva.

Ejercicio 2.7.30. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria aditiva C. Demostrar
que el nicleo de f es cualquier objeto que representa al funtor

F:C—Set, F(Z)={9:Z—X:fog=0}.
Es decir existe un objeto A € C tal que F'(Z) ~ Hom¢(Z, A).

Si C, D son categorias aditivas y F,G : C — D son dos funtores vamos a denotar por
F & G :C — D al funtor determinado por F' & G(X) = F(X) ® G(X) para todo X € C.

2.7.3. Ejemplos de categorias aditivas.

1. Dado un anillo R, las categorias pM, Mgz y gRMp son aditivas.

2. La categoria Ab es aditiva.

3. Si C, D son categorias, donde D es aditiva, entonces la categoria Fun(C, D) es una
categoria aditiva. En efecto, el objeto nulo es el funtor 0 : C — D tal que 0(X) =0
para todo X € C. Si F,G : C — D son dos funtores, el conjunto Nat (F,G) es un
grupo abeliano con la suma definida como sigue: Si 1, € Nat (F,G) entonces
(n+ 1)x = nx + px para todo X € C.

4. Si C, D son categorias aditivas entonces C x D es aditiva.

Ejercicio 2.7.31. Si R es un anillo conmutativo y 2 < N € N, demostrar que las
categorias €hain(R), Chainy(R) son aditivas.

Ejercicio 2.7.32. Sea C una categoria aditiva. Demostrar que en C todo morfismo
posee nicleo si y solo si todo par de morfismos posee equalizadores. Dualizar.

Ejercicio 2.7.33. Sea C una categoria aditiva y sea D una subcategoria plena aditiva
de C. Para todo par de objetos X, Y € C denotamos por D(X,Y") al conjunto de morfismos
f X — Y en C tales que existe Z € D y morfismos g : X — Z,h : Z — Y tal que

f=hog.
1. Demostrar que D(X,Y") es un subgrupo de Hom¢(X,Y).

2. Definimos la categoria C/D cuyos objetos son los mismos objetos de C. Para cada
par de objetos X,Y € C definimos el espacio de morfismos

Home/p(X,Y) = Home(X,Y)/D(X,Y).

Demostrar que C/D estéd bien definida y que es una categoria aditiva.
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2.7.4. Sucesiones exactas. Sea C una categoria aditivay f: X =Y, ¢g:Y = Z
morfismos en C. Decimos que la sucesion

S) 0—-Xx-Ly -4z -0

es exacta a izquierda si f es un nucleo de g, que es exacta a derecha si g es un contcleo
de f. Decimos que es ezacta si lo es a derecha e izquierda. En particular, si (S) es exacta
entonces go f =0, f es un monomorfismo y ¢ es un epimorfismo.

Decimos que la sucesion (S) se escinde si existe un morfismo ¢ : Z — Y tal que
got=id .
Ejercicio 2.7.34. Sean X1, X5 objetos en C y (X1 ® X, p1, p2, i1, i2) una suma directa.
La sucesion '
0— X1 5 X1 0X, 25 X, —0

es exacta y se escinde.

Definicién 2.7.35. Sean C, D categorias aditivas. Un funtor F' : C — D aditivo se dice
exacto a izquierda si para todo morfismo f : X — Y, Ker (F(f)) = F(Ker f). Decimos
que F' es ezacto a derecha si para todo morfismo f: X — Y, coKer (F(f)) = F(coKer f).
El funtor F' se dice ezacto si es exacto a izquierda y a derecha.

Si C, D son categorias aditivas, denotaremos por
Fun, 4 (C,D), Fun.;(C,D) y Fun.(C,D)

respectivamente, a las subcategorias plenas de Fun(C, D) que consisten, respectivamente,
de funtores exactos a derecha, exactos a izquierda y exactos.

Ejercicio 2.7.36. Sea C una categoria aditiva. Demostrar que para todo X € C el
funtor Home (X, —) : C — Ab es exacto a izquierda.

Ejercicio 2.7.37. Si C,D son categorias aditivas y F,G : C — D son dos funtores
exactos ( a derecha, izquierda respectivamente) entonces F'® G : C — D es exacto ( a
derecha, izquierda respectivamente).

Definicién 2.7.38. Sea C una categoria aditiva. Denotamos por F'(C) el grupo abeliano
libre generado por las clases de isomorfismo de objetos de C. Si X es un objeto vamos a
denotar [X] su clase de isomorfismo. El subgrupo R(C) de F'(C) es el subgrupo generado
por los elementos [Z] — [X] — [Y] cada vez que existe una sucesién exacta

00— X —7Z—Y —0.

Se define el grupo de Grothendieck Go(C) como el cociente F'(C)/R(C). La clase de un
objeto [X] en G(C) la denotaremos (X). En particular, para todo X,Y € C se tiene que
(XaY)=(X)+(Y)en Go(C).

Lema 2.7.39. Sean C,D categorias aditivas y F' : C — D un funtor. Entonces:
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1. F es exacto si y solo si para toda sucesion exacta corta

0—X-2svy 2570

la sucesion

F(f) (9)

0 — F(X) F(Y) F(Z) — 0

es exacta.
2. Si F es exacto, entonces induce un homomorfismo de grupos abelianos [F|

Go(C) — Go(D).

DEMOSTRACION. La primera parte del Lema sigue inmediatamente de la definicién de
funtor exacto. Definimos [F] : Go(C) — Go(D) por [F|((X)) = (F(X)) para todo X € C.
La buena definicién de [F] se deduce del primer enunciado del Lema.

O

Definicién 2.7.40. Sea C una categoria aditiva. Un objeto distinto a cero S € C se dice
simple si todo subobjeto de S es isomorfo a 0 0 a .S. Un objeto se dice indescomponible
si no puede descomponerse como suma directa de subobjetos no triviales.

La demostracién del siguiente resultado puede deducirse de [70, Thm 2].

Teorema 2.7.41. Sean A y B dlgebras de dimension finita. Si F': 4M — gM es un
funtor aditivo exacto a derecha, entonces existe un bimodulo C' € gM 4 y un isomorfismo
natural F ~ C®Q 4 —. O

Ejercicio 2.7.42. Sean C,D categorias aditivas y F' : C — D, G : D — C funtores
aditivos tales que F' es adjunto a izquierda de G. Demostrar que F' es exacto a derecha y
G es exacto a izquierda.

Como consecuencia del ejercicio anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.7.43. Sean C,D categorias aditivas y F : C — D un funtor. St F' posee
adjuntos a derecha e izquierda, entonces F' es exacto. O

Ejercicio 2.7.44. Demostrar que todo funtor que da una equivalencia de categorias
aditivas es un funtor exacto.

Ejercicio 2.7.45. Sea F' : Rep (kG) — vecty el funtor
F(V)=VS={veV:g-v=u, paratodo g € G}.
Demostrar que F' es exacto a izquierda y que no es exacto a derecha.

Ejercicio 2.7.46. Si F' es un funtor exacto a izquierda (respectivamente a derecha) y
f es un monomorfismo (resp. un epimorfismo) entonces F(f) es un monomorfismo (resp.
un epimorfismo).

Ejercicio 2.7.47. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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1. La sucesion exacta corta
0—-Xx -1y 2z 0

se escinde.
2. Para todo W € C la sucesién de grupos Abelianos

0 — Hom¢(W, X) — Home(W,Y) — Home(W, Z) — 0
es exacta en 7M.
3. Para todo W € C la sucesién de grupos Abelianos

0 — Home(X, W) — Home(Y, W) — Home(Z, W) — 0
es exacta en 7 M.
2.7.5. Objetos proyectivos e inyectivos.

Definicién 2.7.48. Sea C una categoria. Un objeto P € Ob(C) se dice proyectivo si
para todo epimorfismo 7 : M — N de C y para todo f : P — N existe un morfismo

g : P — M que hace que el diagrama
P
N

Proposicién 2.7.49. Sea C una categoria aditiva. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

M N

sea conmutativo.

1. P € Ob(C) es un objeto proyectivo.
2. Toda sucesion exacta

0—X-2sy2sp_—0

se escinde.
3. El funtor Home(P,—) : C — Ab es ezacto. O

La demostracién de este resultado es similar a la demostracién para categorias de
modulos sobre un anillo, por lo cual queda como ejercicio.

Definicién 2.7.50. Sea C una categoria. Un objeto @ € Ob(C) se dice inyectivo si
para todo monomorfismo ¢ : M — N de C y para todo f : M — (@ existe un morfismo

g : N — @ que hace que el diagrama
\f\\ 7

Q

sea conmutativo.
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Proposiciéon 2.7.51. Sea C una categoria aditiva. Las siquientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Q € Ob(C) es un objeto inyectivo.
2. Toda sucesion exacta

0—0QtsXx 2y —o0

se escinde.
3. El funtor Home(—, Q) : C — Ab es exacto. O

Ejercicio 2.7.52. Sea () un objeto inyectivo y M un objeto munido de morfismos
m:Q — M, 1: M — @ tales que m o+ =1id ;. Demostrar que M es inyectivo.

Una categoria C se dice que posee suficientes proyectivos si para todo objeto X de C
existe un objeto proyectivo P y un epimorfismo P — X.

Ejercicio 2.7.53. Si R es un anillo, la categoria de R-mddulos posee suficientes pro-
yectivos.

Ejercicio 2.7.54. Demostrar que la propiedad de ser proyectivo es estable bajo equi-
valencias de categorias.

Si C es una categoria aditiva se denotard por Proj(C) la subcategoria plena de C que
consiste de los objetos proyectivos de C. La categoria Proj(C) es aditiva. Denotaremos
por Ky(C) al grupo de Grothendieck de Proj(C).

2.7.6. El cubrimiento proyectivo y la capsula inyectiva.

Definicién 2.7.55. e Un morfismo en la categoria f : M — N se dice superfluo
si es un epimorfismo y para todo morfismo g : L — M tal que fog es epimorfismo
entonces g es epimorfismo.

e Un cubrimiento proyectivo de un objeto M de C es un par (P, f) donde f : P — M
es superfluo y P es un objeto proyectivo.

Denotaremos por (P(M), f) al cubrimiento proyectivo de M. A veces se dejard implici-
ta la funcién f. No en toda categoria existe el cubrimiento proyectivo.

Definicién 2.7.56. e Un morfismo en la categoria f : M — N se dice esen-
ctal si es un monomorfismo y para todo morfismo g : N — L tal que go f es
monomorfismo, entonces g es monomorfismo.

e Una cdpsula inyectiva de un objeto M es un par (E,q), donde q : M — FE es
esencial y F es un objeto inyectivo.

Se denotara por (E(M),q) a la cédpsula inyectiva de M.

Ejercicio 2.7.57. Si R es un anillo, todo objeto en rM posee capsula inyectiva y
cubrimiento proyectivo. chequear esto
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2.8. Categorias Abelianas

Definicién 2.8.1. Una categoria C se dice Abeliana si:

e C es una categoria aditiva;
e todo morfismo en C posee nucleos y contcleos;
e todo monomorfismo es un nicleo y todo epimorfismo es un contcleo.

2.8.1. Ejemplos de categorias Abelianas.
La categoria Ab de grupos abelianos.

Si R es un anillo entonces las categorias gk M, Mg, pm, mg son Abelianas.
Si A es una categoria Abeliana entonces la categoria Fun(D, A) es Abeliana.

Si C, D son categorias Abelianas entonces C°? y C X D son Abelianas.

AN

Si R es un anillo conmutativo y 2 < N € N, entonces las categorias Chain(R),
Chainy(R) son Abelianas.

La demostracién de que las categorias mencionadas anteriormente son Abelianas queda
cOMo ejercicio.

Ejercicio 2.8.2. La categoria de grupos Grp no es Abeliana.

Observacién 2.8.3. De ahora en mas, si C, D son categorias Abelianas, se denotara
aC x D comoC@D.

Lema 2.8.4. Sea C Abeliana. Todo monomorfismo en C es el nicleo de su conicleo.
Dualmente, todo epimorfismo en C es el conicleo de su nicleo.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y un epimorfismo y k : ker f — X su ntcleo. Por los
axiomas de categoria Abeliana existe un morfismo ¢ : Z — X tal que f = coKer g. Como
fog =0, por la universalidad de k, se tiene que existe un morfismo u : Z — ker f tal que
g = k o u. Demostremos que f = coKer k.

Sabemos que fok =0. Sea h: X — W un morfismo tal que h o k = 0. Entonces

hog=hokou=0.

Como f = coKer g, por la universalidad del conticleo, existe un morfismo v’ : Y — W tal
que v’ o f = h. O

Proposicién 2.8.5. Sea C una categoria Abeliana y f : X — Y un morfismo. Sea
k: Kerf — X el niucleo de f yq:Y — coKer f el conicleo. Si ¢ : X — coKerk es
el conicleo de k y d : Kerq — Y es el nicleo de q, entonces existe un unico morfismo
¢ : coKer k — Ker q que hace que el diagrama

x s v

(2.8.1) ‘| [

coKer k T> Kergq,
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sea conmutativo.

DEMOSTRACION. Como f o k = 0, por la propiedad universal del conicleo, existe
h :coKerk — Y tal que f = hoc. Como go f =0 entonces gohoc=0y como c es un
epimorfismo debe ser que ¢ o h = 0. Por la propiedad universal del ntcleo, se tiene que
existe un unico morfismo ¢ : coKer k — Ker ¢ tal que d o ¢ = h.

O

Definicién 2.8.6. Sea C una categoria Abeliana y f : X — Y un morfismo. Se define
la imagen y coimagen de f como Imf = Ker (coKer f), coImf = coKer (Ker f).

La demostracion del siguiente resultado es un ejercicio.

Proposicién 2.8.7. Sea C una categoria Abeliana y f : X — Y un morfismo. De-
mostrar que el morfismo ¢ de la Proposicion 2.8.5 es un isomorfismo. En particular
Ker (coKer f) ~ coKer (Ker f). O

Corolario 2.8.8. Un morfismo f : X — Y en una categoria Abeliana es un isomor-
fismo st y solo si es un monomorfismo y epimorfismo.

DEMOSTRACION. Asumamos que f : X — Y es un monomorfismo y epimorfismo.
Escribamos f = d o ¢ o ¢ como en la Proposicién 2.8.5. Como f es un epimorfismo y un
monomorfismo, ¢ = id x,d = idy. Por lo tanto f = ¢ y por la Proposiciéon 2.8.7 f es un
isomorfismo. OJ

Corolario 2.8.9. Sean S, S’ objetos simples en una categoria Abeliana C. Si¢ : S — S’
es un morfismo no nulo entonces es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Como ker ¢ = 0, ya que de lo contrario ker¢ = S y por lo tanto
¢ = 0, se deduce que ¢ es un monomorfismo. Sea ¢ : S — @ el contcleo de ¢ y sea
k : Kerg — S’ su ntcleo. Como S’ es simple entonces Kerq = 0 o bien Kerq = S’. Si
Ker ¢ = 0 entonces ¢ es un monomorfismo, pero como ¢ o ¢ = 0 entonces deberia ser que
¢ = 0, lo cual contradice las hipdtesis. Luego Kerq = S’ entonces ¢ = 0 y por lo tanto ¢
es un epimorfismo. En este caso ¢ es un isomorfismo. ([l

Definicién 2.8.10. Decimos que una sucesion
xLytz
es exacta en Y si Imf = Ker g, como subobjetos de Y. Una sucesién
0= X, e x, Pox, B X, I X =0

es exacta, si es exacta en cada X;, i =1,...,n+ 1.

Ejercicio 2.8.11. Sea C una categoria Abeliana y f : X — Y un morfismo. Demostrar
que la sucesién

0— Ker f - X L5y -5 coKer (f) — 0

es exacta. Aqui k es el nicleo de f y g el contcleo de f.



2.8. CATEGORIAS ABELIANAS 31

Debemos conciliar la defincién previamente dada de sucesion exacta corta con la de-
finicién anterior. Esto es el siguiente resultado cuya demostracion queda como ejercicio.

Proposicién 2.8.12. Una sucesion

0—=X-1v 2420
es una sucesion exacta corta si y solo si es exacta en X,Y y Z. 0
Ejercicio 2.8.13. Sea C una categoria Abeliana y una sucesion exacta corta
S) 0—-Xx-Ly-4z7—0

en C. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. La sucesion exacta corta (S) se escinde.

2. Existe un morfismo 7 : Y — X tal que mo f =id x.

3. Existen morfismos 7: Y — X, 1: Z — Y talesqueidy = for 4+ 10g.
4. Para cualquier V' € C la aplicacién

Home(V,Y) 2= Home(V, Z)
es suryectiva.

Ejercicio 2.8.14. Sea F' : C — D un funtor aditivo entre categorias Abelianas. De-
mostrar que si F' es fiel entonces para cada X € C tal que F(X) ~ 0 entonces X ~ 0.
Demostrar que la reciproca no es cierta.

El siguiente resultado sera de utilidad mas adelante.

Proposicién 2.8.15. Sea C una categoria Abeliana y F : C — C un funtor aditivo
exacto tal que para todo objeto U € C no nulo, el objeto F(U) # 0. Entonces F es fiel.

DEMOSTRACION. Sean X,Y objetos y f : X — Y. Asumamos que F(f) = 0. Por
la Proposicién 2.8.5 sabemos que f = do ¢ oc, donde ¢ : X — coKerKerf y d :
KercoKer f :— Y. Como F' es exacto, se tiene que

F(coKer Ker f) = coKer F'(Ker f) = coKer Ker 0 = 0.
Por lo tanto coKer Ker f = 0. Entonces ¢ = 0, de lo cual deducimos que f = 0. 0

El siguiente resultado, que puede encontrarse en [37] o en [70, Thm. 6], se utilizara
mas adelante.

Teorema 2.8.16. Sean C,D categorias Abelianas y F' : C — D un funtor eracto a
1zquierda. Entonces F' es representable. 0

Ejercicio 2.8.17. Sea C una categoria Abeliana. Demostrar que el funtor
®: CP? — Fun,,; (C,Ab), ®(X)=Lyx, X E€C,

es un funtor exacto. Para la definicién de Lx ver la ecuacion (2.6.1).
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Ejercicio 2.8.18. Sea C una categoria Abeliana. Demostrar que si F' € Fun,; (C, Ab)
es un objeto inyectivo entonces F' es exacto.

Ejercicio 2.8.19. Sea C una categoria y A una categoria Abeliana. Una sucesion de
funtores 0 - F — G — H — 0 en Fun(C,.A) es exacta corta si y sélo si la sucesién
0— F(X) = G(X) = H(X) — 0 es exacta corta para todo X € C.

2.8.2. Categorias semisimples.

Definicién 2.8.20. Sea C aditiva. Decimos que C es semisimple si toda sucesion exacta
corta se escinde.

Ejemplo 2.8.21. 1. Para cualquier cuerpo k la categoria Vect es semisimple.

2. Si k es un cuerpo y G es un grupo finito tal que char k no divide al orden del
grupo G, entonces M es semisimple.

Ejercicio 2.8.22. Sea C una categoria Abeliana. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes.

(a) C es semisimple

(b) Todo objeto de C es proyectivo.

(c) Para cualquier objeto V' € C, todo subobjeto de V' posee un complemento directo.

2.8.3. La longitud de un objeto. Sea C una categoria Abeliana.

Definicién 2.8.23. Sea X un objeto de C. Una serie de composicion de X es una serie
de subobjetos

O:Xnan—lggXngOZX

tal que los objetos X;/X; ;1 son simples para todo i = 0,...,n — 1. Los objetos simples
X;/X;_1 se llaman los factores de composicion de X. Si S es un objeto simple, la multi-
plicidad de S en X es la cantidad de i tal que S ~ X;/X; ;. Se denotard a ese niimero
por [X : S].

La demostracion de la siguiente proposicién queda como ejercicio para el lector.
Proposicion 2.8.24. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El objeto X posee una serie de composicion
0=XoCX;C---CX,, 1 CX,=X.

2. FExiste un natural n tal que para cualquier sucesion 0 = X,, C X,,_.1 C --- C X7 C
Xo = X se tiene que m < n.

3. Cualquier sucesion decreciente --- C X, 1 C --- C Xy C Xg = X y creciente
X C X, CXyC... se estabiliza. O

Definicién 2.8.25. Si cualquiera de las condiciones de la proposicion anterior se sa-
tisface decimos que X es de longitud finita y n es su longitud.
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Teorema 2.8.26. (Teorema de Jordan-Hélder) Sea X un objeto de longitud finita.
Cualquier filtracion de X puede ser extendida a una serie de composicion. Dos series de
composicion tienen a un objeto stmple dado con la misma multiplicidad. 0

Proposicién 2.8.27. Sea C una categoria Abeliana donde todo objeto es de longitud
finita. Sea S el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples. Entonces el grupo
de Grothendieck Gy(C) es el grupo libre generado por S.

DEMOSTRACION. Para todo objeto simple S denotemos por 1g al elemento del grupo
libre ZS que tiene un 1 en la componente S y 0 en las demas. Definamos ¢ : ZS — Go(C)
y ¥ : Go(C) — Z° como sigue. Para cada objeto simple S

Pp(1ls) =< S >,

y (< M >) =Y gc5[M : S]lg. Observar que podemos definir el entero [M : S| ya que
todo objeto tiene longitud finita. El morfismo 1 es aditivo y claramente ¢ es suryectivo.
Se puede observar que yo¢ = id evaluando en 1g para objetos simples S. Esto demuestra
que ¢ es inyectiva. 0

no estoy seguro que este del todo correcto el siguiente resultado

Proposiciéon 2.8.28. Sea C una categoria Abeliana k-lineal con suficientes proyectivos,
donde todo objeto es de longitud finita. Entonces todo objeto simple posee cubrimiento
proyectivo. [

2.8.4. Subcategorias de Serre. Sea C una categoria Abeliana. Una subcategoria
de Serre de C es una subcategoria Abeliana plena D de C que es cerrada por subcocientes
y extensiones. Una definicion equivalente de ser Serre es que sea cerrada por sucesiones
exactas cortas. Es decir D es una subcategoria de Serre de C si es una subcategoria plena
tal que para toda susecién exacta

00— X—Y—272—0

en C, el objeto Y pertenece a D si y solo si X, Z pertenecen a D.

Proposicién 2.8.29. Sean C,D categorias Abelianas. Las siguientes afirmaciones se
verifican.

1. 8@ § es una subcategoria Serre de C entonces el funtor inclusion I : § — C es
exacto.

2. Sea F : D — C un funtor exacto. La subcategoria plena S de D definida por
aquellos objetos S tales que F(S) =0 es una subcategoria Serre.

DEMOSTRACION. 1. Sea f : X — Y un morfismo en la categoria S. Demostraremos
que kers f = kere f. Aqui denotamos por kers y kere a los nucleos calculados en las
categorias respectivas. _

Sea k : kers f — X el nicleo de f en Sy k : kere f — X el nticleo de f en C. Por lo
tanto f o k = 0. Por la universalidad del nicleo, existe un morfismo w : kerg f — kere f
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tal que k = kowu. Como S es Serre, es cerrada por subobjetos, por lo tanto el morfismo
k kere f — X pertenece a S. Como f o k= 0, entonces existe un morfismo v : kere f —
kers f tal que k = ko v. Entonces

k=kou=kovou.

Por lo tanto v o u = id. Analogamente se demuestra que u o v = id. La demostracién de
que coKer s f = coKer¢f es completamente similar.

2. Se deduce del Lema 2.7.39. O
El siguiente resultado se puede encontrar en [59].

Teorema 2.8.30. Sea C una categoria Abeliana y S una subcategoria Serre. Existe
una categoria Abeliana C/S munida de un funtor exacto @ : C — C/S tal que Q(S) ~ 0
para todo S € S y dicho funtor es universal para esta propiedad. O

Ejemplo 2.8.31. Sea K un algebra y sea I C K un ideal bildtero. Denotemos por
7 : K — K/I la proyeccién canénica de dlgebras. Tenemos un funtor P : g/m — gm
dado por P(M) = M con accién

k-m=mn(k) -m,

para todo k € K, m € M. La subcategoria plena P que es la imagén del funtor P es una
subcategoria Serre. Para demostrar esto definamos el funtor F' : gm — gm, F(M) = 1-M.
El funtor F' es exacto y la subcategoria P coincide con los objetos M € gm tales que
F(M) ~0.

2.8.5. Categorias finitas.

Definicién 2.8.32. Sea k un cuerpo. Una categoria Abeliana C se dice k-lineal si

Home(X,Y) es un k-espacio vectorial para todo par de objetos X, Y y la composicién es
k-bilineal.

Una categoria Abeliana k-lineal C se dice finita si

(a) Todo objeto de C posee longitud finita;

(b) dimg(Hom¢(X,Y)) < oo para todo X,Y € C;

(c) todo objeto simple de C posee cubrimiento proyectivo;

(d) la cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples es finita.

Observacién 2.8.33. Se sabe que toda categoria Abeliana k-lineal finita es equiva-
lente a la categoria sm, para algin algebra A de dimension finita. Dicha algebra no esta
canonicamente determinada. Se prefiere usar, sin embargo, la definicién antes dada ya que
es intrinsica de la categoria.

Los siguientes resultados seran de utilidad més adelante. La demostracion de ambos
resultados sigue de que toda categoria Abeliana k-lineal finita es equivalente a la categoria
Am, para algun dlgebra A de dimensién finita.
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Proposicion 2.8.34. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea C una categoria
Abeliana k-lineal finita, S € C un objeto simple. Entonces para todo objeto Y € C se tiene
que

(2.8.2) dim Hom¢(P(S),Y) =[Y : S].

Como aplicacion del resultado anterior se tiene el siguiente:

Corolario 2.8.35. Sea C una categoria Abeliana k-lineal finita donde I es un conjunto
de representantes de clases de isomorfismo de objetos simples. Para todo X € C

(2.8.3) (X) =) dimHome(P(S),X) (S).
Sel

O

Recordemos que (X) denota la clase de isomorfismo de X en el grupo de Grothendieck
de C, Definicién 2.7.38.
El siguiente resultado es [8, Proposicién 5.2].

Proposiciéon 2.8.36. Supongamos que C es una categoria Abeliana k-lineal finita y sea
I el conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples. Asumamos que I =J,_, Ji
es una union disjunta. Si Ci es la subcategoria plena de C que consiste de aquellos objetos

cuyos subcocientes simples pertenecen a Jy, entonces existe una equivalencia C ~ @} _,Cy.
O

Proposicion 2.8.37. Sea C una categoria Abeliana k-lineal finita. Fxiste una corres-
pondencia biyectiva entre clases de isomorfismo de objetos simples y clases de isomorfis-
mos de objetos proyectivos indescomponibles. Si S € C es un objeto simple, la correspon-
dencia estd dada por S e~ P(S). O

Sea C una categoria Abeliana k-lineal finita, y sean F,G : C — vect, dos funtores
exactos fieles. Definimos el funtor FRG : C x C — vecty por

(FRG)(X,Y) = F(X)oG(Y), X,Y eC.
Proposicién 2.8.38. Existe un isomorfismo canonico
arg : End (F)®@gEnd (G) — End (FQG)
dado por
ara(M@ne)rosay) = ()reo@(12)ac)
para todo m; € End (F'),n2 € End (G), X,Y € C. O

Lema 2.8.39. Sean C y D categorias Abelianas k-lineales finitas. Ademds, asumamos
que los proyectivos e inyectivos en D coinciden. Sea F' : C — D un funtor aditivo k-lineal.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) F es denso.
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(ii) Todo objeto Y € D es un subobjeto de F(X) para algin objeto X € C.
(iii) Todo objeto Y € D es un cociente de F(X) para algin objeto X € C.

DEMOSTRACION. Las implicaciones (ii) = (i), (iii) = (i), son evidentes. Veamos que
(i) = (ii). Sea Y € Dy I(Y) la capsula inyectiva. Como F es denso, I(Y) es un subcociente
de F(X) para algin X € C. Es decir que existe W € D, un monomorfismo ¢ : I(Y) < W
y un epimorfismo F(X) — W. Por ser I(Y") inyectivo, existe un morfismo f: W — I(Y)
tal que for=id. Por lo tanto, W = I(Y) @ U, para algin U € D. Entonces tenemos un
epimorfismo

F(X)—>»W — I(Y).

Como I(Y) es inyectivo, también es proyectivo, por hipdtesis. Luego existe un objeto
VeDtal que F(X)=I1(Y)® V. Asi Y es un subobjeto de F(X). La demostracién de
la implicacién (i) = (iii) es andloga, usando cubrimiento proyectivo. O

El siguiente resultado serd util méas adelante. Es la reciproca del Teorema 2.7.43. Se
deduce de los resultados de Watts, ver el Teorema 2.7.41.

Teorema 2.8.40. Sean C,D categorias Abelianas k-lineales finitas, y F' : C — D un
funtor exacto. Entonces ' posee adjuntos a derecha e izquierda. 0

2.9. Producto tensorial de Deligne

Sean Cy,Cy categorias Abelianas k-lineales. En esta seccién, todos los funtores seran
aditivos k-lineales.

Un producto tensorial de C; y Co es una categoria Abeliana k-lineal .4 munida de un
funtor F': C; x Ca — A exacto a derecha tal que para toda categoria Abeliana k-lineal D
el funtor

Funeq (A, D) _Gnek BiFuneq.(Cy x Co, D)

es una equivalencia de categorfas. Aqui la categoria BiFun.q (C; X C2,D) denota los
bifuntores exactos a derecha en cada variable.

Lema 2.9.1. Si el producto tensorial de dos categorias Abelianas k-lineales Cy,Co existe
es unico salvo equivalencia.

DEMOSTRACION. Sean A, A’ categorias Abelianas k-lineales y funtores
F261XCQ—>.A, F/:61XCQ_>A/

tales que los funtores

Funeq (A, D) 2292 BiFun, 4 (C x Cs, D),

Funeq. (A/, D) ﬂ BiFunegq, (Cl X Cz, D)7

son equivalencias de categorias para cualquier categoria Abeliana D. En particular existen
funtores ® : A — A, ¥ : A" — A tales que

doF~F, VoF ~F
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Entonces ® o Wo F' ~ F’. Lo cual implica que ® o ¥ ~ Id 4. Andlogamente se demuestra
que ¥ o ® ~ Id 4, y por lo tanto las categorias A, A’ son equivalentes. 0

De ahora en mas, si el producto tensorial de dos categorias Abelianas k-lineales Cy, Cs
existe se denotara por C; X C,.

Observacién 2.9.2. Al funtor F' de la definicién de producto tensorial se lo denota
X:C xCy — C;KCy y para cada par X € Cq,Y € Cy la imagen de este funtor se denota
por X M Y. Para enfatizar, a veces denotaremos a este funtor M, ¢, : C; x Cy — C; X Cs.
Si f: X — Y es un morfismo en Cy, g : X’ — Y’ es un morfismo en Cs, denotaremos
fRg: XKX — Y XY al morfismo en C; X Cy dado por f X g = Xe, ¢, (f, 9).

Observacién 2.9.3. Que el funtor
GHGO&CI,CQ

Fune_d_ (Cl X 627 D) BiFU?’LE_d_ (Cl X C27 D)
sea una equivalencia de categorias implica que para toda categoria Abeliana D y toda

transformacién natural p : F o e, ¢, = G o K, ¢,, donde F,G : C; K Cy — D son dos
funtores, existe una unica transformacién natural i : F' — G tal que o e, ¢, = p.

La siguiente proposicién puede encontrarse en [20]. Ver también [48].

Proposicién 2.9.4. Asumamos que Cy,Cy son categorias Abelianas k-lineales finitas.
Entonces
e Kl producto tensorial de Cy,Cs existe;
o El funtor X : Cy x Co — Cy K Cy es exacto en cada variable;
e Para toda toda categoria Abeliana k-lineal D existe una equivalencia de categorias

Fun, (C; K Cy, D) _GGE BiFun, (C; x Cy,D);

La transformacion natural
Home, (X1, Y1)®x Home, (X2, Y2) — Home,me, (X1 B X5, V1 K Y3)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
o Si A, B son dos k-dlgebras de dimension finita entonces ;,m X pm >~ 4o pm. [

Lema 2.9.5. Sean C,C", D, D' categorias Abelianas k-lineales tales que existe el pro-
ducto tensorial CRC', DX D'. Sean F :C — D, G : C' — D' funtores exactos a derecha.
Entonces existe un unico funtor FRG :CXC' — DX D' tal que

(F X G) o &c’cl = &DJ)’ o (F X G)

DEMOSTRACION. El funtor F'x G : C xC' — D x D’ es exacto a derecha. Por lo tanto
el funtor
Mppo(FXxG):CxC' - DXRD
es exacto a derecha en cada variable. La existencia del funtor F' X G se deduce de la
propiedad universal del producto tensorial. O

El siguiente Lema es una consecuencia inmediata de la definicion de .
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Lema 2.9.6. Sean C, D, A categorias Abelianas k-lineales finitas y sean F,G : CxD —
A funtores exactos a derecha en cada variable. Vamos a denotar por F,G :CXD — A a
los funtores tales que

FOXC,D:F, EOX’CJ):G.
Para toda transformacion natural m : F' — G existe una unica transformacion natural
n: F — G que verifica
Nxmy = N(XY);

para todo (X,Y) € C x D. O

La demostracion del siguiente resultado queda como ejercicio para el lector motivado.

Lema 2.9.7. Sean C,C", D, D" categorias Abelianas k-lineales tales que existe el pro-
ducto tensorial CRC', DX D'. Sean F,G : C — D, F',G' : C' — D' funtores exactos a
derecha y v : F — G, v : F' — G’ transformaciones naturales. Entonces existe una unica
transformacion natural pXv : FRF' — GXR G tal que (uXv)xmy = px Xvy para todo
XeclyYecl. O

Ejercicio 2.9.8. Sean C,D categorias Abelianas k-lineales tal que existe el producto
tensorial. Demostrar que existe una equivalencia de categorias C XD ~ DX C.

Ejercicio 2.9.9. Si C,(C’, D son categorias Abelianas k-lineales finitas tales que C ~ C’
entonces CXD ~ C'X D.

Proposicién 2.9.10. SiC es una categoria Abeliana k-lineal finita entonces existe una
equivalencia de categorias vect X C ~ C.

DEMOSTRACION. Demostraremos que Matr, XC ~ C. Definimos F' : Matr, x C — C
el funtor

Fn,X)=X"=X&---®X,
N’

para todo (n, X) € Matry x C. Se puede demostrar que F es exacto. Sea 4 una categoria
Abeliana y sean

O : Funeq (C,A) — BiFun,q(Matry x C, A),
U : BiFuneq (Matry x C, A) = Fun.q.(C,A)
los funtores dados por
®(G)=GoF, V(H)X)=H(1,X)

para todo X € C. Se puede demostrar que los funtores ®, ¥ establecen una equivalencia
de categorias. O

Ejercicio 2.9.11. Sean C,D categorias Abelianas k-lineales finitas. Demostrar que
todo objeto simple es de la forma UX V € CX D donde U € Cy V € D son objetos
simples.
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2.10. La equivariantizacion de una categoria Abeliana k-lineal

Sea G un grupo finito y C una categoria Abeliana k-lineal. Una accion de G sobre C
es una coleccion de funtores aditivos k-lineales {F, : C — C} e munidos de isomorfismos
naturales

797hZFgOFh—>th, ’yoildc—>F1,
tales que para todo g, h, f € G, X € C

(2.10.1) (Yan.£)x (Vo) Fr(x) = (Vgung) x Fy (V) x),

(2.10.2) (Vo) x Fy((70)x) = (71,9)x (70) £, ()

Un objeto X € C se dice equivariante si esta equipado de una familia de isomorfismos
s ={sy: F;)(X) = X}seq tales que s1(70)x = id x y el diagrama

(2.10.3) Ey(Fy(X)) 2k (x)
i('yg,h)X Sgl
Fop(X) — 2 X

es conmutativo para todo g,h € G.

Definicién 2.10.1. Decimos que la accion de G en C es unitaria si F; = Id ¢, 79 = id,
Vg1 =1d = 71,4 para todo g € G.

Definicién 2.10.2. La categoria C¢ es la categorfa cuyos objetos son pares (X, s)
donde X es un objeto equivariante. Si (X, s), (Y,7) son dos objetos equivariantes, un
morfismo f : (X,s) — (Y,r) entre ellos es un morfismo f : X — Y en C tal que
fos,=r,0F,(f) para todo g € G. La categoria C% se llama la equivariantizacién de C
por G.

La demostracion de la siguiente proposicién queda como ejercicio para el lector.

Proposiciéon 2.10.3. Sea G un grupo finito y C una categoria Abeliana k-lineal tal que
G actua en C.

1. La categoria C¢ es Abeliana k-lineal.

2. El funtor de olvido F : C¢ — C, F(X,s) = X para todo (X,s) € CY, es fiel.

3. Definamos el funtor L : C — C% dado por L(X) = (DhegFn(X),s~), donde
sy BrecFy(Fu(X)) = GnecFn(X)

estd dado, componente a componente, por v, . Entonces L es adjunto a derecha
e izquierda de F. En particular F es exacto.
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4. Si C es ademds finita entonces CC es finita.
5. Si C es una categoria Abeliana semisimple entonces C¢ es semisimple. 0

Ejemplo 2.10.4. Sea A un algebra de dimensién finita. Asumamos que para todo
g, h € G existen

e morfismos de algebras g, : A — A;
e clementos 0, € A~

tales que para todo a € A y para todo g, h, f € G

Lo=ida, bgnhi(gi(a)) = (gh)u(a)byn,  Ognsfs(Ogn) = Ognibh.s,
Og1=1=0q,.
Para todo g, h € G definimos
Fy:qm—  m, F,(M)=M.
La acciéon de A en F,(M) estd dada por a>m = g.(a) - m, para todo a € A,m € M.
Ademas definamos para todo g,h € G, M € ;m, m € M
Yo i Fyo Fr— Fyn, (Vo) m(m) =0y - m.

Es inmediato comprobar que esto induce una accién del grupo G en la categoria am. Si
definimos sobre el espacio vectorial AQkG el siguiente producto

(a@g)(b®h) = Oy nh.(a)b&gh,

para todo a,b € A, g,h € G. Se puede comprobar que con esta estructura el espacio
A®ikG es un algebra.

Afirmacién 2.10.1. Se tiene una equivalencia de categorias
)G

(Am ~ A®kk(;m.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sean @ : (um)® — 4g.0cm, ¥ @ agxem —
(am)% los funtores definidos de la siguiente manera. Para todo (X,s) € (am)¢, M €
Az kem definamos

(X,s)=X, U(M)=(M,r).
Donde la accién de A®xkG en X esta dada por (a®g) -z = s,(a - x). Para todo g € G los
morfismos 7, : M — M se definen r,(m) = (1®g) - m. O

Veamos un ejemplo de esta situacién. Sea m € N, n = m?, ¢ € C una raiz m-ésima de
la unidad y H el 4lgebra generada por elementos h, z sujetos a las relaciones

hxr=qxh, 2"=0, h"=1

Sea A la subdlgebra de H generada por z y h™, y sea C,, =< g > el grupo ciclico de
orden m generado por g. Definimos

(gl)* : A — A7 (gl)*<(l) - hiah_i, e(gi,gj) — h2+j_(l+])/

Aqui para todo z € Z denotamos por 2’ al resto en la divisién por m.
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arreglar este ejemplo

Sean C y D categorias Abelianas k-lineales equipadas de acciones de un grupo G
via funtores Fj, y Fj, respectivamente. Sea H : C — D un funtor. Decimos que H es
G-equivariante si esta equipado de isomorfismos naturales

Wg:HoFg%ﬁgoH,
para todo g € G, tales que

(2.10.4) (m)xH(v)x = (%)H()@ (mgn) x H (ygn)x = ﬁgh>H(X)Fg<77h)X(7Tg)Fh(X)7
para todo X € C.
Si H : C — D es un funtor G-equivariante, entonces podemos definir un funtor H¢ :
C% — DY de la siguiente forma. Si (X, s) € C“ entonces HY(X,s) = (H(X),t), donde
t, = H(s,)(m;")x.
para todo g € GG. La demostracion del siguiente resultado queda como ejercicio.

Proposicién 2.10.5. Sean C y D categorias Abelianas k-lineales equipadas de acciones
de un grupo G.

1. Demostrar que existe una accion de G en C unitaria y una equivalencia G-equivariante

H:C—ZC.
2. 8i H : C — D es una equivalencia G-equivariante, entonces H% : C¢ — D es
una equivalencia de categorias. 0

Ejercicio 2.10.6. Sea G’ un grupo finito. El grupo G actua en vect trivialmente, es
decir F; = Id, v,, = id para todo g,h € G. Demostrar que existe una equivalencia de
categorfas (vecty)® =~ Rep (GQ).






Capitulo 3

Categorias tensoriales

3.1. Categorias monoidales
Una categoria monoidal es una colecciéon (C,®,a,r, 1, 1), donde
e C es una categoria, 1 es un objeto de C;

e ®:C xC — C es un funtor;

o {axyz  (X®Y)®Z XY ®2)}, {rx: X®1l—=X:XecO0bjC)} vy
{Ix:1®X — X : X € Obj(C)} son isomorfismos naturales;

sujetos al axioma del pentagono, esto es

(3.1.1) axyzew Oxgvzw = (1dx @ ayzw) axyezw (axyz @idw),
para todo objeto X,Y, Z, W en C, y sujetos al axioma del tridngulo:
(312) (ldX ® ly) CLX717Y =Tx ® idy,

para todo objeto X, Y en C. Es decir que los diagramas

(XeY)oZ)oW

XoYoZ)oW (XoY)®(ZaW)
lax,wgz,w aX,Y,Z®Wl
id®a
Xo(Y®Z) W) e X® Y o(ZaoWw)
y
(X®1) oW e Xo1eWw)
XQW

son conmutativos para todo objeto X, Y, Z, W en C.

Observacién 3.1.1. A veces denotaremos la categoria monoidal (C,®,a,r¢,I¢ 1¢)
para enfatizar que los morfismos de asociatividad y unidad pertencen a C.

43
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Definicién 3.1.2. Una categoria monoidal C se dice estricta si para todo X,Y, Z € C
(XRY)eZ=X® (Y ®Z), 18X=X=X®1,
y los morfismos de asociatividad y unidad son las identidades.
La demostracién del siguiente resultado puede encontrarse en [47].

Lema 3.1.3. Sea C una categoria monoidal. Las siguientes afirmaciones se verifican:

1. El objeto unidad es unico salvo isomorfismo.
2. r = ll.
3. El conjunto End (1) es un monoide conmutativo con la composicion.

O
Dadas dos categorias monoidales Cy, Co, un funtor cuasi-monoidal entre dichas cate-
gorias es una terna (F,, ¢), donde:
e F:C; — (Cy es un funtor;

o (xy : F(X)®F(Y) - F(X®Y), es una familia de isomorfismos naturales para
todo X,Y € (Cy;

e »:1— F(1) es un isomorfismo.

El funtor (F,(, ¢) se dice monoidal si ademds se satisface que

(3.1.3) Cxyez(id pax)®Cyz)arx),royv),re) = Flaxy,z)Cxay,z(Cx,y ®id pz)),
(3.1.4) lrx) = Flx)Cx (6®id p(x)),
(3.1.5) reex) = Frx)Cx1(id poo®9),

para todo objeto X,Y, Z € C;.

Definicién 3.1.4. Un funtor monoidal (F, (, ¢) se dice estricto si F(1) = 1, para todo
X, Y sesatisface que F(X)®F(Y) = F(X®Y) y los isomorfismos (, ¢ son las identidades.
Un funtor monoidal (F, ¢, ¢) se dice unitario si F(1) =1, ¢ =id y (x1 =id = (3 x para
todo X € C.

Si (F,¢, ), (F', (', ¢") son funtores monoidales entre las categorias monoidales Cy, Cs,
una transformacion natural monoidal 0 : (F,(,¢) — (F',{’,¢') es una transformacién
natural 6 : F' — F’ tal que para cualquier X,Y € C;

(3.1.6) 010 = ¢, Oxevixy = (xy(0x®0y).

Un isomorfismo monoidal natural es una transformaciéon monoidal natural que es un
isomorfismo natural.
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Si C,D, & son categorias monoidales y (F,(,¢) : C — D, (F',{',¢') : D — & son
funtores monoidales entonces la composicién de ellos es un nuevo funtor monoidal (F’ o
F, &) : C — & definido por:

Exy: (FloF)(X)®(F' o F)(Y) = (F' o F)(X®Y),
Exy = F'(Cxy )Crix) rov
para todo X,Y € D. Ademds ¢ : 1 — F’ o F/(1) estéd definido por ¢ = F'(¢) o ¢'. Queda
como ejercicio verificar que este nuevo funtor es efectivamente monoidal.

Lema 3.1.5. Las composiciones horizontal y vertical de transformaciones naturales
monoidales entre funtores monoidales es nuevamente una transformacion monoidal.

DEMOSTRACION. Sean C, D, £ categorias monoidales munidas de funtores monoidales
(J,(),(H,&):D— &, (G, &), (F,("):C—>Dconv:J— Hn:F — G transformaciones
naturales monoidales. Verfiquemos que la composicién horizontal von: Jo F — Go H
es una transformacion natural monoidal.

Sean X,Y €, entonces se tiene que

(v on)xey I (Cxy)Crex).rovy = Vaxey)d (Mxey) I (Cxy ) Crx) Fv)
J( XY(UX(XWIY))CF F(Y)
= vaxev)J (Exyv)Cax).aw)(J( X)®J(77Y))
—H(fxy)VG X)®G Y)CG G(Y( (nx)®J (ny))
H(Ex y)éa).co (Vax) @vann)(J (nx)@J (ny)
= H(5X,y)fc(x),G<Y)((V o n)x®(von)y).

La primera igualdad se debe a la definicién, la segunda a que 1 es una transformacion
natural monoidal, la tercera por la naturalidad de (, la cuarta por la naturalidad de v
y la quinta se debe a que v es monoidal. La demostracion que la composicién vertical es
monoidal es inmediata. O

= Va(X®Y)

La subcategoria de funtores monoidales entre dos categorias monoidales C, D se deno-
tard por Fung(C, D).

Una equivalencia monoidal entre dos categorias monoidales C;,Cs es un funtor mo-
noidal (F,(,¢) : C; — Cs tal que existe otro funtor monoidal (F',(',¢') : Co — C; e
isomorfismos naturales monoidales 0; : F'o F' — Id¢,, 05 : F' o FF — Id¢,. En este caso
diremos que las categorias Cy, Cy son monoidalemente equivalentes, y se denotara C; ~g Co

La demostracién del siguiente lema puede encontrarse en [47, Lemma XI1.2.2].

Lema 3.1.6. Sea (C,®,a,r,l,1) una categoria monoidal. Para todo par de objetos
X, Y € C se verifica

(3.1.7) Ixgyar,xy = Ix®idy, (idx®ry)axyi = rxey-
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O

3.1.1. Ejemplos de categorias monoidales. Queda como ejercicio para el lector
completar los detalles de la demostracion de que las siguientes categorias son monoidales.

1. La categoria de conjuntos Set es monoidal. El producto tensorial x : Set x Set —
Set es el producto cartesiano. El objeto unidad 1 = {*} es el conjunto con un
tnico elemento. Los morfismos de asociatividad son los candnicos. Para cualquier
conjunto X los isomorfismos [y : 1 X X — X, rx : X x 1 — X estan dados por

Ix(x,x) =z, rx(z, %) =z,
para todo x € X.

2. Toda categoria aditiva es monoidal tomando el producto tensorial dado por la
suma directa y el objeto unidad el objeto cero de la categoria.

3. Sea k un cuerpo. La categoria Vect | es monoidal. El producto tensorial ® : Vect y x
Vect, — Vect es el producto tensorial sobre el cuerpo de base ®j. El morfismo
de asociatividad es el candnico, es decir que si X,Y, Z son k-espacios vectoriales,
r € X,y €Y,z € Z entonces

axy,z : (X@kY)®kZ — X®k(Y®kZ>, CLX,Y7Z((5L'®Q)®Z) = :17®(y®z)

El objeto unidad es el cuerpo k y los isomorfismos V®k ~ V ~ k®V son los
canonicos. La categoria vect de espacios vectoriales de dimensién finita es mo-
noidal con la misma estructura de Vecty.

4. Seak un cuerpo. La categoria Supervect , de super espacios vectoriales. Los objetos
son k-espacios vectoriales V' de dimension finita equipados de una graduacién
V = V4 & V;. Los morfismos son aquellas transformaciones lineales que preservan
la graduacion. Si V., W & Supervect el producto tensorial es VW = VW,
con graduacion

(VeW), = VoW @ VienW: , (VW) = Vo@uWi @ VieW.

La asociatividad y los morfismos de unidad a derecha e izquierda son los mismos
que en la categoria de espacios vectoriales.

5. Sea H una bidlgebra sobre k. La categoria gy M es monoidal. El producto tensorial
® : gM x gM — gM es el producto tensorial sobre el cuerpo de base ®y. Si
V. W € gM la estructura de H-médulo sobre V&, W es la siguiente. Siv € V,w €
W, h € H entonces

h- (v@w) = hay - v& he) - w.

Los morfismos de asociatividad son los mismos que en la categoria Vect del
ejemplo anterior. Falta demostrar que dichos morfismos son de H-moddulos: Si
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X, Y, Z son H-médulos, x € X,y € Y,z € Z entonces

axyz(h- ((z®y)®z)) = axy.z(hq) - (2@y)h) - 2))

= axyz((ha)) - 2@ha) @) - Y)Bhe) - 2))

= hma) - 2@(hae) - YOhe) - 2)

= hay - 2@(he)0) - y@he) @) - 2)

= h-axyz((z@y)®z).
La cuarta igualdad sigue de la coasociatividad del coproducto de H. El objeto
unidad es el cuerpo de base k con accién de H dada por la counidad, es decir que
sie: H — keslacounidad, h € H, A € k entonces h- A = e(h)\. Los isomorfismos
[y r son los mismos que en la categoria Vect ;. La categoria de ym es monoidal con

la misma estructura. De ahora en més denotaremos Rep (H) = ygm para enfatizar
que estamos utilizando esta estructura monoidal.

. Similarmente al ejemplo anterior, si H es una bidlgebra, la categoria M de
H-comodulos a izquierda es una categoria monoidal. La subcategoria plena de
H-comédulos de dimensién finita la denotaremos por Comod (H).

. Sea G un grupo finito y sea w € Z3(G,k*) un 3-cociclo, es decir que para todo
a,b,c,d e G

w(a, b, c)w(a,be,d)w(b, c,d) = w(ab, ¢, d)w(a, b, cd).

Denotaremos por C(G,w) la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita
G-graduados, es decir que los objetos son los k-espacios vectoriales V' de dimension
finita equipados de una G-graduacién: V = @ gec Vg ¥ los morfismos son aquellas
transformaciones lineales que preservan la graduacién. Esta categoria es monoidal
como sigue. SiV =P, Vy, ¥y W =D, W, son objetos en C(G,w), entonces

Ve = PVew),,
geG

donde (VoW), = P,,—, Va®cW,. El objeto unidad es k concentrado en grado 1,
la identidad del grupo. EI morfismo de asociatividad esta dado por el 3-cociclo w,
es decir agyw : (UQV)QW — Ux(VW) esta definido como

agyw ((u@V)@w) = w(g, h, f) uR(vRW),

donde u € Uy, v € Vi, w € Wy, g, h, f € G. Los isomorfismos de unidad a derecha
e izquierda lx : kX — X,rx : X®k — X estan dados por

Ix(1®z) =w(l,h, kY z, rx(2®1) =w(h,1,1) z,

para todo x € X},. Cuando w es trivial C(G,w) coincide con la categoria de kG-
comddulos.
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10.

11.

12.

13.

3. CATEGORIAS TENSORIALES

Sea R un anillo. La categoria de R-bimoédulos rpMp es monoidal. El producto
tensorial es ®g, el objeto unidad es R con las acciones regulares a derecha e
izquierda.

Si C es una categoria, la categoria de endofuntores End (C) es monoidal con pro-
ducto tensorial dado por la composicién de funtores. Recordemos que en esta ca-
tegoria la composicién de transformaciones naturales es la vertical. Esta categoria
monoidal es estricta. El objeto unidad es el funtor identidad, los morfismos de aso-
ciatividad son las igualdades. La composicién de transformaciones naturales es la
vertical y el producto tensorial de dos transformaciones naturales es la horizontal.
Es decir, si F, F',G,G' € End(C) yn: F — G,u: F' — G’ son trasformaciones
naturales, entonces n®u : F o F' — G o G’ es la transformacién natural dada por

(nop)x : F(F'(X)) = G(G'(X)),  (n@p)x = G(ux) o npx),

para todo X € Ob(C). La subcategoria plena de funtores exactos End .(C) hereda
una estructura monoidal.

Sea (C,®,a,r,l,1) una categoria monoidal. Vamos a denotar por
C’f‘e’l} — (CT’GU’ ®T€’U7 CL”’@*U7 ,’,,','6’0’ l’r‘e’l}7 17"6’[})

a la siguiente categoria monoidal. Como categorias C™* = C. El producto tensorial
RV CXxC—=C, XR Y =Y®X, paratodo X,Y € C. Si X,Y, Z € C entonces

axyz: ZR(Y®X) = (ZeY)®X, axXyz = aE}Y’X;

e =y, B¢ =ryx, 10=1

Sea k un cuerpo, A un grupo abeliano finito, x : A x A — k un bicaracter
simétrico no degenerado y 7 una raiz cuadrada de ﬁ. La categoria TY (A, x,T)
es la categoria semisimple esquelética cuyos objetos son sumas directas finitas de

los elementos S := AU {m}. Los morfismos entre elementos de S estan dados por

klds if s = ta
Hom(S,t) - { 0 en otro caso,

El producto tensorial de dos elementos de S esta dado por:

a®@b=ab, a®@m=m=m®a, m®m:@x (a,b e A).
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15.
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El objeto unidad es 1 € A. Los isomorfismos de unidad a derecha e izquierda son
las identidades. El isomorfismo de asociatividad « estd determinado por:

Agmp = X(a,b) id,, : m — m;

Omam - @x — @% (am,a,m):p,y = X(CL?QJ)(;x,yidz;

€A yeA

. _ 13 .

O DM = DM, (mmm)ay = 7 x(@,9) " id i
€A yeA

para todo a,b € A. El resto de las asociatividades son las identidades. Notar que
aqui estamos denotando por (Qm, qm)z,y & la componente homogénea que sale de
y llega a y. La categoria TY (A, x,7) se la conoce como la categoria de Tambara-
Yamagami. Ver [68].

Sea R un anillo conmutativo con unidad. La categoria €hain(R) posee una estruc-
tura monoidal como sigue. Si C, D € €hain(R) entonces definimos

(C®D>n = @n:r—l—s CT‘®RDSJ
para todo n € Z. El morfismo d : C®D — C®D se define
d(z®y) = d(z)®y + (-1)" 2@d(y),

para todo x € C}.,y € D,. Queda como ejercicio definir la asociatividad y la unidad
y demostrar que se satisfacen los axiomas de categoria monoidal.

Sea K un anillo conmutativo con unidad, N € N y sea ¢ € K. Para cadan € N
denotamos [n], = ¢" ' +---+ ¢+ 1, [0], = 1. Asumiremos que

[N],=0, vy [nj;eK*paraN—1>n2>1.
Como en el ejemplo anterior, dados C; D € Chainy(K) se define
(C®D),, = Bperts CrQrDs,
para todo n € Z. El morfismo d : C®D — C®D se define
d(z®@y) = d(z)®y + ¢" 2@d(y),

para todo x € C,y € D. Queda como ejercicio demostrar que (C®D,d) €
Chainy(K), ademas definir la asociatividad, unidad y demostrar que se satisfacen
los axiomas de categoria monoidal.

La categoria de trenzas B (presentada en el ejemplo 10 de la seccién 2.1.1) es
monoidal estricta. Dados dos objetos n,m € Ny el producto tensorial es n@m =
n + m. El objeto unidad es 0. Los morfismos de asociatividad y unidad son los
triviales. Se sabe que para todo n,m € Ny existe una funcién ©,,, : B, x B,, —
B, dada por la yuxtaposiciéon de trenzas. Entonces si f € Homg(n,n),g €
Homg(m,m) su producto tensorial es f®g = ©Opnm(f, 9).
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Ejercicio 3.1.7. Si C, D son categorias monoidales entonces C x D posee una estructura
natural de categoria monoidal.

Ejercicio 3.1.8. Demostrar que si H es una bidlgebra entonces existe una equivalencia
monoidal g M"™ ~g peon M.

Ejercicio 3.1.9. Sea C unca categoria monoidal. Denotamos por End ¢ (C) a la subca-
tegorfa de End (C), descripta en el ejemplo 3.1.1 (11). Demostrar que End (C) es monoidal
con la restriccién del producto monoidal de End (C).

Denotemos por End ;(C), la subcategoria plena de End (C), que consiste de aquellos
funtores monoidales unitarios, ver definicién 3.1.4. Demostrar que existe una equivalencia

monoidal End §(C) ~¢ End &(C).

Ejercicio 3.1.10. Recordar la definicién de acciéon de un grupo finito G sobre una
categoria Abeliana k-lineal C dada en la seccién 2.10. Denotemos por G la categoria
monoidal cuyos objetos son los elementos de G, el producto tensorial estd determinado
por el producto de GG. Demostrar que una accién de un grupo finito G sobre una categoria
Abeliana k-lineal C es lo mismo que un funtor monoidal F' : G — Aut (C). Aqui Aut (C)
denota la categoria monoidal de autoequivalencias aditivas k-lineales de C.

Proposiciéon 3.1.11. Toda categoria monoidal es monoidalmente equivalente a una
categoria monoidal esquelética.

DEMOSTRACION. Sea D una categorfa monoidal y Sk(D) su esqueleto. Para cada
X € D denotamos por X € Obj(Sk(D)) al tinico objeto de Sk(D) que es isomorfo a
X ysea dx : X — X un isomorfismo. Demostremos que la categoria Sk(D) posee una
estructura monoidal y que Sk(D) es equivalente monoidalemente a D.

Definimos el producto monoidal ® : Sk(D) x Sk(D) — Sk(D) de la siguiente forma
X OY = X®Y. Denotemos ox.y := d}gy X OY = XY, ysif € Homgyp) (X, X) y
g € Homgypy(Y,Y’) entonces fOg = a;(,lVY,O(f®g)oax,y. Claramente @ define un funtor.
Si X,Y,Z € D los isomorfismos de asociatividad a5y 7 XoY)oZ-Xo(YoZ)
estan dados por
Txyz = Oxyor(idx®0y z)axy:(0xy®id 2)oxey,z,

para todo X, Y, Z € D. Se puede demostar que los funtores G : C — Sk(D), F' : Sk(D) —
C,G(X) = X, F(X) = X son monoidales y establecen una equivalencia de categorias. [

3.2. Ejemplos de funtores monoidales

3.2.1. Funtores monoidales y algebras de Hopf. Sea H un algebra de Hopf.

Definicién 3.2.1. Un twist para H es un elemento inversible J € (H®H)* que satis-
face

(3.2.1) (A®id 5)(J)(J®1) = (id g@A)(J)(10J),
(3.2.2) (e®id )(J) =1 = (id®e)(J).
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Se usard la siguiente notacién: J = J'®J?, J 1 = JtoJ 2.

Siz € H* es un elemento tal que ¢(z) =1y J es un twist entonces
(3.2.3) J* = Az)J(x'@x1),
es también un twist. Diremos que J y J* son equivalentes.

Si J es un twist para H entonces existe una nueva algebra de Hopf H” con la misma
estructura de algebra y la misma counidad que H, pero con comultiplicacién y antipoda
determinadas por

AY(h) = JPA(R)J,  S7(h) = Q;*'S(h)Q,
para todo h € H. Donde Q; = S(J')J? es un elemento inversible de H con inverso
Q;'=J1S(J72).
Si J y J’ son twists equivalentes entonces las dlgebras de Hopf H”, H”' son isomorfas
via
¢:H' — H”,  $(h)=xha™", paratodo h e H.
Lema 3.2.2. Sea H un dlgebra de Hopf y J un twist para H. Entonces:

1. El funtor (F,&7) : gM — Vecty es monoidal, donde F es el funtor de olvido y
para todo X, Y e yM, x € X,y eY

Ey  X@Y = XY, &yaey) =J" a0 y.
2. Las categorias gM, gsM son monoidalmente equivalentes.

DEMOSTRACION. 1. Demostremos que (3.1.3) se satisface. Sean X,Y, 7 € yM, x €
X,y €Y, ze Z. Entonces

f}](,Y®Z(id F(X)®§§£,Z)(37®y®z) = 53](,Y®Z(37®J1 YR - 2)
=j' @i (J'yRJ? - 2)
=j' 2@ m S Y@ e 2
= (i[dg@A)(N)(1e]) - (z0y®z2).

Por otro lado

§}]<®Y,Z(5)J(,Y®id F(2)(2QYRz) = 53](®Y,Z<J1 2®J? - yR2)
=7t 25t @) )7 - y@j? - 2
= (A®id x)(J)(J®1) - (zQy®z).

2. El funtor (F,¢7) : yM — s M es una equivalencia monoidal. O

Sea A una extension Hopf-Galois de H. Es decir que A es un H-comdédulo algebra a
derecha con coinvariantes triviales y el morfismo

can : A@gA — HRpA, can(a®b) = ab—1)®b(),
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es un isomorfismo. Definamos el funtor F,4 : Comod (H) — vecty, Fa(X) = AOgX para
todo X € Comod (H). Para todo X,Y € Comod (H) los morfismos

&y - (A0 X) @k (AOpX) = AQy(X@Y),
Ex,y (0,02;0b;Qy;) = a;b;Rx;®y;,
son isomorfismos bien definidos.

Teorema 3.2.3. [69] Las siguientes afirmaciones se verifican:
1. Para cada A extension Hopf-Galois de H los funtores (Fa, &) son funtores ten-

soriales.
2. Si F : Comod (H) — vecty es un funtor tensorial entonces existe una extension
Hopf-Galois A tal que F = Fy. 0

3.2.2. Funtores monoidales para C(G,w). Sea G un grupo finito y wy,wy €
Z3(G, k) 3-cociclos. Sea p: G x G — k* una funcién.

Sea 1 G x G — k* una funcién. Definimos F' : C(G,w;) — C(G,wy) el funtor,
F(V) =V para todo V € C(G,w), y las transformaciones naturales

Cxy : X®Y = X®Y,  (xy(z®y) = pu(g, h) 2@y,
para todo X,Y € C(G,wy), z € X,,y € Y),.
Lema 3.2.4. Fl funtor (F,() : C(G,w) — C(G,ws) es monoidal si

wi(g, b, fugh, fulg, h) = p(g, hf)u(h, fwa(g, b, ),

para todo g, h, f € G. En particular la categoria monoidal C(G,w) no depende del repre-
sentante de la clase de w en H*(G,k*).

DEMOSTRACION. Verifiquemos que se satisface
(xvez(id F(X)®CY,Z)CLF(X),F(Y),F(Z) = F(axyz)Cxevz(Cxy®id F(Z))-
Sean X,Y,Z € C(G,w1), x € Xy, y € Y,z € Z;. Entonces
Cxyez(d rax®Cy,z)arx),prv),Fz)(T@yRz2) =
= (g, hf)u(h, fwa(g, h, f)(z@y©2).

Por otro lado

F(axy,z)(xev,z(Cxy®id pz)) (2Qy®2) =
wi(g, h, fu(gh, fulg, h)(z@y®z).
[
El Lema 3.2.4 implica que uno puede elegir la categoria C(G,w) donde w es normaliza-

do, es decir que w(g, 1, h) = 1 para todo g, h € G. Pues si no lo es, elegimos p : GXxG — k*
que SatiSfaga /‘L(L f) = W(l, ]-a f)? M(g7 1) = (,U(g, 17 1)717 para todo 9, f €Gq.
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Ejercicio 3.2.5. Dos categorias de Tambara-Yamagami TY (A, x,7), TY (A", X', 1)
son monoidalmente equivalentes si y sélo si existe un isomorfismo de grupos ¢ : A — A’

tal que X' o (px @) =xyT="1"

3.2.3. Los Teoremas de estrictificacién y coherencia de MacLane. En esta
secciéon presentaremos dos Teoremas debidos a Maclane. La demostracion del primero fue
tomada de [46].

Teorema 3.2.6. Toda categoria monoidal es monoidalmente equivalente a una cate-
goria monoidal estricta.

DEMOSTRACION. Sea (C,®,a,r,[,1) una categoria monoidal. Definamos la categoria
monoidal D como sigue. Los objetos de D son pares (F, () donde
e [':C — C es un funtor;
o (xy: F(X)®Y — F(X®Y) es una familia de isomorfismos naturales tales que
(3.2.4) (xyezorx)y.z = Flaxy.z)Cxevz(Cxy®idz), rpzy = F(rz)Cza,
para todo X,Y, Z € C.

Si (F, (), (G, &) son dos objetos en D, un morfismo 6 : (F,() — (G,£) es una transforma-
cién natural 6 : F — G que hace que el diagrama

(3.2.5) F(X)oY — Y . F(X&Y)
J{HX®1C1 0% Oxgy \L
GX)eY — 2 L g(XeY)

sea conmutativo. La composicion de transformaciones naturales es la vertical.
Si (F, (), (G, &) son dos objetos en D el producto tensorial de ellos es (F oG, ¢) donde
© es la composicion:

F(éx,y)

FG(X)RY) 2 pa(xey)).

G
F(GX))RY —20
El producto tensorial de dos morfismos, es decir de dos transformaciones naturales es la
composicion horizontal. El objeto unidad es el funtor identidad. Es inmediato demostrar
que D es una categoria monoidal estricta.

Definamos el funtor L : C — D, definido por

L(X)=(X®—,ax__), paratodo X €C.

El par L(X) pertenece a la categoria D. En efecto (3.2.4) se satisface por el axioma del
pentagono.

Demostremos que este funtor es una equivalencia de categorias monoidales. Para esto
veamos que es denso, pleno y fiel. Como para todo (F,() € D existe un isomorfismo
(F,¢) ~ L(F(1)), se tiene que L es denso. En efecto, sea 6 : L(F(1)) — F' el isomorfismo
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natural definido por 6x = F(lx)(1,x para todo X € C. Claramente 6 es un isomorfismo
natural. Demostremos que 6 satisface (3.2.5). Debemos demostrar que

Oxeyara)xy = Cxy(@x®idy).
Por (3.2.4), el lado izquierdo es igual a
F(ZX®Y)C1,X®YGF(1),X,Y = F(ZX®Y)F(G1,X,Y)C1®X,Y(C1,X®id Y)-
Por la naturalidad de (, el lado derecho es igual a
Cxy (F(lx)®idy)(G,x®idy) = F(Ix®idy)Ciex,y ((1,x®idy).
Ambas son iguales por la ecuacién (3.1.7).

Veamos que L es pleno. Tomemos 6 : L(X) — L(Y) un morfismo en D. Definimos
f: X —=Ypor f=ryob or)_(l. Veamos que 07 = f®id z. Esto sigue de la conmutatividad
del siguiente diagrama:

(XeloZ X% xo(lez) 9597 xgz

(3.2.6) f®idzl l91®idz l(’l@Z l@z

Y87 —— (Yol)oZ 2% ve(1ez) 4rés yeyr

T‘;l ®1d A

T;(1®id A

X®Z

Las filas de este diagrama son las identidades debido al axioma del triangulo. El cuadrado
de la izquierda conmuta por la definicién de f, el cuadrado central conmuta porque # es un
morfismo en D y el cuadrado de la derecha conmuta por la naturalidad de . Claramente
L es un funtor fiel. La estructura monoidal de L es la siguiente. Para todo X,Y € C se
define

Exy LX) o L(Y) = L(X®Y), &xy = a;(’ly’_'
O

El siguiente resultado se conoce como el Teorema de coherencia de MacLane. Su
demostracion sigue del Teorema 3.2.6.

Teorema 3.2.7. Sea C una categoria monoidal y X1, ..., X, objetos de C. Sean Py, Py
dos objetos que son formados por el producto tensorial de X1, ..., X,, en ese orden, donde
los paréntesis y el objeto unidad 1 son colocados arbitrariamente. Sean o, 5 : P, — P» dos
1somorfismos que son las composiciones de la asociatividad y los isomorfismos de unidad
(y sus inversas). Entonces o = 3. O

3.3. La categoria monoidal de bimédulos

3.3.1. Algebras y codlgebras en categorias monoidales. Sea (C,®,a,r,[,1)
una categoria monoidal.
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Definicién 3.3.1. Un dlgebra en C es una coleccién (A, m,u) donde A es un objeto de
C,m: A®RA — A, u:1 — A son morfismos que satisfacen los axiomas de asociatividad
y unidad, es decir

m(m®id 4) = m(id a@m)aa a.a, m(uRid 4) =14, m(id 4Qu) = 4.

Si A es un dalgebra en una categoria tensorial C denotaremos por Ca, aC, 4C4 a la
categoria de A-mddulos a derecha, izquierda y bimdédulos, respectivamente. Para ser mas
precisos la categoria C4 consiste de pares (V,py) donde V € Cy py : VRA — Ves un
morfismo en C tal que
(3.3.1) pv(py®id 4) = py(idy@m)ay. a4, pv(ids®@u) =1y.

La primera igualdad dice que la accion a derecha es asociativa y la segunda que es unitaria.

Andlogamente la categoria 4C consta de pares (W, \y) donde W es un objeto de C,
A AQW — W es un morfismo en C tal que

(3.3.2) Aw (m@idw) = Aw (id a@Aw)aaaw, Aw(u®idy) = ly.
La categorfa 4Ca consiste de ternas (V, py, A\y) donde (V,py) € Cay (V,A\y) € AC, es
decir se satisfacen las identidades (3.3.1) y (3.3.2) respectivamente y ademads
Av(id a®pv)aav.a = py(Av®id 4).
Los morfismos en 4C4 son los morfismos de A-bimédulos, es decir aquellos que son de

A-médulos a izquierda y a derecha.

Ejemplo 3.3.2. Definamos una familia de algebras en la categoria Comod (kZ,), donde
Zo =< u > es el grupo ciclico de orden 2 generado por el elemento u. Sea W un espacio
vectorial y 8 : W x W — k una forma bilineal simétrica. El dlgebra de Clifford CI(W, ) =
T(W)/ < v®@w + w®v = B(v,w)l > es un algebra en la categoria Comod (kZ) de la
siguiente manera:

A CUW, B) = kZy@x CUW, B), AMw) = u®uw,
para todo w € W.
Ejercicio 3.3.3. Si C es una categoria Abeliana y A € C es un algebra entonces las
categorias C4 v 4C4 son Abelianas. ojo con la existencia de coker
Ejercicio 3.3.4. Definir codlgebras en una categoria monoidal y comédulos a derecha
e izquierda y bicomdédulos.

Ejercicio 3.3.5. Demostrar que 1 € C es un algebra.

Ejercicio 3.3.6. Sea H un algebra de Hopf. Un dlgebra en la categoria g M, respec-
tivamente # M, es un H-médulo algebra, respectivamente un H-comddulo dlgebra.

Ejercicio 3.3.7. Escribir detalladamente la estructura de un algebra en las categorias
Chain(R) y Chainy(R).
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Ejercicio 3.3.8. Para todo X € C el objeto X®A posee una estructura de A-mdédulo
a derecha. Ademas, existen isomorfismos naturales

Home, (X®A, —) ~ Home (X, —).
Si C es finita, cuando Cy4 es finita?

Definicién 3.3.9. Asumamos que C es una categoria monoidal. Un algebra A € C
se dice separable si el morfismo de multiplicaciéon m : A®A — A tiene una seccion de
A-bimédulos.

Proposicién 3.3.10. Sea C una categoria monoidal semisimple. St A € C es separable
entonces la categoria C4 es semisimple.

DEMOSTRACION. Demostraremos que todo objeto en C4 es proyectivo. Sea X € Cy4.
Como C es semisimple, entonces X, pensado como objeto en C, es proyectivo. El objeto
X®A, con accion en el segundo tensorando, es un objeto proyectivo de C4. En efecto,
como existen isomorfismos naturales

Home, (X®A, —) ~ Home (X, —).

Como X es proyectivo, el funtor Home (X, —) es exacto. Por lo tanto X®A € C4 es
proyectivo.

Ahora, como m : AQA — A tiene una secciéon de A-bimddulos, existe un V' € 4C4 tal
que ARA ~ A®V, como A-bimddulos. Por lo tanto, existen isomorfismos

XRA ~ XR4(ARA) =~ XR4A D XR4V =~ X O XR4V.
Entonces X es un sumando directo de un proyectivo y por lo tanto es proyectivo. 0]
3.3.2. La categoria monoidal 4C4. Asumamos que C es una categoria Abeliana
monoidal tal que el producto monoidal ® : C x C — C es un funtor exacto a derecha en
cada variable. Sin perder la generalidad asumamos que C es estricta. Ademds (A, m,u) € C

es un algebra. La categoria 4C4 posee una estructura monoidal como sigue. El producto
tensorial es ® 4, que se define como el coecualizador de los morfismos

es decir el conucleo de la diferencia. Denotemos a dicho contcleo por myw : VOW —
V®@aW. Por definicién, el morfismo 7y es un epimorfismo.

Si f:U — V,g: U — V' son dos morfismos de A-bimédulos en C entonces fR4g :
UR4U" — V@4V’ es el morfismo definido como sigue. El morfismo myv/(f®g) : UU" —
VeV’ satisface que

v (f®9)(pr®idyr) = myv (f©g)(Id u@Ar).
Por lo tanto existe un morfismo f®g : UR,U" — V@4V’ tal que

(3.3.3) (fRag)muu = mvv (fR9).

La unidad en 4Cy4 es el dlgebra A con las acciones regulares a derecha e izquierda.
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Queremos que el objeto V@4 W este en la categoria 4C4, es decir, debemos definir una
accion a derecha e izquierda.

Sea ¢ : VRIW®A — VR W definido como la composicién

VeWeA L veow W Ve W

Es inmediato comprobar que ¢(py®id y®id 4) = ¢(id y @Ay ®id 4). Por lo tanto existe
un morfismo pyg,w : VRAW®RA = Ve, W tal que

(3.3.4) mvw (idy®pw) = pvew © (Trw®id 4).
Lema 3.3.11. El morfismo pyg,w define una accion a derecha sobre el objeto V@, W .
DEMOSTRACION. Debemos demostrar que
pveoaw (Pve.w®id 4) = pve,w(id ve ,w@m).
Esta igualdad equivale a

pveaw (Pve,w®id 4)(Tyw®id aga) = pve,w (id ve,,w®m) (Ty,w®id 4g4),

ya que el morfismo (my 1 ®id 4ga4) es suryectivo, por ser el producto tensorial ® exacto a
derecha. Se tiene que

pveaw (pve,w®id 4)(myw®id aga) = pre.w (Tvw®id 4)(id vy ©pw ®id 4))
= myw (id v ®@pw) (id v @ pw ®id 4))
= myw (id y@pw ) (id y @id w@m)
= pve,w(Tyw®id 4)(id y@id w@m)
= pye,w(id A@m)(Tyw®id aga).

La primera y segunda igualdad por (3.3.4), la tercera por la asociatividad de py y la
cuarta nuevamente por (3.3.4). O

Similarmente, definamos una accién a izquierda sobre V®@4W. Sea 1 : AQVQW —
V®@aW el morfismo definido por ¢ = 7y w (Ay®id ). Este morfismo induce un morfismo
Avew  AQ(V@W) — Ve W que satisface que

(335) )\V®AW(id A®7TV,W) = WV,W()\V(@id W)

De forma completamente similar se demuestra que Ay ,w le da estructura de A-médulo
a izquierda a V@4 W.

Lema 3.3.12. (V@aW, Ave,w, pve,w) es un A-bimddulo.
DEMOSTRACION. Debemos demostrar que se satisface

pvew (Ave,w®id 4) = Ave,w(id a®pve ,w)-

Esta igualdad es equivalente a

pveaw (Ave,w®id 4)(1d a@myw®id 4) = Avg,w (id a®pve, w)(id ATy w®id 4),
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ya que el morfismo (id 4®7yw®id 4) es suryectivo, por ser ® exacto a derecha. Por un
lado se tiene que

pveaw (Ave,w®id 4)(id 4Q@myw®id 4) = pye,w (Tyw®id 4)( Ay @id w®id 4)

La primera igualdad por la ecuacién (3.3.5) y la segunda por (3.3.4). Por otro lado
Mve v (id a®pve ,w)(id A@Tyw®id 4) = Ave ,w(id 4@myw ) (id 4®id v@pw)
La primera igualdad por (3.3.4) y la segunda por (3.3.5). O

Ahora queremos definir la asociatividad para la categoria 4C4, es decir queremos
definir isomorfismos

avyw : (URAV)QAW = Ua(VRW),
para todo U, V,W &€ 4C4. Definimos
auv,w - URVeW — U@A(V@AW), ayv,w = 7TU,V®AW(id U®7TV,W)-

Afirmamos que existe un morfismo 5 : (U®4V )W — U®a(V®4W) tal que hace que el
diagrama

TU,v dW
(3.3.6) UsVew Vel (URAV)@W
QU V,W
URa(V@sW)

sea conmutativo. En efecto basta con comprobar que
OCU,V,W()OU®id V®1d W) = CYU’VJ/I/(id U®)\v®1d W)
Existe un morfismo apyw : (UR4V)@4W — UR4(V@4W) que hace que el diagrama

TUQ A V,W

(3.3.7) (U®aV)W (U4V)R4W
Bu,v,w
\ %
URa(VR W)

sea conmutativo. En efecto, debemos demostrar que se tiene
Bovw (pue,v@idw) = Buyw (id re v @Aw).
Para demostrar esta ultima igualdad basta con demostrar que

(3.3.8) Buvw(puev@idw)(myy®id 4a®idw) = Buvw (id ve v @Aw) (Ty,y ®id 4®id w).
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Por un lado tenemos que Buv.w (pue,v@idw)(myy®id 4®id w) es igual a

= Buyw (muy®id w)(id y®@py @id w)

= ayyw(id y®py@idw)

= muve,w(idr@myw)(id y®@py®id w)
= myve,w(idy@myw)(id p®@id v @Aw ).

La primera igualdad por (3.3.4), la segunda igualdad por el diagrama (3.3.6), la tercera
por la definicién de ay v y la dltima por la definicién de 7y. El lado izquierdo de la
ecuacién (3.3.8) es

Buvw (Toy@Aw) = ayyw (id y®id y@Aw ).

Teorema 3.3.13. Sea C una categoria monoidal Abeliana estricta tal que el producto
tensorial ® : C x C — C es exacto a derecha en cada variable. Si A € C es un dlge-
bra, entonces la categoria de A-bimodulos 4Ca con producto monoidal ® 4, unidad A y
asociatividad {ayyvw} es una categoria monoidal.

DEMOSTRACION. Demostraremos inicamente que se satisface el axioma del pentdgono.
La demostracion de los otros axiomas quedan como ejercicio para el lector. Sean X, Y, Z, W €
4C4, debemos demostrar que

axyze,w Oxe,v.zw = (Adx ®aayvzw) axye,zw (axyz @aidw).

Alcanza con mostrar que ambas expresiones compuestas con

T(XoaV)@a2,W (Tx 0, y,z@id w)(7x y®id zgw)

son iguales, ya que este morfismo es un epimorfismo. Se tiene que

XY, Z04W AX@4Y,ZWT (X2aY)242W (Tx0,4v,z@1d w)(Txy®id zew)

es igual a

= axyze.w Bxeiv.zw(Txe,v,zQidw)(mxy®id zew)
= ax,y,20.WOXe.Y,2w (Txy®id zew)
= ax,y,ze,wTxe v, ye,w(id xe,y @Tzw) (Txy®id zgw)
= Bxyze.w(id xe,y@Tzw ) (Tx y®id zgw)
= Bxyzew(Txy®id zg,w)(d xey @72z W)
= axy,zew(id xgy @mzw)
= Tx,yoi(zow)(id xOTy, 7z, ,w)(id xey @72 W)
La primera igualdad por (3.3.7), la segunda por (3.3.6), la tercera por la definicién de «,

la cuarta nuevamente por (3.3.7), la sexta por (3.3.6). Por otro lado tenemos que

(id x ®4 ayzw) axye,zw (axyz ®aid W)7T(X®AY)®AZ,W(7TX®AY,Z®id w) (mx y®id zew)
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es igual a
= (ldx ®a ay,zw)axye,zWwTxe.(veiz)waxyz ®idw)
(Txe.v,z@idw)(Tx,y®id zew)
= (id x ®a av,zw)Bxye.zw(axyz @ idw)(Txg,v.z®id w)
(mxy®id zow)

Bxyeaizw(Bxyz @idw)(mxy®id zew)

id x ®a ay zw

Bxyeaizw(axyz ®idw)

Bxyeoizw(Txye,z @idw)(id x@my 7z @ idw)
axye,zw(id x@my 7z ®id W)

= (id x ®a ayvzw)Txye,zew(d x@Tyg, zw)(id x@7y 7z ® idw)
= xyeszew) (idx ® ayzw)(d x@7ye,zw)(id x@7y 7z @ idw)

= Tx youzow)(idx ® By, zw)(id x@my,z ® idw)

(

(id x ®4 ayzw
(id x ®4 ayzw
(

~— N N

id x ®a ay zw

= Txyou(zow)(id xOTy, 7z, ,w)(id xegy @72 W)

La primera igualdad por (3.3.3), la segunda y la tercera por (3.3.7), la cuarta por (3.3.6),
la quinta por la definicién de ay )y z, la sexta nuevamente por (3.3.6), la séptima por la
definicién de «, la octava por (3.3.3), la novena por (3.3.7) y la utlima nuevamente por

(3.3.6). O

Ejemplo 3.3.14. Sea G un grupo finito, w € Z3(G,k*) y F C G un subgrupo. Sea
Y F x F — k* una funcién tal que ¢(g,1) = 1 = 9(1,g) para todo g € F y tal que
dy = w|pxpxp. El dlgebra torcida del grupo F, que se denotard por kyF es el algebra
cuyo espacio vectorial subyacente es kF' y producto

g-f=v(g, f)gf, paratodog,feF.

El espacio ky F' es un élgebra en C(G, w). Denotaremos la categoria monoidal C(G, w, F,v¢) =
kaC(G, w)k¢F~

3.4. Categorias monoidales rigidas

Sea (C,®,a,r,l,1) una categoria monoidal.

Definicién 3.4.1. Sea X un objeto de C. Un dual a derecha de X es un objeto X*
munido de morfismos

evy : X'®X — 1, coevy :1 = X®RX™,
tales que las composiciones

coevyx ®1d

—1
X X 1ex (XOXM)2X 2 X@(X*®X) —

ld xQevx X®1 X X’



3.4. CATEGORIAS MONOIDALES RIGIDAS 61

71

X+ 2 xr1 B, g (xext) O (XreX)eXT —

EUX{X)ld 1®X* Ix* X*

son las identidades. Analogamente un dual a izquierda de X es un objeto *X munido de
morfismos
evx : X®'X — 1, coevy :1 =" X®X,

tal que las composiciones

ryt ] coev
X 15 xe1 ddewex, vo e xex) L (Xe X)@X —
csld gy e x

1 .
o Xy gy coeweid (FX2X)®*X 5 *X®(X®'X) ddeery, sy g mxy ey

son las identidades.
Lema 3.4.2. Los duales a izquierda y a derecha son unicos salvo isomorfismos.

DEMOSTRACION. Escribiremos la demostracién para duales a derecha. La demostra-
cién para duales a izquierda es completamente andloga. Sean X*, X' dos duales a derecha
de un objeto X. Sea ¢ : X* — X' el morfismo definido por

¢ = Iy (evx®id )ay. y v (id ®coevx)ri:.
Queda como ejercicio para el lector demostrar que ¢ es un isomorfismo. O

Definicién 3.4.3. Una categoria monoidal se dice rigida si todo objeto posee duales
a derecha y a izquierda.

Si C es una categoria monoidal rigida, la dualidad se extiende a un funtor contrava-
riante. Es decir, si X,Y son objetosy f: X — Y es un morfismo entonces f*:Y* — X*
se define por la composicién

7"71 1 coev
yr I yrgr 248w, yeo v Xy 2 (ViR X)e Xt —
id @ fH)eid (V*eY)oX* evy®ld 19X I v+

Proposicién 3.4.4. Sea C una categoria monoidal rigida. Las siguientes afirmaciones
se verifican.

1. 1" ~1~"*1.
2. Para todo X,Y,Z € C existen isomorfismos naturales

Home(X®Y, Z) ~ Home (X, Z®Y ™), Home(X*®Y,Z) ~ Home(Y, X®Z);
Home(X®'Y, Z) ~ Home (X, ZQY), Home(X®Y, Z) ~ Home(Y,* X Q7).
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DEMOSTRACION. El punto (1) queda como ejercicio. Veamos que para todo X,Y, Z €
C existen isomorfismos naturales

Home(X®Y, Z) ~ Home (X, ZQY™).

Definamos los morfismos

¢ : Home(X®Y, Z) — Home (X, ZQY™),

o(f) = (f®id y+)(id x®coevy )ry',
¥ : Home (X, ZQY™) — Home (X ®Y, Z),
U(g) = rz(id z&evy ) (g®id y).
Entonces se tiene que
d(1(9)) = (rz®id y-)(id z@evy ®id y+))(g®id y gy~ ) (id x @coevy )ry!
=g.

Aqui estamos usando los axiomas del dual de Y. Andlogamente se demuestra que ¥ o ¢ =
id . O

Observacién 3.4.5. De la Proposicién (2) se deduce que si una categoria monoidal C
es rigida entonces para cualquier objeto X € C los funtores

Lx,Rx:C—C, Lx(Y)=X®Y, Rx(Y)=Y®X,
poseen adjuntos a derecha e izquierda. En particular, ambos funtores son exactos.

Ejercicio 3.4.6. Sea C categoria monoidal rigida y 0 ## X € C un objeto, entonces el
morfismo coevy : 1 — *X®X es un monomorfismo.

Ejemplo 3.4.7. La categoria vect i de espacios vectoriales de dimensién finita es rigida
y Vect no es rigida . Para esto demostaremos:

Afirmacién 3.4.1. Un objeto V € Vecty posee un dual a derecha (o a izquierda) si y
solo si es de dimension finita.

DEMOSTRACION. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita. Entonces V* =
Homy (V. k) y los morfismos de evaluacién y coevaluacién son:

ev(fov) = f(v), coev(l) = Z v; V",

para todo f € V* v € V. Aqui (v;)%; es base de V' y (v')™; es su base dual en V*. Queda
como ejercicio para el lector verificar que V* es un dual en la categoria. Asumamos que V/
es un k-espacio vectorial arbitrario con dual V. Si coevy 1 k — V&KV es la coevaluacion,

escribimos
n

coevy (1) = Z v; Qu;.

=1
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Sea W el subespacio vectorial de V' generado por {vy,...,v,}. Como V oes dual, la com-
posicion
V= ke, veldy (Ve V)@V —2 Ver(VeV) Jdveew  yog =,y

es la identidad. La imagen de dicha composicién cae dentro de W y por lo tanto V' es de
dimension finita.

O

Ejemplo 3.4.8. Si A es una k-dlgebra semisimple, la categoria 4m,4 de A-bimdédulos
de dimensién finita es rigida. Para esto demostraremos que

Afirmaciéon 3.4.2. §i R es un anillo, M € grMpg, entonces M posee dual a derecha
( respectivamente a izquierda) si y solo si M es proyectivo, finitamente generado como
R-mdédulo a derecha (respectivamente a izquierda).

DEMOSTRACION. Sea M € rMp tal que como R-médulo a derecha es proyectivo
y finitamente generado. Entonces existe un epimorfismo 7 : @ ;R — M. Como M es
proyectivo, existe un morfismo ¢ : M — @ R tal que m¢ = id . Sea f; : M — R,
f; = pjt, donde p; : &R — R es la proyeccién canodnica en la j-ésima coordenada.
Sean x; = 7(0,...,1,...,0), donde el 1 estd en la coordenada i-ésima. Definamos M* =
Hompg(M., R) con acciones

(f-r)(m)=f(r-m), (r-f)(m)=r-f(m),
para todo f € M*,m € M,r € R. Sean los morfismos
evy : M*Q@pM — R, coevyr : R — MQpM*

determinados por
evy(feom) = f(m), coevy(r) = Z r-z;f,
i=1

para todo f € M*, m € M. Se puede demostrar que asi M* es un dual a derecha. De
forma completamente andloga se demuestra que M posee un dual a izquierda.

O

Ejemplo 3.4.9. Sea C una categoria. Sabemos que la categoria de endofuntores End (C)
es monoidal. Si C es una categoria Abeliana k-lineal finita, la categoria de endofuntores
exactos (k-lineales) es rigida. Este resultado sigue de que todo funtor exacto posee adjun-
tos a izquierda y a derecha y de la siguiente

Afirmacién 3.4.3. Si F': C — C es un funtor con adjunto a izquierda (respectivamente
a derecha) G : C — C, entonces G es un dual a derecha (respectivamente a izquierda) de

F.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.6.24 existen transformaciones naturales e : F o
G — Ide,c:Ide — G o F tales que para todo X,Y € C

idgyy = Gley) oca), erx) o Flex) =id pix).

Declarando a e como el morfismo de evaluacién y a ¢ como el de coevaluacion se obtiene
que GG es un dual a derecha de F. O

Ejemplo 3.4.10. Si H es un &algebra de Hopf entonces la categoria Rep (H) de H-
moédulos a izquierda de dimensién finita es rigida.

Ejemplo 3.4.11. Sea G un grupo finito y w € Z3(G,k*) un 3-cociclo normalizado, es
decir que w(g, 1,h) = 1 para todo h,g € G. La categoria C(G,w) es rigida.

SiV € C(G,w) entonces V* = Homy (V, k) es el espacio vectorial dual con G-graduacién
(V*)g = (V,-1)*. La evaluacion y coevaluacién estan determinadas como sigue. Sih, g € G,
f e (Vi) v eV, entonces

_J0 sih#g!
evy (f@v) = {w(g, g gt sih=g"
coevy (1) = Z va@ff,

geG 1

donde (f7), (v]) son bases duales de V.

Ejemplo 3.4.12. Sea A un grupo abeliano finito, x : Ax A — k un bicaracter simétrico
no degenerado y 7 una raiz cuadrada de ﬁ. La categoria TY (A, x, 7) es rigida. El dual a

derecha de un objeto a € A es a* = a~!. Los morfismos de evaluacién y coevaluacién son
las identidades
idy:1—=a®ad", id;:a"®a — 1.
El dual a derecha de m es m* = m. Los morfismos de evaluacién y coevaluacion son
t:1—mem*, ev,:m'®m —1,
donde ¢ es la inclusién canénica y ev,, = 77 'p, donde p : m*®m — 1 es la proyeccién

canonica. Queda como ejercicio ademds encontrar los duales a izquierda.

Lema 3.4.13. Sea C una categoria monoidal rigida. La dualidad ( )* : C — C es un
funtor contravariante. Ademds para todo X,Y € C se tiene que (X®Y )" ~ Y*®X*.

Ejercicio 3.4.14. Sean C, D categorias monoidales y (F,¢) : C — D un funtor monoi-
dal. Si X € C posee dual a derecha X* entonces F/(X*) es dual a derecha de F(X).

Ejercicio 3.4.15. Demostrar que las categorias de representaciones de dimension finita
de un algebra de Hopf débil o de un algebra cuasi-Hopf son rigidas.

Ejercicio 3.4.16. Demostrar que en una categoria monoidal rigida, todo objeto pro-
yectivo es inyectivo, y viceversa.
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3.5. Categorias tensoriales finitas

Definicién 3.5.1. e Una categoria multitensorial finita sobre k es una categoria
Abeliana, k-lineal finita, monoidal rigida tal que todos los funtores y transforma-
ciones naturales involucrados son aditivos k-lineales.

e Una categoria tensorial finita sobre k es una categoria multitensorial finita sobre
k tal que el objeto unidad es simple.

e Una categoria multifusion es una categoria multitensorial finita semisimple. Cuan-
do el objeto unidad es simple se dice que es una categoria de fusion.

Definicién 3.5.2. Si C, D son categorias (multi)tensoriales finitas, un funtor tensorial
es un funtor monoidal F': C — D aditivo k-lineal.

Ejercicio 3.5.3. Si G un grupo finito y w € Z3(G,k*) un 3-cociclo normalizado,
F C G es un subgrupo, ¢ : F' x F' — k™ una funcién tal que ¥(g,1) = 1 = ¢(1, g) para
todo g € F y tal que diyw|pxrxr = 1. Demostrar que la categorfa C(G,w, F, 1)) es una
categoria de fusion.

Ejercicio 3.5.4. Sean C,D categorias tensoriales finitas y F' : C — D un funtor
tensorial. Demostrar que F' posee un adjunto a izquierda si y solo si posee un adjunto a
derecha.

Ejercicio 3.5.5. Sean C,D categorias tensoriales finitas y F' : C — D un funtor
tensorial exacto. Demostrar que I es fiel.

Veamos algunas propiedades de las categorias tensoriales finitas que necesitaremos en
la siguiente seccion.

Proposicién 3.5.6. Sea C una categoria multitensorial. Entonces,

1. El funtor ()* : C°® — C es un funtor monoidal exacto.
2. El producto tensorial @ : C x C — C resulta exacto en ambos argumentos
3. 51 C es multitensorial entonces con el producto

VW] = [Vew],
para todo objeto V. W € C, el grupo de Grothendieck Go(C) es un anillo con unidad.

DEMOSTRACION. El punto (1) queda como ejercicio. De la Proposicién 3.4.4 (2) se
deduce que para todo X € C los funtores X®—, —®X : C — C poseen adjuntos a derecha
e izquierda. Luego por el Teorema 2.7.43 ambos funtores son exactos.

(3) Demostraremos que el producto en Gy(C) definido por (V)(W) = (VRW), para
todo objeto V, W € C esta bien definido. Sea

0—=U—=V-=>W=0
una sucesion exacta en C. Como el funtor X®— : C — C es exacto, la sucesion
0= XU — XQV — X@W — 0
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es exacta. Por lo tanto el producto esta bien definido. O

Proposicién 3.5.7. [36, Prop. 2.1, 2.3] Sean C un categoria tensorial finita y X € C
un objeto cualquiera. Si P € C un objeto proyectivo entonces P* y PRX son ambos
proyectivos.

DEMOSTRACION. Como P es proyectivo el funtor Home (P, —) es exacto. Ademés el
funtor —®X™ es exacto, y como composicion de funtores exactos es exacto, resulta que

Home (P, —®X*) ~ Home (PR X, —)
es exacto y asi PRX es proyectivo. Como se tienen isomorfismos
Hom¢(P*, —) ~ Home (1, PR—),
tenemos que demostrar que este ultimo funtor es exacto. Si
0=-U—=V-=>W=0
es una sucesion exacta entonces
0= PRU — PRV — PQW — 0

es una sucesién exacta que se escinde, ya que, por lo anterior PQW es proyectivo. Por lo
tanto al aplicarle el funtor Home (1, —) vuelve a ser exacta, pues el funtor Home(1, —) es
aditivo. 0

Ejercicio 3.5.8. Sea C una categoria tensorial finita. Entonces C es semisimple si y
solo si el objeto unidad 1 es proyectivo.

Corolario 3.5.9. Sean C un categoria tensorial finita.
1. Ko(C) es un Gro(C)-bimddulo.

2. Si P € C es un objeto proyectivo indescomponible entonces Soc (P) es simple. Es
decir, P contiene un solo objeto simple.

DEMOSTRACION. La parte (1) es inmediata. La demostracién de (2) se deduce que el
sécalo de un objeto inyectivo indescomponible es simple [8, Prop. 4.1 (d)]. O

3.5.1. Funtores de fibra. Sea C una categoria tensorial finita sobre k. Un funtor
de fibra para C es un funtor monoidal exacto y fiel (F,() : C — vecty tal que F(1) = k.

Ejercicio 3.5.10. Sea H es un algebra de Hopf de dimensién finita y sea J € HRQH
un twist para H. El funtor de olvido (Forget, &) : Rep (H) — vecty, ver Lema 3.2.2, es
un funtor de fibra.

Proposicién 3.5.11. Si (F,() : C — wvecty es un funtor de fibra para C entonces el
dlgebra H = End (F') posee una estructura natural de dlgebra de Hopf.
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DEMOSTRACION. Solo daremos una idea de la demostracién. El coproducto A : H —
H®H esta determinado por

A(n) = app(),
para todo n € H. Aqui apr : End (F)®kEnd (F)) — End (F®F) es el isomorfismo pre-
sentado en la Proposicién 2.8.38 y  : F®F — F®F es la transformacién natural definida
por

Mxy = CxyNxavCxy
para todo X,Y € C. La counidad € : H — k y la antipoda estan definidas por
em =m, Smx =nx-,
para todon € H, X € C. 0J

La demostracién del siguiente resultado de reconstruccién puede encontrarse en [28].

Teorema 3.5.12. Las aplicaciones
(C,F)— H =End(F), H +— (Rep (H), Forget)
son biyecciones, una la inversa de la otra, entre:

e categorias tensoriales sobre k munidas de un funtor de fibra (salvo equivalencia
monoidal de categorias e isomorfismos de funtores monoidales);
e y dlgebras de Hopf de dimension finita sobre k (salvo isomorfismo de dlgebras de

Hopf).
0

3.6. Deformaciones de una categoria tensorial

La siguiente definicién de cociclo es bien conocida. Sea C una categoria tensorial finita
sobre k.

Definicién 3.6.1. Un cociclo para C es una familia de isomorfismos Jx y € Home(X®Y')
tal que para todo X,Y,Z €C

(3.6.1) axyz Ixey.z (Jxy®id z) = Jxyez (d x®Jy.z) axyz,
(362) JX,l =id X®1, JI,X =id 10X -

Si J es un cociclo para C existe una nueva categoria tensorial, C’ definida de la siguiente
manera. Las categoria Abeliana subyacente es la misma que la de C. El producto tensorial
de C”7 coincide con el producto tensorial de C en objetos. Si f: X —Y,g: Z — W es un
par de morfismos, entonces el nuevo producto tensorial es

f®g = Jvw(f©9)Jx

Evidentemente si J conmuta con los morfismos de C, es decir J es natural, entonces la
categoria C’ es equivalente a C.
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3.7. La equivariantizacion de una categoria tensorial

Sea C una categoria tensorial finita y G un grupo finito. Una accion de G en C es
un funtor monoidal F' : G — Aut (C). Aqui Aut (C) denota la categoria monoidal de
autoequivalencias tensoriales de C.

En otras palabras, una acciéon de G en C es una coleccion de autoequivalencias tenso-
riales (Fy, (g, ¢y) : C — C, g € G e isomorfismos naturales monoidales v, 5, : Fyo Fj, = Fy,
tales que verifican las ecuaciones (2.10.1), (2.10.2).

Si (X, s),(Y,r) son objetos equivariantes en C¢, definimos
(3.7.1) (X,s)®(Y,r) = (X®Y, 1),

donde t, = (sg®rg)(§g))_(7ly, para todo g € G. El objeto unidad es (1,€), donde ¢, :
Fy(1) = 1, ¢ = ¢, ", para todo g € G.

Teorema 3.7.1. La equivariantizacion C¢ con el producto tensorial descripto en (3.7.1)
es una categoria tensorial finita.

DEMOSTRACION. Si (X, s), (Y, r),(Z,u) son tres objetos en C¢, los isomorfismos de
asociatividad son

a(x,s),(v.).(zu) - (X, )Y, 1))@ (Z,u) = (X, s)o((Y,r)@(Z, u)),

a(X,s),(Y,r),(Z,u) = a/vaaZ'

Comprobemos que dichos isomorfismos estdn en la categoria C¢. Para ello debemos de-
mostrar que para todo g € G se tiene

aX,Y,Z((39®r9)(Cg>)_(,1Y®uy)(Cg))_(%g;Y,Z =
= (Sg®(7”g®ug)(Cg)x_f,lz)(Cg))_(,lY®ZFg(aX,Y,Z)~
Por un lado ax,y,z((5,974)((g) xy ®tg)(Cg) xiy.z € igual a
= aX7Y,Z((39®T9)®ug)(€g))_(,lY®idZ)(Cg))_(leg)Y,Z

= (84@(ry®ug))ar,(x),r,0).7(2) (({g) xav,2 () xy ®id £,(2)))
= (5g®(rg®ug)(Cg);f,lz>(Cg);(}Y®ZFg(aX,Y,Z>~

La segunda igualdad por la naturalidad de a, la tercera igualdad porque (Fj,(,) es un
funtor monoidal. La rigidez de C% queda como ejercicio. 0

-1

A partir de una accién de un grupo finito GG en una categoria tensorial C existe otra
categoria tensorial asociada, denotada por C[G], que estd intimamente relacionada con la
equivariantizacién. Para mas detalles referimos a [67].
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Asumiremos que C es una categoria tensorial estricta. La categoria C[G] es igual, como
categorias Abelianas, a @yeq Cy, donde C; = C para todo g € G. Un objeto de C[G] es
denotado por @eq [V, g], donde V' € C, para todo g € G. Los morfismos entre objetos
son aquellos que preservan la graduacién. El producto tensorial estd definido por

[V, g|@[W, h] = [V&F,(W), ghl, V,WelC,g,hedG.

El objeto unidad es [1,1]. Los isomorfismos de asociatividad estan determinados por
awg wa g [(VOF,(W)@FuU), ghf] = [V F,(WoF,(U)), ghf],
ap,gwnl v, = (Adv@()w,r, @) (id vy ®id Fg(W)®(79_,;1L)U)-

Lema 3.7.2. SiC es rigida entonces C|G] es rigida. El dual de [V, g] es [F,~1(V*),g7].

Los morfismos de evaluacion y coevaluacion estdn dados por
ev: [Fy-1(V)®F,-1(V),1] = [1,1], coev: [1,1] = [VRF,(F,~1(V")),1],

ev = Fy1(evy)(-1)vey,  coev = (Idy®(v, 1)y )coevy.
UJ

Ejercicio 3.7.3. Sea G un grupo finito actuando en dos categorias monoidales C, D.
Si H : C — D es un funtor monoidal G-equivariante, demostrar que H% : C¢ — D% es un
funtor monoidal.

Ejercicio 3.7.4. Sea G un grupo finito actuando en una categoria tensorial finita C.
Usando el ejercicio 3.1.9, demostrar que existe otra accién de GG en C, que dicha accion es
unitaria y donde todos los funtores F}; son unitarios, y que ademads existe una equivalencia
G-equivariante H : C — C.

Ejercicio 3.7.5. Poner el ejemplo de G actuando en C(G,w).

3.8. Producto tensorial de categorias tensoriales finitas

Sean (C,®,a’,r%,1¢, 1¢), (D,®,aP,rP,IP 1p) categorias tensoriales finitas sobre un
cuerpo k. En esta seccion nos dedicaremos a describir una estructura tensorial en la
categoria C X D.

Como el producto tensorial ® : C x C — C es exacto, existe un tnico funtor exacto
®c : CXC — C tal que hace que el diagrama

CxC
CXRC e C

sea conmutativo. La asociatividad a® : ® o (® xId) — ®o(Id x ®) induce un isomorfismo
natural a¢ : ®c o (®¢ X1d) — ®¢ o (Id X ®¢) tal que verifica el axioma del pentdgono.
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Denotaremos por ¢ : C x D — D x C al funtor
t=(vV,X), XeCYeD.

Seat:C xD — DXC el funtor dado por t = Mpc o t. Como el funtor ¢ es exacto, pues
Xpey t son exactos, entonces existe un tnico funtor exacto 7: CX D — DK C tal que
el diagrama

CxD

Me,D \

CXD a DXC

es conmutativo. Si se requiere enfatizar el orden de las categorias, a veces, denotaremos
al funtor 7: CXD — DX C como 7¢ p.

Teorema 3.8.1. Si C,D son categorias tensoriales finitas entonces C ¥ D es una
categoria tensorial finita tal que el funtor e p : C x D — CX D es monoidal estricto.

DEMOSTRACION. Sea 7¢p : CXID — DX C el funtor tal que ep(X KY) =Y K X
para todo X € C,Y € D.

Definimos el funtor I' : CKDXCXD — CXD por I' = (¢ X ®p) o (Id ¢ X 7p ¢ K1d p).
Denotemos por p: (CR D) x (CKD) - CKDKCKXD al funtor Kegp cxp, v sea

P:(CRD)x (CHD)—»CKRD, P=Top.
Definimos los funtores A;, A, : (C X D)¥3 — C XD por
A =To(RId), A =To(ld®I).
Afirmacién 3.8.1. Se tiene que A; = @c(®c K 1d) K @p(@p X1d) y A, = @¢(Id K
®c) X @p(Id X Rp).
PRUEBA DE LA AFIRMACION. Por un lado se tiene que
A= (®@cX@p)(Id M1pe KId)(®c X ®@p X Id exp) (Id X 7p e X 1d X 1d exp).

Como los funtores (®¢ x Id x ®@p x Id), (Id x mpe x Id)(®¢ x ®@p x Idexp)(Ide X
Tpe X Id pxexp) coinciden, se tiene la igualdad requerida. Para A, la demostracién es
similar. O

Entonces las asociatividades de las categorias C y D inducen
a“XaP A — A,
Este isomorfismo natural induce un isomorfismo a : P(P x1d) — P(Id x P). Queda como

ejercicio verificar que este isomorfismo satisface el axioma del pentdgono. Notar que para
todo X, X' € C,Y,Y’ € D se satisface que

PXXY X' XY') = (XeX)X(Y®Y’).
Esto implica que el funtor Mep : C x D — C XD es monoidal estricto ya que satisface
Po (&C,D X &C,D) = ®C,D o (® X ®)(Idc X Te,p X IdD)
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O

Proposicién 3.8.2. Sean C, D, A categorias tensoriales finitas y (H,§) :C x D — A
un funtor tensorial evacto a derecha_en cada variable. Entonces existe un tnico funtor
tensorial (H,&) :CXD — A tal que HoXep = H.

DEMOSTRACION. Como H : C x D — A es exacto a derecha en cada variable entonces

existe un tnico funtor H : CX D — A tal que H o Xep = H. Demostremos que este
funtor posee estructura de funtor monoidal. Tenemos un isomorfismo natural

€:Ho(®' x ®?)(ide x 7 xidp) = @40 (H x H).

Donde ®!, respectivamente ®?2, es el producto tensorial de C, respectivamente Dy ® 4 :
A x A — A es el producto tensorial de A. Recordar que (®' x ®?)(id¢ X 7 x idp) es el
producto tensorial de la categoria C x D.

Sabemos que para cualquier categoria Abeliana &£ el funtor

G&—)G(@QD X &c,p)

Fun,,(CXD xCKXD,E) y BiFun.q(C x D xC xD,€E)
es obvio esta equivalencia’establece una equivalencia de categorias. Recordemos que
P:(CKXD)x (CKD)—-CXD, P=Top,

es el producto tensorial de la categoria C X D. Por un lado, como X p es un funtor
monoidal estricto, se tiene que

HoPo(MepxKep)=HoRepo(®' x®@*)(ide x T x idp)
= Ho(®"x ®?)(Id¢ x 7 x Idp).
Por otro lado
®40(H x H)o (Rep x Kep) =®40 (H x H).
Entonces existe un tnico isomorfismo natural
E:HoP > ®40(H x H)
tal que & xmx/ ymyr = &(x,x1),(v,y1) para todo X,Y € C, X', Y’' € D. O
necesitamos que producto de deligne de funtores monoidales sea monoidal?

Ejercicio 3.8.3. Sean C,D,(’, D’ categorias tensoriales finitasy F': C - D, G : ' —
D’ funtores monoidales exactos a derecha. Entonces el funtor FXG :CXD — C' XD,
descripto en el Lema 2.9.5, es monoidal.

Ejercicio 3.8.4. Sean A, B algebras de Hopf de dimensién finita. Demostrar que existe
una equivalencia monoidal Rep (A) X Rep (B) ~ Rep (AQkB).

3.9. La dimension de Frobenius-Perron

En esta seccién presentaremos un invariante muy importante de una categoria tensorial
finita, la llamada dimension de Frobenius-Perron. Para mas detalles sobre este tema el
lector es referido a [28], [32], [36], [26].
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3.9.1. Z,-anillos y Z,-mddulos. Sea Z el conjunto de los enteros no negativos.
Las siguientes notaciones y resultados son extraidas de [62]. Segin el autor, aparecieron
por primera vez en [50] y [29].

Definicién 3.9.1. e Sea A una Z-algebra que es un Z-moédulo libre con base
B = {b;}. Decimos que B es una Z-base si bb; = >°, N} b con N} € Z,. En tal
caso decimos que A es una Z -algebra.

e Un Z -médulo sobre una Z, -adlgebra A es un A-médulo M que es Z-libre con una
base fija {m;} tal que b; - m; = 3, d¥; my con df; € Zy.

e Dos Z,-médulo My, M con bases fijas {m] }icr, {m3};es son equivalentes si existe

una biyeccion ¢ : I — J tal que el morfismo Z-lineal inducido ¢ : My — M
definido por ¢(m;) = mg(; es un isomorfismo de A-mddulos.

e La suma directa de dos Z,-médulos My, My es el médulo M; & M, con base
distinguida dada por la unién de las bases de M; y M,. Un Z,-mddulo se dice
indescomponible si no es equivalente a la suma directa de dos Z,-moddulos no
triviales.

e Un Z,-submédulo de un Z,-mddulo M con base distinguida {m/};c; es un sub-
conjunto J tal que el subgrupo Abeliano generado por {m?}je ; es un A-submodulo

de M.

e Una Z,-algebra A con base distinguida {b;}ic; es llamada un anillo base si
(i) Existe un subconjunto Iy C I tal que 1 = > ._, b;. Si Iy posee un solo objeto
decimos que A es unitario.
(ii) Sea 7: A — Z el morfismo de grupos definido por

1 i € 1
T(bi) _ ST ‘7, SN
0 si ¢l

i€lp

Existe una involucién I — I, i — i tal que la aplicacién inducida a =
Y oicr @ibi — @ = Y, ; a;b; es una anti-involucién del anillo A y se cumple

que
1 . . — -
by =< o
0 si i#7.
e Sea A un anillo con base distinguida I. Se dice que A es transitiva si para todo
1,7 € I existen k,[ € I tales que j aparece en la descomposicién de ik y [i.

e Un mddulo base sobre un anillo base A con base distinguida {bi}ier es un Z,-

médulo M con base distinguida {m;} ;e tal que dj; = d3 .

Proposicién 3.9.2. Sea M un mddulo base sobre un anillo base A. Si M es indes-
componible como Z.-mddulo entonces es irreducible como Z,-mddulo sobre A.
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DEMOSTRACION. Sea {m;} e la base distinguida de M y {b;}ics la base distinguida
de A. Se tiene un producto escalar en M definido por (m;, m;) = ¢, ; para todo i,j € J
tal que para todo [ € I se tiene que (b, - m;, m;) = (m;, b;- m;). Entonces el complemento
ortogonal de un submdédulo (base) es un submédulo (base). O

La demostracién del siguiente resultado puede encontrarse en [38], [28].

Teorema 3.9.3. Sea A € M, (Z) una matriz tal que A;; > 0. Las siguientes afirma-
ciones se verifican.

1. A posee un autovalor real no negativo. Sea A(A) el mayor autovalor real de A.
Entonces |p| < MA) para todo autovalor p de A.

2. A posee un autovector v de autovalor A(A) tal que v; > 0 para todoi=1,...,n

3. 91 A;j > 0 para todo i,j entonces 0 < A(A) y es simple. Su correspondiente
autovector puede ser normalizado para que sus entradas sean todas positivas. Mds
aun |p] < A(A) para todo autovalor p de A distinto de A\(A).

4. Si w es un autovector de A con entradas positivas entonces su correspondiente
autovalor es A\(A).

0
Para la demostracién del siguiente lema, ver [28, Prop. 1.45.2].

Lema 3.9.4. SiC es una categoria tensorial, entonces el anillo de Grothendieck Gy(C)
es un anillo base transitivo. O]

Sea A un anillo base unitario transitivo con base distinguida /. Para cada ¢ € I denota-
mos por FPdim () al autovalor maximo no negativo de la matriz que resulta de multiplicar
por 2. Como la matriz de multiplicar por ¢ posee coeficientes enteros no negativos, por el
teorema 3.9.3, dicho autovalor existe. Extendiendo por aditividad se define un morfismo
de grupos FPdim : A — C. Esta funcién se llama la dimension de Frobenius-Perron.

Proposicién 3.9.5. Sea A un anillo unitario transitivo con base finita distinguida I.
Las siguientes afirmaciones se satisfacen.

1. Sii € I entonces FPdim (i) es un entero algebraico y si z es un conjugado de
FPdim (i) entonces FPdim (i) >| z |.

2. Sii € I entonces FPdim (i) > 1.

. La funcion FPdim : A — C es un morfismo de anillos.

4. Eziste un elemento R € A®zC, 1inico salvo escalar, tal que aR = FPdim (a) R para
todo a € A. Con una normalizacion apropiada este elemento posee coeficientes
positivos y satisface que Ra = FPdim (a)R para todo a € A.

5. La funcion FPdim : A — C es el unico caracter que toma valores positivos en los
elementos de la base I.

6. St a € A tiene coeficientes no negativos con respecto a la base I entonces el
escalar FPdim (a) es el autovalor mds grande no negativo de la matriz que resulta
de multiplicar por a.

w
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7. La funcion FPdim : A — C es deja invariante la involucion I — 1.

DEMOSTRACION. Para las partes (1) y (2) ver [28, Prop. 1.45.4]. Para las demostra-
ciones de las partes (3), (4), (5) y (6) ver [28, Prop. 1.45.5]. Para la parte (7) ver [28,
Prop. 1.45.8].

OJ
chequear si se necesita que A sea base. No se cumple para finitas?

Al elemento R € A®zC se lo llama el elemento regular de A.

3.9.2. La dimension de Frobenius-Perron de una categoria tensorial finita.
Sea C una categoria tensorial finita sobre k.

Definicién 3.9.6. Como anillo de Grothendieck G(C) es un anillo transitivo, tenemos
bien definida la dimension de Frobenius-Perron. Si X es un objeto de C la dimensién de
Frobenius-Perron de X serd la dimensién de Frobenius-Perron de (X) como objeto de
Go(C).

Denotemos por {S; : ¢ € I} al conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples
de C. Denotemos por P; = P(S;) al cubrimiento proyectivo de S;.

Definicién 3.9.7. El objeto regular de C es el objeto

Rc =) FPdim(S;) < P >€ Ko(C)®zC.
iel
La dimension de Frobenius-Perron de C es
FPdim (C) = FPdim (R¢) = » | FPdim (5;)FPdim (P,).
el

Proposicién 3.9.8. Las siguientes afirmaciones se satisfacen.

(a) X € C es invertible si y sélo si FPdim (X) = 1.

(b) FPdim (C) > |I|FPdim (P(1)).

(¢) Para todo X € C se tiene que

(3.9.1) FPdim (X) = ) FPdim (S;) dim Home(P(S;), X).
iel

DEMOSTRACION. Para la demostracién de la parte (a) ver [28, Corollary 1.45.9.].
Para la parte (b) ver [28, Remark 1.47.8.] La parte (c) se deduce inmediatamente de
(2.8.3). 0

Ejemplo 3.9.9. Si H es una algebra cuasi-Hopf de dimension finita entonces

FPdim (Rep (H)) = dim H.
La afirmacién sigue de que para cualquier objeto X € Rep (H) se tiene que FPdim (X) =
dim X.

La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse en [28, Theorem 1.50.1.].
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Teorema 3.9.10. Sean C,D cateogrias tensoriales finitas y F' : C — D un funtor
cuasi-tensorial dominante. Entonces
FPdim (C)

(3.9.2) F(Re) = tpqim (p) P






Capitulo 4

Categorias monoidales trenzadas

Sea (C,®,a,r,l,1) una categoria monoidal. Denotaremos 7 : C x C — C x C el funtor
T(X,Y) = (Y, X).

Definicién 4.0.1. Una trenza para C es un isomorfismo natural o : ® — ® o7 que
satisface

(4.0.1) avwu ouvew auyvw = (idyv@ouw) avow(ouy®idw),

(4.0.2) Uy Ouavw Ag vy = (Cuw®idyv) agyy (do®ovw),
para todo U, V,W € C. Una categoria monoidal trenzada es un par (C,o) donde C es una
categoria monoidal y ¢ es una trenza para C.

Explicitamente, el hecho de que ¢ : ® — ® o 7 sea una transformacién natural dice
que es una coleccién de morfismos oy : VW — WV tal que para todo morfismo

f:V=V g: W — W el diagrama

ov,w

(4.0.3) Vew WeVv
if@g g®fl
VW' v w! W'V’

es conmutativo.

Observacién 4.0.2. Si (C,0) es trenzada y estricta entonces oy = idy = 01y para
todo V' € C.

Definicién 4.0.3. Una categoria trenzada (C,o) se dice simétrica si oywowy =
id ey para todo V. W € C.

Ejercicio 4.0.4. Si (C,0) es una categoria monoidal trenzada entonces (C, o) es tren-

Z 5WV = Oy - ] t Z .
ada, donde oy, v+ De ahora en mas denotaremos esta categorfa trenzada por C
, Son C" C°P trenzadas 7

Teorema 4.0.5. Sea (C,0) una categoria monoidal trenzada. Entonces
(4.0.4) aw,u,v (ovw®id U)a‘_/7%,V7U(id v@ouw)avuw (opy@idw) =
(4.0.5) = (dw®ouyv)awuy(ouw®id V)aa,lw,v(id UROV.W ) AU VW s
para todo U, V. W € C
7



78 4. CATEGORIAS MONOIDALES TRENZADAS

La igualdad anterior es llamada la ecuacion de Yang-Baxter.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad supondremos que C es estricta. Por la
igualdad (4.0.2) tenemos que

(ovw®idy)(idyv®@opw)(ouyv®@idw) = oveww(ouy®idw),

(id w®oyy)(cuw®idy)(id y@ovw) = ([dw®ouy)ovgvw.

Ambas expresiones son iguales por la naturalidad de o, ver el diagrama (4.0.3).

O

Definicién 4.0.6. Sean (C,0), (D, ) dos categorias monoidales trenzadas. Un funtor
monoidal (F,§) : C — D se dice trenzado si para todo X,Y € C el diagrama

Ex,y

F(X)RF(Y) F(X®Y)
TF(X),F(Y)\L lF(UX,Y)
FY)RF(X) —" L P(YoX)

es conmutativo. Dos categorias monoidales trenzadas se dicen trenzadamente equi-
valentes si existe un funtor monoidal trenzado que es una equivalencia de categorias
monoidales.

Definicién 4.0.7. Una categoria tensorial finita trenzada es una categoria tensorial
finita sobre un cuerpo k munida de una trenza k-lineal aditiva.

Ejemplo 4.0.8. e La categoria Vect es trenzada. La trenza es
v VerW — WV,  mvw(v®w) = w®v,
para todov € V,w € W.

e Si (G es un grupo finito, la categoria Rep (kG) es trenzada. La trenza es la misma
que en el ejemplo anterior de la categoria Vecty. Mas generalmente, si H es un
algebra de Hopf coconmutativa entonces Rep (H) es trenzada, y la trenza es la
misma que en la categoria de espacios vectoriales.

e Si (H, R) es un algebra de Hopf cuasitriangular entonces Rep (H) es trenzada. La
trenza estd determinada por

ovw VW — We V, oyw(ew) = R* - wlR' - v,
V,W €Rep(H),veV,weW.
e La categoria de super-espacios vectoriales Supervect . es trenzada. La trenza es
ovw VW — WeV, oyw(v@w) = (—1)p(“)p(w) WR,

para todo V,W & Supervect,, v € V;w € W. Aqui, si v € V; es un elemento
homogéneo p(v) = i.
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Mas generalmente, sea G un grupo finito y u € GG un elemento central de orden 2.
Definimos Rep (G, u) a la categoria tensorial de super-espacios vectoriales equipa-
dos de una accién de G, tal que u actua por paridad. La trenza es la misma que
la trenza de Supervect . La categorias Rep (G, u) resultan ser de fusién simétrica.
Se sabe que toda categoria de fusion simétrica es equivalente a una de estas. Ver
21].

Sea G un grupo finito abeliano y 8 : G x G — k* un bicaracter. Sea C(G, () la
categoria de espacios vectoriales de dimensién finita G-graduados. Para cada par
de objetos X,Y € C(G, ) la trenza estd dada por
oxy : XQY - Y®X, oxy(z®y)=[F(g,h) yx,

size Xy, yeYs g,hed.
Sea R un anillo conmutativo. La categoria €hain(R) es trenzada. Si C,D €
Chain(R) son dos objetos y z € C,.,y € D, entonces la trenza estd determinada
por

oop(r®y) = (1) Y.

La categoria de trenzas B es trenzada. Dados dos objetos m,n € Ny definimos la

El siguiente resultado fue obtenido en [46].

Proposicién 4.0.9. Sea C una categoria monoidal. El funtor ¢ : CKC — C posee es-
tructura de funtor monoidal si y solo si la categoria C es trenzada. La estructura monoidal
de CKC es la dada en el Teorema 3.8.1.

DEMOSTRACION. Asumiremos que C es estricta. Por la Proposicién 3.8.2 es suficiente
con demostrar que el funtor ® : C x C — C posee estructura de funtor monoidal si y sélo
si la categoria C es trenzada.

Asumamos que (C,0) es trenzada. Definimos

Ex,xn vy XRX'QYRY' - XY eX @Y,

§x,xn, vy = 1d x®oxr y®id y,

para todo X, Y, X' Y" € C. Demostremos que (®,€) es un funtor tensorial. El lado iz-
quierdo de la ecuacién (3.1.3) es igual a

Ex.x),vynezz) (id xex @& vy, (2,.27))
== (ld X®O-X’7Y®Z®id y/®Z/)(id X®X’®Y®UY’,Z®id Z’)'

El lado derecho de la ecuacién (3.1.3) es igual a

Ex,xNevy 2,2 (Ex,x), vy ®id zgz1)

= (ld X®Y®UX’®Y’,Z®id Z/) (ld X®le7y®id Y’®Z®Z/)'
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Usando (4.0.1) y (4.0.2) obtenemos que ambas expresiones son iguales. Ahora supongamos
que el funtor (®,€) : C x C — C es monoidal. Definimos

oxy : XQY = Y®X, oxy= 5(_1%)/)7()(71)€(X,1),(1,Y)7
para todo X,Y € C.

Como (®,&) es monoidal, se debe satisfacer las siguientes igualdades:

(4.0.6) §a,xev) (21 (Ea.x),a®id) = a1.x),zy)(1d @1y),(21));
(4.0.7) §z,x),,)(E21),0,x)@1d) = {21),1,x0v)(d ®Ea,x),1,v));
(4.0.8) $z.x),a7)(Ea,x),21)®id ) = {1,x),2y)(1d @(21),1,7));

para todo X,Y,Z € C. Usando estas igualdades demostremos que o satisface (4.0.2).
Usando la definicion de o se tiene que

(id ®§(_1%X),(1,Y))O-X®Y,Z (f(le)v(le)(g)id )

es igual a

= (id &3 ) 131z 1), @ xem E0xev),z1) (Ea,x),0,v)®id)

(5(21 1,X) ®1d)€zl 1Y£(1X)(ZY(1d®§1Y) Zl))

= (& Zl ,(1,X) ®id )(§a X)ﬁ(Z,1)®1d)(1d ®£(z,1),(1,y))(1d ®E1y)(z1)
= (O'X7z®1d)(ld ®O’y7z).

La segunda igualdad por (4.0.7) y (4.0.6), la tercera por (4.0.8). Por la naturalidad de o
se tiene que
(id ®£(71%)Q7(1,y))UX®Y,Z(€(1,X),(17Y)®id) = OX®Y,Z;

con lo cual queda demostrada (4.0.2). La demostracion de la ecuacién (4.0.1) es similar.
O

Ejercicio 4.0.10. Sea k cuerpo de caracteristica cero. Demostrar que Supervect, es
trenzadamente equivalente a Rep (kZs) donde la trenza estda dada por la R-matriz

1
R= 5(1@1 +10u + u®1 — u®u),
donde u es el generador de Zs.

Ejercicio 4.0.11. Sean G, G’ grupos finitos abelianos y f: GXG — k™, 8 : G'x G —
k* bicaracteres. Dar condiciones necesarias y suficientes para que las categorias C(G, ),
C(G', f’) sean trenzadamente equivalentes.

Ejercicio 4.0.12. Sea (C, o) una categoria monoidal trenzada. Demostrar que el funtor
identidad Id : C — C"" da una equivalencia de categorias monoidales.

Ejercicio 4.0.13. Si C,D son categorias monoidales trenzadas entonces C X D es
trenzada.
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4.1. Algebras conmutativas y médulos disléxicos

En esta seccién C va a ser una categoria monoidal tal que el producto monoidal ® es
un funtor exacto a derecha en cada variable.

Definicién 4.1.1. Un élgebra (A, m,u) en una categoria monoidal trenzada (C, o) se
dice conmutativa si moog s =m.

Lema 4.1.2. Sea A un dlgebra conmutativa en una categoria trenzada (C,o). La ca-
tegoria C4 posee una estructura de categoria monoidal. Fxiste un funtor monoidal fiel y
pleno F : Cq — 4Cy4.

DEMOSTRACION. Vamos a suponer, sin perder generalidad, que la categoria C es es-
tricta. Si X € C4 entonces X posee una accién a izquierda de A. Si px : X®A — X es la
accion a derecha entonces definimos la accion a izquierda por

Ax 1 AeX 25 XeA 25 X

Demostremos que \x define una accién a izquierda. Se tiene que

Ax(m®id x) = pxoax(mRid x) = px (id x®m)oaga,x
= px(id x®@m)(id x®0o 4 4)0 a4 x
= px(px®id 4)(id x®04.4) (04 x®i1d 4)(id 4®0 4 x)
= px(px®id 4)(04 x®id 4)(id 4®04,x)(04,4®i1d x)
= px(px0ax®id 4)04 a0 x
= px0oax(d a®pxoax) = Ax(id 4®Ax).

La segunda igualdad por la naturalidad de o, la tercera por la conmutatividad de A, la
cuarta por (4.0.2), la quinta por la ecuacién de Yang-Baxter (4.0.4), la sexta por (4.0.1)
y la séptima por la naturalidad de o.

Afirmamos que X con estas dos acciones es un objeto en 4C4. En efecto:

px (Ax®id 4) = px (px®id 4)(04,x®id 4) = px(id x®M) (04 xVid 4)
= px(id x®@m)(id X®UZ,1A>O'A,X®A
= px(id x®m)oa xea = px(px®id 4)o 4 x04
= pxoax(1d a®px) = Ax(id 4®px).

La segunda igualdad por la asociatividad de la accién a derecha, la tercera por (4.0.1),
la cuarta por la conmutatividad de A y la sexta por la naturalidad de o. La estructura
monoidal de C4 es la restriccién de la estructura monoidal de 4C4. O

Sea I : C4 — C el funtor de olvido y sea F' : C — Cy4 el funtor F'(X) = X®A para todo
X € C. La accién de A en F(X) estd concentrada en el segundo tensorando. Recordemos
la definiciéon de funtor dominante dada en 2.6.10. La demostracién del siguiente lema
queda como ejericio.
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Lema 4.1.3. El funtor F' : C — Ca es monoidal dominante y el funtor I es un adjunto
a derecha de F'. O

La siguiente definicién fue introducida por B. Pareigis [63].
Definicién 4.1.4. Si A € C es un élgebra conmutativa, un A-mddulo a derecha (M, p)
es disléxico si
POAMOMA = P-
La subcategorfa plena de A-médulos disléxicos se denota por CY.

Teorema 4.1.5. [63] Sea A € C un dlgebra conmutativa. La categoria CY es una
subcategoria monoidal trenzada de Cy4.

DEMOSTRACION. Demostremos que si V, W son A-médulos disléxicos entonces V@4 W
es también disléxico. Sea g : VRAW®A — V@4 W la accién a derecha y myw : VOW —
la proyeccién candnica (Ver seccién 3.3.1 para su definicién). Recordemos que por la de-
finicién de 7y se satisface que

(411) Tvyw(p‘/@id W) = 7Tv7w(id V®pWUA,W)'

Debemos demostrar que g = goave,wove,w,a. Como el producto tensorial ® es
exacto a derecha y Ty,w es suryectivo entonces 7TV,W®id A es suryectivo. Entonces alcanza
con demostrar que

g(myw®id 4) = goave,wove ,w,a(Tyw®id 4).

Por la definicion de g y la naturalidad de o, esta igualdad es equivalente a

myw(idv®@pw) = Tyw (id v@pw)oavewovew,a.

El lado derecho de esta ecuacion es igual a

=myw(idvepw)(idyv®oaw)(0avova®idw)(id v@ow,4)
= myw(pv@idw)(oavoya®idw)(id y@ow, )
(py@idw)(id v@ow,a)

7TV,W(1d VOPWOAWOW,A)
= my,w (i
La primera igualdad se debe a (4.0.1) y (4.0.2), la segunda se debe a (4.1.1), la tercera
pues V es disléxico, la cuarta nuevamente por (4.1.1) y la dltima igualdad porque W es
disléxico.

Resta definir la trenza en la categoria CY. Sean V., W € CY. Definimos ¢ : VW —
W4V, ¢ = mwyoyw. Verifiquemos que se satisface

P(py@idw) = ¢(id v@pwoaw).
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Por un lado
P(py@idw) = mwyovw(py@idw) = mwy (id w®pv)oveaw
= mwy (Idw®py)(id w®oavov.a)oveaw
= mwv(pw®idy)(id w®0ov,a)oveaw
= mwy (pw®id y)(id w®av, 1) (ov,w®id 4)(id v @oAw ).

La segunda igualdad por la naturalidad de o, la tercera se debe a que V' es disléxico, la
cuarta por (4.1.1) y la quinta igualdad por (4.0.2). Por otro lado se tiene que

o(idyv@pwoaw) = mwyvovw (idv@pwoaw)
= wv (pw®id v)ovwea(id v@oaw)
= 7TW7v(pw®id V)(ld W®U‘/,A)(UV,W®id A)(ld V®UA7W)

La segunda igualdad por la naturalidad de o y la tercera por (4.0.1). Esto implica que
existe un morfismo oy : VAW — W4V tal que

Oy wTvw = o= TWVOv,w-

4.2. El centro de una categoria monoidal
Sea C una categoria monoidal estricta.

Definicién 4.2.1. El centro de la categoria C es la categoria Z(C) que consiste de
objetos (V,c_y) donde V' es un objeto de C y cxy : XQV — V®X es una familia de
isomorfismos naturales tales que para todo X,Y € C
(421) 1y = id Vv, CXQY,V = (CX,V®id y)(ld X®CY,V)-

Si (V,e_v), (W,c_w) son objetos de Z(C) un morfismo f: (V,c_y) = (W,c_w) es un
morfismo f: V — W en C tal que para todo X € C
(f®id x)exy = cx,w(id x®f).
Teorema 4.2.2. Sea (C,®,a,r,l,1) una categoria monoidal.

1. Z(C) es una categoria. Si C es Abeliana (k-lineal) entonces Z(C) es Abeliana (k-
lineal).

2. Z(C) es una categoria monoidal con unidad (1,1_or_) y si (V.c_v), (W,c_w)
son objetos de Z(C) el producto tensorial

(4.2.2) (Vieev)@(W,cow) = (VeW,c_vew)

donde cxyew = (idy®cxw)(cxv®idw) para todo X € C.
3. La categoria Z(C) es trenzada. La trenza de esta dada por

OWie vy (W) - (Vieev)@W,eow) = (W, e w)®(V, c_v),

OWVie—v),(Wemw) = CV,w-
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DEMOSTRACION. La parte (1) es un ejercicio. Veamos (2). Demostremos primero que
el funtor dado por (4.2.2) estd bien definido. Debemos demostrar que se satisface (4.2.1),
es decir, que se verifica
cxevvew = (Cxvew®idy)(id x®cyvew)

para todo X,Y € C. Se tiene que cxgy,vew es igual a

= (idv®cxeyw)(cxey,y®@idw)

= (id y®@cx,w®id y)(id vy ®id x®cy,w ) (cx,y®@id y®id w)(id x @cy,y ®id w)

= (ld V®CX7w®id y) (CX7v®id W®1d y)(ld X®1d V®Cy7w) (ld X®Cy,v®id W)

= (exvew®idy)(id x®cyyew).

La primera y la cuarta igualdad se deben a la definicién de c_ ygw, la segunda igualdad
se debe a (4.2.1), la tercera por la naturalidad de ®. Queda como ejercicio demostrar que
sif:(Vieey) = (Wieew), g (X,c-x) = (Y,c_y) son morfismos en Z(C) entonces
f®g es un morfismo en Z(C). Ademdas queda como ejercicio definir la asociatividad y
demostrar los axiomas de categoria monoidal.

(3) La demostracion de que oy,c_ ) wie_ ) Satisface los axiomas (4.0.1) y (4.0.2) sale
inmediatamente de (4.2.1). O

Si C es una categorfa monoidal, el funtor P : Z(C) — C, P(V,c_y) =V, para todo
(V,c_y) € Z(C) es un funtor monoidal estricto.

Lema 4.2.3. Sea C una categoria trenzada y F' : C — D un funtor monoidal estricto
pleno que es biyectivo a nivel de objetos. Entonces existe un unico funtor monoidal estricto
trenzado Z(F) : C — Z(D) tal que Po Z(F) = F.

DEMOSTRACION. Para cada V € C definamos
Z(F)(V)=(F(V),c-rwv)),
donde para todo W € D se define
CW,F(V) . W®F(V) — F(V)@W, CW,F(V) = F(CF—l(X),V)-

Si f:V — W es un morfismo entonces Z(F)(f) = F(f). Queda como ejercicio completar
la demostracion. O

Corolario 4.2.4. Para toda categoria monoidal trenzada C existe un unico funtor
monoidal trenzado Z : C — Z(C) tal que Po Z =1Id¢. O

Ejercicio 4.2.5. Sea H un algebra de Hopf. Demostrar que existe una equivalencia
monoidal trenzada Z(Rep (H)) ~ Rep (D(H)).

Sea C una categoria monoidal donde el producto tensorial es exacto a derecha en cada
variable. Sea A € Z(C) un algebra conmutativa. En este caso, se puede equipar a la
categoria C4 de un producto monoidal, de la misma forma que fue hecho en la seccién 4.1.
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Proposicién 4.2.6. [64, Corollary 4.5] Eziste una equivalencia de categorias monoi-
dales trenzadas Z(C)% ~ Z(Ca). O

Ejercicio 4.2.7. Sea C una categoria tensorial finita. Si FPdim (C) = 1 entonces
C ~ vecty. Demostrar que Z(C) ~ vecty si y sélo si C ~ vecty.

Ejercicio 4.2.8. Sea C una categoria tensorial finita y G un grupo finito actuando
monoidalmente sobre C. Recordemos de la proposicién 2.9.10, que existe un funtor biexacto
® : vecty X C — C. Definimos H : vect — C de la siguiente manera

H(V) = V&L,

para todo V' € vect . Si consideramos a vect | equipada con la accion trivial de G, entonces
H resulta G-equivariante. Demostrar que H : Rep (G) — C¢ define un funtor tensorial
fiel que se factoriza a través de Z(C%).

4.2.1. Categorias tensoriales factorizables. Sea (C, o) una categoria monoidal
trenzada. Se definen los funtores

L:C— Z(C), I,:C— Z(C)
L(X)=(X,0_x), L(X)=(X,0y), XeC.
Los funtores I, I son exactos a derecha.
Lema 4.2.9. Los funtores Iy, Iy son funtores monoidales trenzados. En particular te-
nemos un funtor trenzado I : CRC — Z(C) que es la composicion
crC 12 zo)R 2(C) 29
DEMOSTRACION. La demostracién de que ambos funtores I;, I, son monoidales tren-
zados es inmediata. Por la proposicion 4.0.9 el funtor ®z) : Z(C) X Z(C) — Z(C) es
trenzado, y por lo tanto, la composicion es un funtor monoidal trenzado. O

Z(0).

Definicién 4.2.10. [35] Una categoria tensorial trenzada se dice factorizable si el
funtor 7 : CKC — Z(C) del Lema 4.2.9 es una equivalencia de categorias monoidales.
Una categoria tensorial C se dice modular si es una categoria de fusion y factorizable.

Proposicién 4.2.11. [35, Prop. 4.4] Sea C una categoria tensorial finita. Entonces
Z(C) es una categoria tensorial factorizable. En particular, si C es de fusion entonces
Z(C) es modular. O






Capitulo 5

Representaciones de categorias tensoriales

5.1. Moébdulos sobre una categoria tensorial

Vamos a fijar (C,®,a,r,[,1) una categoria tensorial finita sobre k. En esta seccién
todos los funtores seran aditivos, k-lineales.

Definicién 5.1.1. Un C-mddulo a izquierda o una representacion de C, es una coleccion
(M, ®,m,) donde
e M es una categoria Abeliana k-lineal;
e ® es un funtor exacto en cada variable ® : C x M — M;

[ {mxyij . (X®Y>®M — X@(Y@M) IX,Y - C,M - M}, y {ZM : ].@M — M :
M € M} son isomorfismos naturales tales que para todo X,Y,Z€Cy M € M

(5.1.1) Mmxy zgm Mxeyv,zy = (dx @ my,zn) mx yezu (axy,z®id yr),

(512) (1d X@l]\/])m_)QLM = ?"X@id M-

Es decir que los siguientes diagramas son conmutativos:

(5.1.3) (X®Y)® Z2)8M

(XY ®2)eM (X ®Y)2(ZeM)

imX,Y@)Z,]M mX,Y,Z®MJ/
_ _ 1d@m -

XB((Y @ Z)eM) N XB(Y®(ZaM))
y
(5.1.4) (X ® 1)&M ey XB(1BM)

X®M.

para todo X,Y, Z € Cy M € M.

Observacidén 5.1.2. Al funtor @ : C x M — M le llamaremos la acciéon de C en M.
87
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Definicién 5.1.3. Sean M y N C-médulos a izquierda. Un funtor de C-mddulos entre
My N esun par (F,c), donde F : M — N es un funtor y cx s : F(XQM) — XQF (M)
es una familia de isomorfismos naturales tales que

(5.1.5) mx.y,roncxeym = (Id x®cyar)ex yaut (mxy,u),

(5.1.6) lrancin = F(la),
para todo X,Y € C y para todo M € M.

Definicién 5.1.4. Sean (F,c¢),(G,d) : M — N dos funtores de C-médulos. Una
transformacion natural de C-mddulos es una transformacién natural 6 : F' — G que hace
que el diagrama

F(XEM) 224 q(XeM)

(5.1.7) cxae | [
XQF(M) —— X®G(M),
id x®6a
sea conmutativo para todo X € C,M € M. La categoria de los funtores de C-mddulos
entre M y N es denotada por Fune(M,N). Diremos que los funtores (F,c) y (G,d)
son equivalentes como funtores de C-mddulos, y se denotara (F,c) ~ (G,d), si existe un
isomorfismo natural 6 : F' — G que es de C-mddulos.

Lema 5.1.5. La composicion horizontal y vertical de transformaciones naturales de
C-modulos es nuevamente una transformacion natural de C-maddulos. 0

Si (Fe): My — My y (G,d) : My — Ms son funtores de C-mddulos, entonces
(G o F,b) : My — Ms es un funtor de C-médulos, donde bx s := dx, r(nG(cx,um), para
todo X € C, M € M,.

Dos C-médulos M, N son equivalentes si existen funtores (F,c) : M — N, (G,d) :
N — M de C-médulos tales que (F,c) o (G,d) ~1d,(G,d) o (F,c) ~1d.

Observaciéon 5.1.6. En la literatura los C-médulos son llamados también categorias
modulo sobre C, o representaciones de C.

Sean M, Mj dos C-médulos. La suma directa M7 @ My de categorias es nuevamente
un C-modulo donde la accion es

R:CXMBMy—> M BEMy, XR(M,N)=(XQM,XQN).
Definiciéon 5.1.7. Sea M un C-mddulo.

e M se dice indescomponible sino es equivalente a la suma directa de dos categorias
modulo no nulas.

e Un C-submddulo de M es una C-médulo N que es una subcategoria Serre de M
tal que el funtor inclusién N < M es de C-mddulos.
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e Una categoria médulo se dice simple si no es nula y no posee C-submoédulos no
triviales.

Ejercicio 5.1.8. Demostrar que C es un C-médulo indescomponible. (Aqui se debe
usar que el objeto unidad 1 es simple).

Ejercicio 5.1.9. Demostrar que toda categoria modulo sobre C es equivalente a una
estricta, es decir una categoria modulo donde
(X@Y)oM = Xe(YeM), 1M =M
para todo X, Y € C,M € M
Lema 5.1.10. Sea M un C-mddulo. Sean X, Y € C, M e My f : X — Y un
morfismo en C. Las siguientes afirmaciones se verifican:
1. Si X, M son objetos no nulos entonces XQ@M es no nulo.

2. Si f es no nulo y M # 0 entonces f®id yy es un morfismo no nulo.

DEMOSTRACION. 1. Asumamos que X®M = 0. Entonces el morfismo

M yar 2B ooxe g T XS (XEM) = 0,

es el morfismo nulo. Como coevy es un monomorfismo y ® es un funtor biexacto, en-
tonces coevx®id jr es un monomorfismo y por lo tanto la composicién anterior es un
monomorfismo M — 0. Esto implica que M = 0, lo cual es un absurdo.

2. Asumamos que f®idy; = 0y sea k : K — X es nicleo de f. Vamos a demostar
que k es un isomorfismo, lo cual implicard que f = 0. Como ® es biexacto entonces
k®id ; = Ker (f®id 5r). Esto implica que k®id j; es un isomorfismo. Sea ¢ : X — @ el
contucleo de k, entonces tenemos la sucesién exacta

0-K5Xx Lo
Por la exactitud de ®, la sucesién
0 — KoM 22,y Bda oz g
es exacta. Como k®id p; es un isomorfismo Ker (¢®id ;) = X®M, luego ¢®id p; = 0.
Pero, nuevamente usando la exactitud de ®, ¢®id p; es un epimorfismo, lo cual implica
que QM = 0. Entonces Q = 0 y asi k es un epimorfismo. O

Lema 5.1.11. Las siguientes nociones son equivalentes.

(i) Categorias modulo (M, ®,m,l) sobre C.

(ii) Funtores tensoriales (F,€,¢) : C — End (M) exactos y fieles.

DEMOSTRACION. Sea (M, ®,m,l) un C-médulo. Definamos F' : C — End (M) por
F(X)(M)=X®M paratodo X € C, M € M. El funtor F'(X) es exacto para todo X € C

debido a la exactitud de ® : C x M — M en el segundo argumento y F' es exacto por la
exactitud de ® : C x M — M en el primer argumento. Para todo X,Y € C sea

(xy: F(X)oF(Y) = F(X®Y),
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definida por (Cxy),; = mxya para todo M € M. Definamos ¢ : Id — F(1) por
ér = 13- Laidentidad (3.1.3) es equivalente a (5.1.1) y la identidad (3.1.5) es equivalente
a (5.1.2). Luego (F,(,¢) : C — End.(M) es tensorial. Demostremos que F' es fiel. Sea
f X — Y un morfismo en C tal que F(f) = 0. Tomemos M # 0, entonces 0 =
F(f)(idy) = f®id . Por el Lema 5.1.10 (2) debe ser que f = 0. La construccién
reciproca queda como ejercicio para el lector. 0

Coloquialmente, el resultado anterior, nos dice que los funtores de fibra para una
categoria tensorial estan en correspondencia biyectiva con representaciones de rango 1. El
siguiente resultado serd usado mas adelante.

Lema 5.1.12. Sea M un C-mdédulo y X € C un objeto no nulo. Si
0 — XaM X9 xEN 1599 XBT 5 0

es exacta, entonces la sucesion

0= M-I NS TS0

es exacta.

DEMOSTRACION. Por ser la primer sucesion exacta, se tiene que ker(id x®¢g) = id x®f.
Como la accién ® es un funtor exacto en cada variable, se tiene que

id x®f = ker(id x®g) = id x® ker(g).

Por lo tanto id x®(f — ker(g)) = 0. Por el Lema 5.1.10 (2) se tiene ker(g) = f. Anédloga-
mente se tiene que coKer (f) = g.
0

Ejercicio 5.1.13. Sean M, N C-médulos y F' : M — N un funtor de mddulos.
Demostrar que si G : N' — M es un adjunto a derecha o a izquierda de F' entonces G
posee estructura de funtor de moédulos tal que la unidad y counidad de la adjuncién son
transformaciones naturales de modulos.

Ejemplo 5.1.14. Sean C, D categorias tensoriales finitas estrictas y (F,&,¢) : C — D
un funtor tensorial exacto. La categoria D es un C-moédulo via F' como sigue:

®:CxD—=D, XM= FX)®M,

para todo X € CC M € D. Si X,Y € C, M € M los morfismos de asociatividad y unidad
son

mxyy: F(X@Y)M — F(X)Q(F(Y)®M), mxyu = (5;(}Y® id »r),
Ly : F(OQM — M, Iy =15 (¢ '®id y).

Ejemplo 5.1.15. El siguiente ejemplo es una gerneralizacién del ejemplo 5.1.14. Sean
C,D categorias tensoriales, (F,{,¢) : C — D un funtor tensorial exacto y (M, ®,m)
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un D-médulo. Denotaremos por M¥ el C-médulo (M, &, m” ) cuya categorfa Abeliana
subyacente es M y con accion, morfismos de asociatividad y unidad dados por:

X8'M = F(X)8M, myy = mex)rom(€xyid ),
para todo X, Y € C, M € M.

Ejercicio 5.1.16. Mantengamos la misma notacién del ejemplo 5.1.15. Demostrar que
si M¥ es un C-médulo indescomponible entonces M es un D-mdédulo indescomponible.

Ejemplo 5.1.17. Si C es una categoria tensorial y A € C es un algebra entonces la
categoria de A-mddulos a derecha C4 es un C-mddulo a izquierda. La acciéon @ : C x Cy —
C4 es el producto tensorial de C. Si X € C, M € C4 la accion a derecha de A en X®QM es
sobre el segundo tensorando.

Ejemplo 5.1.18. Si M es un C-médulo a izquierda y (Z, 07 ) es un objeto en el centro
Z(C) entonces el funtor Fy : M — M, Fz(M) = Z&M es un funtor de C-mdédulos. La
estructura de funtor de médulo esta dada por

CxX M : Fz(XgM) — X@Fz(M), Cx,M = mX’Z,M(O'E}Xgid M)m;X?M,
para todo X € C, M € M.

Ejercicio 5.1.19. Toda categoria Abeliana k-lineal finita C es un vect ;-médulo de una
forma canodnica. Aqui se debe usar la Proposicién 2.9.10.

Lema 5.1.20. Sea M un C-maodulo y M, N € M, XY € C. Existen isomorfismos
naturales
Homp (M, Y®N) ~ Homp (Y*®M, N).
O

5.1.1. (C-mddulos a derecha y bimdédulos. La definiciéon de C-mddulos a derecha
es completamente similar a la de moédulo a izquierda. Por completitud la repasaremos.
También introduciremos la nociéon de bimdédulo.

Una categoria modulo a derecha sobre C, o un C-mddulo a derecha es una categoria
Abeliana M equipada con un bifuntor exacto ® : M x C — M e isomorfismos naturales
myxy : MRIXQY) = (MRX)QY, ry : M®1 — M tales que

(5.1.8) Mysx.y.z Mvxyez(id v®axyz) = (Muy,x,y®id z) M xay, 2,
(519) (’I“M®1d X)mM,l,X =id M®ZX

Lema 5.1.21. Si (M, m,l) es un C-mddulo a izquierda entonces M es un C™"-mddulo
a derecha. Ademas M°P es un C-mddulo a derecha.

DEMOSTRACION. Asumiremos que C es estricta. La accién a derecha de C"™" en M es
R MxC— M, MR "X = X®@M. Los isomorfismos de asociatividad estan dados por

muy,xy = My,x M,
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para todo X,Y € C, M € M. La accién a derecha de C en M®P es
R MP xC— MP MRPX =XQM,

para todo X € C, M € M. Denotemos por axy : (X®Y)* — Y*®X* el isomorfismo
del funtor monoidal de la Proposicién 3.5.6 (1). Los isomorfismos de asociatividad estan
dados por

maxy = (axy®id M)m)_/l,x*7Ma
para todo X € C, M € M. Demostremos que la ecuacién (5.1.8) se verifica. El lado
izquierdo de (5.1.8) en este caso es igual a

1 o —1
= axyezMyez: x- (0,201 xagn) My« xo

. -1 -1
= ax yez(ay,z®id X*@M)mz*e@w,X*,MmY*,X*,M'

La segunda igualdad se debe a la naturalidad de m. El lado derecho de (5.1.8) en este
caso es igual a

= (CYY,Z@id M)mE;(X@Y)*’M(id % ®04X7y®id M)(ld Z*®m;17x*7M)

= (ay,z®id ur) (id 2-@ax,y ®id )Mzt yug oy (I 2e @Myt o 1)

La segunda igualdad, nuevamente, se debe a la naturalidad de m. Ambas expresiones son
iguales usando que el funtor de dualidad es monoidal y usando (5.1.1). O

Sea D otra categoria tensorial. Una categoria (C,D)—bimddulo es una categoria Abe-
liana M que es una C categoria médulo a izquierda, una D-categoria modulo a derecha, y
estd munida de isomorfismos naturales {yx yy : (X@M)RY :— X@(MKY), X € C,Y €
C', M € M} que satisfacen ciertos axiomas. Para més detalles nos referimos a [43, Prop.
2.12]. Si C y D son categorias tensoriales finitas, un (C, D)-bimdédulo es lo mismo que una
categoria C X D"*’-mddulo. Aqui X denota el producto tensorial de Deligne.

Lema 5.1.22. Sea (C, o) una categoria tensorial trenzada y M un C-mddulo a izquier-
da. Entonces M posee una estructura de C-médulo a derecha que lo hace un (C,C)—bimdédu-
lo.

DEMOSTRACION. La accién M x C — M estd dada por M®@X = X®M para todo
X € C,M € M. Los isomorfismos de asociatividad mp xy : M@(X®Y) - (M@X)RY,
estan dados por

mu,x,y = My,x,m(0x,y®id ar),

para todo X,Y € C, M € M. Queda como ejercicio demostrar que con estas acciones M
es un (C,C)—bimddulo. O
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5.1.2. Representaciones sobre algebras de Hopf. Sea H un algebra de Hopf
de dimensién finita y (K, \) un H-comddulo dlgebra a izquierda. Entonces la categoria
KM, es una categoria médulo sobre Rep (H) como sigue:

®:Rep(H) X gxm — gm,
<X7V) = XQV,

y la accién de K sobre X®yV es k- (x®v) := k(_1) - 2®k(g) - v. Los morfismos de asocia-
tividad y unidad son los triviales.

Proposicién 5.1.23. xm es una categoria modulo indescomponible si y solo si no
existen ideales bildteros I, J H-coestables tales que K = 1 & J.

DEMOSTRACION. Asumamos que K posee ideales bildteros I, J H-coestables tales
que K = I ® J. Como I, J son ideales H-subcomddulos, las dlgebras cociente K/I y
K/J son H-comédulos dlgebras a izquierda. Las categorias médulo g/m y g/ ym son
subcategorias médulo de gm. Dado M € gm, sean My = {m € M : I.m = 0}, My =
{m e M : Jm = 0}; claramente, M; € g/ym y My € g/ym. Descomponemos 1 = 7 + j,
1€l, 7€ J. Seam € M; entonces m =im + jm. Yaque IJ CINJ =0, jme M,y
similarmente tm € Ms, por lo tanto M = M; 4+ M,. También, si m € M; N My, m = 0.
Esto muestra que M = M; ® My, por lo tanto gm ~ g/m X g/ ym.

Asumamos que gm ~ M; x Msy, donde M, My son subcategorias médulo de M.
Para todo M € gm existen M; € My My € My talesque M = M & M,. Sip: M — N
es un morfismo en gm entonces ¢(M;) C Ny, p(My) C Ns.

Considerando K € gm, existen J € My, I € M, tales que K = J&I. Claramente [ y
J son H-subcomddulo ideales a izquierda de K. Sea j € J y sea n; : K — K la expansion
de j, es decir n;j(z) = xj, x € K. Como n; es un morfismo de K-médulos, n,;(I) C 1.
Luego, IJ C I y I son ideales bilateros. Similarmente, J es un ideal bilatero.

Notar que estas construcciones son una la inversa de la otra.

O

Otra construccién de representaciones de Rep (H) provienen de twists. Sea J € H®xH
un twist para H. Por el Lema 3.2.2 existe un funtor tensorial (F,£7) : Rep (H) — vecty. De
acuerdo al ejemplo 5.1.14 existe una categoria médulo sobre Rep (H), que denotaremos
por M, cuya categoria Abeliana subyacente es la categoria de espacios vectoriales de
dimensién finita, en particular es de rango 1.

Si J* es un twist equivalente a J entonces las categorias modulos M ;, M ;= son equi-
valentes. La equivalencia la da el funtor (G,c) : M; — M=, donde G(M) = M y para
todo V € Rep (H),M € M, los isomorfismos cy s : V@M — VM estan definidos
por

CV7M(U®m) = $_1

v € V,m € M. En este caso la identidad (5.1.1) es equivalente a (6.3.5).

- VM,
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En lo que sigue estudiaremos los funtores de Rep (H)-mddulos entre las categorias
modulo pm v ¢m, donde R y S son dos H-comoddulos algebras a izquierda sobre H.
Denotaremos las estructuras de comodulos en Ry S por A : R > HRR y Ag : S —
H®yS respectivamente.

Definicién 5.1.24. Sea P un (5, R)-bimédulo y también un H-comédulo a izquierda
via A : P — H®yP. Diremos que P es un (S, R)-bimddulo equivariante si A es un morfismo
de R-modulos a derecha y de S-moédulos a izquierda, donde la accién de Ry S sobre H®y P
vienen dadas via A\g y Ag respectivamente. La categoria de bimédulos equivariantes se
denotard por Jmp.

Definamos el funtor F : gm — ¢m por F(V) = P®zV con estructura de S-moédu-
lo sobre el primer tensorando. Ademds para cada X € Rep(H), V € gm sea cxy :
PRr(X®kV) - XQk(P®gV) el isomorfismo dado por
(5.1.10) cx,v(MmMRT@v) = m_y) - TRM )@V,
para todo m € P,x € X, v € V. Se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.1.25. Si P es un bimddulo equivariante entonces el funtor (F,c) es un funtor
de Rep (H)-mddulos.

DEMOSTRACION. La buena definicién del isomorfismo natural ¢ es consecuencia de
que A es de R-mé6dulos a derecha. Ademés para todo X € Rep (H),V € rm el morfismo
cx,v es un morfismo en gm ya que A es un morfismo de S-médulos a izquierda. Las
identidades (5.1.5) y (5.1.6) son inmediatas. O

5.2. Twists dinamicos y categorias modulo

5.2.1. Extensiones dinamicas de categorias tensoriales. Dada una categoria
tensorial C y un C-mdédulo, en el trabajo [24] los autores introducen una nueva categoria
tensorial que denotaremos por M x C. Esta categoria tensorial es llamada la extension
dinamica de C sobre M. Otra referencia es [54].

Los objetos de la categoria M x C son los funtores Fy : M — M, Fx(M) = X®M,
para todo X € C, M € M. Los morfismos son las transformaciones naturales. Notar que
para cada f € Home(X,Y') existe una transformacién natural 7y : Fx — Fy, dada por

() : XOM = YRM,  (nf)u = f@idu,
para todo M € M.
Lema 5.2.1. La categoria M x C es Abeliana k-lineal finita. O

Describamos la estructura monoidal de M x C. El producto tensorial es Fx®Fy =
Fxgy, X, Y € C, y los isomorfismos de asociatividad son

axyz: (FxQFy)F; — Fx®(Fy®Fy), (axyz)m = (axyz®id y),
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para todo M € M. Para todo X € C los isomorfismos de unidad a izquierda y derecha
estan dados por

lXin®F1—>FX, TX:F1®Fx—>Fx,
donde lx a = Ix®id py y 7x = rx®id j; para todo M € M.

Sin: Fx — Fz, ¢ : Fy — Fy son dos transformaciones naturales, su producto
tensorial es N®¢ : Fxgy — Fzew, €l cual estd dado por

(5.2.1) (n®¢)ar = Mgy ariwan (id x@Par)mxyar,
para todo M € M. El objeto unidad es F3.

Observacién 5.2.2. Para todo X, Y, U,V eCy f: X —-Y,g:U—=V,

(5.2.2) (nr@ng)m = (f®g)®id r,
para todo M € M.

Proposicion 5.2.3. Si existe una equivalencia de C-mddulos M ~ N entonces existe
una equivalencia monoidal M x C ~ N x C.

DEMOSTRACION. Asumamos que (F,¢) : M — Ny (G,d) : N = M es un par de
funtores de C-médulos que dan la equivalencia. Sea 6 : Id — F o G una transformacion
natural de funtores de modulo, es decir que 6 satisface

(523) CX,Q(N) ./T‘.(dXJV) QX@N = ld X®9N7
para todo X € C, N € N.
Definamos ® : M x C — N x C al funtor ®(Fx) = Fy, para todo X € C. Aqui

denotamos Fy : N' — A al funtor Fy(N) = X®N, para todo N € V. Si X,)Y € Cy

n : Fx — Fy es una transformacién natural entonces ®(n) : Fx — Fy estd dada por la
composicion

. 071
5o XEN 9220 vErg(v) 20N FXBG(N)) —
o F _ F(dy} v
00l Fysg(v)) TN FGYEN) 25 YEN,
for all N € N. El funtor monoidal ® es estricto. Es decir que para todo X,Y € C los
isomorfismos naturales £ : ®(Fx®Fy) — ®(Fx)®@®P(Fy) vienen dados por

EXynN - ﬁX@Y(N) — ﬁX@Y(N>, Exyn = id xgy®id v,

para todo N € N. Debemos verificar que para todo X,Y,Z € C, N € N la siguiente
identidad se satisface:

(5.2.5) (axyz®id n)(Exyid 2)n Exavizn = (Id x@E&y 2)vP(axy z®id n).
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El lado izquierdo de ( 2.5) es igual a (axyz®id y), y el lado derecho es igual a
®(axyz®id n), y usando (5.2.4), es igual a
(

1 . -1 .
0. (xa(rezen dx, R(YRZ), ~) (axyz®id f(g(N)))C(X®Y)®Zg(N (id ®0y)

= (axyz@®idy )9 Y)®Z)@N ‘F(d_X®Y)®Z N)C(X®Y)®Z g(v)(id @0x)
= (axyz®id y).
La ultima igualdad sigue de (5.2.3). O

Sea (M, m,l) un C-médulo. La siguiente definicién es atribuida a Donin y Mudrov,
ver [24, Definition 5.2].

Definicién 5.2.4. Un twist dindmico para la extensién M x C es un cociclo J en
M x C (ver definicién 3.6.1) tal que J conmuta con los morfismos en C, es decir

(5.2.6) Jzw (nr@ng) = (15 ng) Ixy,
para todo f € Home (X, Z), g € Home(Y,W).
Maés explicitamente, un twist dinamico es una familia de isomorfismos
Ixyvu: (XQY)M — (XQY)RM,
X, Y eC,M e M tal que

(527) (axyz®id M)JX®Y,Z,Mm)_(1®Y,Z,MJX,Y,Z@MmX@vY,Z,M = B
= JX,Y@Z,Mm;(}YQgZ,M(id x®Jyzm)mx yezm(axyz®id i),
(5.2.8) (Ix®id ) Ixam = (Ix®id pr), J1xm(rx®id y) = (rx®id ar),
para todo X,Y,Ze€C, M € M.

La ecuacién (5.2.6) implica que

Jzwrmg v (F@(g®id ar))mx vy = my iy (fO(9Rid ar))mx v Jx v,

para cualquier morfismo f: X — Z,g:Y — W enC, y todo M € M.

Ejemplo 5.2.5. Si H es un élgebra de dimensién finita y A C G(H) es un subgrupo

Abeliano de los elementos de tipo grupo de H entonces un twist dindmico para la extension
am X Rep (H) coincide con la nocién de twist dindmico presentada en la Definicién 6.3.1.

5.2.2. Representaciones provienentes de twists dinamicos. Si J es un twist
dindmico para la categoria M x C denotaremos por M) la categorfa Abeliana subyacente
M con la siguiente estructura de categoria médulo; la accién de C es la misma que la de
M y los isomorfismos de asociatividad son

fl\”LX7y7M : (X@Y)@M — X@(Y@M), T/T\LX7Y7M = mX7)/7MJ)_<71Y7M,

para todo X, Y € C, M € M.
La demostracion del siguiente resultado es inmediata.
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Proposicién 5.2.6. Sea J un twist dinamico para la categoria M x C.

1. MY es un C-mddulo. Si M es indescomponible entonces también lo es M),
2. Eriste una equivalencia tensorial M) x C ~ (M x C)”. O

La idea de usar el lenguaje de categorias modulo en el estudio de los twists dindamicos
es debida a V. Ostrik, ver [61]. En loc. cit. el autor relaciona la clasificacion de categorias
médulo sobre Rep (G), donde G es un grupo finito, con los resultados obtenidos por
Etingof y Nikshych sobre la clasificacién de twists dindmicos sobre el algebra de grupo
kG [30]. Estd idea fue usada luego en [55] para describir twists dindmicos sobre un algebra
de Hopf de dimension finita arbitraria.

5.3. Categorias modulo exactas

Sea C una categoria tensorial finita sobre k. De ahora en adelante se asumira que toda
categoria modulo M sobre una categoria tensorial posee las siguientes propiedades:

e M posee una cantidad finita de clases de equivalencia de objetos simples;

e para todo M, N € M las dimensiones de los espacios vectoriales Hom (M, N)
son finitas;

e todo objeto de M es de longitud finita.

Definicién 5.3.1 ([36]). Una categoria médulo M sobre C se dice ezacta si para todo
objeto proyectivo P € C, el objeto PQM € M es proyectivo para todo M € M.

Ejemplo 5.3.2. e Toda categoria médulo semisimple es exacta.
e Toda categoria tensorial es una categoria modulo exacta sobre si misma.
e Suma directa de categorias modulo exactas es exacta.

Fijemos la siguiente notacién. Si (P(1), f) es el cubrimiento proyectivo del objeto
unidad y M € M, denotamos

5.3.1 our - POOBM 2% 1300 =5 0,
(

Notar que para todo M el morfismo p,; es suryectivo por la exactitud de la accién ®.
Proposicién 5.3.3. [36, Lemma 3.4, 3.5] Sea M una categoria mddulo exacta sobre
C. Entonces:
(i) La categoria M posee suficientes proyectivos, en particular es finita.

(ii) Todo objecto proyectivo de M es inyectivo y viceversa.

DEMOSTRACION. (i) Sea M € M un objeto arbitrario. Como M es exacta y P(1)
un objeto proyectivo, P(1)®@M es proyectivo y la aplicacién pys : P(1)@M — M es un
epimorfismo.

(ii) Comencemos demostrando la siguiente afirmacién.

Afirmacion 5.3.1. Si P € C es proyectivo y M € M entonces PRM es inyectivo.
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DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sean U,V € M, ¢ : V < U un monomorfismo
y f:V — P®M un morfismo cualquiera. Por la Proposicién 3.5.7 P* es proyectivo y por
lo tanto la sucesion exacta
__idee ., _
0= PV 'S PRU - P&Coker(t) — 0
se escinde, ya que M es exacta. Entonces existe un epimorfismo 7 : P*QU — P*®V tal
que 7o (id ®t) = id pegy. Sea g : U — PRM la aplicacién definida como la composicién

coevp®id U mp px U id PR

U~ 180 229, (popygu 20 pe(PEU) 2Sr0T,

ld P®7T 1d P®mP*,P,]\{

_ _ id _ .
1erem, py(P V) 2L PR(PB(PEM))

Pa((PreP)eM) “drecreidy pmgmnry ~ paMm

donde evp : P*®P — 1 es la evaluacién y coevp : 1 — P®P* la coevaluacién. Es decir
que

g = (ld p®lM)(1d p®€1)p®id M)(ld PRP* ®f)(1d p®7T)CLp7P*7U(CO€UP®id U)lal.

Es inmediato comprobar, usando los axiomas de rigidez y la naturalidad de [, que go ¢ =
f O

Ahora, sea M € M un objeto proyectivo entonces existe ¢y : M — P(1)®@M mono-
morfismo tal que py; o 1y = id ps. Por la afirmacion 5.3.1 P(1)®@M es inyectivo y por lo
tanto M lo es.

Ahora sea () € M un objeto inyectivo. Demostremos que es proyectivo. La transpuesta
de f: P(1) - 1 es un morfismo inyectivo

1~1* < P(1)*

pues el funtor de dualidad es exacto, ver Proposicién 3.5.6 (1). Por lo tanto @ ~ 1®Q —

P(1)*®Q), y como @ es inyectivo @) es un sumando directo de P(1)*®Q que es proyectivo

pues M es exacta. Luego @) es proyectivo, y esto concluye la prueba de la Proposicién.
O

Ejercicio 5.3.4. Sean C,D categorias tensoriales finitas y F' : C — D un funtor
tensorial exacto. Demostrar que M¥ es exacta sobre C si M es exacta sobre D. Para la
definicién de M¥ ver el ejemplo 5.1.15.

Ejercicio 5.3.5. Si C es una categoria de fusion y M es un C-médulo exacto entonces
M es semisimple.

Si D C C es una subcategoria tensorial y M un D-moédulo exacto, con la accion
dada por restriccion, queremos demostrar que M es exacto como C-modulo. El siguiente
resultado es [27, Lemma 2.4].

Lema 5.3.6. Sea C una categoria tensorial finita y M un C-mddulo. Si existe un X € C
no nulo tal que X@M es proyectivo para todo M € M, entonces M es exacta.
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DEMOSTRACION. Tenemos que demostrar que para todo proyectivo P € C, PRM es
proyectivo para todo M € M. Podemos asumir que P es proyectivo indescomponible,
luego P = P(Z) para algun objeto simple Z € C, donde ¢ : P(Z) — Z es el cubrimiento
proyectivo de Z.

Sea Y € C un objeto simle que es un factor de composicién de Z@X* y P(Y) su
cubrimiento proyectivo. Sabemos, por la Proposicion 2.8.34, que

0 # Home(P(Y), Z&X™).

Como
Home(P(Y), Z@X™) ~ Home(P(Y)®X, Z),

entonces existe un morfismo no nulo, y por lo tanto suryectivo f: P(Y)®X — Z. Como
P(Y)®X es proyectivo, existe un morfismo g : P(Y)®X — P(Z) tal que go g = f. Por
ser q esencial, se deduce que g es un morfismo suryectivo. Luego, existe un objeto V € C
tal que P(Y)®X = P(Z)® V. Sea M € M, entonces X®M es proyectivo, y por lo tanto
(P(Y)®X)®M es proyectivo. Como P(Z)®M es un sumando directo de (P(Y)®X )M,
deducimos que P(Z)®M es proyectivo. O

Corolario 5.3.7. 8i D C C son categorias tensoriales finitas y M es un C-mddulo tal
que como D-mddulo es exacto, con la accion dada por la restriccion, entonces es exacto
como C-madulo. O

Sea M una categoria C-mddulo exacta. En el conjunto Irr (M) de clases de isomor-
fismos de objetos simples introducimos la siguiente relacién: dos objetos U,V € Irr (M)
estdn relacionados, y se denotard U ~ V si existe una funcién no nula (y por lo tanto sur-
yectiva) X®U — V para algin X € C. En [36] se introduce una relacién de equivalencia
distinta a la presentada en este trabajo. Sin embargo, la definida por los autores coincide
con la nuestra, ambas son conciliadas en el siguiente Lema.

Lema 5.3.8. [36, Lemma 3.8] U ~ V si y solo si V aparece como un subcociente de
X®U para algin X € C.

DEMOSTRACION. Es claro que si U ~ V entonces V aparece como un subcociente
de X®U para algin X € C. Veamos la reciproca. Si V' aparece como un subcociente de
X®U, donde X € C, entonces existe un monomorfismo ¢ : V < @ y un epimorfismo
7 : XQU — Q. El morfismo id p(1)®@¢ : P(1)®@V — P(1)®Q es inyectivo. Como P(1)®V
es un objeto proyectivo, debido a que M es exacta, y por lo tanto es un objeto inyectivo,
por la Proposicién 5.3.3. Entonces existe un epimorfismo ¢ : P(1)®Q — P(1)®V tal que
go (idpa)®t) = id paygv-

La composicion

(P(L)@X)BU 22, payg(xaU) 45 pE L
5 PRV 25V,

es un epimorfismo , y por lo tanto U ~ V. Recordar la definicién de py dada en

(5.3.1). O
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Lema 5.3.9. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.
DEMOSTRACION. Reflexividad: 1QU ~ U.

Simetria: Asumamos que U ~ V', y sea f : X®QU — V un morfismo no nulo. El
morfismo f induce un morfismo f : U < *X®V el cual debe ser un monomorfismo ya
que U es simple, y como ® es exacto en cada variable, el morfismo

id®f : P(1)®U — P(L)B(*XBV)
es inyectivo. Por la Proposicién 5.3.3 (ii) P(1)®U es inyectivo y por lo tanto existe un
epimorfismo 7 : P(1)@(*X®V) — P(1)®U tal que 7 (id®f) = id. Esto implica que la
aplicacion

) ld p(l)*®7r ( evp(1)®id
_

(P(1)'@P(1)B(*X®V P(1)*®@P(1))&U U

es suryectiva y por lo tanto no nula. Luego V ~ U.

Transitividad: Asumamos que U ~ V., V ~ W ysean f: XQU -V, g: YRV - W
no nulas, entonces

my,x,U

(YRX)8U 227 Y& (XBU) del vy 4w

es no nula, pues es composiciéon de epimorfismos por la exactitud de la accion. Luego

U~W.

O
Entonces nos queda el conjunto Irr (M) particionado en calses de equivalencia:
Irr (M) = U Ri.
iel

Para cada ¢ definamos M; como la subcategoria plena de M que consiste de objetos
M cuyos subcocientes simples U pertenecen a R;. Claramente la clase de equivalencia de
los objetos simples de M; es R;.

Proposicién 5.3.10. Para todo i la categoria M; es una categoria C-mddulo exacta
indescomponible y M = &;M,.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.8.36 sabemos que M = @; M, como categorias
Abelianas. Faltaria demostrar que para cada i la categoria M; es estable por la accion
de C. Tomemos i € I, M € M; y U un subcociente simple de M, es decir, un factor
de composicién de M. Sea X € C. Queremos ver que X@M € M;, para ello debemos
demostrar que cualquier factor de composicién de X®@M estd en la clase R;. Cualquier
factor de composicién de X®@M va a ser un subcociente simple de X®U donde U es un
factor de composiciéon de M y por lo tanto X®@M € M;. Por definicién, cada categoria
M, es indescomponible. O

Corolario 5.3.11. Sea M una categoria modulo exacta. Entonces M es indescompo-
nible st y solo si es simple.
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DEMOSTRACION. Sea M una categoria médulo exacta y N' C M una subcategoria
modulo. Entonces M = @;M; con M; categorias modulo exactas indescomponibles.
Como N es de Serre todo objeto simple de N es simple en M y por lo tanto Irr (V) =
U,es Ri donde J C I. Usando la misma demostracion que la Proposicién anterior se tiene
que N ~ @;c s M;. De aqui se deduce que si M es indescomponible entonces es simple. [

Proposicién 5.3.12. Sean M, N dos categorias mddulos sobre C. Si M es exacta
entonces todo funtor aditivo F : M — N de C-mddulos es exacto.

DEMOSTRACION. Sea 0 — M — N — U — 0 una sucesién exacta en M. Asumamos
que la sucesiéon 0 — F(M) — F(N) — F(U) — 0 no es exacta. Esto implica, por
el Lema 5.1.12, que la sucesiéon 0 - XQ@F(M) — X®F(N) - X®F(U) — 0 no es
exacta para ningin X € C. En particular si tomamos X € C proyectivo, la sucesién
0 = XM — X®N — X®U — 0 se escinde y por ser F' aditivo, la sucesiéon 0 —
F(X®M) - F(X®N) — F(X®U) — 0 se escinde y por lo tanto la sucesién 0 —
XQF(M) = X®F(N) - X®F(U) — 0 es exacta. O

En la préoxima seccién veremos que esta propiedad caracteriza a las categorias médulo
exactas.

Corolario 5.3.13. Si M es exacta entonces todo funtor aditivo F : M — N de
C-mddulos preserva objetos proyectivos. 0

Corolario 5.3.14. Sean M,N C-mddulos donde M es exacta indescomponible. Si
F: M — N es un funtor de mddulos no nulo entonces no existe 0 # M € M tal que
F(M) ~0.

DEMOSTRACION. Sea M la subcategorifa plena de M que consiste de aquellos objetos
M tales que F(M) = 0. Como M es exacta, el funtor F' es exacto y por lo tanto M es
una subcategoria Serre de M y es un C-mddulo pues F' es de C-mddulos. Entonces M es
una subcategoria modulo de M y como M es simple, M debe ser la categoria nula. [J

5.4. El Hom interno y el teorema de Etingof-Ostrik
Sea C una categoria tensorial finita sobre k y M una categoria médulo sobre C.
Definicién 5.4.1. Para cada par de objectos My, My € M el funtor
Homy(— @My, Ms) : C — vect

es exacto a izquierda y por el Teorema 2.8.16 es representable. Se define el Hom interno
al objeto Hom (M, M,) de C representando dicho funtor, es decir que para todo X € C
existen isomorfismos naturales

Home (X, Hom(M;, Ms)) ~ Hompa (X @My, Ms).

Ejercicio 5.4.2. Demostrar que Hom(—, —) : M x M — C es un bifuntor, es decir
para todo M € M, Hom(M, —) y Hom(—, M) son funtores.
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Lema 5.4.3. Para todo X € C,M,N € M existen isomorfismos canonicos

1. Homam(X®M, N) ~ Home (X, Hom(M, N)),

2. Homum (M, X®N) ~ Home (1, X®@Hom(M, N)),

3. Hom(X®M, N) ~ Hom(M, N)®X*,

4. Hom(M, X®N) ~ X®@Hom(M, N). O
Lema 5.4.4. Las siguientes afirmaciones se verifican:

1. Para todo M € M los funtores Hom(M, —), Hom(—, M) : M — C son funtores
de C-mddulos.

2. Si M es una categoria modulo exacta entonces Hom(—, —) : M x M — C es un
bifuntor biexacto.

DEMOSTRACION. O

Ejemplo 5.4.5. Toda categoria tensorial C es un C-mddulo. En este caso el Hom
interno es Hom(X,Y) = Y®X* para todo X,Y € C. En particular si C = Rep (H) es la
categoria de representaciones de dimensién finita de un algebra de Hopf H entonces para
todo X,Y € Rep (H) Hom(X,Y) = Homg(X,Y), como H-mddulos. Se puede verificar
directamente que Homy satisface los axiomas de Hom interno.

Proposicion 5.4.6. Sean M, N dos categorias mddulo no nulas sobre C. Si todo funtor
de mdédulos F: M — N es ezxacto entonces M es un C-mddulo exacto.

DEMOSTRACION. Veamos que cualquier funtor de médulos de M a C es exacto. Sea
G : M — C un funtor de C-médulos y sea 0 = N € N. Como el funtor ® : M — N
definido por ®(M) = G(M)®N es de C-mddulos entonces es exacto. Esto implica que el
funtor G es exacto.

En particular, para cualquier M € M el funtor Hom(M, —) : M — C es exacto. Sea
P € C un objeto proyectivo y M € M. Como Hom y(P&M, —) = Home(P, Hom(M, —)),
el funtor Hom(P®M, —) es exacto y por lo tanto P®QM es proyectivo. O

5.4.1. El teorema de Etingof-Ostrik. Para cada par de objectos My, My € M
existe una evaluacion:

(5.4.1) e, - Hom (M, My)@M; — Mo,
que se obtiene como la imagen de la identidad bajo el isomorfismo
Home(Hom (M, M), Hom(M;, Ms)) ~ Homy(Hom (M, Mo)®@M;y, Ms).
Gracias a esta evaluacion, para tres objetos My, My, M3 € M podemos definir una com-
posicion
(5.4.2) Lney Mo - Hom (My, Ms)®@Hom (M, My) — Hom (M, Ms),

que se obtiene como imagen de la aplicacion

ey (1d @ens, v, ) MHom (Mo, Ms) Hom(Mi M), M,
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bajo el isomorfismo
Home (Hom(My, M3)@Hom(M;, My), Hom(M,, M3)) ~
~ Hom p(((Hom(Ma, Mz)@Hom (M, Ma))®My, Ms).
Lema 5.4.7. [36] Para cada objeto 0 # M € M el Hom interno A = Hom(M, M)

es un dlgebra en C con producto dado por pipr - St N es un subobjeto de M, entonces
Hom (M, N) es un ideal a derecha de A. Ademds el funtor

Hom(M,—) : M — Ca
posee una estructura natural de funtor de C-maodulos.
DEMOSTRACION. La unidad u: 1 — A es la imdgen de [, bajo el isomorfismo
Homp(1®&M, M) ~ Home(1, Hom(M, M)).
OJ

Laestructura de modulo sale como consecuencia que Hom(M, —) es el adjunto de
—®M, q es de modulos. adjuntos de modulos es de modulos.

Observacién 5.4.8. En particular, como consecuencia de la Proposicion 5.3.12; si M
es exacta entonces el funtor Hom(M, —) : M — Cy4 es exacto.

Ejemplo 5.4.9. Sea J € (H®H)* un twist para H. Recordemos la estructura de
categoria médulo de M ; sobre Rep (H) de la seccién 5.1.2. Sobre el espacio vectorial H
tenemos otra estructura de coalgebra, que denotaremos por H ), con comultiplicacion
dada por

Aj:H— HoH, Ajh)=J"Ah),
para todo h € H y con counidad dada por €. Resulta ademas que Hj es un H-mdédulo
codlgebra con la accién regular a izquierda y por lo tanto (H(;))* es un H-médulo dlgebra
a izquierda. La codlgebra H ) fue considerada por Movshev [57] para clasificar twists en
algebras de grupo.

Afirmacion 5.4.1. FExiste un isomorfismo
(5.4.3) Hom(k, k) ~ (H )"
como H-maodulo dlgebras.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Para cada X € Rep (H) definamos las funcio-
nes

¢X : I‘IOI’HH(‘XV7 (H(J))*> — HOl’Ilk(X, ]1{),
¥x : Homy (X, k) — Hompy (X, H)
por
ox(a)(z) = af@)(1), ¥x(B)(2)(t) = B(t- ),

x € X,t € H. Estas transformaciones lineales son una la inversa de la otra. Esto prueba

que Hom(k, k) ~ (H ;)" como H-médulos. Veamos que via este isomorfismo la multipli-
cacion p de (H(y))* del Lema 5.4.7 coincide con la dual de la codlgebra Hj.
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En este caso la aplicacion evaluacion ev : (H ()" — k esta dada por ev = DH ()" (id).
Por lo tanto ev(a) = a(l). Luego p = Y j))am)-(ev(id ®ev)). Entonces si o, f €
(H(J))*, te H

Ha®B)(E) = Yty -stin sy (e0(id @ev)) (a2 B)(D)
= ev(id ®ev)(J M) = a®J te) — B)

= a(J )BT ),
que es el producto dual de la estructura de coalgebra de H ). 0

El siguiente resultado fue demostrado por V. Ostrik en el caso semisimple y luego
generalizado al caso arbitrario por P. Etingof y V. Ostrik.

Teorema 5.4.10. [36] Sea M una categoria mddulo a izquierda exacta indescomponi-
ble sobre C. Existe un dlgebra A € C tal que las categorias modulo M y C4 son equivalentes.
Mas aun, se puede elegir al dlgebra A tal que mo posea ideales a derecha no triviales y si
asumimos que End r(M) =k entonces Home(1, A) = k.

DEMOSTRACION. Sea 0 # M € M un objeto simple. Definamos A = Hom(M, M) y
sea F': M — Cy4 el funtor del Lema 5.4.7. Vamos a demostrar que el funtor F' es fiel,
pleno y denso; luego por el Teorema 2.6.12, F' es una equivalencia.

Como F' es un funtor de médulos es exacto. Como M es indescomponible no existe
0# N € M tal que F(N) = 0, ver Corolario 5.3.14. Por la Proposicién 2.8.15 F' es fiel.

Veamos que F' es pleno. Primero demostremos que para todo N € M, X € C la
aplicacion
F : Hompy(X®M, N) — Hom(F(XQM), F(N))
es suryectiva. Aqui denotamos Hom4 = Home,. En efecto, F(X®M) = Hom(M, XQ@M) ~
X®A. Por lo tanto

Homy (F(X®M), F(N)) ~ Homa(X®A, F(N)) ~ Home(X, F(N))
~ Hom(X®M, N).

Afirmamos que para todo objeto N € M existe un X € C y un morfismo suryectivo
X®M — N. En efecto, la sucategoria plena que consiste de aquellos objetos N € M
munidos de un morfismo suryectivo X®@M — N para algin X € C, es una subcategoria
moédulo no nula de M y por lo tanto igual a M.

Sean Ni,N, € M y X € C munido de un morfismo suryectivo p : X@M — Nj.
Como el funtor Homp,(—, Ny) es exacto a derecha, se tiene que los morfismos verticales
del diagrama

Hom y((X®M, N>)

Homu (F(X®M), F(N3))
\LHomM(p,Nz) HomA(F(p),F(Nz))i

Hom (N, Na) L Homu(F(N,), F(N2))
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son suryectivos y el morfismo horizontal superior es suryectivo por lo demostrado ante-
riormente. De esta manera se demuestra que F' es pleno.

Afirmacion 5.4.2. Para todo objeto L € Cy existe una sucesion

xeA L vea s L0
tal que h = coKer (f), para ciertos objetos X,Y € C.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. La accién a derecha
pr: LA — L

es un morfismo suryectivo. El morfismo p; es un morfismo en la categoria C4, donde
la accién sobre L®A es la dada sobre el segundo tensorando. Como C4 es Abeliana,
pr, = coKer (t) donde t : N — L®A es un morfismo en C4. Como py : N®A — N es
suryectivo, coKer (t o py) = pr. Basta con tomar X = N, Y = L. 0

Sea f': XM — Y@M la imagen de f bajo el isomorfismo
Hom(X®A, Y®A) ~ Homu (F(XQM), F(Y®M))
~ Homu (X®@M,Y®M).

Sea N = coKer f’. Entonces, como F' es exacto, F'(N) = F(coKer f') = coKer F(f’) = L.
Por lo tanto F' es denso y se sigue que F' es una equivalencia de categorias.
Los ideales a derecha de A estan en correspondencia con los subojetos de M via el

funtor F. Por lo tanto A no posee ideales a derecha no triviales. Ademas Home(1, A) =
End p(M) = k. O

5.5. Categorias médulo exactas sobre algebras de Hopf

En esta seccién desarrollaremos las herramientas necesarias para poder dar una cla-
sificacion de las categorias exactas indescomponibles sobre ciertas algebras de Hopf. En
particular mostraremos una técnica que sirve para dar una clasificacién en el caso de que
el algebra de Hopf es punteada.

Sea H un élgebra de Hopfy (A, \) un H-comdédulo algebra a izquierda. Un ideal (a de-
recha, izquierda o bilatero) se dice coestable si A(I) C H®yI. Decimos que A es H-simple,
respectivamente a derecha, izquierda, si A no posee ideales bildteros, respectivamente a
derecha, izquierda, no triviales coestables.

Lema 5.5.1 ([5]). Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y K un H-comddulo
algebra. Si K es H-simple entonces la categoria gm es exacta. En particular si A C H es
un coideal subalgebra a izquierda de H entonces am es un Rep (H)-mddulo exacto.

DEMOSTRACION. Sea X € Rep(H) un objeto proyectivo y M € xm. Queremos
demostrar que X®,M es proyectivo; y para esto basta con suponer que X = H. Pero
el objeto H@ M € fm, vy por [65, Teorema 4.2] este objeto es proyectivo. La segunda
afirmacion sigue de [65, Theorem 6.1].
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O

Observacién 5.5.2. El Lema anterior nos proporciona una familia de representaciones
exactas sobre Rep (H). Seria interesante obtener un resultado similar para élgebras cuasi-
Hopf y algebras de Hopf débiles.

Lema 5.5.3. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y K un H-comddulo
algebra. Asumamos que la categoria gm es exacta. Si ademds gm es indescomponible
entonces K es H-simple.

DEMOSTRACION. Asumamos que existe I C K un ideal H-coestable no trivial. Por el
ejemplo 2.8.31 sabemos que la categoria g,ym es una subcategoria médulo. Como gm es
indescomponible entonces es simple lo cual es una contradiccion. 0

Ejercicio 5.5.4. Sea G un grupo finito. Si ' C G es un subgrupo y ¢ € Z2(F,k*) es
un 2-cociclo. Vamos a denotar por M(F, 1) a la categoria j wrm. Demostrar que:

(i) El algebra de grupo torcida k,F' no posee ideales no triviales kG-coestables. En-
tonces la categoria M(F, 1) es una categoria Rep (kG)-médulo exacta.
(ii) M(F,1)) es indescomponible.
(iii) M(F, ) ~ M(F,9') como Rep (kG)-mdédulos si y sélo si o = ¢’ en H?(F,k*).

Proposicién 5.5.5. [5] Sean R, S H-comddulo algebras tales que las categorias rm,
sm son ezactas. Sea (F,c): gm — sm un funtor de mddulos. Demostar que F es de la
forma explicada en el Lema 5.1.25.

DEMOSTRACION. Como (F,¢) : gm — gm es un funtor de médulos entonces F es
exacto. Por el Teorema 2.7.41 se tiene que existe un objeto P € gmp tal que F(V) =
P®gV para todo V € gm. Definimos A : P - H®y P por

Ap) = cu r(PR1I®1) == p—1)@p(0), p€EP.
Afirmamos que P es un bimdédulo equivariante, ver definicién 5.1.24. Para esto, demos-

tremos primero que (P, A) es un H-comddulo a izquierda. Por la naturalidad de ¢ en la
primer variable, el siguiente diagrama es conmutativo:

Por(H®LR) —% H®y(PQRrR)
id peexid J{ la@id oid
xR

El axioma (5.1.6) implica que ¢, g = id p. Esto muestra que A es counitaria.
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Nuevamente por la naturalidad de ¢ en la primer variable, el siguiente diagrama es
conmutativo:

CH,R

(5.5.1) id peasid | | asid eid
PRr(HRyHRR) —— (HRyH)Qk(PRRR).
CH®H,R

Si p € P entonces

(A®id p)A(p) = (A®id p) cy r(pR1®1)
= cuenr(id pPRARIA ) (p®1®1)
= (id p®ch,r)cHHeR(PRI®1R]1)
= (id p®cm,r)(A(p)©1®1)
= (id g A(p).
La primera igualdad por la definicion de A, la segunda por la conmutatividad del diagrama
(5.5.1), la tercera por (5.1.5) y la cuarta por la naturalidad de c. Entonces A es coasociativa.
Finalmente, demostremos que A es un morfismo de (.S, R)-médulos. Sip € P, s € S,
r € R, entonces
A(s-p) = car(s - (p®1®1)) = 5 - cgr(p@1RL) = 51)P(-1)®5(0) - P(-1)
Ap-7r)=cur(p - ror(1®1)) = cyr(PRRT(1)&7(0))
= P(-1)T (-1 PO ORT (0)-

Aqui, en la primera linea usamos que cg g es un morfismo de S-médulos; y la tltima linea
sigue de la naturalidad de c.
O

Corolario 5.5.6. Bajo las mismas hipdtesis de la Proposicion anterior, se tiene una
equivalencia de categorias

Homp ey, ) (rm, gm) =~ Fmp.

O
Proposicién 5.5.7. [53, Prop. 3.4] Sean R,S H-comddulo algebras tales que las ca-
tegorias gm, sm son exactas. Fxiste una equivalencia gpm ~ gm de categorias modulo si

y solo si existe un objeto P € EMp tal que S ~ End r(P) como H-comddulo algebras. Si
Sl — k entonces P es un objeto indescomponible en la categoria TMp. 0

La estructura de H-comédulo a izquierda sobre End r(P) estd dada por A : End g(P) —
H®End R(P), /\(T) = T(_1)®T(0) donde

(5.5.2) (o, T(—1)) To(p) = (o, T(p(o)) =1)S ™ (p=1))) T(P(0)) (0}
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para todo o € H*, T € End z(P), p € P. Es inmediato demostrar que End p(P)! =
End g (P). De aqui se deduce que P es un objeto indescomponible.

En el caso de tener una equivalencia pm ~ ¢m de categorias médulo se tiene un
contexto de Morita equivariante, es decir que existen objetos P € AMp, Q € TMg e
isomorfismos

PRrQ) ~S, QRsP ~ R,
de S-bimddulos y R-bimddulos respectivamente. Ademas existe un isomorfismo de comédu-
lo dlgebras S ~ End g(P). La estructura de H-comédulo en End (P) es como en (5.5.2).
Para més detalles ver [5, Proposition 1.24].

El siguiente resultado, que es una consecuencia del Teorema 5.4.10, puede encontrarse
en [5]. Lo utilizaremos para dar una técnica de clasificacién de las categorias médulo sobre
ciertas dlgebras de Hopf punteadas.

Teorema 5.5.8. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y M un Rep (H)-
modulo exacto indescomponible. Existe una equivalencia M ~ gm de categorias maodulo,
donde

e K un H-comddulo algebra H-simple a derecha,
° KcoH = k.
OJ

Dos comédulo algebras isomorfas dan lugar a categorias moédulo equivalentes. La
reciproca no es cierta. El siguiente resultado nos permite distinguir cudndo dos cate-
gorfas médulo sobre Rep (H) son equivalentes en el caso que H sea un dlgebra de Hopf
punteada.

Si K es un H-comddulo algebra y g € G(H) denotaremos por K9 al H-comédulo
algebra cuya algebra subyacente es K y con coacciéon

N K9 — HRp K9, )\g(/{,‘) = gk‘(,l)g_1®k‘(o),

para todo k£ € K. Queda como ejercicio para el lector demostrar que las categorias gm,
KoM son equivalentes como Rep (H)-mddulos.

Teorema 5.5.9. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita punteada con coradical
kG, con G un grupo finito. Sean K, K' H-comddulo algebras H-simples a derecha con
coinvariantes triviales tales que existe una equivalencia gm ~ gm de Rep (H)-mddulos.
Entonces existe g € G y un isomorfismo K' ~ K9 de H-comddulo algebras.

DEMOSTRACION. Bajo las presentes hipétesis tenemos un contexto de Morita equiva-
riante, es decir que existen objetos P € L, My, Q € LMy e isomorfismos

PorQ ~ K, Q®¢P~K,

de K’-bimédulos y K-bimédulos respectivamente. Ademés, un isomorfismo de comdédulo
algebras K’ ~ End g (P). Denotemos por A : P — H®yP la estructura de comédulo de
P.
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Asumamos que kG = Hy € H; C H, C --- C H,, es la filtracién coradical de H. Para

cada 7 =0,...,m definamos
P(i) = P/ P,

donde {P,;}; es la filtracién de Loewy de P. Definamos gr P = &7 P(i). Las estructuras
inducidas de P en gr P lo hacen un objeto en la categoria 8" M gr K-

El Corolario (6.5.10) implica que existe un 2-cociclo de Hopf ¢ : gr Heggr H — k
tal que (gr K), ~ C, donde C' es una subalgebra coideal a izquierda de (gr H)“). Luego,
usando el Lema (6.5.2) se tiene una equivalencia de categorias

[o]
gI‘HMng ~ (gr H) MC’

El Teorema 6.5.11 (2) implica que existe un isomorfismo de espacios vectoriales gr P =~
M®y,C'. En particular se tiene que

dim P = dim M dim C' = dim M dim K.

Andlogamente, existe s € N tal que dim@ = sdim K’. Usando el Teorema 6.5.11 (1),
existe un ¢t € N tal que P! ~ N®yK como K-mddulos a derecha. Aqui N es un espacio
vectorial y la accion de K en N®yK es en el segundo tensorando. Esto implica que

PorQ ~ K'.
Luego, N®Q ~ K’, lo cual implica que
dim N dim Q = dim K.
Se deduce entonces que sdim N = 1 y por lo tanto s = 1 = dim N. Luego dim () = dim K’
y de forma similar se puede deducir que dim P = dim K.

Afirmacién 5.5.1. Eziste un 0 # p € Py tal que \(p) =g@p y P=p- K.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Primero veamos que en efecto Py # 0. Asuma-
mos que Py =0y sea n € N el menor nimero tal que P, # 0. Entonces

AP € ) Hi®Poi = Ho®i P,
i=0
Lo cual no puede ser, esto implica que Py # 0. Tomemos 0 # p € Fy tal que A\(p) = g®p,
donde g € G. Sea J = {zx € K : p-x = 0}. Entonces J C K es un ideal a derecha. Sea
x € K, demostremos que \(x) € H®yJ. Escribamos

Az) = Z 'R,

donde {z'} C H sea linealmente independiente. Entonces el conjunto {gz'} C H es
inealmente independiente y A(p - x) = Y, gz'®p - z; = 0, y por lo tanto p - ; para todo
i. Se deduce que A\(z) € H®yJ y asi J es un ideal a derecha H-coestable. Como K es
H-simple a derecha, J = 0. Por lo tanto la restriccién de la accion

< p >k Qi — P,
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es inyectiva. Pero como dim P = dim K dicho morfismo debe ser un isomorfismo, lo cual
culimna la demostracion de la afirmacion. 0

Se puede demostrar que el morfismo ¢ : K9 — End g (P) dado por
o)(p-x) =p-y,

para todo x,y € K, es un isomorfismo de H-comoddulo algebras. O
chequear que las categorfas &, M estan definidas

5.5.1. Categorias médulo asociadas a twists dinamicos. En esta seccion es-
pecializamos los resultados de la secciéon 5.2 al caso donde la categoria tensorial es la
categoria de representaciones de un algebra de Hopf.

Sea H un &lgebra de Hopf de dimensién finitay A C G(H) un subgrupo. Sea J : A
H®H un twist dindmico. Ver Seccién 6.3. Sea M) la categoria Abeliana de k[A]-médulos
a izquierda con la siguiente estructura de Rep (H)-médulo. Definamos ® : Rep (H) X
M) 5 MU XRV = X@V, X,Y € Rep(H), V € MY, donde la estructura de
A-modulo sobre X®V es la dada por la diagonal. Los isomorfismos de asociatividad
mxyyv : (X@Y)R®V — XR(Y®V) son

(5.5.3) mx.yy(z@yen) = J 1 (A) 2@ J2(N) - y@n,

para todo z € X,y € Y,n € V[]A7!]. Como J conmuta con los elementos de A entonces
mx.y,y es un morfismo de k[A]-médulos.

Proposicién 5.5.10. (M) @, m,id) es un Rep (H)-mddulo exacto indescomponible.
O

Lema 5.5.11. 51 J, J son twists dindmicos equivalentes entonces existe una equivalen-
cia M) ~ MUY de categorias Rep (H)-médulo.

DEMOSTRACION. Sea t : A — H* el morfismo que da la equivalencia entre J y J'.
Definamos el funtor (F,c) : M) — M) como sigue. Para todo X € Rep (H),M €
MWD F(M) = M y los isomorfismos cx s : X®@M — X®,M se definen por

cxm(xz@m) =t(A) - z@m,

para todo z € X,m € M[A7!]. Como ¢(\) conmuta con los elementos de A el morfismo
cx.m es de A-médulos. La ecuacién (5.1.5) se deduce de (6.3.6) y la ecuacién (5.1.6) se
deduce de (6.3.4). Claramente (F,c) es una equivalencia de categorias. O

- reconstruccion de un algebra

5.5.2. Representaciones de Rep (kG), donde G un grupo finito. Seak un cuer-
po arbitrario. En esta seccién se dard la clasificacién de las representaciones de Rep (kG).
Este resultado fue obtenido por V. Ostrik [61] en el caso semisimple y por P. Etingof y
V. Ostrik [36] en el caso general.
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Sea k un cuerpo de caracteristica arbitraria y G un grupo finito. Denotemos por H el
dlgebra de grupo kG. Si F' C G es un subgrupo y ¢ € Z*(F,k*) un 2-cociclo normalizado
consideremos la categoria médulo M(F, ) del ejercicio 5.5.4.

Recordemos que M(F, 1)) como categoria Abeliana es la categoria de kyF-mdédulos a
izquierda y la estructura de categoria médulo sobre Rep (H) es la siguiente:

® :Rep(H) X M(F,¢) = M(F,v), XV =X®,V,

X € Rep(H), V € M(F,v), donde la accién de F sobre X®yV estd dada por g- (z®v) =
g-xRg-v,ge Flre X;jveV.

Lema 5.5.12. Sea V' # 0 un objeto en M(F, ) entonces el espacio vectorial kG pEnd (V')
es un kG-mddulo dlgebra y existe un isomorfismo

Hom(V,V) ~ kG®pEnd (V),

donde la accién de F en End (V) esta dada como sigue: (h-T)(v) = h-T(h™' - v), para
todoT € End (V),v e V,h e F.

En particular si V' es un objeto simple de M (F, 1) existe una equivalencia de categorias
modulo

M(F7 Q/)) = Rep (H)[kG®FEnd(V)-

DEMOSTRACION. Si g € G,T € End (V') vamos a denotar por gRT a la clase de g@T
en kGepEnd (V). Sea {z;} un conjunto de representantes de coclases a izquierda de F'.

La estructura de kG-médulo dlgebra en kG®pEnd (V') es como sigue; la accién de G
es sobre el primer tensorando y el producto es

(@:@T)(;50) = b, (w,@T 0 U),
donde T,U € End (V).
Sean X € Rep (H) y V € M(F,v). Notemos que
Homp(X®V,V) ~ Homp(X, End (V)),
para esto basta comprobar que las aplicaciones definidas por
¢ : Homp(X®V,V) — Homp(X,End (V)), o¢(a)(x)(v) = a(zv),
¢ : Homp(X,End (V)) - Homp(X®V, V), ((B8)(z®v) = B(x)(v),

para todo x € X,v € V, estan bien definidas y son una la inversa de la otra. Ademsds la
reciprocidad de Frobenius, [19, Prop. 10.21], nos dice que

Hompy (X, kGRrEnd (V)) ~ Hompg(X, End (V)),
por lo tanto obtenemos isomorfismos

Hompy (X, kGRrEnd (V)) ~ Homp(X®V,V)
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para cualquier X € Rep (H). Por definicién del Hom interno y por el Lema de Yoneda se
sigue que

Hom(V, V) ~ kGRpEnd (V),
como ky F-médulos. El producto de kG®pEnd (V') via este isomorfismo, coincide con el
producto de Hom(V, V') dado en el Lema 5.4.7. O

El siguiente teorema es debido a Ostrik, ver [62, Thm.2]. Reproducimos la demostra-
ciéon por completitud.

Teorema 5.5.13. Si M es una categoria mddulo exacta indescomponible sobre Rep (kG)
entonces existe un subgrupo F de G y un 2-cociclo normalizado v € Z*(F,k*) tal que

M= M(F,y)

como categorias modulo. son equivalentes si y solo si los pares (¥, F), (¢', F') son conju-
gados via la accion adjunta de G.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 5.4.10 existe un kG-mdédulo algebra A de dimensién
finita tal que

M >~ Rep (kG) 4
como categorias médulo. Se puede elegir a A de tal manera que no posea ideales a derecha
kG-estables. Como kG es cosemisimple el radical de Jacobson J(A) es un ideal H-estable,

[49, Theorem 3.1], entonces J(A) =0 o bien J(A) = A. La segunda opcién es imposible
porque el radical de Jacobson es nilpotente, y por lo tanto A es semisimple.

Afirmacién 5.5.2. Toda kG-mddulo dlgebra semisimple sin ideales a derecha kG-
estables es isomorfa a kGRpEnd (V) para algin subgrupo F de G, algin 2-cociclo nor-
malizado v y una representacion V' de ky F.

Esta afirmaciéon junto al Lema 5.5.12 concluyen la prueba de la primera afirmacién
del teorema. explicar mejor

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sea A un kG-mdédulo dlgebra semisimple sin
ideales kG-estables. Sea I el conjunto de idempotentes centrales primitivos de A, entonces
(G actia transitivamente en I ya que A no posee ideales kG-estables.

Elijamos e € A un idempotente central primitivo. Sea FF = {g € G : g-e = e}.
Claramente F' es un subgrupo de G. Entonces kG®p eA ~ A. Las aplicaciones

Y kGRpeA — A, ¢: A —>kGRpeA,

definidas por
U(g®ea) = (g-e)(g-a), ¢((g-e)a) = g9 'a,

estan bien definidas, una la inversa de la otra.
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Como eA es un algebra de matrices, digamos eA = End (V') para cierto espacio vecto-
rial V', invariante por la acciéon de F', por Skolem-Noether, esta accion es interior. Entonces
existe una funcién 7 : F' — End (V') definida por

f-T=n(f)oTor(f),

para todo f € F, T € End (V). Como la accién de F' es asociativa se puede demostrar
que 7(f)m(g)m(g~f~!) esta en el centro de End (V') para todo f,g € F'y por lo tanto

() m(g)mlg " f") =(f,g) idv

para cierta funcién ¢ : F'x F' — k*. Facilmente se puede demostrar que v es un 2-cociclo
normalizado. Lo cual termina la demostracion de la afirmacién. O

Asumamos que existe una equivalencia de categorias modulo
F o M(F, %) = M(F, ).

Por la Proposicién 5.5.7 existe un objeto indescomponible P € KM, o tal que ky/ "~
Endy,r(P) como kG-comddulo dlgebras. Vamos a denotar por S al conjunto de repre-
sentantes de los elementos de G/F, es decir que G = UgegsF. Existe una equivalencia de
categorias *C M, JF 2 kS M. La equivalencia esta dada por el par de funtores

kG kS kS kG
D : Mka—> M, UM — Mkaa

(V) =V/V - (kF)*, U(M) =kF&,M.

Sim: G — S es la proyeccién canénica entonces la coaccién 6 : @(V) — kS®xP(V)
es (v = m(v_1))®V( para todo v € V. La coaccion p : W(M) — kG@yW(M) es
p(feom) = m1) f&f@m), donde m_1y®@m ) es la coaccién de M. La accién a derecha
de kyF' en W(M) es

(fe@m)-g=1v(f g) fgom,

para todo f,g € F,m € M. Como P es indescomponible entonces ®(P) debe ser un objeto
de dimension 1. En consecuencia existe un elemento ¢t € S tal que P ~ kF'®yk; donde
k, € ¥ M via § : k, — kS®yk;, §(r) = t®@r. No es dificil demostrar que End K, (P) ~
ky: [, y como ky F' ~ Endy,r(P) debe ser que ' = F' y ) =)/ O

5.5.3. Rep(H)-médulos para H un algebra de supergrupo. En la presente
seccién mostraremos una técnica desarrollada en [53] para la clasificaciéon de Rep (H)-
moédulos exactos, donde H es un algebra de Hopf punteada. En principio esta técnica
puede aplicarse a cualquier algebra de Hopf punteda aunque en diversos ejemplos (tal es
el caso de u,(sl3) ) su implementacion es bastante complicada. De hecho, la clasificacién
de los Rep (u,4(sl3))-mddulos exactos es todavia un problema abierto.

La clasificacién de las representaciones de Rep (H), donde H es un élgebra de super-
grupo fue obtenida en [36]. Aqui presentamos una técnica diferente.
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La estrategia es simple, sabemos que toda categoria Rep (H)-médulo exacta proviene
de una H-comddulo algebra H-simple, ver Teorema 5.5.8. Para clasificar dichas comoddulo
algebras primero clasificamos aquellas que son graduadas y luego calculamos todos los
“levantes” de dichas algebras. Para la clasificacion de las H-comoédulo algebra H-simples
Loewy-graduadas se usa el Corolario 6.5.10.

Sea G un grupo Abeliano finito, u € G un elemento de orden 2 y V un G-médulo de
dimension finita tal que u-v = —v si v € V. El espacio V tiene estructura de médulo de
Yetter-Drinfeld sobre kG como sigue:

0:V = kG, d(v) = u®yxv, paratodo v € V.

El algebra de Nichols de V, ver [7], es el édlgebra exterior B(V) = A(V). La bosoni-
zacion A(V)#kG es llamada en [3] un dlgebra de super-grupo finita y es denotada por
A(V,u,G). Denotar el elemento v#g¢g simplemente por vg, siv € V, g € G.

El dlgebra A(V,u,G) estd generada por los elementos v € V,g € G sujetos a las
relaciones
vw+wv =0, gv=I(g-v)g, siv,weV,gedqd.
El coproducto esta determinado por
A(v) = v®1 +u®v, paratodov € V.
El algebra de Hopf A(V,u,G) es coradicalmente graduada, con graduacién dada por
AV, u,G) = @, A(V,u,G)(n), donde A(V,u,G)(n) es igual al espacio vectorial

<{gu'...vir=0,1:1<i<sr+-+rs=nr;=0,1,9g € G} >,

S

y {v1,...,vs} es una base de V.

De acuerdo con el Corolario 6.5.10 se deben estudiar las subalgebras coideales de las
deformaciones por 2-cociclos de A(V,u, G). Esto se hard en lo que sigue.
Sea 1 € Z*(G,k*) un 2-cociclo y oy @ A(V,u, G)@kA(V,u,G) — k el 2-cociclo de

Hopf definido en el Lema 6.5.9. La demostracién del siguiente resultado es inmediata.
Lema 5.5.14. FEziste un isomorfismo de dlgebras de Hopf
AV, u, G)o¥l ~ A(V,u,G).
OJ

En lo que sigue introduciremos A(V, u, G)-comédulo dlgebras simples que clasificaran
las categorfas médulo sobre Rep (A(V, u, G)). Sea F un subgrupo de G y ¢ € Z*(F,k*),
W un subespacio no nulo de V' F-invariante y § : W x W — k una forma bilineal
simétrica F-invariante. Definimos el dlgebra £(W, 5, F, 1)) generada por elementos de W
y {es : f € F} sujetos a las relaciones

wywy + wowy = B(wy, wa)l, epwy = (f -wi)ep, epeg =U(f,9) erq,
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para todo wy,wy € W, f, g € F. Alternativamente, uno podria definir al algebra L(W, 3, F’, 1))
como el producto semidirecto CI(W, 5)#kyF', donde CI(W, () es el dlgebra de Clifford de
la forma bilineal 3. En particular se tiene que dim L(W, 3, F, 1)) = 24mW ||,
Definimos el morfismo de dlgebras
A LW, B, F,¢) = AV, u, G)&x LW, B, F, )
determinado por
AMw) = w1l +uw, Aey) = fer, weW,felkF.
Es inmediato comprobar que A esté bien definida y por lo tanto los espacios L(W, 3, F, 1))
son A(V,u, G)-comoédulo algebras. Sea {wy,...,wy} una base del espacio W.
Proposiciéon 5.5.15. Las siguientes afirmaciones se verifican:
1. L(W,0, F,1) es isomorfa a una subdlgebra coideal a izquierda homogenea de A(V,u, G).
2. La filtracion de Loewy de L(W, B, F, 1) estd dada como sigue. Para cada n € Ny
el término L(W, B, F 1), es
<{eswi'...wy! :r;=0,1:1<i<O,r+---+rg<n,feF}>.

En particular LW, B, F )y = kyF y LW, 3, F, ) es un comodulo A(V,u,G)-
stmple a derecha.
3. Eziste un isomorfismo de A(V,u, G)-comddulo dlgebras
gr L(W, B, F, ) = L(W,0, F, ).
4. Eziste un isomorfismo de A(V,u,G)-comddulo dlgebras
LW, B, F.p) = LW, B, F', )
siysolosi F=F,W=W yi=1" en H*(F k).
DEMOSTRACION. La demostracién de (1) y (2) es inmediata. La parte (3) sigue de
(2). Veamos (4). Sea

un isomorfismo de comédulo dlgebras. Como 6 es morfismo de comddulos se tiene que

AB(eg)) = f@0(ey),
para todo f € F. Esto implica que 0(es) = &ey para & € k y para todo f € F. Por
lo tanto F' = F’. Como 6 es morfismo de algebras se deduce que ¢ = ¢/ en H?(F,k*).
Ademads como 6 es morfismo de comddulos debe ocurrir también que 6(w) = w para todo
w € W. Luego W = W’'. Como 6 es un morfismo de algebras se deduce que = 5'. O

Proposicién 5.5.16. Sea K = &;K (i) C A(V,u, G) una subdlgebra coideal a izquierda
homogenea. Entonces existe un subgrupo F' de G, W un subespacio F-invariante (posible-
mente nulo) de V' tal que

K~ L(W,0,F 1)

como A(V,u, G)-comddulo dlgebras a izquierda. O
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La demostracién de la Proposicién anterior es un ejercicio. Lo que hay que comprobar
es que K estéd generada como élgebra por K(0) y K(1). Este hecho dependen fuertemente
de la estructura de A(V,u,G) y no es vélido para cualquier algebra de Hopf punteada,
como por ejemplo, no es vélido para u,(sl3).

El siguiente resultado puede demostrarse si se reemplaza A(V,u,G) por cualquier

algebra de Hopf que proviene de la bosonizacion de un espacio cuantico lineal.

Proposicién 5.5.17. Sea A un A(V,u, G)-comddulo dlgebra tal que gr A ~ L(W,0, F, ).
Entonces existe una forma bilineal simétrica F-invariante [ tal que A es isomorfa a
LW, B, F,1)) como comddulo dlgebras.

DEMOSTRACION. Denotemos A(n) = A, /A,_1 para todo n € Ny. Entonces gr A =

®n—0A(n). Notar que A ~ ®,—oA(n) como espacios vectoriales, en particular se tiene que
A(l) = WekkF. Sea A : A — A(V,u, G)®xA la coaccién. Entonces A = > _, Ay, donde

At A= A(V,u, G)@x A

son morfismos homogéneos de grado —s donde Ay es la coaccién de gr A, es decir que
coincide con la restriccién del coproducto del &dlgebra de Hopf. Ver [53, Seccién 5.2].
Observar que

AM(A(1)) € kGRkF.
Sea {wy,...,wy} una base de W tal que existen caracteres x; : G — k* tales que

g-w; = xi(g)w;, paratodo i=1,...,6.

Afirmacion 5.5.3. Para cada i =1,...,0 existen elementos v; € Ay tales que la clase
de v; en Ay1JAg = A(1) esT; = w; y
(5.5.4) Av;) = w1 +u®v;,  epv; = xi(f) viey,

para todoi=1,...,0, f € F.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Para cada i = 1,...,0 se tiene que A(v;) =
Mo(vi) + AM(v;) = w;R1 + u®uv; + Ai(v;), donde Ai(v;) € kG@kAO Entonces A\ (v;) =
> hea.fer Onf h®ey, donde ay; € k. Por la coasociatividad se tiene que (id ®A)A =
(A®id )\, entonces

> ang h@h®er = Y any h®fey,
heG, feF heq,feF
de lo cual deducimos que ay y = 0si b # f, por lo tanto A1 (v;) = 3~y f®er. Como
tenemos que (e®id )A(v;) = v;, entonces
(5®1d))\1(vl) = O,
y por lo tanto
Zosz €®1d f®€f Zaff ef—O

fer feF
De lo cual deducimos que A;(v;) = 0y asi A(v;) = w;®@1 + u®u;.
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Para cadat=1,...,0, f € F definamos
Pir={y € A1 : My) = p fuie; +ufey, pekl.
Los conjuntos P; s son espacios vectoriales no nulos, ya que efv; € P; ¢, por lo tanto
dimP; ; > 1. Es evidente que si (4, f) # (¢, f') entonces P,y N Py p = {0}. Como
dim Ay = dim A(0) +dim A(1) =| F'| (1 +6), esto implica que dim P; y = 1. Luego, como
efviep-1,v; € Py existe un v € k tal que epv;ep-1 = v v;, pero este escalar debe ser igual
a Xi(f)- O

Para cada i =1,...,0 sean v; € A; tales que verifican (5.5.4). Entonces
Avvj + vv;) = (ww; + wjw;)R1 + 1&(vv; + v,v;)
= 1®(vv; + v;v;).
Por lo tanto v;v; +v;v; € A(0). Se puede demostrar que existe un escalar §(v;, v;) € k tal
que v;v; + v;v; = B(v;,v;)1. De esta manera 3 determina una forma bilineal simétrica en

W. Se puede comprobar que ademas es F-invariante. Es decir que para todo v,w € W se
tiene la siguiente relaciéon en A

vw + wv = [(v,w)l.

Como gr A estd generada por los elementos w;, e; entonces A esta generada por los v;, ey,
esto implica que existe un morfismo suryectivo L(W, 3, F, 1)) = A. Como la dimensién de
ambas algebras es igual dicho morfismo es un isomorfismo. 0

Teorema 5.5.18. Sea M una categoria Rep (A(V, u, G))-mddulo exacta indescomponi-
ble. Entonces M es equivalente, como categoria modulo, a una de las siguientes categorias:

L g, rm,

2. c(w,p,Fy)M,
para algin subgrupo F de G, v € Z*(F,k*), W un subespacio no nulo F-invariante de
VypB:WxW —k una forma bilineal simétrica F-invariante.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 5.5.8 sabemos que existe una A(V, u, G)-comddu-
lo algebra A(V,u,G)-simple a derecha A tal que A©°AVWG) = k y M ~ 4M como
Rep (A(V, u, G))-mbdulos. Como A(V, u, G) es coradicalmente graduada, por el Corolario
6.5.6, se tiene que gr A es una A(V, u, G)-comédulo dlgebra A(V, u, G)-simple a derecha.
Como el coradical A(V,u, G)(0) = kG, entonces existe un subgrupo F' C G y un 2-cociclo
Y € Z*(F,k*) tal que gr A(0) = kyF. Por el Corolario 6.5.10 se tiene que (gr A)y, es
isomorfa, como A(V,u,G)-comédulo élgebra, a una subdlgebra coideal a izquierda de
A(V,u,G). Por la Proposicién 5.5.15 existe un subgrupo F' de G, W un subespacio (po-
siblemente nulo) de V' F-invariante tal que (gr A),, ~ L(W,0, F,1). Si W = 0 entonces
es inmediato comprobar que A ~ k,F. Por lo tanto, asumamos que W # 0. Existe un
isomorfismo de A(V, u, G)-comddulo algebras

gr A~ L(W,0, F,¢).
El teorema sigue de la Proposicién 5.5.17. 0J
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Resta indicar cuales de las categorias modulo descriptas en el Teorema anterior son
equivalentes.

Proposicién 5.5.19. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:
1. Eziste una equivalencia de Rep (A(V, u, G))-mddulos
ky P =k, /M
siy solo si F=F' yi =" en H*(F k*).
2. Existe una equivalencia de Rep (A(V,u, G))-mddulos
LW,BF)M = L(W',5 F )T
st y solo si existe un g € G tal que W =qg-W, ' =qg-5, F=F yv¢ =19 en
H?(F,k*)
3. Las categorias modulo k, F'T0, £(W,8,F,p) M 1O SOM equivalentes.

DEMOSTRACION. La demostracién sigue del Teorema 5.5.9 y la Proposicién 5.5.15
(4). O

5.6. La categoria tensorial dual
Sea C una categoria tensorial finita.

Proposicién 5.6.1. Sean My, My, M3 C-mdédulos exactos.

(i) La composicion de funtores Fung(My, Ms) x Fung(Ms, M) — Fune(Ms, Ms)
es exacto en cada variable.

(ii) Cualquier funtor F' € Fune(My, Ms) posee adjuntos a derecha e izquierda que son
funtores en Fung(Ma, My).

DEMOSTRACION. Ambas partes se deducen inmediatamente de la Proposicién 5.3.12.
O

Vamos a denotar por C}, = Fune(M, M) con la estructura monoidal dada por la
composicién de funtores.

Proposicién 5.6.2. Si M es un C-mddulo exacto entonces la categoria Cy, es una
categoria multitensorial. Si M es indescomponible entonces C}, es tensorial.

DEMOSTRACION. La rigidez de Cj, se deduce de la Proposicién 5.6.1 (ii) ya que los
duales a derecha e izquierda de un funtor son los adjuntos a derecha e izquierda. Estos
nuevamente son funtores de médulos por el ejercicio 5.1.13.

Asumamos que M = @' ; M, es una descomposicién en categorias médulos exactas
indescomponibles. Para ¢ = 1,...,n sea P, : M — M, la proyecciéon canénica. Entonces
Id o = @' P,. Para finalizar la demostracion basta con probar que P; es un objeto simple
en Ciy. Sea ' : M — M, un funtor de médulos que es un subobjeto de F;. En particular
F|apm; = 0sii# j. Entonces para cada 0 # X € M; se tiene que F/(X) # 0. En particular
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si X es un objeto simple de M; debe ser que F(X) es un subobjeto de X y por lo tanto
F(X) = X. Entonces F = P,. O

Si M es un C-mdédulo exacto entonces M es un C)-moédulo via la accién
CyxM— M, FeM =F(M),

para todo F' € C},, M € M. Ademds, si N es un C-médulo entonces, por la Proposicién
5.6.1 (i) la categoria Fune(N, M) es una categoria médulo sobre C}, con accién dada por
la composicion de funtores.

En el siguiente Teorema se recopilan los resultados de [36, Lemma 3.25, Thm. 3.27,
Thm. 3.31].

Teorema 5.6.3. Sea M un C-mdédulo exacto indescomponible. Las siguientes afirma-
ciones se verifican.

1. M es un Cj-mddulo exacto indescomponible.

2. Eziste una equivalencia de categorias tensoriales (Cyq)h =~ C.

3. Euxiste una correspondencia biyectiva entre modulos exactos indescomponibles sobre
CyCy. O

Definicién 5.6.4. Dos categorias tensoriales finitas C y D se dicen Morita equivalentes
si existe un C-médulo indescomponible M tal que Cy, ~ D"*.

Ejercicio 5.6.5. Demostrar que si C es una categoria tensorial entonces existe una
equivalencia tensorial C; ~ C™".

Ejemplo 5.6.6. Si H es un algebra de Hopf de dimensién finita entonces existe una
equivalencia de categorias tensoriales

Rep (H) ~ Rep (H").

k
vecty

Ejemplo 5.6.7. Sea G un grupo finito actuando sobre una categoria tensorial finita
estricta C. La categoria C es un C[G]-mé6dulo de la siguiente manera. La accién

®:C[GIxC—C, [X,g|QY = X®F,(Y),
para todo [X,g] € C[G], Y € C. Los isomorfismos de asociatividad estan dados por
Mmx,gvih,z - XQF(YRF(Z)) = XQF,(Y)®Fuh(Z),
mix gl vip,z = id x®(d £, @ (¥9.0) 2) (Co) v, (2
Afirmacién 5.6.1. C es un C[G]-mddulo exacto indescomponible. Ademds, existe una

equivalencia monoidal (C%)°P ~ (C[G])s. o es rev?

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Que C es exacta sigue de que si un objeto
(X, g] € C|G] es proyectivo entonces X € C es proyectivo. Que C es indescomponible sigue
de que el objeto unidad 1 € C es simple. Ahora, definamos los funtores ® : (C%)°® —
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(CIG)E, ¥ = (C[G))s — (CY)°P de la siguiente manera. Para (X, s) € C¢, Y € C definamos
O(X,s)(Y) =Y®X. La estructura de funtor de médulos esta dada por

Caapy + DX )(1Z.9JBY) = [Z.9/B(X.5)(V),

59, = (id 2@(C)yox (i ) @5, ).

Para todo funtor de médulos (F,c'') € (C[G])} definimos
-1
U(E,) = (F(1),57), 55 = (cfiga)

g

Resultados: Z(C) ~ Z(Cy) v Z(C) ~ (CKC™)%

5.7. Representaciones de las equivariantizaciones
5.8. La dimensién de Frobenius-Perron de C4

Asumamos que C es una categoria tensorial finita trenzada y A € C un algebra tal que

e A es conmutativa,

e A es un objeto simple en Cy,

e la categoria médulo C4 es exacta.
En particular, esto implica que la categoria 4C4 es una categoria tensorial finita. Por
lo tanto la categoria C4 hereda una estructura de categoria tensorial finita y el funtor
F :C — Cy,dado por FI(X) = X®A es un funtor tensorial. El funtor de olvido I : C4 — C
es adjunto a derecha de F'.

Teorema 5.8.1. Bajo las anteriores hipotesis, se tiene que
FPdim (C4)FPdim¢(I(A)) = FPdim (C)

DEMOSTRACION. El functor F : C — Ca, F(X) = X®A es un funtor tensorial domi-
nante, Lema 4.1.3, por lo tanto por el Teorema 3.9.10 se tiene que
FPdim (C)
F(R¢) = =———~ Re¢,,.
(Fe) = TP dim (Cq)
Denotemos por I (respectivamente J) el conjunto de clases de isomorfismos de objetos
simples de C (respectivamente C4). Por la definicién del objeto regular Re se tiene que:

> FPdim(S) F(P(S)) = %m(g) > FPdime,(S) P(S).
Serl SeJ

Recordemos que P(S) denota el cubrimiento proyectivo de un objeto. De esta igualdad
se deduce que

(5.8.1) > FPdimc(S) [F(P(S)), A]



5.9. LA DIMENSION DE FROBENIUS-PERRON DE UNA CATEGORIA MODULO 121

es igual a
FPdim (C) . oS a1
FPdim (C) ;delch(S) [P(S),A] =
S
_ FPdim (C) . _ FPdim (C)
= Fpdim () Lo = Fpgic,y

Como el funtor I : C4 — C es adjunto a derecha de F', usando la ecuacién (3.9.1) obtene-
mos que (5.8.1) es igual a

> FPdimc(S) dim Home(P(S), I(A) = FPdim¢(I(A))
Sel

O

Corolario 5.8.2. Sea A € Z(C) un dlgebra conmutativa tal que A € C4 es simple. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Eziste una equivalencia monoidal Z(C)% ~ vecty.

2. FPdim¢(I(A)) = FPdim (C).
DEMOSTRACION. Por [64, Corollary 4.5] existe una equivalencia de categorfas tenso-
riales trenzadas Z(C)% ~ Z(C4), por lo tanto, Z(C)Y =~ vecty si y sélo si Z(Ca) =~ vecty

si y solo si Cq >~ wvecty. Usando el Teorema 5.8.1 obtenemos que esto ultimo equivale a
FPdim¢(/(A)) = FPdim (C). !

5.9. La dimension de Frobenius-Perron de una categoria médulo

Sea C una categoria tensorial finita sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de
caracteristica cero. Sea M un C-moédulo exacto. En esta seccién recordaremos la definicion
de dimension de Frobenius-Perron de objetos simples en M. Dicha definicién fue definida
en [34].

Sea {M; : i € I} un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de objetos
simples de M. Para cada X € C escribamos

X®M; ~ ®je; N5 M;.

Proposicién 5.9.1. Para cada i € I, existen d; € k tales que, para todo X € C, se
tiene que

(5.9.1) FPdim (X)d; = Y N} d;.
jel
DEMOSTRACION. Sea A el dlgebra de endomorfismos k-lineales de Go(M)®zk. Para
cada X € C denotamos Hx el elemento en A tal que para todo M € M
Hx((M)) = (X®M).

Sea A la subalgebra de A generada por las transformaciones Hx para X € C. El algebra A
es un dlgebra transitiva con base distinguida {Hs : S € Irr (C)}. Sea T' = 3 (1yp ) Hx €
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A. Definamos 7 : A — A, T (a) = aT para todo a € A. Es claro que la matriz de 7 en la
base distinguida posee coeficientes estrictamentes positivos. Por el Teorema de Frobenius-
Perron 3.9.3 se tiene un autovector simple R € A de autovalor \. Es decir, RT = A R. Si
X € C entonces
T(HxR)=HxRT = \HxR,
por la unicidad del autovector, se tiene que existe un escalar £x € k tal que Hx R = £x R.
SiY € C, se tiene
Exey R = HxgyR= HxHyR = {yéx R,

por lo tanto &xgy = &yEx. Por la unicidad de la dimensiéon de Frobenius-Perron, ver
Proposicién 3.9.5, se tiene que {x = FPdim (X), para todo X € C.

Asumamos que para todo i € I se tiene que R(M;) = Zj ri;M;. Como HxR =
FPdim (X)R, entonces

> 1N My = FPdim (X) > "y ;M.
gk J
Por lo tanto )_, 7;;Ni; = FPdim (X)r; ;. Tomando d; = 7; ; se tiene la igualdad (5.9.1).
U



Capitulo 6
Apéndice

6.1. Algebras de Hopf débiles

En esta seccion repasaremos la nocién de dlgebra de Hopf débil o grupoide cudntico.
Ademas mostraremos que la categorias de representaciones de un algebra de Hopf débil
es una categoria monoidal rigida. La mayor parte de las demostraciones son tomadas de

[60].

Una bidlgebra débil sobre k es una coleccién (H, m,A), donde (H, m) es una k-dlgebra
asociativa con unidad y (H,A) es una k-codlgebra coasociativa con counidad e, tal que
se satisfacen los siguientes axiomas:

(6.1.1) A(ab) = A(a)A(b),
(6.1.2) AP =A)eD)(1AQ)=10A01) (A1) ®1).
(6.1.3) e(abe) = e(abgy)e(b2)c) = e(ab))e(bayc),

para todo a,b,c € H.

Una bialgebra débil H es un dlgebra de Hopf débil o un grupoide cudntico si existe un
operador lineal § : H — H que verifica

(6.1.4) m(id ® S)A(h) = (e ®id) (A(1)(h @ 1)) =: &(h),
(6.1.5) m(S ®id)A(R) = (id ® £) (1 ® h)A(1)) =: &,(h),
(6.1.6) m®@ (S ®id ® S)A® =S,

para todo h € H. Las aplicaciones ¢, €; son llamadas, respectivamente, la fuente y el final;
sus imagenes son llamadas las subalgebras fuente y final, y se denotan respectivamente
por Hy y H,.

Observacion 6.1.1. Un grupoide cudntico es un algebra de Hopf en el sentido usual si
y s6lo si A(1) = 1®1, si y sélo si € es un morfismo de dlgebras. En tal caso las subalgebras
fuente y final coinciden con k1.

Ejemplo 6.1.2. Sea G == P un grupoide. El dlgebra de grupoide kG posee una estruc-
tura de dlgebra de Hopf débil via: A(g) = g® g, €(g) =1, S(g) = g7, para todo g € G.
La subalgebra final de esta algebra de Hopf débil coincide con la subdlgebra fuente y es
kP = @Pepkid P-

123
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Ejemplo 6.1.3. Sea R una k-algebra separable y sea e € Ry R el elemento de sepa-
rabilidad simétrico de R. Sea w € R* el elemento definido univocamente por

(wid )e = (id ®w)e = 1.

Se puede chequear que w es la traza de la representacion regular a izquierda de R. Para
el elemento e usaremos la notacién estdndar e = e'®e?.

Sea H = R°®yR. La estructura de algebra sobre H es la del producto tensorial de
algebras, la comultiplicacién, counidad y antipoda estan dadas por

(6.1.7) A(z®y) = (zRe)®(*Ry),
(6.1.8) e(z®y) = w(zy),
(6.1.9) S(z®y) = y®u,

para todo z,y € R. Con esta estructura resulta que H es un algebra de Hopf débil.

Lema 6.1.4. Sea H un dlgebra de Hopf débil de dimension finita. Las siguientes afir-
maciones se satisfacen.

(i) Para todo z € H;, w € Hy se tiene que
(6.1.10) er(z) =z, es(w) =w;

(6.1.11) A(Z) = 1(1),2@1(2), A(w) = 1(1)®w1(2);

(ii) todo elemento de Hy conmuta con los elementos de Hg;
(iii) A(1) € H,®H;.
(iv) para todo z,y € H se tiene que

vely) = ey)ee, @@y = 20eva).
(v) La subdlgebra final H; es un H-maodulo a izquierda con accion:
h-z=¢(hz), paratodoh € H, z € H,.
DEMOSTRACION. Ver [60]. O

REMARK 6.1.5. Por [60, Prop. 2.3.4] la subdlgebra final es separable con elemento de
separabilidad dado por

€ = 8(1(1))®1(2).

Por lo tanto H; es semisimple y luego todo H;-modulo es proyectivo. En este caso, si
H; es conmutativa H es un dlgebra de faz en el sentido de Hayashi [45].

Definicién 6.1.6. [32] Un algebra de Hopf débil H se dice regular si el cuadrado de
la antipoda S? es la identidad en las subalgebras final y fuente de H.
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6.1.1. La categoria de representaciones de un algebra de Hopf débil. Si
H es un grupoide cudntico, denotaremos por Rep (H) a la categoria de H-médulos a
izquierda de dimension finita.

Si X, Y € Rep (H) definimos el producto tensorial:

XV =A1) - (X&) ={zcX®Y,|z=A()-z2},
La accién a izquierda de H en X ® Y esta dada por:
h-z=A(h)z,
para todo h € H,z € X ®Y. Si X,Y,Z € Rep(H), el isomorfismo de asociatividad

axyz (X®Y,)®Z = X (Y, ®Z) es la restriccién de la asociatividad de espacios
vectoriales. Como A es coasociativa, la asociatividad es un morfismo en la categoria.

La subdlgebra final H; es la unidad de la categoria Rep (H). Si V' € Rep(H), los
morfismos de unidad a izquierda y derecha estan dados por

ly @V =V, rnv:VH =V,
lv(lay-2® 1 -v)=z-v, rv(lgy-v®@1lg-2)=S8(2)- v,

para todo z € H;, v € V. Se puede comprobar que estos morfismos son invertibles, con
inversos

I (v) = S(1ay) ® L) - v, ot (v) = Lay - v ® L,
para todo z € Hy, v € V. Verifiquemos que [y, es un morfismo de H-modulos.
v(h-(1a)- 2@ 1) )) lv(hqy -2 ® he) - v)
bv(Lay - (hay - 2) © 1) - (hz) - v))
= (h(1 z) - (he) ) = 6t(’”L(l)Z’)h@) ‘U
= e(Lmyhay2)le)

= e(hwz)hz) - v = th( )-v

=h-ly(lay-2® 1) -v).
La quinta igualdad se debe a la definicién de ¢, la séptima igualdad por el Lema 6.1.4
(iv).

La categoria Rep (H) es rigida. Si V' € Rep (H) definimos el dual V* = Homy(V, k).
La accién de H en V* estd dada por
(h-f)(v)=f(S(h)-v), he HveV,feV"

La evaluacion y coevaluacion son
evy VIRV = H, ey fov)=Y flg v,
coevy : Hy - V@ V™, coevy(z) = z - Z v; @ V'

para Y. f®@v € V*®V y donde {v;}, {v'} son bases duales de V' y V* respectivamente.



126 6. APENDICE

6.1.2. Funtores de fibra para algebras de Hopf débiles. Si H es un algebra
de Hopf débil, entonces todo H-médulo M es un H; ® He-mébdulo, ya que por el Lema
6.1.4 (ii) H, conmuta con H,. Como la antipoda S : H; — H, es un anti-isomorfismo
de élgebras todo H-médulo M es un Hi-bimdédulo. Més explicitamente la estructura de
H;-bimodulo esta dada por

r-m-y:=a8(y) -m,
para todo x,y € Hy, m € M. Entonces tenemos definido un funtor de olvido
F Rep (H) — g, Mg,.

Lema 6.1.7. Si H es un dlgebra de Hopf débil reqular el funtor F definido anterior-
mente posee una estructura de funtor tensorial.

DEMOSTRACION. A lo largo de la demostracién se usard que S = S™! en H; (regula-
ridad). Primero probemos que la identidad F(H;) — H; es un morfismo de Hi-bimédulos.
Esto ocurre si y solo si

(6.1.12) e (S(y)z) = zy,

para todo x,y € H;. Observar que (6.1.12) sigue de S(z) = €5(x) para todo z € Hy, ya
que:

(6.1.13) S(y)S(x) = es(w)es(y) = es(es(z)y).

La segunda igualdad por [15, eq. 2.5b]. Por lo tanto, aplicando la antipoda en ambos
miembros de la igualdad tenemos que:

zy = S(S(Y)S(x)) = (S o) (es(x)y) = (& 0 S)(es(w)y)
= a(S(Y)S(es(2)) = e(S(y)e(r)) = a(S(y)).
La primera igualdad se debe a que S es un antimorfismo de algebras [15, Thm. 2.10] y a
que 8% |y, = id g, la segunda a (6.1.13) y la tercera igualdad se debe a que Soe, = ¢,0S
[15, Lemma 2.9]. Ahora probemos que S(z) = €,(x) para todo x € H;. Por [15, eq. 2.7a]
si x € H; entonces A(x) = 1(1yz®1(9) luego
ES(I) == S($(1))SL’(2) == 8(1(1)I)1(2)
= 8()S(1)le) = S(x).

Sean V,W € Rep (H). Para cada m € V,n € W denotaremos por m®n la clase de
m®n en Vg, W. Los isomorfismos naturales

Cyw VAW = Veou W, ((A(l)men) =m®n

proveen a JF de una estructura tensorial. Las aplicaciones (y son biyecciones cuyas
inversas estan dadas por (‘Z%V(m@m) = 1p) - m®1g) - n, para todo m € V,n € W. Estas
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aplicaciones estan bien definidas, es decir que no dependen de los representantes de la
clase m®n. Sea x € H; entonces

Crw(m-z@n) = 1)S(x) - mR1e) - n = 1S ' (z) - m®1) - n
= (S7'®id)((z®1)e;).(m@n) = (S '®id ) (e, (10x)).(m®n)
= 1) - mR1 gz - n = (y (mz - n).

La cuarta igualdad se debe a que e; es el elemento de separabilidad de H;, ver Observacion
6.1.5.

Las funciones (yy son morfismos de H;-bimdédulos. De hecho si x € Hy y m € V,n €
W, entonces

Gvw (@ - A(1)m@n) = Cvw (Az) - (m@n))

= Cvw(layz - m®1) - n)
=z -men =z Cyw(A(1)m®n).

La segunda igualdad por (6.1.11). Por otro lado tenemos que

v ((A(M)m&n) - z) = Cvw (A(S(z))(men))
= Cvw (1) - meS(x)1) - n)
— G (A1) (men - 7)) = mBn T
= G ((A(L)men)) - .
)-

La segunda igualdad usando, nuevamente (6.1.11). Es facil comprobar que (3.1.3), (3.1.4)
y (3.1.5) se verifican.
0J

6.1.3. Comddulo algebras sobre algebras de Hopf débiles. Sea H un algebra
de Hopf débil.

Definicién 6.1.8. Una H-comodulo dlgebra a izquierda es un H-comdédulo a izquierda
K con coaccién )\ : K — H® K tal que para todo z,y € K

(6.1.14) Azy) = A)A),
(6.1.15) A1) = (e,®id £)A(1),
We shall use the notation A\(z) = z(_1)®z () and A(1) = 1®1) = 1'—1)®1' (o).

Ejemplo 6.1.9. H y H; son H-comdédulo algebras a izquierda via A.

El siguiente resultado técnico se usara més adelante.

Lema 6.1.10. Sea K un H-comodulo dlgebra a izquierda, entonces
lenm®lene®le) = 10®l-nle®le) = 10 ®le)l-n®le)-

DEMOSTRACION. Sigue de (6.1.15) y (6.1.11). O
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Lema 6.1.11. Sea K un H-comodulo dlgebra a izquierda. Para todo x € K y para todo
z € H; las siguientes identidades en HRp K se satisfacen:
(6.1.16) 65(1’(_1))®JZ(0) = 1(_1)®x1(0);
(6.1.17) S(Z)l(,l)(@l(o) = 1/(,1)®6(1(,1)2)1(0)1,(0).

DEMOSTRACION. Por definicién de la aplicacién fuente tenemos que

€s(2(—1))®z0) = €(r(—1)1(2)) 1(1)®@Z(0)
26(13 ~lnle)la)®z)lo)
(x L @) =11 ®%0) L)
®e(z-1)L0)(-1)z© Lo

€
:1
1( )®$1()

La segunda ecuacién se debe a que A(z) = A(z)A(1) y la tercera por el Lema 6.1.10.
Afirmamos que la siguiente igualdad se verifica:
(6.1.18) 1y ®e(z1 1)l = 1'-n@e(ln2) 1o ).
La igualdad (6.1.16) implica que
11206 (10) (-1)®10)0) = L1281 (@10 (0)-
Aplicando e®id ®id en ambos lados de esta igualdad obtenemos que

Uny®e(1-1)2) 1)1 0) = e(1=1)2)es(L(0)(-1)) @1 (0)(0)
e(lay2)es(1-1l2)®10)
(

/

Lyl @)l 0y®e(1y2)1)
W®@e(Lmy2)e(1-1yl2)l'2)) 1)
m®e(1-1)21'2)) L(0)-

€
1
1

Con esto demostramos (6.1.18). Por la ecuacién [18, 2.31b] se tiene que 1)@zl =
S(2)11)®1(9) para todo z € Hy. Esto implica que para todo z € H,

1)@l zl@®@le) = S(2) 101yl ®@le)-
Aplicando id y®e®id g tenemos que

Ly®e(L1yzl@) o) = e(L-1)1(2))S(2) 1)@ ()
= S(Z)l(,l)éi)l(o).

La segunda igualdad por el Lema 6.1.10. Usando la ecuacién (6.1.18) demostramos (6.1.17).
O
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6.1.4. Categorias moédulo sobre algebras de Hopf débiles. Sea H un algebra
de Hopf débil de dimension finita. En lo siguiente, si K es una H-comddulo algebra a
izquierda, X un H-moédulo a izquierda y M es un K-médulo a izquierda, denotaremos
por
XM = M1)(X@xM) = {w € XM : A(1)w = w}.

Sea K una H-comddulo dlgebra a izquierda. Entonces tenemos un funtor ® : Rep (H) x
km — gm, donde la accién de K en XQ@M es

k.(z@m) = ki - 2@k - m,

para todo k € K,x € X,m € M. Definamos mxyy @ (XQYV)M — XY M),
upy c HH@QM — M, X, Y € Rep (H), M € xM por

mx,y,u((Z®y)®m) = 2@ (y@m),
up(z@m) = 6(1(,1)2’)1(0) -m,
para todo x,y € H, z € H,, m € M.

Proposicién 6.1.12. Con la notacion anterior la categoria gm es una categoria modu-
lo sobre Rep (H).

DEMOSTRACION. Verificaremos solamente que (5.1.6) se cumple. Los otros axiomas
son inmediatos. Demostraremos que para todo X € Rep (H), M € gm la ecuacién

rx®id yy = (idx®UM)mX,Ht,M

se verifica, donde ry : X®H; — X estd definido por rx(z®z) = S(z) -  para todo
re X, z€ H,.

Sean z € H;,,x € X,m € M entonces
(id z@upr)mx g, v ((2@2)@m) = 2@€e(1(—1)2) 1) - m
= 1) - 2@e(l-1)2)1 0 L) - m
=S(2)11y - 2@ - m
= (rx®id y)(z@z@m).
La tercera igualdad por (6.1.17). O

6.2. Algebras cuasi-Hopf

Una cuasi-bidlgebra [22] es una coleccion (A, A, e, @) donde A es un élgebra asociativa
con unidad, ¢ € (A®xA®EA)* es un elemento invertible llamado el asociador, y A : A —
AR A, £ : A — k son morfismos de algebras que satisfacen
(6.2.1) O(A®id )(A(h)) = Id®A)(A(R))D,

(6.2.2) (id®e)(A(h)) = h = (e®id )(A(h)),
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para todo h € A. El asociador ® debe ser un 3-cociclo, es decir que
(6.2.3) (1oP)(id ®A®Id )(P)(P®1) = (id ®id ®A)(P)(Axid ®id ) (P),
(6.2.4) (id ®e®id )(P) = 1®1®1.

Decimos que A es un dlgebra cuasi-Hopf si existe un antimorfismo de algebras S :
A — Ay elementos a,b € A tales que para todo h € A, se tiene:
(6.2.5) S(h(l))ah(g) = 5(h)a N h(l)bS(h(g)) = €(h)b,
(6.2.6) P'S(PHad®* =1 y S(@1)ad bS(d7?) = 1.
Usamos la notaciéon ® = d1@d203, ¢! = ¢ 1od30d 3.

Un elemento invertible J € A®A es llamado un twist si (e®id )(J) = 1 = (id ®e)(J).
Si A es un élgebra cuasi-Hopf y J = J'®J* € A®iA es un twist con inverso J ! =
J71®J72, entonces podemos definir un dlgebra cuasi-Hopf sobre la misma dlgebra A

manteniendo la counidad y la antipoda, y reemplazando el coproducto, asociador y los
elementos a, b por

(6.2.7) Ajy(h) = JA(R)T
(6.2.8) ®; = (1J)(Id@A)(J)®(Axid)(J ) (J'®1),
(6.2.9) ay=S(J HaJ 2 by=JbS(J?).

Esta es una nueva algebra cuasi-Hopf que denotaremos por (A;, ®;). Si & = 1 entonces
d;=dJ.

Ejemplo 6.2.1. Sea G un grupo finito y sea w € Z3(G,k*) un 3-cociclo. Sea A = k¢
el dlgebra de funciones sobre el grupo G. Definimos

(I)w = Z w(ga h7 f) 59®6h®5f

gh.feG

Entonces (A, ®,,) es un algebra cuasi-Hopf.

6.2.1. La categoria de representaciones de un algebra cuasi-Hopf. Fijemos
un algebra cuasi-Hopf (A, A, g, @) de dimensién finita. Vamos a denotar por Rep (A, @) la
categoria de A-mdédulos de dimension finita. Esta categoria posee una estructura monoidal
como sigue. El producto tensorial esta dado por ®j y la unidad es el cuerpo k con accion
de A dada por la counidad. La accién sobre el producto tensorial estd dada por la coaccion
de A.

Si X,Y,Z € Rep (A, ®) los isomorfismos de asociatividad

axyz: (XY )Z = X@k(Y®KZ),
axyz(x@yRz) = Pl 2@ - y®<1>3 - 2,

para todo x € X,y € Y,z € Z. Los isomorfismos de unidad a derecha e izquierda son los
triviales.
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6.2.2. Comddulo algebras sobre dlgebras cuasi-Hopf. Sea (A, ®) un élgebra
cuasi-Hopf.

Definicién 6.2.2. Un A-comédulo algebra es una coleccién (K, A\, @) donde:

e K es un algebra,
o \: K - A®yK es un morfismo de dlgebras
e ), € AR AR K es un elemento invertible tal que

(6.2.10) (10®,)(id @ A®id)(P,)(P®1) = (id ®id @A) (D)) (A®id ®@id ) (D)),
(6.2.11) (id @e®id ) (D)) = 1,
(6.2.12) ¢, (A®id )M (z) = ((id ® A)A(z))®,, para todo z € K.

Observacién 6.2.3. La nocién de comddulo algebra para algebras cuasi-Hopf no coin-
cide con la nocién de comodulo dlgebra para algebras de Hopf usuales ya que la coaccion
no es coasociativa.

6.2.3. Categorias médulo sobre dlgebras cuasi-Hopf. Sea (A, ®) un élgebra
cuasi-Hopf y (K, A, ®,) un A-comédulo dlgebra a izquierda. La categoria xm es un
Rep (A, ®)-mbdulo como sigue. La accion

@ . Rep(A, CI)) X gm — gm, X@M = X@kM

La accion de K en el espacio vectorial X®y M es via la coacciéon \. Para todo X,Y €
Rep (A, ®), M € gm los isomorfismos de asociatividad y unidad son

mxy,Mm : (X@kY)®kM — X@k(Y®kM),
mX,yyM(x®y®m) = CD}\ . .T@@i . y®<I>i’ -m,
para todox € X,y € Y,m € M.
6.3. Twists dinAmicos para algebras de Hopf

Sea H un &lgebra de Hopf de dimensién finita y A C G(H) un subgrupo Abeliano del
grupo de elementos de tipo grupo de H.

Definicién 6.3.1. Sea J : A — (H®H)* una transformacién lineal. Decimos que .J
es un twist dindmico para H si para todo A € Ay a € A se satisface

(6.3.1) J(N)(a®a) = (a®a)J(N),
(6.3.2) D (Aid)J(\) (JAuTh@P,) = (d®A)J(A) (18J(N),

HEA

(6.3.3) (e®id)J(A) = (id®e)J(\) = 1.
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Aqui para todo pu € 121\, P, = Z p(a ") a € kA, es el idempotente minimal corres-

aeA
pondiente al caracter u.

Usaremos la notacion J(A) = JH(A)® J2(A) = ;1 (AN)@7%(\), JA) ™ = T A)@ J2(N),
A€ A

Definiciéon 6.3.2. Dos twist dindmicos J, J' : A — HoH sonAequz'valentes si existe
un morfismo de grupos t: A — HX, tal que para todoa € A, A\ € A

(6.3.4) e(t(N) =
(6.3.5) t(\)a = at( ),

(6.3.6) TN =AFNTYIN) Dt @ Pit(N) .

nEA

Para todo A € A y V un A-médulo vamos a denotar por V[A] a la componente isotipica
de tipo A, es decir

VIN]={veV:a-v=Aa)v para todo a € A}.
En particular si X € Rep (H), entonces X[\ tiene sentido al tomar la restriccién de la
accion a k[A].
6.4. Algebras de Hopf cuasitriagulares y factorizables
6.5. Comoédulo algebras sobre algebras de Hopf

El propdsito de esta seccion es describir comodulo dlgebras sin ideales a derecha coes-
tables sobre algebras de Hopf coradicalmente graduadas punteadas. Dichas comddulo
algebras son, esencialmente, levantes de subdlgebras coideales homogeneas torcidas por
un 2-cociclo de Hopf.

6.5.1. Deformaciones de algebras de Hopf. Sea H un algebra de Hopf. recor-
demos que un 2-cociclo de Hopf para H es una aplicacién lineal o : H®H — k, invertible
con respecto a la convolucion, tal que

(6.5.1) o(ray, yu)o(r@ye), 2) = o(yw, 20)o (T, Y2 2@2),
(6.5.2) o(z,1) =¢e(z) = o(l,2),

para todo x,y,z € H. Usando este 2-cocilo existe una nueva algebra de Hopf construida
sobre la misma coalgebra H con producto descripto por

(6.5.3) vy = oz, ¥o)o (36 Ye) Ty, Ty € H

Esta nueva algebra de Hopf se denotard por HI?. Si o : H ® H — k es un 2-cociclo de
Hopf y A es un H-comdédulo dlgebra a izquierda, definimos un nuevo producto en A de la
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siguiente manera:

(6.5.4) a.ob = o(a1y, bi-1)) a)-b),

a,b € A. Denotaremos por A, esta nueva algebra con la misma estructura de H-comodulo
Lema 6.5.1. El dlgebra A, es un H")-comédulo dlgebra o izquierda. U

Lema 6.5.2. Sea 0 : H® H — k un 2-cociclo de Hopf y K un H-comaodulo dlgebra a
izquierda. Eziste una equivalencia de categorias T My ~ 1" My .

DEMOSTRACION. Si M € ¥ My definamos una estructura de K,-médulo a derecha
como sigue:

m g k= o(me, k) me) - ko),

para todo k € K, m € M. Denotaremos por M, el espacio vectorial M con esta nueva
accion y la misma estructura de H-comoddulo a izquierda. Es inmediato comprobar que
M, € 1" M k., Y que el funtor M —— M, es una equivalencia de categorias. O

6.5.2. Comddulo algebras graduadas y filtradas. En esta seccién estudiaremos

comoédulo algebras graduadas sobre dlgebras de Hopf graduadas.

Recordemos que una filtracion en un algebra de Hopf H es una filtracion de algebras
H°C H'C ... C H™ = H tal que para todo n = 0...m se tiene que:

AH") C Y H'@H"
=0
Si H es un algebra de Hopf equipada con una filtracién tal que H° es una subélgebra
de Hopf subalgebra entonces el dlgebra graduada asociada gr H = @nZO H"/H" ! aqui
H™! =0, es un 4lgebra de Hopf graduada.
Toda algebra de Hopf H de dimension finita tiene asociada la filtracion coradical

HyCH C---CH,,=H

donde Hj es el coradical de H. Si el coradical es un subédlgebra de Hopf de H entonces el
algebra de Hopf asociada gr H es coradicalmente graduada.

Sea (A, ) un H-comddulo algebra. La filtracion de Loewy de A es la filtracién
AgC A C---CA,
definida por A, = A™}(H,®A) para todo n € N. Se sabe que, para todo 0 < n < m, se
tiene que

(6.5.5) AA) € Hi@pAn.
=0

Ver por ejemplo [2, Lemma 1.2].
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Definicién 6.5.3. Sea H = @& ;H (7) un algebra de Hopf graduada. Decimos que un
H-comodulo algebra A, con estructura de comédulo N : A — H®,A, graduada como
algebra A = @ A(i) es una comddulo dlgebra graduada si para cada 0 <n <m

AA(n)) € @ H(i)@kA(n — i).
i=0
Una comddulo dlgebra graduada A = @7 A(i) es Loewy-graduada si la filtracién de Loewy
estd dada por A,, = @ (A(7).

Sea (A, \) una H-comédulo algebra. Denotaremos por gr A al dlgebra graduada con
respecto a la filtracion de Loewy.

Existe un morfismo bien definido \ : gr A — gr H® gr A tal que hace que el siguiente
diagrama conmute:

An A s @?:0 Hi®kAn—i

! |

AnjAn—1 (Z?:o Hi@kAn—i)/ Z;:ol Hi@y An—1-i

! I

gr A(n) SN oo gr H(i)®y gr A(n — 1).
El siguiente Lema es estdndar. Su demostracién puede encontrarse en [2], [66].
Lema 6.5.4. El espacio (gr A, \) es un gr H-comddulo dlgebra Loewy-graduado.

El siguiente resultado es ttil cuando uno relaciona categorias médulo sobre H y sobre
gr H.

Proposicién 6.5.5. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita tal que el coradical
Hy es una subdlgebra de Hopf. Sea A un H-comaodulo dlgebra. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

1. Ay es Hy-simple a derecha.
2. A es H-simple a derecha.

DEMOSTRACION. Asumamos que Ay es Hy-simple a derecha. Sea J C A un ideal
H-coestable. Consideremos la filtracién de Loewy en J; Jy C J; C ... J,, = J dada por
Ji = XY H;®J). El espacio Jy € Ag es un ideal H%-coestable, por lo tanto Jy = 0 o
Jo = Ap. En el segundo caso 1 € J y sigue que J = A. Asumamos que Jy = 0. Sigue de
(6.5.5) que A(J,) C > ", H;®kJ,—;. Entonces A\(J;) € Ho®yJ; y por lo tanto J; = Jp.
Argumentando inductivamente sigue que J,, = J,_1 para todo n, y por lo tanto J = 0.

Asumamos que A es H-simple a derecha. Como Hj es semisimple, usando [49, Thm.
3.1], se obtiene que el radical de Jacobson J(Ap) es un ideal Hy-coestable de Ay. Como
el radical de Jacobson es nilpotente, la igualdad J(Ap) = A es imposible, por lo tanto
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J(Ag) = 0y Ap es semisimple. La inclusion Ay C A se parte, es decir que existe un
Ag-médulo B C A tal que A = Ay @& B. Ahora, sea 0 # J C Ay un ideal a derecha
Hy-costable. Entonces J C JA = J® JB C J® B. Como A es H-simple a derecha
obtenemos que JA = A lo cual implica que J = Aj. O

Bajo las mismas hipétesis que la Proposicién 6.5.5 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 6.5.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ay es Hy-simple a derecha.
2. gr A es gr H-simple a derecha.
3. A es H-simple a derecha.

DEMOSTRACION. (1) es equivalente a (3) es la Proposicién 6.5.5, pero la misma de-
mostracién sirve para gr A ya que (gr A)g = Ay. O

6.5.3. Caso H punteada y coradicalmente graduada. Sea G un grupo finito
y H = @"(H (i) un élgebra de Hopf de dimensién finita coradicalmente graduada con
coradical H(0) = kG.

Sea (A, A\) un H-comdédulo algebra H-simple a derecha y con coinvariantes triviales tal
que posee una graduacién A = @ A(i) que la hace Loewy-graduada como H-comddulo
algebra. Como A es H-simple a derecha y A®M = k entonces, por la Proposicién 6.5.5
A(0) es es Hy-simple a derecha y por lo tanto A(0) = kyF para algun subgrupo F' C G
y ¥ € Z*(F,k*) un 2-cociclo.

Sea m : A — A(0) la proyeccién canénica y € : A(0) — k el morfismo definido por
e€(ey) =1 para todo f € F.

Observacién 6.5.7. e Si 1) es trivial entonces € : A(0) — k es un morfismo de
algebras.
e Sia € A(0) entonces (id g®e)A(a) = a.
Proposicién 6.5.8. Asumamos que ¢ es trivial y que ¢ : A — H es la aplicacion
¢ = (id y®em)\. Entonces

(i) ¢ es un morfismo de dlgebras,
(ii) ¢ es un morfismo de H-comddulos, y
(iii) ¢ es inyectiva.

DEMOSTRACION. (i). Sigue de que ¢ es composicién de morfismos de dlgebras.
(ii). Por la definicién de ¢ se tiene que
A¢p = A(id gem)\ = (id g®id gRen) (ARid 4)A.

Usando la coasociatividad de A obtenemos que A¢ = (id y®¢) .
(iii). Sea a € ker ¢. Asumamos que a # 0. Escribamos a = >\ _ a™ donde a™ € A(n)

y t < m. Podemos asumir que a'¥ # 0. Entonces

Ma™) € @ (H (1)@ A(n —1).
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n

Entonces A(a™) = 3" b,; donde podemos escribir b,; = >, 2" @cy" v 2™ € H(i),
vt e Aln —1).
Como a® # 0 entonces b;; # 0. En efecto, si b;; = 0 entonces A(a®) € @23 H (i) A,
por lo tanto a® € @f;éA(i) = A,_4, lo cual es imposible a menos que a® = 0.
Observemos que Ag¢(a) = 0, lo cual implica que
(id H®id H®€7T) (ld H®)\))\(a) = O,

es decir que

t n
YD are(id u@em)A(d) =0

n=0i=0 k

El elemento de la sumatoria anterior que pertenece a H (t)®xH (0)®,A(0) debe ser igual a
cero, es decir que 3, 7' ®(id p@e)A(cy") = 0. Yaque ¢;' € A(0), entonces (id p@e)A(cy') =
c',;’t y por lo tanto se tiene que

> 2 e(id p@e)A(c) = by,
k

obtenemos que b;; = 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto a = 0. [

En otras palabras, la Proposicion 6.5.8 implica que si A es un H-comdédulo algebra
que satisface:

e A es Loewy-graduada;
e A es H-simple a derecha y A®°! = k;
e A(0) es una subdlgebra de Hopf de H(0);

Entonces A es isomorfa como H-comddulo algebra a una subdlgebra coideal a izquierda
homégenea de H. El siguiente paso es estudiar cuando el 2-cociclo ¢ es no trivial, es decir
cuando A(0) no es una subalgebra de Hopf de H(0).

Sea, 12 € Z*(G,k*) un 2-cociclo tal que & |Fxr= 1. La demostracién del siguiente
resultado puede encontrarse en [42, Lemma 4.1].

Lema 6.5.9. FExiste un 2-cociclo de Hopf o5 H®yH — k tal que para dos elementos
homogéneos x,y € H

~ ‘ .
(656) O'(ZL‘,y) — {@/J(ZL’, y)’ S1T,Y S (0),
0, en otro caso.

O
El siguiente resultado es una consecuencia directa de la Proposicién 6.5.8.

Corolario 6.5.10. Sea A un H-comddulo dlgebra Loewy-graduada y H-simple a de-
recha con coinvariantes triviales tal que A(0) = kyF donde FF C G es un subgrupo y
v € Z*(F,k*) es un 2-cociclo. Entonces existe un 2-cociclo de Hopf o : HoyH — k
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tal que A, es isomorfa a una subdlgebra coideal a izquierda homdgenea de H!%' como
H-comddulo dlgebras.

DEMOSTRACION. Del Lema 6.5.9 sigue que existe un 2-cociclo de Hopf o : H®H — k
tal que o(z,y) = v '(x,y) para todo z,y € F. La estructura de comddulo dlgebra de A,
es Loewy-graduada y (A,)(0) = kF. Luego, el Lema sigue de la Proposicién 6.5.8. O

Los siguientes resultados fueron obtenidos por Skryabin [65] y son de utilidad para
clasificar ciertas representaciones de categorias tensoriales asociadas a algebras de Hopf.

Teorema 6.5.11. [65, Theorem 3.5, Theorem 4.2] Sea H un dlgebra de Hopf de di-
mension finita y A un H-comddulo dlgebra de dimension finita.

1.

2.

Si A es H-simple y M € "My, entonces existe un t € N tal que M' es un
A-mddulo libre a derecha.

Un objeto M € T My es libre como A-mddulo libre a derecha si y sélo si existe un
ideal mazimal J C A tal que M /M - J es libre como A/J-mddulo. O

6.6. Preguntas

comodulo algebras h-simples si y sélo si son h-simples a derecha ?

categorias modulo y galois extensions.

Cuando Cy4 es tensorial? porque deben existir los duales? Si C4 es exacta sobre C
entonces A es un objeto proyectivo en C4? creo que no.

subcat de cat semisimpl son semisimples?

agregar algo sobre la categoria de modulos projectivos.

el adjunto de un funtor de modulos (en exactas??) posee estructura de funtor de
modulos tal que las adjunciones son transf. naturales de modulos. eo [ Sec. 3.3]
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