INTRODUCCION A LA TEORiA DE GALOIS

MARTIN MOMBELLI Y SEBASTIAN SIMONDI

RESUMEN. Se introducen los conceptos basicos de la teoria de Galois, los resultados princi-
pales y algunas aplicaciones.
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INTRODUCCION

Estas notas surgen de un curso de 5 sesiones dictado en la XV Escuela Latinoamericana de
Matemdtica en el mes de mayo de 2011 en la ciudad de Coérdoba, Argentina.

Nuestra intencién es que los participantes del curso aprendan las nociones bésicas de la
teoria de Galois y algunas aplicaciones. Intentamos que las notas fueran lo més autocon-
tenidas posibles, sin embargo, dada la extension del curso, algunos conocimientos previos de
estructuras algebraicas son requeridos.

En la secciéon 1 recordamos ciertas nociones bésicas como la definicién de anillo, cuerpo,
morfismos de anillos, espacios vectoriales, que luego usaremos. En la seccién 2 se introduce
la definicién de extensién de cuerpos, se muestras los ejemplos basicos y la construccién del
cuerpo de raices de polinomios. En la secciéon 3 para cada extension de cuerpos se asocia el
grupo de Galois. Se estudian diversas propiedades y algunos calculos sencillos. En la seccion
4 se demuestra el principal resultado de la teoria; los cuerpos intermedios de una extensiéon de
cuerpos estan en correspondencia biyectiva con los subgrupos de Galois de la extensiéon. En
la dtlima seccion se aplican los resultados anteriores para determinar cuando un polinomio
dado es resoluble por radicales.

1. NOTACION Y PRELIMINARES

Un anillo es un conjunto F' munido con dos operaciones binarias, usualmente denotada como
suma + y multiplicacién, tales que F' es un grupo abeliano bajo la suma, la multiplicacién es
asociativa, es decir que (ab)c = a(cb) para todo a,b,c € F y es distributiva con respecto a la
suma, a(b+ ¢) = ab+ ac.

El anillo F' se dice cuerpo si F' — {0} es un grupo abeliano bajo el producto, es decir si
todo elemento no nulo posee un inverso multiplicativo. Ejemplos de cuerpos son los niimeros
racionales Q, los nameros reales R y los ntumeros complejos C.
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Si F'y L son dos anillos o dos cuerpos, una funciéon ¢ : F' — L es un homomorfismo de
anillo o de cuerpo respectivamente, si para todo a,b € F

(1) =1, dla+b)=g¢(a)+¢(b) y ¢(ab) = ¢(a)o(b).

Un elemento no nulo a € F se dice divisor de cero, si existe un elemento b € F' no nulo tal
que a.b =0 o b.a = 0. Un anillo que no contiene divisores de cero se llama dominio integro.

Un subconjunto S de un anillo F' que es cerrado bajo las operaciones de suma y producto
se llama subanillo. Un subanillo I se dice ideal si para r € F' y x € I tenemos que rx € 1
y xr € I. Sea X un subconjunto de F'y {A; : ¢ € J} la familia de todos los ideales de F
que contienen a X. Entonces el ideal N;cjA; se llama ideal generado por X y se denota (X)
y los elementos de X se llaman generadores. Un ideal (z) generado por un sélo elemento se
denomina el ideal principal. Un anillo de ideales principales es un anillo en el cual todos sus
ideales son principales.

Un ideal P de un anillo F' se dice primo si P # F y para cada par de ideales A, B en F

ABCP=— ACP 6 BCP.

Un ideal M del anillo F' se dice mazimal si M # F y para todo ideal N tal que M C N C F
se tiene que N = M 6 N = F. Un resultado muy conocido cuya demostracién no haremos es
el siguiente:

Teorema 1.1. Sea M un ideal en un anillo conmutativo con identidad 1p # 0. Entonces M
es un ideal mazimal si y sélo si el anillo cociente F/M es un cuerpo. O

De este resultado se desprende lo siguiente:

Corolario 1.2. Las siguientes condiciones sobre un anillo F' conmutativo con identidad
1r # 0 son equivalentes

1. F es un cuerpo.

2. F no posee ideales propios.

3. El ideal (0) es un ideal mazimal en F.

4. Si S es otro anillo, todo homomorfismo de anillos F' — S es un monomorfismo. g

Sea F' un anillo conmutativo con identidad, un elemento ¢ € F' se dice irreducible si ¢ es no
inversible y ademés si ¢ = ab entonces a o b es inversible. Por otro lado p € F' se dice primo
si no es inversible y ademaés si p|ab entonces pla o p|b.

Teorema 1.3. Sean p y ¢ dos elementos no nulos en un dominio integral F'.

1. El elemento p es primo si y sélo si (p) es un ideal primo no nulo.

2. El elemento c es irreducible si y sélo si (¢) es mazimal en el conjunto de todos los
ideales principales propios.

Todo elemento primo de F es irreducible.

4. Si F' es un dominio de ideales principales, entonces p es primo si y sélo si p es irre-

ducible. O

w

Un dominio integro F' tal que todo elemento no inversible distinto de cero se puede escribir
como producto de irreducibles de manera tnica, se llama dominio de factorizacion unica.

Si F' es un cuerpo definimos el conjunto de todos los polinomios de una variable con coefi-
cientes en F' como

Flz] ={p(zx) =ay+ a1z + ...+ apx" :n € Ny y a; € F}

Con la suma y el producto definidos de manera usual, F|z] es un anillo. Como F es un
cuerpo, F[z] no contine divisores de cero, por lo tanto es un dominio integro. Mas atn F'[x]
es un dominio euclideo, es decir dados dos polinomios f(z), g(z) € F[z] con g(x) # 0 existen
polinomios tnicos ¢q(z),r(x) € Flz] tales que

f(@) = q(x)g(z) +r(x) conr=0 ogr(r) <gr(g).
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Este algoritmo de division es analogo al aprendido en la escuela secundaria para R[z]. Como
F[z] es un dominio euclideano, entonces es un dominio de ideales principales y consecuente-
mente un dominio de factorizaciéon tnica.
Si f € Flx] tal que gr(f) > 1, del Teorema 1.3 se deduce que las siguientes propiedades

son equivalentes

1. Si f(z)|g(x)h(z) entonces f(x)|g(z) o f(x)|h(x).

2. f(z) es un polinomio irreducible.

3. El ideal (f) es un ideal maximal.

4. El ideal (f) es un ideal primo.

5. El anillo cociente F[x]/(f) es un cuerpo.

En general decidir si un polinomio f(xz) € F|z] es irreducible es un problema dificil, es-
tudiemos un criterio de irreducibilidad

Criterio de irreducibilidad de Fisenstein: Si A es un dominio de factoriazaciéon tnica y F
es su cuerpo cociente, si f(x) = > 1 ja;z' € Alx], con n > 1y existe un primo p € A tal que
p fan, pla;, coni=1,...n— 1y p? fag, entonces f(x) es irreducible en F[x].

Por ejemplo sea f(x) = 22° — 623 + 922 — 15 € Z[z], entonces por el criterio de Eisenstein
tomando p = 3 tenemos que f(z) es irreducible en Q[x] y en Z[z].

Ejercicio 1. Demostrar que el polinomio f(z) = 2P~' 4+ 2P~2 + ... + 2 + 1 es irreducible sobre
Q para todo numero primo p.

Ejercicio 2. Sea f € Z[x] un polinomio ménico. Si p es un ntmero primo, denotamos por
f € Z,[x] a la imagen de f bajo la proyeccién canonica Z[x] — Zy[z].

(i) Demostrar que si f es irreducible en Z,[z] entonces f es irreducible en Z[z].
(ii) Demostrar que el polinomio 2® — 5z + 36 es irreducible sobre Z[z].
(iii) Demostrar que el polinomio z% + 23 + 1 es irreducible sobre Z[z].
(iv) Demostrar que la reciproca de (i) no es cierta.

Un espacio vectorial V sobre un cuerpo F' es un conjunto no vacio junto con dos operaciones,
una suma y una operaciéon producto externa entre el conjunto V y el cuerpo F' llamado
producto por escalar tales que:

1. V es un grupo abeliano con la suma.
2. El producto por escalar - : F x V — V. A la imagen de (r,v) la denotaremos rv. Se
satisface las siguientes propiedades para todo v,w € V' y para todo r,s € F:
a) r(v+w)=rv+rw,
b) (r+ s)v =rv+ sv,
c¢) s(rv) = (sr)v,
d) 1pv =w.

Dados dos espacios vectoriales V, W sobre un cuerpo F' una funciéon 7' de V en W es una
transformacidn lineal si para todo v,w € V y k € F se satisface que T'(v+w) = T(v)+T(w) y
T(kv) = kT (v). El conjunto de todas las transformaciones lineales forman a su vez un espacio
vectorial con la suma y producto por escalar usual de funciones. Denotamos por Homp(V, W)
al espacio vectorial de las transformaciones F-lineales de V en W, Endp(V) = Homp(V,V) y

Autp(V) ={T € Endp(V) : T es biyectiva }.

2. EXTENSIONES DE CUERPOS

Un cuerpo L es una eztension de un cuerpo F' si F' es un subcuerpo de L y se denota L/F.
El cuerpo L posee una estructura natural de F-espacio vectorial, este induce la siguiente
definicién:
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Definicion 2.1. La dimension de L como F-espacio vectorial se denomina el grado de L/F
y se denota por [L : F]. L se dice una extensién finita o infinita de F segun si [L : F] es finito
0 no.

Por ejemplo el cuerpo de los nimeros complejos C es una extensién de grado 2 de los
nimeros reales dado que {1,i} es una base de C como R-espacio vectorial, mientras que R es
una extensién infinita de los niimeros racionales Q.

Si L es una extension de F'y A es un subconjunto de L denotamos por F[A] al subanillo de
L generado por F'y A, es decir a la interseccion de todos los subanillos de L que contienen a
F ya Ay denotamos F(A) al subcuerpo generado por F'y A, que es la interseccion de todos
los subcuerpos de L que contienen a F'y a A. Si A es un conjunto finito, A = {aq,...,an}
F[A] y F(A) se escriben Flaq,...,an] y F(ai,...,ay) respectivamente.

Teorema 2.2. Si L/F es una extension y A es un subconjunto de L no vacio, entonces:

1. FIA] ={f(a,...,apn) :n €N, fe F[Xy,...X,], a1,...,a, € A}.
2.

F(A) = {f(alan)

:neN, fge F[X1,...Xy], a1,...,a, € A,
glat,...,an)

gla,...,an) #0}.
La demostracién queda como ejercicio a desarrollar en las horas de préctico del curso.

Definicién 2.3. Sea L una extension de F. Un elemento o € L se dice algebraico sobre F' si
existe un polinomio p € F[z] tal que p(a) = 0. Si todo elemento de L es algebraico sobre F
se dice que la extension L/F es algebraica. Si a no es algebraico se dice trascendente.

Por ejemplo i € C es algebraico sobre R y v/2 es algebraico sobre Q. Por otro lado Hermite
probd en 1873 que el numero e es trascendente y Lindemann que 7 lo es en 1882.

Si v € L es algebraico, se define a pp 4 al polinomio monico en F[z] de menor grado de todos
los p € Fx] tales que p(a) = 0. Resulta que ppq es el generador del ideal Ker(evy) C Flx],
donde ev, : Flz] — L es la funcion evy(f) = f(a). Si F)/K es una extension entonces pg.q
divide a prq.

Ejercicio 3. Sea Q C Q(v/2) € Q(v/2). Demostrar que v/2 es algebraico sobre Q y sobre
Q(v/2). Comprobar que sobre Q el polinomio minimal de v/2 es 2* — 2 pero no es minimal

sobre Q(v/2).

Proposicion 2.4. Sea L una extension de F' y o € L algebraico sobre F'. Entonces

1. el polinomio pr .« es irreducible.

2. Si g € Flz], entonces g(a) =0 si y sélo si ppq divide a g.

3. Sin = gr(pra) entonces {1,a,a2,...,a" 1} es base de F(a) como F-espacio vectorial.
Ademds F(a) = Fla].

Demostracion. (1) Como F[z]/(pra) ~ Fla] que es un dominio integro, entonces el ideal

(pF) es primo y asi/ prq es irreducible.

(2) Sea g € Flz| tal que g(ar) = 0, entonces g € Ker(ev,) pero como este ideal esta
generado por pr . entonces pr, divide a g. La reciproca es evidente.

(3) Como el ideal (prq) es maximal, el cociente F[z]|/(pF,a) ~ F|a] es un cuerpo y por lo
tanto Fla] = F(a). Si 8 € F(a) entonces 8 = g(«) par algun g € F[z]. Entonces existen
polinomios ¢, € F[z] tales que

9(x) = q(x)pra(z) +r(2),
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donde r = 0 o bien gr(r) < n. Entonces § = r(a). Lo cual demuestra que el conjunto
{1,a,0?,...,a" 1} es un sistema de generadores de F(a). Sean a; € F tales que

n—1
E a;a =0,
10

entonces f(z) = 2?04 a; ¥* es divisible por pp, lo cual implica, ya que gr(f) <n —1, que

f=0.Luego {1,a,a?,...,a" !} es una base. O
Ejercicio 4. Sea ¢ # 1 una raiz de 23 — 1. Demostrar que [Q(¢) : Q] = 2.

Ejercicio 5. Demostrar que Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + v/3) y hallar el indice [Q(v/2 + v/3) : Q).
Ejercicio 6. Demostrar que [Q(v/2,v/3) : Q] = 8.

Lema 2.5. Sea L/F una extension y K un cuerpo intermedio K C F C L entonces
1. Si L/F es una extension es finita entonces L es algebraico sobre F.
2. [L:F]=[L:K||K:F].
3. Si{ai,...,an} € L es un conjunto de escalares algebraicos sobre F' entonces Flaq, . .., )]
es un cuerpo y

n
[Floa, ... om] : F] < [ [F(ew) : F).
i=1
Demostracion. (1) Supongamos que [L : F] =n y sea a € L. El conjunto {1,a,d?,... ,a"} es
linealmente dependiente y por lo tanto existen A; € F no todos nulos tal que > ; Aia’ = 0.

Si denotamos f = Y, Az’ € Flz] entonces f # 0y f(a) = 0 por lo tanto a es algebraico
sobre F'.

(2) Sea {ai,...,a,} una base de K como F-espacio vectorial y sea {b1,...,bn} una base
de L como K-espacio vectorial. El conjunto {a;b; : 1 <i <n,1 <j < m} es una base de L
como F'-espacio vectorial. La demostraciéon de este hecho queda como ejercicio para el lector.

(3) Lo demostraremos por induccion en n. Asumamos que n = 1. Consideramos la aplicacion
eV, : Flz] = L, evy, (f) = f(a1). Como a; es algebraico entonces el nucleo de ev,, es un
ideal no nulo de F[z] que es primo. Como todo ideal primo de F[z] es maximal se tiene que
F[z]/ker(eva,) ~ Flai] es un cuerpo y por lo tanto Fla;] = F(ay).

Sea K = Flay,...,an—1]. Por inducciéon se tiene que K es un cuerpo y [K : F] <
1! [F(ew) : F. Como pr o, divide a pra, entonces tenemos que

[Flo, ..., o] : K] < [Flan) : F),

por lo tanto usando el resultado anterior se deduce que

[Flo,....on) : F] = [Flon, ....ou) s K][K : F < [ [F(ow) : )
O

La desigualdad anterior puede ser estricta. Como los polinomios z* — 18 y 2% — 2 son
irreducibles sobre Q (demostrar) se tiene que [Q(v/2) : Q] = 4 = [Q(+/18) : Q]. Demostremos
que [Q(\‘yi V18) : Q] = 8. Para esto demostremos que Q(v/2, V18) = Q(v/2, \/§) Para ver
esta igualdad notemos que ( Z}?)Q = 3, por lo tanto v/3 € Q(v/2, V/18), es decir Q(+/2,1/3) es
un subcuerpo de Q(v/2, v/18). Como v/18 es raiz del polinomio 22 —3v/2 € Q(+/2)[z] entonces
[Q(V2, V18) : Q(V2)] < 2. Luego

[Q(V2, V18) : Q] = [Q(V2, V18) : Q(V2)][Q(V?2) : Q] < 8 = [Q(V2,V3) : Q.

Corolario 2.6. Si L es una ezxtension de F entonces a € L es algebraico si y sélo si
[F(a) : F] < o0. O
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Ejercicio 7. Sea k un cuerpo. Consideremos el cuerpo de funciones racionales k(¢) en una

variable. Sea ¢ € k(t) tal que ¢ ¢ k. Demostrar que [k(¢) : k(t)(¢)] < oco.

Definicién 2.7. Sea L/F una extension y f € F[z] un polinomio.

1. Decimos que f se factorea sobre L si existen aq,...a, € L tales que
f@)=ai(z —az)...(x —ayp).

2. Se dice que L es un cuerpo de raices de f si f se factorea sobre L'y L = F(ayq,...ay)
donde «; son las raices de f, éste es el menor subcuerpo de L que satisface esta
propiedad.

El siguiente resultado muestra la existencia del cuerpo de raices de un polinomio dado.

Teorema 2.8. Si F es un cuerpo y f(x) € Flz] un polinomio de grado mayor o igual a uno,
entonces existe una extension de L de F tal que f(x) = a(x — ¢1)...(x — ¢y) cona € F y
C1,..,Cn € L.

Demostracion. La existencia se demuestra por induccion en el grado del polinomio. Si f(z) €
F[z] tiene grado 1, L = F satisface el teorema. Sea gr(f) = n y supongamos que el teorema
es valido para todo polinomio no constante de grado menor que n. Si f(z) es irreducible
Fy = Flz]/(f(x)) es un cuerpo que contiene a F, pues como F[z]| es un dominio euclideano y
f esirreducible entonces el ideal (f(z)) es maximal, por lo tanto el anillo cociente F[z]/(f(x))
es un cuerpo. Si identificamos a cada k € F con su clase de equivalencia k en F[z]/(f(z)),
tenemos que I} es una extension de F'. Si c; = T € Fj es la clase de equivalencia que
contiene al polinomio = entonces f(Z) = f(x) = 0. Luego f(z) = (z — c1)g(x) en Fi[z].
Por hipotesis inductiva existe una extension F» de Fj tal que g(x) = (z — ¢2)...(x — ¢;,) con
€2, ..., Cpn € Fy. Entonces L = F,. Si f(x) no es irreducible, entonces f(x) = g(x)h(z) con
1 < gr(g(x)),gr(h(z)) < n. Por hipdtesis inductiva, existe una extension Fj de F tal que
g(x) =a(zr—c1)..(r—c) con ¢y, ...,cp € Fy. Como Flz| C Fi[x], podemos aplicar la hipotesis
inductiva en el polinomio h(x) € Fi[z]. Entonces existe una extension F de Fy,y por lo tanto
una extension de F. Por lo tanto podemos tomar L = F5. O

Por ejemplo, consideremos f(z) = 22 + 2 + 1 sobre Zy. El polinomio f es irreducible pues
p(0) = 1 = p(1). Dado que Zs no esta contenido en C usaremos la construccion basica del
cuerpo de raices de f.

Como f es irreducible, entonces se puede construir una extension Zso(() de Zg siguiendo el
método del teorema, donde ¢ es una raiz de f. Sea ¢ : Zs[x| — Z2[x]/(f(x)) siendo ¢ = p(x).
El ntimero ¢ tiene a f como polinémio minimal sobre Zsa, luego [Za(¢), Za] = 2y (24+(+1 =0,
por lo que ¢ = 14 ¢. El conjunto {1,¢} es una base de Za({) sobre Zs, de modo que los
elementos de Za(¢) son 0,1,(, 1+ (.

Las tablas de suma y producto son las siguientes:

n 0 1 ¢ [1+C|[ - Jo[ 1 ¢ [1+¢
0 0 1 C [T+l 0o [o] o 0 0
1 1 0 |[1+¢| ¢ 1 (o] 1 ¢ [1+¢
1§ ¢ |1+¢| 0 1 ¢ |0 ¢ [¢c+1] 1
1+C[1+C| ¢ 1 0 |[T+c|0][1+¢| 1 §

En Zs(¢)[z] el polinomio f se descompone como

f@)=(@-0@-1-0).

FEjercicio 8. Sea F un cuerpo, f € F[z] un polinomio de grado n. Si L es su cuerpo de raices
entonces [L : F| < nl. Ayuda: demostrarlo por induccion en n.
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Ejercicio 9. Demostrar que los polinomios p(z) = 22 — 22 +2 y q(x) = 22+ 1 son irreducibles
sonbre Q y ambos tienen a Q(i) como cuerpo de raices sobre Q.

Ejercicio 10. Construir los cuerpos de raices de f(z) =23 +2r +1y g(x) =2 + 22 + 2 + 2
sobre Zs. Son isomorfos entre si?

Ejercicio 11. Sea f(z) = 2> — 2. Encontrar el cuerpo L de raices de f. Existe un ¢ € C tal
que L = Q(¢)?

Teorema 2.9. Sea ' C K C L una extension de cuerpos. Si K es algebraico sobre F' y L es
algebraico sobre K entonces L es algebraico sobre F'.

Demostracion. Sea o € L. Denotemos pg o(z) = ag + a1z — - -+ + apz™. Como K/F es una
extension algebraica el cuerpo Ky = F\(ag,...,ay) es una exension finita de F. El polinomio
Pk« Pertenece a Ko[z] por lo tanto « es algebraico sobre Ky y por lo tanto

[Ko(a) : F] = [Ko(a) : Ko|[Ko : F] < oo.
Como F(«a) C Ky(a) tenemos que [F(a) : F] < oo y asi « es algebraico sobre F. O
Definiciéon 2.10. Sea L/F una extension. El conjunto
{a € L : a es algebraico sobre L}
es llamado la clausura algebraica de F' en L.
El siguiente corolario se deja como ejercicio para el lector.

Corolario 2.11. Sea L/F una extension y sea K la clausura algebraica de F en L. Entonces
K es un cuerpo y es la extension algebraica mds grande contenida en L.

FEjercicio 12. Sea L/F una extension y sea a € L tal que [F(«) : F] es impar. Demostrar que
F(a) = F(a?)

Ejercicio 13. Sea L una extension algebraica de F'y sea F' C R C L un subanillo. Demostrar
que R es un cuerpo.

3. EL GRUPO DE (GALOIS DE UNA EXTENSION

Si L es un cuerpo los automorfismos de anillo de L forman un grupo Aut(L) con respecto
a la composiciéon de aplicaciones.

Definicion 3.1. Si L/F es una extension, llamaremos el grupo de Galois de L sobre F al sub-
grupo Autp(L) de Aut(L) formado por los F-automorfismos y lo denotamos por Gal(L/F).
Es decir aquellos automorfismos que ademas son transformaciones lineales de F-espacios vec-
toriales.

Ejercicio 14. Demostrar que Aut(R) = {id}.

Por ejemplo si F' = L entonces Gal(L/F') = {id}. Notemos que si 0 € Autp(L) entonces
o|p = id pues como es un homomorfismo de anillo o(1z) =17 y sia € F

ola)=0c(aly) =ao(ly) =alp =«
para analizar ejemplos més complejos estudiemos primero el siguiente resultado

Lema 3.2. Sea F/L una extension y p € Flx]. Si a € F es una raiz de p y o € Autp(L),
entonces o(a) € F es también raiz de p.

Demostracion. Sip =Y =, kix', entonces p(a) = 0 implica

0=0(p(a)) =0 (Z k:a) = Z kio (o)’ = p(o()).
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Una de las principales aplicaciones de este resultado es en la situacién donde « es algebraico
sobre F' con polinomio irreducible p € F[X] de grado n, pues cualquier o € Autp(F(a)) esta
completamente determinado por su accién en a, pues {1,q,...,a” '} es una base de F(a)
sobre F.

Por ejemplo C = R(i) y i son raices de p(z) = 2% + 1, entonces Autg(C) tiene orden a lo
sumo dos. Es facil verificar que la conjugacion compleja (a+ib — a—1ib) es un R-automorfismo
de C que es distinto a la identidad, por lo tanto Gal(C/R) ~ Zs. De manera anéloga pruebe

que Gal(Q(v/3)/Q) ~ Z,.
Ejemplo 3.3. Consideremos el polinomio f(x) = (2% —2)(2? —3) € Q[z]. El cuerpo de raices
de f es Q(v/2,V/3) y sabemos que [Q(v/2,v3) : Q] = 4, es decir que
Q(\f?,\/g) = {a—}—b\@—l—cx/g—}—d\/é: a,b,c,d € Q}.
Nos preguntamos cual es el grupo de Galois de la extension Q(v/2,v/3)/Q.

Si 0 € Gal(Q(v/2,v3)/Q) entonces o aplicada a una raiz de 22 — 2 da como resultado
otra raiz de #2 — 2. Lo mismo ocurre con las raices de 22 — 3. Por lo tanto o(v/2) = +v2 y
o(v/3) = /3. El valor de 0(v/6) queda determinado por los anteriores valores. Por lo tanto
Gal(Q(v/2,v/3)/Q) tiene cuatro elementos: {id, o1, 02,03} donde

o1(a+bvV2 + V3 4+ dvV6) = a — bV2 4 V3 — dV6,
oa(a +bvV2 + V3 4+ dvV6) = a + bvV2 — V3 — dV6,
o3(a+bvV2 + V3 +dvV6) = a — bvV2 — V3 + dV6.

Se puede comprobar facilmente que Gal(Q(v/2,v3)/Q) ~ Zo ® Zs.

Ejemplo 3.4. En el anterior ejemplo teniamos que el cardinal del grupo de Galois coincidia

con el indice de la extensién. Veamos un ejemplo en el cual esto no se cumple. Determinemos

que grupo de Galois de la extension Q(v/2)/Q.

Un automorfismo de Q(¥/2) que fije a Q debe aplicar /2 a otra raiz del polinomio 23 — 2,
pero v/2 es la tnica raiz del polinomio 2% — 2 en el cuerpo Q(+¥/2) por lo tanto Gal(Q(+v/2)/Q)
es trivial. Sin embargo [Q(v/2) : Q] = 3.

Ejercicio 15. Demostrar que si k es un cuerpo entonces Gal(k(¢)/k) ~ PG Ly (k). Recordemos

que el grupo PG Ly (k) es llamado el grupo general lineal proyectivo y se define como el cociente
GLs(k)/{kId}.

Ayuda: Definamos ¢ : GLa(k) — Gal(k(t)/k) como sigue. Si A = (Ccl Z ) entonces
at +b
A)t) = .
s =20
De esta manera queda bien definida la funcion ¢(A) : k(t) — k(¢)
Lema 3.5. Si L/F es una extension finita entonces | Gal(L/F) |< [L : F.

Demostracion. Asumamos que m =| Gal(L/F) |> [L: F| =n.
Sea {o1,...,0m} = Gal(L/F) y sea {a1,...,a,} una base de L como F-espacio vectorial.
Como m > n el sistema de ecuaciones
or(ar)zr + -+ om(a)z, =0
o1(az)ry + - 4 om(a2)Tm =0

or(an)xy + -+ om(an)x, =0

posee una soluciéon no trivial, digamos (A1,...,Ay,) € L™. Esto implica que Zi’io Nio; =0
en Aut(L). Esto es una contradiccion pues cualquier conjunto finito de elementos distintos de
un grupo son linealmente independientes en el algebra de grupo. g
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Si G C Aut(L) es un subconjunto, definimos
F(G)={a€L:o(a) =a paratodo o € G}.
Las siguientes propiedades son inmediatas de verificar.

Lema 3.6. 1. F(G) es un subcuerpo de L.
2. Sik C K C L entonces Gal(L/K) C Gal(L/k).
3. Si G1 C G C Aut(L) entonces F(G2) C F(Gy).
4. Si G C Aut(L) entonces G C Gal(L/F(Q)).
5. Si G C Aut(L) entonces F(G) = F(Gal(L/F(G))).
6. Si L/K es una extension entonces Gal(L/K) = Gal(L/F(Gal(L/K))).

Demostracion. Las partes (1),(2),(3) y (4) son inmediatas y se dejan como ejercicio para el
lector.

Sea G C Aut(L) un subconjunto y F' = F(G) C L. Entonces por definicion G C Gal(L/F)
por lo tanto F(Gal(L/F)) C F(G) = F. Pero F C F(Gal(L/F)), luego F = F(Gal(L/F(Q)))
y (5) queda demostrado.

Para la parte (6) sabemos que K C F(Gal(L/K)) C L, luego sigue de la parte (2) que

Gal(L/F(Gal(L/K))) C Gal(L/K).

La parte (4) implica que Gal(L/K) C Gal(L/F(Gal(L/K))), lo cual finaliza la demostracion.
g

En conclusion, si L/F es una extension se tiene una correspondencia:

Subgrupos G C Gal(L/F) Subcuerpos de K C L

de la forma G = Gal(L/K) S N tales que F' C K
para alguna Gal(L/-) y K = F(G) para algun
extension F C K C L subgrupo G C Aut(L)

Cabe preguntarse ahora bajo que hipdtesis la correspondecia K <— Gal(L/K) establece
una biyecciéon entre todos los sucuerpos de L que contienen a F' y todos los subgrupos de
Gal(L/F). La parte (5) del Lema anterior nos dice que una condiciéon necesaria es que K =
F(Gal(L/K). Veremos mas adelante que esta condicion es también suficiente.

Proposicion 3.7. Sea L/F una extension finita. St F = F(G) para un grupo finito G C
Aut(L), entonces | G |=[L : F| y por lo tanto G = Gal(L/F).

Demostracion. Por el lema 3.6 parte (4) se tiene que G C Gal(L/F(G)) y por lo tanto
| G |<| Gal(L/F(@)) IS [L: F(GQ) <|[L: F.

Asumamos que n =| G |< [L : F]. Sean a4, ...,an+1 € L elementos linealmente independien-
tes sobre F'y G = {01,...,0,}. Definamos la matriz

0'1(041) 0'1(042) O‘l(an+1)

0'2(041) 0'2(042) Ug(an+1)

0'1(041) 0'1(042) Ul(an+1)

Las columnas de A son linealmente dependientes sobre L. Elijamos un & minimal de tal manera
que las primeras k columnas de la matriz A son linealmente dependientes (permutandolas si
es necesario). Por lo tanto existen escalares ¢; € L tales que

k
(3.1) > cioj(ai) =0
=1
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para todo j. La minimalidad de k implica que ¢; # 0 para todo ¢ = 1...k, por lo que podemos
asumir que c¢; = 1.
No todos los ¢; pertenecen a F' ya que, en este caso, 0 = Zle oj(cioy) pero esto implica

que 0 = Zle c;a; lo cual no puede ser por que oz, . . ., an+1 son F-independientes. Tomemos
o € G un elemento y se lo aplicamos a la ecuacion (3.1):

k
E o(c 0'0] a;).
=1

Como multiplicar por un elemento en un grupo permuta los elementos, obtenemos que 0 =
Zle o(c;i)oj(a;) para todo o € G. De esta ttlima igualdad y (3.1) obtenemos que

k
Z — ¢i)oj(a).

i=2
Recordemos que elegimos ¢; = 1. La minimalidad de k implica que o(¢;) — ¢; = 0 para todo

i =2...k. Como esto es cierto para todo o € G entonces ¢; € F. Pero hemos visto que esto
no puede ser por lo cual | G |=[L: F]. O

Ejemplo 3.8. Sea k un cuerpo y F = k(t1,...,t,) el cuerpo de funciones racionales en n
variables sobre k. Podemos ver al grupo simétrico S,, como un subgrupo de Aut(F') de la

siguiente manera:
< (tla )) . f(t0(1)7--'ata(n))
(t1s-eestn) I(ter)s s tom))’
para todo o € S,,. Sea K = F(S,,) el cuerpo de funczones simétricas. Por la Proposicion 3.7
tenemos que S, = Gal(F/K) y [F: K] =nl.

Sean si,..., S, las funciones simétricas elementales, es decir
S1 =11+ - +1n, SQZE titj, ... Sp=11...1n.
i#]

Entonces k(s1,...,s,) C F(S,). Afirmamos que k(s1,...,s,) = F(S,). En efecto, sea
f@) =" —spt" Lo (1), € k(15 80)[t]-

Se puede verificar que f(t) = (t — x1)...(t — x,,) € FIJt], esto implica que el cuerpo de
rajces de f(t) sobre k(si,...,s,) es F. El ejercicio 8 implica que [F : k(s1,...,8,)] < n!
pero como [F : K| = n! esto implica que necesariamente k(si,...,s,) = F(S,). En otras
palabras, cualquier funcién simétrica puede ser escrita en terminos de las funciones simétricas
elementales.

Definicion 3.9. Si L/F es una extension algebraica se dice que L es Galois sobre F' si
F = F(Gal(L/F)).

Corolario 3.10. Sea L/F una extension finita. Entonces L/F es una extension Galois si y
sélo si |Gal(L/F)| = [L: F]. O
El siguiente corolario queda como ejercicio para el lector.

Corolario 3.11. Sea L/F una extension y sea o € L algebraico sobre F, entonces

1. |Gal(F(«)/F)| es tgual al mimero de raices distintas de prq en F(a).
2. F(«) es Galois sobre F' si y sdlo si pr o posee n raices distintas, donde n = gr(prq). O

Ejercicio 16. Demostrar que Q(¥/2)/Q no es Galois.

Ejercicio 17. Sea f(x) = 2% — 4z +2 € Q[z] y sea F el cuerpo de raices de f. Demostrar que
Gal(F/Q) =S

Ejercicio 18. Sea k un cuerpo de caracteristica p > 0. Demostrar que Gal(k(t)/k(t?) es trivial
y que la extension k(t)/k(t?) no es Galois.
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4. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE GALOIS

Sea L/F una extension y a € L. Por el Corolario 3.11 la extension F(a)/F no es Ga-
lois cuando ppq no tiene todas las raices en F() 0 ppq posee raices repetidas. Estas dos
situaciones son tratadas en el contexto de extensiones separables y normales.

Definiciéon 4.1. Si L/F es una extension, L se dice normal sobre F si L es el cuerpo de
raices de un conjunto de polinomios con coeficientes en F'.

Definiciéon 4.2.  (a) Sea F' un cuerpo. Un polinomio irreducible f € F[z] se dice separable
sobre F' si f no posee raices repetidas en su cuerpo de raices. Un polinomio g € F|[z]
se dice separable sobre F' si todos los factores irreducibles de g son separables.

(b) Sea L/F una extension y a € L. Se dice que « es separable sobre F' si pp es separable
sobre F'. L se dice separable sobre F' si todo elemento en L es separable sobre F'.

El siguiente resultado se utilizard més adelante. Para su demostracion el lector puede con-
sutlar a [M].

Teorema 4.3. Sea L una extension algebraica sobre F'. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(i) L es Galois sobre F'.
(ii) L es normal y separable sobre F'.
(iii) L es el cuerpo de raices de un conjunto de polinomios separables sobre F'.

O

Teorema 4.4. Sea L/F una extension finita Galois y G = Gal(L/F'). Eriste una correspon-
dencia biunivoca entre cuerpos intermedios de la extension L/F y subgrupos de G. Ademds

1. St K se corresponde al subgrupo H entonces
[L:K|=|H| y [K:F]=[G:H].

2. Si K se corresponde al subgrupo H entonces H es un subgrupo normal si y solo si K/F
es una extension normal y en este caso Gal(K/F) ~ G/H.

Demostracion. Sea FF C K C L extensiones de cuerpos. Como L/F es Galois entonces L/F
es normal y separable, lo que implica que L/K es normal y separable y por lo tanto Galois.
Entonces K = F(Gal(L/K)). Es decir todo cuerpo intermedio es de la forma F(H) para
algtin subgrupo H de G.

Sea H C GG un subgrupo. Como H es finito entonces por la Proposicién 3.7 se tiene que
H = Gal(L/F(H)). Luego la corresponcencia del Lema 3.6 establece una correspondencia
entre todos los subcuerpos intermedios y los subgrupos de G.

Si K se corresponde con el subgrupo H entonces por la Proposicion 3.7 se tiene que | H |=
[L: K| ademas
_ 1G] _[L:F]

G = T R

=[K : F].

0

Ejercicio 19. Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta a 2 y sea L un extensiéon de F' tal
que [L : F] = 2. Demostrar que L = F(a) para algun a € L tal que o> € F. Demostrar que
L es Galois sobre F.

Ejercicio 20. Determinar cuales de los siguientes cuerpos son extensiones Galois de Q.
(a) Q(w) donde w = e%,
(b) Q(V2),
(¢) Q(V5,V7).

Veamos una consecuencia del Teorema 4.4.
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Teorema 4.5. Sea F' un cuerpo infinito y sea L/F una extension. Ezxiste un o € L tal que
L = F(«) si y sdlo si la cantidad de cuerpos intermedios F C K C L es finita.

Demostracion. Asumamos que existen finitos cuerpos intermedios ' C K C L. Entonces
L = F(ay,...,a,) para algunos ai,...,a, € L. Razonemos por inducciéon en n. Si n =
1 el resultado es trivial. Si denotamos K = F(ai,...,a,—1), entonces como todo cuerpo
intermedio entre F'y K es un cuerpo intermedio de la extension L/F por induccion K = F(j3)
y asi/ L = F(B,ay). Para cada a € F denotamos el cuerpo k, = F(af + a;). Como F es
infinito y los cuerpos intermedios de la extension L/F son finitos, existen a,b € F tales que
k., = kp. Por lo tanto

~ (aB + an) — (B + an)
= —-b
a

Por lo tanto a,, = (af + ay) — aff € kg, luego L =k,.
Reciprocamente, supongamos que L = F(«) y sea K un cuerpo tal que F C K C L.
Entonces L = K («). Sabemos que pg o divide a pro en K[z]. Supongamos que

PKa =00 +aiz+---+2" € Kzl
Denotemos Ko = F(ao,...,a,—1) C K. Entonces pg, o divide a DK, Por lo tanto
[L: K] =deg(pr.a) > deg(pry.a) = [L: Ko = [L : K][K : K.

Entonces [K : Ko] =1y K = Ky, y por lo tanto K esta determinado por pg . Como hay
finitos divisores monicos de pr, en L[z] entonces existen finitas extensiones intermedias. O

€ ky.

Corolario 4.6. Sea F un cuerpo infinito y sea L/ F una extension finita y separable. Entonces
eriste un « € L tal que L = F(«).

Demostracion. Como la extension L/F es finita y separable existen aq,...,a, € L tales que
L =F(ai,...,0p). Sea K el cuerpo de raices del conjunto de polinomios {prq, : 1 <i < n}.
Como cada polinomio pp,, es separable por el Teorema 4.3 la extension K/F es Galois.
Ademas K C L. Luego por el Teorema 4.4 los cuerpos intermedios F' C K’ C K estan en
correspondencia con los subgrupos de Gal(K/F). Como Gal(K/F) es finito la cantidad de
dichos cuerpos intermedios es finita. Por lo tanto los cuerpos intermedios de la extension L/F
es finita y el resultado sigue del Teorema 4.5.

O

Ejercicio 21. Sea p un numero primo, f(z) = 2™ —p € Q[z] y L el cuerpo de raices de f.
Demostrar que para todo n > 3 el grupo Gal(L/Q) no es Abeliano.

Ejercicio 22. Sea F un cuerpo y f € F[x] un polinomio separable. Denotamos por L al cuerpo
de raices de f. Si @ € L es una raiz cualqueira y p es un primo que divide a [L : F'| demostrar
que existe un subcuerpo FF C K C L tal que L = K(«) y [L : K] = p.

Ejercicio 23. Sea f(x) = 2?4+ bz + ¢ € Q[x] un polinomio irreducible. Demostrar que si F es
el cuerpo de raices de f y que b > 0 entonces Gal(F/Q) = Ss.

Ejercicio 24. Sea f(r) = 2% — 1423 — 1 € Q[z]. Sea F el cuerpo de raices de f. Encontrar a
F y calcular Gal(F/Q). Ayuda: a = V/7+5v2 es raiz de f y o = 3% donde 8 =1+ V2.

5. SOLUBILIDAD POR RADICALES

Definicion 5.1. 1. Una extension L/F se dice una extension por radicales si el cuerpo
L = F(ai,...,anm)y existen enteros ni, . .., n,, talesque ai* € Fya;" € F(ay,...,ai-1)
para todo ¢ > 1. Sin=mn; = --- = n,, entonces L se dice una extensién n-radical.

2. Un polinomio f € F[x] se dice resoluble por radicales si su cuerpo de raices esta
contenido en una extensién por radicales de F'.

Claramente si L es una extensién radical entonces es n-radical. Basta con tomar n =
ny...NMym.
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Ejemplo 5.2. Q(\4/§) es una extension 4-radical de QQ, pero también es una extension 2-
radical. Para ver esto tltimo hay que considerar las extensiones

Q< QW) C QWD) = QD).

El siguiente resultado debido a Galois caracteriza aquellos polinomios que son resolubles
por radicales.

Teorema 5.3. Sea F' un cuerpo de caracteristica cero y f € Flz|. Si L es el cuerpo de raices
de f sobre F' entonces f es resoluble por radicales si y sdlo si el grupo Gal(L/F') es soluble.

FEjercicio 25. Sea F' la clausura algebraica de . Sea L = F(x) y sea f € L[t] definido por
f(t) =tP —t — x. Llamemos a K al cuerpo de raices de f sobre L. Demostrar que f no es
resoluble por radicales sobre L y que el grupo de Galois Gal(K /L) es ciclico.

6. APENDICE: GRUPOS SOLUBLES

Un grupo G se dice soluble si existe una cadena de subgrupos
{1} CGi1CGyC---C Gy =G,
tal que G; es un subgrupo normal en G;11 y Giy1/G; es Abeliano.

Lema 6.1. Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:

(i) Si G es Abeliano entonces es soluble.
(ii) Si G es soluble entonces todo subgrupo y todo cociente de G son solubles.
(iii) Si N C G es un subgrupo normal entonces G es soluble si y sélo si N y G/N son
solubles.

Ejemplo 6.2. 1. Los grupos Sg, S3, S4 son solubles.

Los grupos S,, con n > 5 no son solubles.

Los grupos simples no Abelianos no son solubles.

Todo grupo finito de orden p®q® con p, ¢ primos es soluble (Teorema de Burnside).
Todo grupo de orden menor a 60 es soluble.

Todo grupo de orden impar es soluble (Teorema de Feit-Thompson ).
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