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Introducciéon

Una categoria tensorial es un categoria abeliana munida de un “producto tensorial”
y de un objeto unidad sujetos a isomorfismos naturales de asociatividad y unidad. Este
concepto, introducido por MacLane y Benabou [Be] en la década de los 60, engloba a
las categorias de representaciones de grupos, de algebras de Lie y mas generalmente, de
algebras de Hopf.

Las categorias de fusion son categorias tensoriales semisimples que satisfacen cier-
tas condiciones de finitud, siendo ejemplos basicos las categorias de representaciones de
grupos finitos. Las categorias de fusién aparecen codificando las simetrias de diversas es-
tructuras matematicas. Sus aplicaciones llegan a diversas areas de matemaética y fisica
tedrica: topologia de variedades de dimension baja, teoria de algebras de Hopf, teoria
de subfactores, teoria de campos racional, mecanica estadistica, etc. Estas interrelaciones
hacen que el estudio de las categorias de fusién haya despertado un gran interés tanto en
matematicos como en fisicos tedricos.

Una fuente principal de ejemplos de categorias de fusion provienen de la teoria de
algebras de Hopf; para cada algebra de Hopf H, la categoria Rep(H) de representaciones
posee naturalmente una estructura tensorial. La categoria Rep(H) es de fusién exacta-
mente cuando H es semisimple. Mas generalmente la categoria de representaciones de
una cuasi-algebra de Hopf, nocién introducida por Drinfeld que generaliza la nocién de
algebra de Hopf, es una categoria tensorial.

La familia de categorias tensoriales que aparecen como categorias de representaciones
de alguna cuasi-algebra de Hopf tienen la particularidad que ciertos invariantes (las lla-
madas dimensiones de Frobenius-Perron) son niimeros enteros. Sin embargo, esta familia,
a pesar de ser rica, esta lejos de ser exhaustiva; existen importantes ejemplos de categorias
tensoriales que no provienen de la categoria de representaciones de ninguna cuasi-algebra
de Hopf. Mas precisamente existen categorias tensoriales cuyas dimensiones de Frobenius-
Perron de objetos simples no son enteras.

Anos atras Ocneanu propuso la nocion de paragrupo para comprender esta clase de
ejemplos. En esta direccién Hayashi introdujo las algebras de faz en 1991 [H]. Uno de
los resultados principales obtenidos por Hayashi es que bajos ciertas condiciones toda
categoria tensorial semisimple es la categoria de representaciones de un &algebra de faz,
usando como herramienta principal lo que se conoce como reconstruccién Tannakiana.

En vista del Teorema de Hayashi el estudio de las categorias tensoriales semisimples
puede llevarse a cabo mediante el estudio de las dlgebras de faz.
7



8 INTRODUCCION

Mas tarde, alrededor de 1998, en una serie de trabajos, Bohm, Nill y Szlachanyi in-
troducen, en conexién con la teorfa de subfactores, las dlgebras de Hopf débiles, ver [BSz|
y [BNS], también llamadas grupoides cudnticos, estudiadas luego en profundidad por
Nikshych y Vainerman [N'V].

Las algebras de faz de Hayashi son ejemplos particulares de grupoides cuanticos; pre-
cisamente cuando las subalgebras final y fuente son conmutativas.

En el estudio de las categorias tensoriales resulta importante la nocién de médulo sobre
dicha categoria, [Be]. Esta nocion fue recientemente estudiada en profundidad por Ostrik
[01], [O2] en el caso semisimple y por Etingof y Ostrik [EO] en casos més generales.

En pocas palabras si C es una categoria tensorial una categoria modulo sobre C es
una categorfa abeliana M munida de un funtor tensorial ' : C — End (M). Uno de los
problemas centrales de la teoria es la clasificacién de las categorias moédulo sobre una
categoria tensorial fija. Hasta el momento pocos resultados se conocen en este sentido.

Para las siguientes categorias tensoriales se conoce la clasificacion completa de dichos
modulos sobre ellas:
(i) Rep(kG) y Rep(kG)*, G un grupo finito, [O1], [02].
(ii) La categoria de representaciones en super espacios vectoriales del super grupo
G x W, Rep(G x W, u), donde G es un grupo finito, W un G-espacio vectorial y
u € G un elemento central de orden 2, [EO].
(iii) Rep(7'(¢)), donde T'(q) es el algebra de Taft, ¢ € k* una rafz primitiva de la
unidad, [EO].
(iv) Las categorias de tipo grupo C(G,w, F, ) introducidas independientemente por
Ocneanu y Ostrik. Ver [02].

La clasificacién de las categorias médulo para las familias de categorias tensoriales (i)
se encuentra en la secciones 3.3 y 6.4, y para la familia (iii) en la seccién 6.5.

Una de las principales motivaciones para el estudio de los médulos sobre categorias
tensoriales reside en la interrelacién de los siguientes conceptos:

e Modulos sobre la categoria Rep(H), H un dlgebra de Hopf.
e Torcimientos dindmicos de H.
e Extensiones Hopf-Galois sobre H.

En el capitulo 1 se introduce toda la notacion y nociones bésicas que se usaran a lo
largo del trabajo, con el espiritu de que el mismo sea lo mas autocontenido posible.

El capitulo 2 esta dedicado a la definicion de categoria tensorial. También se muestran
propiedades generales y algunos ejemplos importantes.

El capitulo 3 sigue de cerca los trabajos [O2] y [EO]. En la seccién 3.1 introducimos
la definicién de categoria modulo sobre una categoria tensorial, enunciamos propiedades
generales y presentamos los ejemplos mas significativos. También se introduce una de las
definiciones mas importantes de [EO], la de categoria mddulo ezacta.

En la seccion 3.2 se introduce la nocién de Hom interno, una de las herramientas
fundamentales del estudio de las categorias modulo. Si C es una categoria tensorial y M
es una categoria médulo sobre C entonces para cada M € M el Hom interno Hom (M, M)
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resulta un &algebra en C. En esta seccion se enuncia uno de los resultados principales
de [EO]: Toda categoria mddulo exacta sobre una categoria tensorial es la categoria de
modulos a derecha en C de un dlgebra en C. La prueba de este teorema usa fuertemente
las propiedades del Hom interno. Ver Teorema 3.2.8.

En la seccién 3.3 se muestra como usando las técnicas desarrolladas en la seccion 3.2
se clasifican las categorias modulo sobre la categoria de representaciones de un algebra de
grupo de un grupo finito. Dicha clasificacién fue obtenida por Ostrik en [O1].

En la seccion 3.4 se introduce otro concepto fundamental, el de categoria dual. Se
muestra el calculo de ciertos ejemplos y algunas de sus propiedades basicas.

En el capitulo 4 se introduce la definicion de grupoide cuantico y ciertas propiedades
generales. Mostramos algunos ejemplos explicitos y ciertas nociones importantes como
modulo y comdédulo algebras, médulos de Hopf. En la seccion 4.4 se define la cohomologia
sobre grupoides cuanticos. Esta herramienta se utiliza para demostrar en el capitulo 7 la
sucesion exacta de Kac.

En el capitulo 5 se recuerda la definicion de estabilizador para comddulo algebras
sobre algebras de Hopf. Para cada H-comédulo algebra K y V una representacion de K
el estabilizador Stabg (V') resulta un H-mddulo algebra a izquierda.

Este objeto fue introducido por Yan y Zhu [YZ] con el propésito de estudiar acciones
de algebras de Hopf, generalizando la nocién de establizador para acciones de grupos.

Algunos calculos explicitos del estabilizador de Yan-Zhu se incluyen en la seccién 5.3.
La seccion 5.4 esta dedicada a probar la dualidad de Yan-Zhu:

Si K es un dlgebra cuasi-Frobenius entonces Stabggan, (v)(V) ~ K.

Ver Teorema 5.4.5. Este resultado depende fuertemente en la propiedad del doble
centralizador para algebras cuasi-Frobenius. Cabe notar que este resultado extiende los
resultados obtenidos en [YZ] donde se requiere que K sea semisimple.

La seccién 5.5 contiene resultados nuevos sobre el estabilizador de Yan-Zhu para el
caso donde K es una extensién Hopf-Galois de un algebra de Hopf.

En el capitulo 6 nos concentramos en el estudio de las categorias médulo sobre la cat-
egoria de representaciones de un algebra de Hopf H de dimensién finita. Mostramos como
para cada H-comodulo algebra, la categoria de representaciones es una categoria médulo
sobre Rep(H). La reciproca también es cierta. M4s especificamente en la Proposicién 6.1.1
de la seccion 6.1 se prueba lo siguiente:

Si M es una categoria mddulo exacta sobre Rep(H) entonces
M ~ Km
para cierta H-comodulo dlgebra K.
Luego, en la seccién 6.2 probamos que el Hom interno de la categoria médulo xm co-
incide con el estabilizador de Yan-Zhu para K. En las siguientes dos secciones se clasifican

las categorias modulo sobre el dual de un algebra de grupo de un grupo finito y sobre las
algebras de Taft.

Los resultados de los capitulos 5 y 6 forman parte del trabajo en preparacion [AM2].
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Los siguientes 4 capitulos estan dedicados al estudio de una familia especial de cate-
gorias tensoriales.

En una serie de trabajos Andruskiewitsch y Natale, [AN1], [AN2], introducen una
familia de grupoides cuanticos semisimples k7 construidos a partir de una clase general
de grupoides dobles 7 y ciertos datos de perturbacién ¥, y dando a fortiori una clase de
categorias tensoriales semisimples.

En este trabajo nos concentramos en el caso particular cuando 7 es un grupoide
doble vacante. Un grupoide doble vacante esencialmente proviene de un par de grupoides
apareados (V, H,>,<). El dato de perturbacién es un elemento en Opext(V, H).

En el capitulo 7 nos dedicamos primero a recordar la teoria de grupoides y mostrar que
la cohomologia de grupoides coincide con la cohomologia de grupoides cuanticos definida
en la seccion 4.4 para el caso de un algebra de grupoide. Luego se define el concepto de
grupoide doble vacante y se muestra como las nociones pares de grupoides apareados y
grupoides dobles vacantes son equivalentes.

Se muestra ademds que si (V,H,>,<) es un par de grupoides apareados entonces
existe un grupoide D y una factorizacion exacta D = V'H; es decir que todo elemento de
D se escribe como producto de un elemento de V y un elemento de H de manera tunica.
Reciprocamente toda factorizacion exacta induce un par de grupoides apareados.

Al final de capitulo en la seccién 7.8 definimos y probamos la sucesion exacta de Kac
para pares de grupoides apareados introducida en [ANT1].

En vista de los resultados del capitulo 7, el estudio de los grupoides dobles vacantes
puede llevarse a cabo mediante el estudio de las factorizaciones exactas de grupoides. Dicha
tarea la realizamos en el capitulo 8 donde se muestran ejemplos explicitos de factoriza-
ciones exactas. También mostramos como usando la sucesion exacta de Kac es posible
calcular el Opext(V, H) para ciertos casos, ver los ejemplos 8.1.2 y 8.2.3.

Los resultados de los capitulos 8 y 9 forman parte del trabajo [AM1].

En el capitulo 9 se muestra la construccién de un grupoide cuantico k?7 a partir de
un grupoide doble vacante 7 asociado a un par de grupoide apareados (V, H, >, <). Dicha
construccion fue definida en [AN1].

Uno de los resultados principales de este capitulo es que si la categoria Rep(k?7)
es de fusién entonces es de tipo grupo, es decir equivalente a una categoria de la forma
C(D,w,V,v), donde D es un grupo finito, V' C D es un subgrupo, w € H3(D,k*) y 1
una 2-cocadena para V tal que w = di). Ver Teorema 9.5.5.

La idea de la prueba es generalizar ciertas equivalencias de categorias validas para el
caso de grupos finitos al caso de grupoides. Uno de los puntos claves es la determinacion del
3-cociclo w. Probamos que el mismo proviene de la sucesién exacta de Kac para grupoides.

Los resultados del capitulo 9 forman parte del trabajo [MIN].

Finalmente en el capitulo 10 nos dedicamos al estudio de los grupoide trenzados.
Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo y R : V®V — V®V un operador lineal
inversible. Se dice que R es una solucion de la Ecuacién Cuéntica de Yang-Baxter (QYBE,
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por brevedad, por sus siglas en inglés) si
R12R13R23 — R23R13R12
donde, como es usual, R'? = R®id, R® = 1Ry R?® =" . r,®@1l®r' si R =Y, r,Qr".

El estudio de las soluciones de la QYBE, motivado por problemas en mecéanica es-
tadistica y topologia en dimensiones bajas, ha sido un tema central en algebra en los
ultimos 25 anos. Si R es una solucién de la QYBE y 7: V®V — V&V denota la trans-
posicién usual, entonces ¢ := R7 es una solucién de la ecuacion de trenzas, es decir

(0.0.1) (c®id)(id ®c)(c®id) = (id ®c)(c®id)(id ®c).

Por lo tanto, existe una correspondencia biyectiva entre soluciones de la QYBE y
soluciones de la ecuacion de trenzas.

Drinfeld observé en [D] que tanto la QYBE como la ecuacién de trenzas tienen sentido
si el espacio vectorial V' es simplemente un conjuntoy R: V xV — V x V es una funcion;
nuevamente, existe una correspondencia biyectiva entre soluciones de uno y otro tipo. El
llamé esta ecuacién la QYBE conjuntista y propuso su estudio como un problema signi-
ficativo. Notar que cualquier solucién de la QYBE conjuntista da lugar, por linearizacion,
a una solucién de la QYBE es la categoria de espacios vectoriales.

El problema de Drinfeld fue atacado por dos grupos de matematicos: Etingof-Schedler-
Soloviev, ver [ESS, S|, y Lu-Yan-Zhu, ver [LYZ1, LYZ2]. Ver también [EGS], donde
las soluciones indescomponibles en conjuntos con p elementos, p un nimero primo, son
clasificadas. En otro trabajo, Takeuchi da una presentacion alternativa de los resultados de
Etingof-Schedler-Soloviev y Lu-Yan-Zhu, con grupos trenzados jugando un papel central.

Ver [T1].

La ecuacién de trenzas (0.0.1) tiene sentido en cualquier categoria monoidal. Otra
categoria monoidal natural a considerar es la categoria Quiv (P) de carcajes sobre un
conjunto fijo P. La ecuacién de trenzas en Quiv (P) es llamada la QYBE en el contexto
de carcages, por abuso de notacién. Una solucién de la ecuacién de trenzas en Quiv (P) es
llamada un carcaj trenzado. Notar que cualquier solucion finita de la QYBE en el contexto
de carcajes da lugar, por linearizacion, a una solucién de la QYBE en la categoria de
bimoédulos sobre un algebra conmutativa separable.

El problema de caracterizar soluciones de la ecuacién de trenzas en Quiv (P) fue
atacado por Andruskiewitsch, ver [A]. En particular el Teorema 3.10 en loc. cit. muestra
que hay una correspondencia biyectiva entre

s Carcajes trenzados no degenerados A,
» pares (G, A), donde G es un grupoide trenzado y A es una representacion de G
con ciertas propiedades.

En otras palabras, los grupoides trenzados son una pieza fundamental de informacion
en la clasificacién de las soluciones de la QYBE en el contexto de los carcajes. De esta
consideracién surge naturalmente el problema de clasificar (o al menos caracterizar) los
grupoides trenzados.
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En este capitulo describimos la estructura de los grupoides trenzados. La estratégia
es reducir el problema al caso de un grupoide conexo y luego notar que todo grupoide
trenzado da lugar a una factorizacion exacta para luego usar los resultados del capitu-
lo 8. Especificamente en el Teorema 10.0.16 obtenemos que las siguientes nociones son
equivalentes:

= Grupoides trenzados coneros.

» Colecciones (D,V, H,~,$) donde D es un grupo finito, V' y H son subgrupos de
D isomorfos via ¢ : G = H, v : VN\D,/H — D es una seccion de la proyeccion
canonica tales que:

D = H VapH, 'y Vﬂsz_l = {1} paratodo z € D,
PeV D H
y ciertas compatibilidades.

Cabe mencionar que en ciertos trabajos se relaciona los grupos trenzados con defor-
maciones de dlgebras de Hopf semisimples triangulares. Ver [G], por ejemplo. Se espera
que el papel de los grupoides trenzados sea de igual importancia en el estudio de ciertas
deformaciones de los grupoides cuanticos.

Los resultados del capitulo 10 forman parte del trabajo [MM].



CAP{TULO 1

Notacién y preliminares

Denotaremos por K un anillo conmutativo arbitrario y por k un cuerpo algebraica-
mente cerrado de caracteristica cero. Usaremos el simbolo [] para denotar la unién dis-
junta de conjuntos.

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita, identificamos (V ® V')* con V* @ V*
via
(@ ® B0 @w) = (a,v){(F,w),
a, € V* v,weV.Si X esun conjunto, denotamos por KX el K-médulo libre con base
(X)xex- A la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre k la denotaremos
por vect.

Si G es un grupo finito y o € Z?(G,k*) es un 2-cociclo normalizado, es decir que

a(gh, f)o(g,h) = o(g,hf)o(h, f), o(g,1) =0o(l,g) =1
para todo g, h, f € G, el dlgebra de grupo torcida k,G es el algebra cuyo espacio vectorial
subyacente es kG con multiplicacién dada por

g-h=o0o(g,h)gh,  g,heq.

Para cualquier anillo A denotaremos por A* el grupo de elementos inversibles en A. Por
dalgebra entenderemos a un algebra asociativa y con unidad. Si B C A es una subalgebra
de Ay M es un B-médulo, se denotard Ind 3M = A®M el A-médulo inducido.

Si A es un algebra, denotaremos por 4 M, My v aM, la categoria de A-mddulos
a izquierda, a derecha y la categoria de A-bimoddulos, respectivamente. Analogamente se
denotard por sm, my y amy la categoria de A-médulos a izquierda, derecha y bimédulos
de dimensién finita sobre k. Denotaremos por L : A — End A y por R: A — End A la
representacion regular a izquierda, resp. a derecha, es decir L,(b) = ab, R,(b) = ba para
a,be A

Recordemos que un algebra A de dimensién finita sobre k se dice cuasi-Frobenius si A
es un objeto inyectivo con la representacién regular (a derecha o a izquierda). Ver [CRJ.

Todo médulo finitamente generado sobre un algebra cuasi-Frobenius es proyectivo si
y solo si es inyectivo. Ver [CR, Theorem. 58.14].

Un algebra A sobre un cuerpo E se dice separable si el dlgebra AY = A®QpF es
semisimple sobre F' para cualquier cuerpo F que sea una extension de E. Equivalente-
mente, un algebra A es separable si existe un elemento e € A® A llamado el elemento de
separabilidad que verifica

m(e) =1, (a®l)e = e(1®a),
13
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para todo a € A, donde m : AQA — A es el producto de A. Para més detalles ver [CRY.

Para coalgebras usaremos la notacion de Sweedler pero omitiendo el simbolo de suma-
toria: A(x) = zn) ® 22), si A es la comultiplicaciéon de la codlgebra C, z € C. Si
M es un C-comédulo a derecha (respectivamente a izquierda) con estructura dada por
p: M — M®C (resp. A : M — C®M) usaremos la notacién: p(m) = my®@m i) (resp.
A(m) = m_1)®myg)) para todo m € M.

Para la teoria general de dlgebras de Hopf usamos como referencia principal [Mo].
Recordemos algunas nociones y definiciones bésicas.

Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita con comultiplicacion A, counidad ¢ y
antipoda S.

Recordemos que H°P, respectivamente HP, es el dlgebra de Hopf con multiplicacion
opuesta, respectivamente con comultiplicacién opuesta. La antipoda de H°? y de HP es
S~!. Claramente existen isomorfismos de dlgebras de Hopf: H*P ~ [P*,

Las aplicaciones —: HQH* — H*, +—: H*® H — H* denotan las acciones obtenidas
por transposicion de la multiplicacién a derecha y a izquierda, y por ~—: H*®H — H*
y —: HRQH* — H* las correspondientes composiciones con la inversa de la antipoda. Es
decir,

(1.0.2) (a — a,b) = (v, ba) = (a ~— b, a),
(1.0.3) (b— a,a) = (a,S " (b)a), (o~ a,b) = (a,bS (a)),

a,b € H, a € H*. Denotaremos por L : H — End (H*) la representacion dada por — y
por R: H* — End (H) la representacion a derecha dada por <. Las acciones analogas de
H* en H son denotadas por los mismos simbolos. Notar que

a—h=(ahg)hy, h=a={hy)he,
a—h= <a,8_1(h(1))) h(2) h+—a= <a,8(h(2))> h(l),

a€ H*, he H.
Notar que para todo a € H*, h,t € H

(1.0.4) (ht) —a= (h — Oé(g))(t — 04(1)).
Si X,Y € Rep(H) entonces Hom (X, Y) es también un H-moédulo a izquierda via
(1.0.5) (h-T)(x) = hay - T(S(hw)) - ), re€X,he H T € Hom (X,Y).

Similarmente, si W, Z € My entonces Hom (W, Z) es también un H-mddulo a derecha
via

(1.0.6) (T h)(w) =T(w-S " (h))) - hay, weW,heH, TeHom(W,Z).
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1.1. Modulo y comoédulo algebras sobre algebras de Hopf

En esta seccion H denotara un élgebra de Hopf de dimension finita sobre k.

DEFINICION 1.1.1. Un H-mddulo dlgebra a izquierda es un dlgebra A munida de una
accion a izquierda - : H®A — A y se verifica lo siguiente. Para todo a,b € A,h € H

h-1 :S(h)l, h-(ab) = (h(l) -a)(h(g) -b).
Similarmente se definen H-maodulo dlgebras a derecha.

DEFINICION 1.1.2. Un H-comddulo dlgebra a izquierda es un &lgebra K munida de
una coaccion a izquierda Ax : K — H®K tal que para todo k,t € K

Ac(1) =101, Ag(kt) = Mg (k) Ak (t).

Analogamente se definen H-comddulo dlgebra a derecha. Es facil ver que las nociones
de H-modulo algebra a izquierda (resp. a derecha) y H*-comddulo dlgebra a derecha (resp.
a izquierda) son equivalentes.

Si A es un H-médulo el espacio de invariantes es A% = {a € A : h-a = ¢(h)a para todo h €
H}. Similarmente si K es un H-comédulo el espacio de coinvariantes se define como

Ko = {ke K : \k) = ko1}.

EJjEmPLO 1.1.3. e Si H es un algebra de Hopf entonces H* es un H-modulo
algebra con accion dada por —.
e Si V es un H-médulo entonces End (V') es un H-moédulo algebra con las acciones
descriptas en (1.0.5), (1.0.6).
e Si K es una subalgebra coideal de H entonces K es un H-comddulo dlgebra via

A.

DEFINICION 1.1.4. Si A es un H-mdédulo dlgebra un ideal I de A se dird H-estable

si h-1 C I para todo h € H. De la misma manera si K es un H-comddulo dlgebra via
d: K — HRK, un ideal I de K se dird H-coestable si §(I) C HRI.

Sera conveniente considerar la aplicacién lineal
L=L®id: H*®@Hom (U,W) — Hom (H*®U, H*@W) ~ End (H*)®@Hom (U, W),
es decir

L(a®[)(fou) = af®f(u),
para todo o, € H*, f € Hom (U, W),u € U.

Consideramos las acciones a izquierda de H en H*®@Hom (U, W), H*®U y H*QW
inducidas por la acciéon — de H en H* (y trivial en el segundo tensorando). En particular,
Hom (H*®@U, H*®@W) es un H-mdédulo.

LEMA 1.1.5. La funcion L tiene las siguientes propiedades:
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(i) es compatible con las composiciones, i. e. el siquiente diagrama es conmutativo:

(1.1.1)
Hom (H*®U, H*@W) x Hom (H*®@W, H*®Z) Hom (H*®U, H*®Z)

coc | |

H*®@Hom (U, W) x H*®@Hom (W, Z) HBCOMPOIN, - 11* @ Hom (U, Z).

composicién

(ii) £: H*®End W — End (H*®@W) es un morfismo de dlgebras.
(iii) £ es un homomorfismo de H-mddulos injectivo.

DEMOSTRACION. (i) y (ii) son inmediatos. Claramente L es inyectivo; preserva la
accion de H ya que L lo hace:

hay = (a(S(he) = B))
ﬁ) = LhAOf(ﬁ)a
sihe H, o, € H*. O

=
|
h
>
=
[
E
|
=
I
“
=
>
L
| =
[

La discusién anterior puede llevarse sobre la representacion regular a derecha. Con-
sideremos la aplicacion

R =id®R : Hom (U, W)®H — Hom (UQH, W®H) = Hom (U, W)®End (H)
definida por
R(f@h)(uxt) = f(u)Rth,
donde h,t € H, f € Hom (U, W),u € U.

Consideremos la accién de H* en Hom (U, W)®H, U H, W®H inducida por la accién
a derecha ~— de H* en H (y trivial en el primer tensorando), cf. (1.0.6).

También Hom (U®H, W®H) es un H*-mdédulo a derecha.

LEMA 1.1.6. La funcion R tiene las siguientes propiedades:

(i) R es compatible con las composiciones,
(ii) R : Hom (U, W)®H® — Hom (U®H,W®H) es un morfismo de dlgebras, y
(iii) R es un homomorfismo inyectivo de H*-mddulos.

DEMOSTRACION. Como antes, (i) y (ii) son claros. La funcién R preserva la accién
de H* ya que R lo hace:

(R — a)(t) = (Rp(t — S vz))) — ) = ((t — S ag))h) — aq
= (t ~ S o)) (h ~— aw) =th ~—a) = Ry_a(t),

si h,t € H, a« € H*. Aqui hemos usado (1.0.4). O
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1.2. Extensiones J-Frobenius
En esta seccion recordaremos la nocion de extensiones [3-Frobenius de algebras.

Sea A una k-algebra de dimensién finita. Si 3 : A — A es un isomorfismo de algebras
y V es un A-médulo a izquierda (o a derecha), denotaremos por gV (o Vj3) el A-médulo a
izquierda cuyo espacio vectorial subyacente es V' con accién de H dada por a-gv = f(a)v,
paratodoa € A, v e V.

Una inclusion de algebras B C A se llama una extension (-Frobenius si existe un
isomorfismo 4Ap — pHom g(pA,p B)g. Si este es el caso entonces existe una funcién
fr : A — B llamada el homomorfismo de Frobenius y colecciones (l;,7;)i=1..n C H
llamadas bases duales tales que

(1.2.1) a—Zfr (al;) Zlﬁ (fr(ra)), a € A,

y se tiene la siguiente identidad en A®pzA

(1.2.2) Z L@ra= Zal,@ i, a € A.

i=1

Se sabe que para cualquier inclusién de algebras B < A el funtor induccién es adjunto
a izquierda del funtor restriccion. Es decir que si W es un B-médulo y V' es un A-modulo
entonces existen isomorfismos naturales

Hom (W, Res 4V) ~ Hom 4(Ind W, V).

Este resultado usualmente se lo conoce como reciprocidad de Frobenius. En el caso de las
extensiones (-Frobenius el funtor restriccién posee un adjunto a derecha. En el siguiente
lema establecemos este resultado.

LEmA 1.2.1. [AN3, Lemma 3.4] Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. B < A es una extension 3-Frobenius a derecha.
2. Para todo B-mddulo W y todo A-mdédulo X existen isomorfismos naturales

¢* : Hom p(Res 5. X, W) — Hom 4(X,Ind % sW).

DEMOSTRACION. Para la prueba nos remitimos a [AN3, Lemma 3.4]. S6lo daremos
la férmula de ¢X y la de su inversa ya que nos serd 1til mas adelante.

Para cada a € Hom g(Res X, W), z € X
(1.2.3) X (a)(z) = Zz,@a(r

Su inversa ¢X : Hom 4(X,Ind 4 sW) — Hom z(Res 3 X, W) esta definida por

(1.2.4) o (u)(z) = (freid)u(x),
para todo u € Hom 4(X,Ind 5 sW). O
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Sea H un éalgebra de Hopf de dimensién finita y sea K una subélgebra de Hopf de H.
Entonces K C H es una extensién [-Frobenius, [FMS]. El homomorfismo de Frobenius
en este caso es

fr:H— K, fr(h) =MhaS " (A)hw),

donde A € H*, A € K son integrales no nulas. Para la definicion del isomorfismo [ ver
[FMS] o [AN3, Lemma 3.7].

Una consecuencia de que la extension K C H sea (-Frobenius es la siguiente.

PROPOSICION 1.2.2. Si P es un H-mddulo proyectivo entonces Res(P) es un K-
modulo proyectivo.

DEMOSTRACION. Sean P un H-mdédulo proyectivo, M, N K-médulos y w : M — N,
a : P — N morfismos de K-moddulos donde 7 es suryectivo.
Consideremos los morfismos de H-médulos
C(a): P —Ind(N), Ind¥(n):Ind% sM — Ind % 53N
donde este ultimo es suryectivo. Por ser P un H-moédulo proyectivo entonces existe un
morfismo de H-médulos 7 : P — Ind 2(M) tal que ¢(a) = Ind £ (7)y. Por la naturalidad

de o y por ser el inverso a ¢ implica que o = wo (7). Luego Res®(P) es un K-médulo
proyectivo.

O

1.3. Deformaciones de algebras de Hopf

En esta seccién introduciremos una nocion de deformacion de un éalgebra de Hopf

debida a Drinfeld.

DEFINICION 1.3.1. Un torcimiento para H es un elemento inversible J € (HQH)*
que satisface

(1.3.1) (A®idy)(J)(J®1) = (idg @A) (J)(1xJ),
(1.3.2) (e®id)(J) =1 = (id®e)(J).

Se usara la siguiente notacién: J = J'®@J? J7 = J il 2,
Siz € H* es un elemento tal que e(z) =1y J es un torcimiento entonces
(1.3.3) J* = Ax)J(x'®zt),
es también un torcimiento. Los torcimientos J y J* se dicen equivalentes por calibre.

Si J es un torcimiento para H entonces existe una nueva algebra de Hopf H” con la
misma estructura de algebra y la misma counidad que H, pero con comultiplicacién y
antipoda determinadas por

A(H) = J7IA(R) T, 87(h) = Q5'S(h)Qy,

para todo h € H. Donde Q; = S(J')J? es un elemento inversible de H con inverso

Q' =JIS(I),.
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Si J y J' son torcimientos equivalentes por calibre entonces las algebras de Hopf H,
H”' son isomorfas via
¢:H' — H”, ¢(h)=xhs™*,
para todo h € H.

1.4. Categorias abelianas

Recordemos ciertas definiciones béasicas.

Si Cy,Cy son dos categorfas abelianas, denotaremos por Fun (Cy,Cs) a la categoria de

funtores aditivos y exactos de C; a C,, cuyas flechas son las transformaciones naturales.
Ademas denotaremos End (C;) = Fun (Cy, Cy).

Sean C una categoria abeliana y M, N objetos en C. Un morfismo en la categoria
f: M — N se dice esencial si es suryectivo y para todo morfismo g : L — M tal que
f o g es suryectivo entonces g es suryectivo.

Un cubrimiento proyectivo de un objeto M de C es un par (P, f) donde f : P — M
es esencial y P es un objeto proyectivo.

Denotaremos por (P(M), f) al cubrimiento proyectivo de M. A veces se dejard im-
plicita la funcién f. Cabe notar que no en toda categoria abeliana existe el cubrimiento
proyectivo. Sin embargo si la categoria posee suficientes proyectivos, es decir que para
todo objeto X existe un objeto proyectivo P y un epimorfismo p : P — X, entonces
existen los cubrimientos poyectivos.

Un objeto simple es un objeto 0 # S € C tal que todo monomorfismo N — S es nulo
o es un isomorfismo. Si C es una categoria abeliana denotaremos por Irr(C) al conjunto
de clases de isomorfismo de objetos simples de C.

Llamemos a los objetos simples de C objetos de longitud 1, y definamos inductivamente
los objetos de longitud n como a aquellos objetos M € C para los cuales existe una sucesion
exacta en C

0—-U—-M-—->V —0,

donde U es de longitud n —1 y V' es un objeto simple. La definicién de longitud esté bien
definida por Jordan-Holder.

Sean M, N objetos de una categoria. Se dice que N es un subcociente de M si existe
otro objeto U munido de un epimorfismo M — U y un monomorfismo N — U. Un
subcociente simple es un subcociente que ademas es simple como objeto de la categoria.

Para cada objeto X € C denotaremos por [X] la clase de ismorfismo de X en C.
Recordemos que el grupo de Grothendieck de C, denotado por Ky(C), es el grupo
abeliano libre generado por las clases de isomorfismos de objetos de C sujetos a las rela-
ciones:

[X]=[¥Y]+1Z]
si existe una sucesiéon exacta0 - Y — X — Z — 0 en C.

El rango de C, que a veces denotaremos por rnk(C), es el rango del grupo de
Grothendieck.
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El siguiente teorema sera de frecuente uso durante esta exposicion.

TEOREMA 1.4.1. Sean Cy,Cs categorias abelianas. Un funtor F' : Cy — Cy es exacto si
y solo si posee adjuntos a derecha y a izquierda.

Recordemos los siguientes resultados debidos a Watts que nos serén ttiles a lo largo
del trabajo.

TEOREMA 1.4.2. Si A y B son k-dlgebras de dimensidn finita y F' € Fun (4 M, pM)
entonces existe un objeto C' € My y un isomorfismo natural F ~ C® 4 .

DEMOSTRACION. Ver [Wa, Thm 2]. O

TEOREMA 1.4.3. Sea F': oM — gM un funtor contravariante exacto a izquierda tal
que convierte sumas directas en productos directos. Entonces existe un (A, B)-bimédulo
C' y una equivalencia natural F' ~ Hom 4(?,C).

DEMOSTRACION. Ver [Wa, Thm 3]. O



CAP{TULO 2

Categorias tensoriales

Recordemos la definiciéon de categoria tensorial. Referencias sobre este tema pueden
encontrarse, por ejemplo, en [BK], [K].

Una categoria monoidal es una coleccién (C, ®,a,r,[,1), donde C es una categoria,
® : CxC — C es un bifuntor, 1 es un objeto de C, {axyz : (X®Y)®Z - X® (Y ®Z)},
{rx : X®1->X:XecObjlO)},y{lx:1®X — X :X € Obj(C)} son isomorfismos
naturales, sujetos al azioma del pentdgono, esto es

axy,zow OXQY,ZW — (idx ®CLY,Z,W) AxXy®zZW (CLX,Y,Z X idw),
para todo objeto X,Y, Z, W en C, y sujetos al axioma del triangulo:
(idX ®ly) ax1y = Tx & idy,

para todo objeto X,Y en C. Es decir que los diagramas

(XoY)®2Z) oW

ax,y,z®id AXQY,2,W

XYe2)W (XRY)®(Ze W)

XY oZoW))

lax,yc@z,w

Xo((Yeoz)eoWw)

idQay,z,w

ax,1,y

(2.0.1) (X)W X®(1eW)
XeW
son conmutativos para todo objeto X,Y, Z, W en C.

Dadas dos categorias monoidales Cy, Co, un funtor monoidal entre dichas categorias
es una terna (F,(,¢), donde F : C; — Cs es un funtor, (xy : F(X)®F(Y) — F(X®Y),
es una familia de isomorfismos naturales para todo X, Y € C;, y ¢ : 1 — F(1) es un
isomorfismo, tales que:

(2.0.2) Cxyoz(idrx) ®Cv,z)arx) Fy),rz) = Flaxy,z)(xev,z((xy®idrz)),
21
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(2.0.3) lrx) = Flx)Gx (9@ idpx)),

(2.0.4) TR(X) = F(TX)CX,l(idF(X) ®Q§),
para todo objeto X,Y, Z € C;.

Si (F,¢, ), (F', (", ¢") son funtores monoidales entre las categorias monoidales Cy, Cs,
una transformacion natural monoidal 0 : (F,(,¢) — (F',{’,¢') es una transformacién
natural 6 : F — F’ tal que para cualquier X,Y € C;

(2.0.5) 010 =¢', Oxev(xy = Cxy(Ox®0y).

Un isomorfismo monoidal natural es una transformaciéon monoidal natural que es un
isomorfismo natural.

Una equivalencia monoidal entre dos categorias monoidales Cy, Cs es un funtor monoidal
(F,(,¢) : C; — Cy tal que existe otro funtor monoidal (F’,{’, @) : Co — C; e isomorfismos
naturales monoidales 6, : F'o F' — id¢,, 05 : F' o F' — idg,.

Si (C,®,a,r,1,1) es una categoria monoidal, entonces la categoria (C,®°P,a®?,[,r 1)
es monoidal, donde a®® y ®°P : C x C — C se definen por

op _ op _ -1
XRPY =Y®X, axyz =0zyx;

para todo X, Y, Z € C. Esta categoria es llamada la categoria opuesta de C y usualmente
se la denota por C°P.

LEMA 2.0.4. SiC es una categoria monoidal entonces el conjunto End (1) es un anillo
conmutativo con la composicion.

DEMOSTRACION. Ver [K, Prop. XI.2.4]. O

Dado un objeto X en una categoria monoidal C un dual a derecha de X es un objeto
X* munido de morfismos

evx : X' ®X —1, coevy 11— X ® X",

tal que las composiciones

(2.0.6)
X D 1ex @ v o X @ X Y xeg(XreX) 200, xe1 TN X,
(2.0.7)

—1 -1

X* T xx X*®1 id ® coevx X*®(X®X*) aX*,X,X* (X*®X)®X* evx ®id 1®X* Ix* X*

son las identidades de X y de X* respectivamente.
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Los morfismos evy y coevx son llamados la evaluacion y coevaluacion respectivamente.
Analogamente se puede definir el dual a izquierda de un objeto X € C como un objeto
*X munido de morfismos

evy : XX — 1, coevy :1 —"X®X,

tal que las composiciones

(2.0.8)
X i Ay ev
X 2 Xl 89 Xt XeX) — % (X@ X )®X 25 19X 25 X,
(2.0.9)

-1
coevx a*xx X *X

Ly i ev
X X 1@ X L (X @X)@' X _d@eux

X(XQ*X) X1 —5 X,

son las identidades.

DEFINICION 2.0.5. Una categoria monoidal C se dice rigida si todo objeto de C posee
duales a derecha e izquierda.

Es facil comprobar que los duales de un objeto (si existen) son tnicos salvo isomorfis-
mo.

PROPOSICION 2.0.6. Sea C una categoria monoidal rigida. Las siquientes afirmaciones
se verifican.

1. El funtor ()*:C — C es exacto.

2. El producto tensorial. ® : C X C — C resulta exacto en ambos argumentos
3. 1"=1="1.

4. Fxisten biyecciones naturales

(2.0.10) Hom¢(X®Y,Z) ~ Home(X,Z®Y™), Hom¢(X,Y®Z) ~Home(Y*'®X,Z),
(2.0.11) Hom¢(X®Y,Z) ~ Home(Y,"X®Z), Home(X,Y®Z)~ Hom¢(X®*Z,Y)
para todo X,Y, Z € C.
DEMOSTRACION. Ver [BK], [K]. O

DEFINICION 2.0.7. Una categoria tensorial es una categoria abeliana k-lineal monoidal
y rigida, donde los funtores involucrados en la estructura monoidal y rigida (producto ten-
sorial, asociatividad, dualidad, etc.) son k-lineales.

DEFINICION 2.0.8. Un funtor tensorial entre dos categorias tensoriales es un funtor
monoidal k-lineal. Una transformacion natural tensorial entre dos funtores tensoriales es
una transformacion natural k-lineal.

EsempLo 2.0.9. (1) La categoria de espacios vectoriales de dimension finita vect |
es una categorfa tensorial con producto tensorial dado por ®, objecto unidad
k, asociatividad, isomorfismos de unidad a derecha y a izquierda estan dados
por las identidades respectivas. El dual de un espacio V' es el espacio V* =
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Hom |(V k), la evaluacién y coevaluacion coevy : k — VV*, evy : V'@V — k
estan determinadas por

coevy (1) = Zv,@ v, evy(fev) = f(v),

donde (v;), (v') son bases dualesde V, f € V* v e V.

(2) Si R es cualquier élgebra, la categoria de R-bimédulos rpMp es una categoria
monoidal. El producto tensorial esta dado por ®p y el objecto unidad es R. Los
morfismos de asociatividad isomorfismos de unidad a derecha y a izquierda estan
dados por las identidades.

No es dificil probar que un objeto M € g My posee dual a derecha ( respec-
tivamente a izquierda) si y s6lo si M es finitamente generado y proyectivo como
R-moédulo a derecha (resp. a izquierda).

Si R es una k-algebra semisimple, la categoria gpmpg resulta tensorial.

(3) Si A es una categoria abeliana k-lineal, la categoria de endofuntores exactos
End (A) es una categoria monoidal con producto tensorial dado por la composi-
cion de funtores. El objeto unidad es el funtor identidad. Los duales a derecha
e izquierda de un funtor vienen dados por los adjuntos a derecha e izquierda.
Como todo funtor exacto posee adjuntos a derecha e izquierda End (A) es una
categoria tensorial.

Una fuente principal de ejemplos de categorias tensoriales provienen de la categoria
de representaciones de un algebra de Hopf, como se explica en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 2.0.10. Sea H un &lgebra de Hopf sobre k. La categoria de H-modulos a
izquierda de dimensién finita ym posee una estructura tensorial como sigue. El producto
tensorial de dos objetos VW € gm es

VoW =V W,
donde la accion de H sobre VW esta dada via la comultiplicacién de H, es decir
h.(v@w) = h(l) . U®h(2) S w,

para todo h € H,v € V,w € W. El objecto unidad es k con acciéon de H dada via . Los
morfismos de asociatividad y unidad a derecha e izquierda son los mismos que para la
categoria de espacios vectoriales. El dual de un espacio V' es el espacio vectorial dual V*
con accion de H determinada por

(h- f)(w) = f(S(h) - v),
paratodo he Hyv eV, f e V™

De ahora en més, si H es un dlgebra de Hopf, denotaremos por Rep(H) en vez de ym
a la categoria de H-modulos a izquierda de dimensién finita para enfatizar la presencia
de la estructura tensorial.



2. CATEGORIAS TENSORIALES 25

LEMA 2.0.11. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y J un torcimiento para
H. Entonces el funtor (F,() : Rep(H) — vect| es tensorial. Donde F es el funtor de
olvido y (xy : X®Y — XQ®Y estd definida por

CX7y(£L'®y) = Jl ZU®J2 Y,
reX,yeY.

DEMOSTRACION. La identidad (2.0.2) es equivalente a (1.3.1). Las identidades (2.0.3)
y (2.0.4) son equivalentes a la condicién de normalizacién del torcimiento (1.3.2). O

DEFINICION 2.0.12. Sea C una categoria tensorial. Un funtor de fibra para C es un
funtor tensorial fiel y exacto F': C — vect|. Si R es un algebra separable, un R-funtor de
fibra para C es un funtor tensorial fiel y exacto F': C — rMp.

El Lema 2.0.11 nos dice que por cada torcimiento para un algebra de Hopf H existe
un funtor de fibra. También vale la reciproca.

No toda categoria tensorial proviene de la categoria de representaciones de un algebra
de Hopf. El siguiente ejemplo proviene de la teoria de cuasi-algebras de Hopf, tema que
no tocaremos en este trabajo.

EJEMPLO 2.0.13. Sea G un grupo finito y sea w € Z*(G,k*) un 3-cociclo normalizado.
Denotaremos por C(G,w) la categoria de espacios vectoriales G-graduados. Esta categoria
tiene estructura tensorial como sigue. Si V' = ®QEG Vo, vy W = ®QEG W, son objetos en
C(G,w), entonces

Vel = PVew),,
geG
donde (VeW), = @,,_, Va®W,. El objeto unidad es k concentrado en grado 1 (la

identidad del grupo). El morfismo de asociatividad esta dado por el 3-cociclo w, es decir
agyw : (URV)W — UR(V®W) esta definido como

apvw (u@v)@w) = w(g, h, f) u@(vEW),
donde u € Uy,v € Vy,w € Wy, g,h, f € G.

Se puede probar que C(G,w) no depende (salvo equivalencia tensorial) de la clase de
representante de w en H*(G, k*).

Para elecciones apropiadas de Gy w no existe ninguna algebra de Hopf H tal que la
categoria C(G,w) es equivalente tensorialmente a Rep(H ). Esto se demuestra notando que
para ciertos pares (G,w), la categoria C(G,w) no posee funtores de fibra. Ver observacion
6.4.3.

DEFINICION 2.0.14. Sea C una categoria tensorial. Un dlgebra en C es un objecto A de
la categoria munido de morfismos m : AQA — A, u : 1 — A que satisfacen los axiomas
de asociatividad y unidad, es decir

m(m®ida) = m(ida @m)aa aa, m(uidy) =4, m(ida ®u) = r4.
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Si A es un algebra en una categoria tensorial C denotaremos por Ca, 4C, 4C4 a la
categoria de A-moddulos a derecha, izquierda y bimddulos, respectivamente. Para ser més
precisos la categoria C4 consiste de objetos V' € C munidos de una flecha py : VA — V
en C tal que

(2.0.12) pv(py®ida) = py(idy @m)ay a4, pv(ida@u) =ry.
La primera igualdad dice que la accion a derecha es asociativa y la segunda que es unitaria.
Andlogamente la categoria 4C consta de objetos W € C munidos de una flecha Ay :
AW — W en C tal que
La categoria 4C4 consiste de ternas (V, py, Ay) donde (V,py) € Cay (V,Ay) € AC, es
decir se satisfacen las identidades (2.0.12) y (2.0.13) respectivamente y ademaés

Av(ida ®py)aav.a = pv(Av®@ida).

Las categorias C4, oC y 4C4 son nuevamente categorias abelianas k-lineales.

LEMA 2.0.15. Si A es un dlgebra en una categoria tensorial C entonces la categoria
AC4 es una categoria monoidal.

DEMOSTRACION. Para cada par de objetos V, W € 4C4 el producto tensorial V@4 W,
se define como el coigualador de las flechas

(pv@ ld), <1dV ®Aw)aV’A,W : (V@A)@W = V@W

El objeto unidad de ,C4 es A. Para cada V € 4C4 las acciones Ay : AQV — V| py :
V®A — V inducen morfismos de unidad a izquierda y a derecha A,V — V, VR4A —
V. Los detalles quedan para el lector. 0

No es cierto que la categoria 4C4 sea siempre un categoria tensorial, no siempre se
puede definir los objetos duales. Més adelante probaremos que si 4C4 es tensorial entonces
A es un objeto inyectivo como A-médulo a derecha, es decir A € C es un algebra cuasi-
Frobenius. Seria interesante saber si vale la reciproca.

PROPOSICION 2.0.16. Si C es una categoria tensorial entonces con el producto
V][W] = [Vew],
para todo objeto VW € C, Ky(C) es un anillo con unidad.

DEMOSTRACION. La buena definicién del producto sigue la exactitud del producto
tensorial ® en ambos argumentos, Proposicién 2.0.6. 0

DEFINICION 2.0.17. [EO] Sea C una categoria abeliana k-lineal. Diremos que C es
finita si

posee una cantidad finita de clases de isomorfismo de objetos simples;
todo objeto simple X posee un cubrimiento proyectivo P(X);

Los espacios Hom son de dimensién finita;

cada objeto es de longitud finita.



2. CATEGORIAS TENSORIALES 27

Si C es una categorfa finita entonces C ~ Rep(A) como categorias abelianas para
alguna algebra A de dimension finita.

Una categoria tensorial finita es una categoria tensorial cuya categoria subyacente
es finita y el objeto unidad 1 es suma directa de objetos simples.

La siguiente definicion parece ser parte del folklore del tema.

DEFINICION 2.0.18. Una categoria de multifusién es una categoria tensorial finita
C cuya categoria abeliana subyacente es semisimple.

Una categoria de fusion es una categoria de multifusién cuyo objeto unidad 1 es
un objeto simple.

Si H es un dlgebra de Hopf de dimensién finita entonces la categoria tensorial Rep(H)
de representaciones de dimensién finita de H es una categorfa finita; Rep(H) es una
categoria de fusién exactamente cuando H es semisimple.

En el siguiente ejemplo se muestra una familia fundamental de categorias tensoriales
introducidas por Ocneanu, ver también [O1, O2], [ENO].

EJEMPLO 2.0.19. Categorias tensoriales de tipo grupo. Sean G un grupo
finito, F' un subgrupo y sean w € Z3(G,k*) un 3-cociclo normalizado, ¢ € C?*(F,k*) una
2-cocadena normalizada tal que w|pxpxp = dip. El algebra de grupo torcida kyF' es el
espacio vectorial kF' con multiplicaciéon dada por

g-h =1(g,h) gh,

para todo g,h € F. Si ¢ no es un 2-cociclo, este producto no es asociativo, sin embargo
ky F' es un algebra en la categoria C(G, w). La graduacién de ky F' estd dada de la siguiente
manera;

(kyF)y=kgsige F, (kyF),=0sigé¢F

La categoria C(G, F,w, 1)) es definida como la categoria de k,, F' bimédulos en C(G, w).
El objeto unidad de esta categoria es kyF'. Dicho objeto es irreducible ya que las com-
ponentes homogéneas son de dimensién 1. Las categorias C(G, F,w, ) son categorias de
fusién.

Una categoria tensorial C se dice de tipo grupo si existe una equivalencia tensorial

C ZC(QF,W,W-

En [ENO] se conjetura que toda categoria de representaciones de un dlgebra de Hopf
semisimple es de tipo grupo. Esta conjetura establece una estrecha relacién entre la teoria
de grupos finitos y la teoria de algebras de Hopf.

Si C es una categoria tensorial finita usaremos repetidas veces el hecho de que P € C
es un objeto proyectivo (respectivamente inyectivo) si y sélo si el funtor Hom (P, ?) (resp.
Hom (7, P)) es un funtor exacto.

Veamos algunas propiedades de las categorias tensoriales finitas que necesitaremos en
la siguiente seccion.
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PROPOSICION 2.0.20. [EO, Prop. 2.1, 2.3] Sean C un categoria tensorial finita y X € C
un objeto cualquiera. Si P € C un objeto proyectivo entonces P* y PRX son ambos
proyectivos.

DEMOSTRACION. Como P es proyectivo el funtor Hom¢(P,?) es exacto. Ademads el
funtor 7®X™* es exacto, y como composiciéon de funtores exactos es exacto, resulta que
Hom ¢(P,?7®X*) ~ Hom¢(P®X,?)

es exacto y asi P®X es proyectivo.
Como Hom¢(P*,7) ~ Hom¢(1, P®?), tenemos que probar que este tltimo funtor es
exacto. Si
0—-U—-V-W=0

es una sucesion exacta entonces
0— PRU — PRV — PW — 0

es una sucesion exacta que se parte, ya que P®W es proyectivo, por lo anterior. Por lo
tanto al aplicarle el funtor Hom¢(1,7) vuelve a ser exacta, pues el funtor Hom¢(1,7) es
aditivo. 0

Hasta el final de esta secciéon C denotard una categoria de multifusion.

LEMA 2.0.21. Denotemos por 1 = @, 1, la descomposicion del objeto unidad en objetos
simples. Si 1 # j entonces 1; 2 1;.

Es decir que las multiplicidades de los objetos simples que aparecen en en el objeto
unidad son 1.

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.0.4 el anillo End (1) es conmutativo, luego ningin

sumando en la descomposicion de 1 por objetos simples puede aparecer mas de una vez.
O

LEMA 2.0.22. Para todo objeto simple X € C existen inicos i,j tales que

DEMOSTRACION. Como X ~ 10X ~ @;1,®X entonces existe un tnico i tal que

1,0X # 0y en tal caso X ~ 1;®X. La otra identidad se prueba de manera analoga.
OJ

DEFINICION 2.0.23. [ENO] Sea C una categoria de multifusién. Se denotard por C;;
a la subcategoria abeliana plena de C cuyos objetos simples X € C verifican que

1,0X #0, X®I1;#0.
Entonces hay una descomposicién C = @, ;Cij. El producto tensorial de C restringido
a estas subcategorias induce un funtor
X Cij X Cjk — Czk
En [ENOJ] se observa que las categorias C;; son categorias tensoriales de fusién y son
llamadas las componentes de fusion de C.



CAPITULO 3

Categorias modulo sobre categorias tensoriales

3.1. Generalidades

Asi como la nocién de categoria tensorial es una categorificacion de la nociéon de anillo,
las categorias modulos son una categorificacion de la nocién de médulo sobre un anillo.

Para el resto de la seccién fijamos una categoria monoidal (C, ®, a,r, [, 1). Por brevedad
a veces la denotaremos simplemente por C.

DEFINICION 3.1.1. Una categoria mddulo sobre C es una coleccion (M, ®,m, 1)
donde M es una categoria abeliana k-lineal, ® es un funtor biexacto ® : C x M — M,
{mxyu : (XQY)M - X YM): X, YeC MeM}, y{ly 1M — M:
M € M} son isomorfismos naturales tales que para todo X,Y,Z €Cy M € M

(3.1.1) mx.y.zem Mxey.zm = (Idx @My zm) mxyezm (axyz @ idy),

(312) <1dX ®lM)mX717M :TX®idM.

Es decir que los siguientes diagramas son conmutativos:

(3.1.3) (XeY)®2) oM
XoYeZ)oM (X®Y)®(Zo M)

lmx,m@z,M MXY,ZQM i

1d@m
X®(Y®Z) e M) e X® (Y ®((ZeM)
y
(3.1.4) (X®1) @M ey X® (1 M)
X ® M.

para todo X,Y,Z € Cy M € M.

Observar que hay un abuso de notacién al denotar por ® tanto el producto tensorial
en C como la “accién”de C en M.
29
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EJEMPLO 3.1.2. Sea A una categoria abeliana k-lineal, entonces A es una categoria
médulo sobre Fun (A, A) via la evaluacion; FQV = F(V), V € A F € Fun (A, A).

DEFINICION 3.1.3. Sean M y N categorias mddulo sobre C. Un funtor de cate-

gorias mddulo o funtor de entrelazamiento entre M y N es un par (F,c), donde
F: M — N es un funtor k-lineal y cx p : F(X ® M) — X ® F(M) es una familia de
isomorfismos naturales tales que

(3.1.5) mxy,rmCxey.m = (idx @cya)ex yemF (mxym),

(3.1.6) lranyerm = F(lar),

para todo X,Y € C y para todo M € M. El conjunto de todos los funtores de entrelaza-
miento entre M y A es denotado por Fun ¢(M,N).

Si (F,¢) : M — Ny (G,d) : N — R son funtores de entrelazamiento entonces
(GoF,b) : M — R es un funtor de entrelazamiento, donde bx r = dx,ronG(cxm),
XelC,MeM.

DEFINICION 3.1.4. Sean (F,¢),(G,d) : M — N dos funtores de entrelazamiento.
Diremos que los funtores (F, ¢) y (G, d) son equivalentes como funtores de entrelazamiento,
y se denotard (F,c) ~ (G, d), si existe un isomorfismo natural 6 : F' — G que hace que el
diagrama

F(XoM) 2 q(xeM)

(3.1.7) cx,Ml ldx,M
X@F(M) —— X®G(M),

idx ®0arr

sea conmutativo para todo X € C, M € M.

La definicién anterior no aparece en los trabajos de Ostrik ni en [EO]. Sin embar-
go parece razonable y va en concordancia con la definiciéon de transformacion natural
monoidal.

Dos categorias médulo M, N sobre C se dicen equivalentes si existen dos funtores de
entrelazamiento (F,c) : M — Ny (G,d) : N — M tales que FoG ~1Idy y GoF ~ Id
como funtores de entrelazamiento.

Sea My, My dos categorias mddulo sobre C. La suma directa de categorias M; @ My
es nuevamente una categoria médulo sobre C donde la accién es

CXMl@MQHMl@MQ, X®(M,N):(X®M,X®N)
Una categoria médulo M es indescomponible si no es equivalente a la suma directa de
dos categorias médulo no nulas.

LEMA 3.1.5. Las siguientes nociones son equivalentes.

(i) Estructuras de categoria mddulo (M, ®, m,l) sobre C.
(i1) Funtores tensoriales (F,(,¢) : C — End (M) exactos y fieles.
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DEMOSTRACION. Sea (M, ®,m,[) una categorfa médulo sobre C. Definamos F : C —
End (M) por F(X)(M) = X®M para todo X € C,M € M. El funtor F(X) es exacto
para todo X € C debido a la exactitud de ® : C x M — M en el segundo argumento
y F' es exacto por la exactitud de ® : C x M — M en el primer argumento. Para todo
X,Y €(C sea

Cxy : F(X)oF(Y) - F(X®Y),

definida por (Cxy), = myy para todo M € M. Definamos ¢ : F(1) — Id por
¢ar = Uy Laidentidad (2.0.2) es equivalente a (3.1.1) y la identidad (2.0.3) es equivalente
a (3.1.2). Luego (F,(,¢) : C — End (M) es tensorial. La construccién reciproca es ahora
bastante clara. O

Combinando el Lema 3.1.5 con el Teorema 1.4.2 tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.1.6. Sea R un dlgebra semisimple de dimension finita. Las siguientes
nociones son equivalentes.

(i) Estructuras de categoria mddulo de rRM sobre C,
(ii) R-funtores de fibra para C.

O

EJEmPLO 3.1.7. i) Toda categoria tensorial C es una categoria médulo sobre si
misma.

Maés generalmente, si D es una categoria tensorial y (¥, (,¢) : C — D es
un funtor tensorial entonces D es una categoria médulo sobre C de la siguiente
manera. La accién ® : C x D — D esta definida por X®V = ¥U(X) ® V, para
todo X €C,VeD, ymxyz: (XQY)®Z — X®(YRZ) esta determinado por

mxy,z = aw)wy),z((xy®idz).
ii) Si C es una categoria tensorial y A es un dlgebra en C, entonces la categoria C4
de A-médulos a derecha en C es una categoria médulo sobre C via:
Q:CxCy—Cy
(V,M)—V &M,
donde la accion a derecha de A sobre V' ® M esta dada sobre el segundo tenso-

rando, es decir pygy = (idy ®par)avara. En este caso mxyy = axyu, para
todo X,YC, M € Cy4.

iii) Si Rep(H) es la categoria de representaciones de dimension finita de un algebra
de Hopf H y K es un H-comdédulo dlgebra a izquierda via A : K — H ® K,
entonces la categoria de representaciones de K de dimensién finita, xm, es una
categoria modulo sobre Rep(H) como sigue:

®:C x KM —gm,
(X , V) — XV,

y la accién de K sobre X@ |V es k- (x®@v) := k1) - 2@k g) - v.
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iv) Si C es una categorfa de multifusién, recordemos la descomposicién C = €, ; C;;
descripta en lo tltimo del capitulo 2. Sea M, = @j Cji. Entonces el producto
tensorial de C induce una estructura de categoria médulo en M.

Sean H un algebra de Hopf y K un H-comddulo algebra. En las siguiente proposicion
explicamos cuando la categoria modulo gm es indescomponible.

PROPOSICION 3.1.8. gm es una categoria mdédulo indescomponible si y sélo si no
existen ideales bildteros I, J H-coestables tales que K = 1 & J.

DEMOSTRACION. Asumamos que K posee ideales bildteros I, J H-coestables tales
que K = I @ J. Como I, J son ideales H-subcomdédulos, las algebras cociente K/I y
K/J son H-comédulos dlgebras a izquierda. Las categorias médulo g/m y g/ ym son
subcategorfas médulo de gm. Dado M € gm, sean M; = {m € M : I.m = 0}, M, =
{m e M : Jm = 0}; claramente, M; € g/m y My € g/ym. Descomponemos 1 = i + j,
1e€l,jeJ. Seam & M; entonces m =im + jm. Yaque IJ CINJ =0, 3m e M,y
similarmente @m € Ms, por lo tanto M = M; 4+ M,. También, si m € M; N My, m = 0.
Esto muestra que M = M; & M, por lo tanto gm =~ g/ym X g/ym.

Asumamos que gm ~ M; x My, donde M, M5 son subcategorias médulo de x M.
Para todo M € gm existen M; € My My € My talesque M = M1 &M,. Sip: M — N
es un morfismo en gm entonces @(M;) C Ny, p(My) C Ns.

Considerando K € gm, existen J € My, I € M, tales que K = J& I. Claramente [ y
J son H-subcomddulo ideales a izquierda de K. Sea j € J y sea n; : K — K la expansién
de j, es decir nj(z) = zj, + € K. Como 7n; es un morfismo de K-médulos, n;(I) C 1.
Luego, IJ C I y I son ideales bilateros. Similarmente, J es un ideal bilatero.

Notar que estas construcciones son una la inversa de la otra.

0

A continuacién mostraremos algunos ejemplos mas concretos de categorias médulo.

EJEMPLO 3.1.9. Sea H un algebra de Hopf y J un torcimiento para H. Por el Lema
2.0.11 existe un funtor tensorial F : Rep(H) — Vect|. De acuerdo al ejemplo 3.1.7 (i)
existe una categoria médulo, que denotaremos por M, sobre Rep(H) cuya categoria
abeliana subyacente es la categoria de espacios vectoriales, en particular es de rango 1.

Si J* es un torcimiento equivalente por calibre a J entonces las categorias modulos
M, M = son equivalentes. La equivalencia la da el funtor de entrelazamiento (Fc) :
Mj; — M=, donde F(M) = M y para todo V € Rep(H),M € M, los isomorfismos
cym : VOIM — V@M estan definidos por

1

cym(v®@m) =7 - v@m,

v e V,m e M. En este caso la identidad (3.1.1) es equivalente a (1.3.3).

EJeEMPLO 3.1.10. [O1] Sea G un grupo finito y C := Rep(G) la categoria tensorial de
representaciones lineales de dimensién finita sobre k de G.

Para cada par (F,1), donde F' C G es un subgrupo y ¢ € Z2(F,k*) es un 2-cociclo
normalizado, existe asociado una categoria médulo M(F, 1)) sobre C. Como categoria
abeliana M(F, %) = | rm.
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Como kyF es un kG-comédulo élgebra via A : kyF' — kG®Rk,F, A(f) = f®f para
todo f € F, la estructura de categoria médulo en M(F, 1) es la del ejemplo 3.1.7 (iii).

La categoria médulo M(F, 1)) es indescomponible y no depende de la clase de repre-

sentante ¢ € H?(F,k*).

DEMOSTRACION. Que la categoria M(F, ) es indescomponible es consecuencia de la
Proposicién 3.1.8; ya que el dlgebra ky /' no posee ideales no triviales kG-coestables. De
hecho si 0 # I C kg F' es un ideal G-graduado, como la multiplicacién por los elementos de
F son isomorfismos y las componentes homogéneas de kyF' son de dimensiéon 1 entonces
necesariamente [ = ky I,

Ahora probemos que M(F,1) no depende de la clase de representante de ¢ en
H?(F,k*). Sea x : G — k* una l-cocadena, y sea 1)’ = 1 dy. Definamos el funtor
Q: M(F, ) — M(F, ) de la siguiente forma. Si M € M(F,v), Q(M) = M como
espacios vectoriales, pero la accion de F' esta dada como sigue. Sim € M,z € F ponemos

z>m = x(x)z-m.

Es facil probar que con esta accién M es un ky F-médulo. El funtor 2 da la equivalencia
de categorias médulo que buscabamos.

0

Ostrik probé que toda categoria médulo semisimple indescomponible sobre Rep(G) es
equivalente a una de éstas. Esto ultimo se demostrara en la seccion 3.3.

Supongamos que M es una categoria modulo sobre C.
LEmA 3.1.11. EL grupo de Grothendieck Ko(M) es un Ky(C)-mddulo via:
Ko(C) x Ko(M) = Ko(M), [X]-[M] = [XeM],
para todo X € C,M € M.

DEMOSTRACION. La buena definicién se deduce de la exactitud del funtor @ : C x
M — M. O

Antes de continuar probemos el siguiente resultado que sera utilizado més adelante.

LEMA 3.1.12. Sean A, B dlgebras en C y (F,c) : C4 — Cp un funtor de entrelazamien-
to. El objeto F(A) posee una estructura natural de A-mddulo a izquierda en C que hace
de F(A) un objeto en 4Cp

DEMOSTRACION. La estructura A-mdédulo a izquierda en F(A) estd dada por
(3.1.8) — A®F(A) = F(A), —=F(m)c,y,
donde m : A®A — A es la multiplicacién de A. Probemos que esta accién es asociativa,
esto equivale a probar la siguiente identidad:

F(m) eyl (m@id) = F(m) ¢y 4 (ida @F(m)cy ) aaara)-

Como m es un morfismo en C, la naturalidad de ¢ en el primer argumento implica que el
diagrama
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F((ARA)®A) 22224 (AR A)@F(A)

F(m®id) l lm@ id

F(ARA) ——  A®F(A),

CALA

conmuta. Similarmente, como F(m) es un morfismo en Cy4, la naturalidad de ¢ en el
segundo argumento implica que el diagrama

F(AR(ARA)) 2222 AQF(AQA)
F(id ®m)l lid QF (m)
F(ARA) ——  A®F(A),

CA,A

conmuta. Entonces tenemos que

F(m) cA 4 (m®id) = F(m) F(m®id) CZé@A,A

F(m) F(id®@m) F(a,a,4) Cagaa

F(m) F(id ®m) CZ}A®A (ida ®CZ}A) aA,A,F(A)

= F(m) CA,IA (ida ®F(m)c;}A) AAAF(A)-
La primera igualdad por el primer diagrama, la segunda por la asociatividad del producto
de A, la tercera por (3.1.5) y finalmente la cuarta por la conmutatividad del segundo
diagrama. Como — es un morfismo en Cpg, ya que es composicion de dos morfismos de
B-médulos, F(A) es un (A, B)-bimddulo.
La accion — es unitaria es consecuencia de la naturalidad de ¢ y de que del producto

de A posee unidad. O

Como consecuencia del Lema anterior tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.1.13. Dadas dos dlgebras A, B € C existe una equivalencia de cate-
gorias

ACp ~ Fun¢(C4,Cp).
DEMOSTRACION. Definamos los funtores
v Func(CA,CB) — ACB y D : ACB — Func(CA,CB)

de la siguiente manera. Sea (F, ¢) € Fun¢(Ca,Cp), entonces W(F, c) = F(A) con estructura
de A-médulo a izquierda como en (3.1.8).

Sea W € 4Cg, definamos ®(W) : C4 — Cp, P(W)(M) := M®,W para todo M € Ca,
con accion a derecha de B en el segundo tensorando. Para cada bimoédulo W y para cada
X €C, M € Cy definamos

Nt (X@M)@AW — X @ (MeaW), X ) ((z@m)@b) = 2@(m®b),
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para todo z € X,m € M,b € W. Estos mapas son isomorfismos naturales que hacen de
® (W) un funtor de entrelazamiento. Claramente este par de funtores da una equivalencia
de categorias.

OJ

Uno de los principales objectivos de la teoria es clasificar las categorias moédulo. Sin
embargo, este propdsito es demasiado amplio ya que, en particular, contiene al problema
de clasificar las dlgebras sobre k, pues toda algebra determina una categoria moédulo
sobre Vect |. Por esta razon solo se tomard en cuenta una clase fundamental de categorias
maédulo introducidas por Etingof y Ostrik, las llamadas exactas.

DEFINICION 3.1.14 ([EQ]). Una categorfa médulo M sobre C se dice exacta si para
todo objecto proyectivo P € C y todo objecto M € M, PQM es proyectivo.

LEMA 3.1.15. Toda categoria tensorial finita C considerada como categoria modulo
sobre si misma es exacta.

DEMOSTRACION. Sigue de la Proposicién 2.0.20. O

LEMA 3.1.16. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y sea K C H una subdlge-
bra de Hopf. Entonces la categoria modulo gm (como en el ejemplo 3.1.7 (iii)) es exacta

sobre Rep(H).

DEMOSTRACION. Sea P € Rep(H) un objeto proyectivo y sea M € gm. Un resultado
de Larson y Sweedler nos dice que toda élgebra de Hopf de dimensién finita es un dlgebra
de Frobenius, ver [Mo, Thm. 2.1.3], y por lo tanto, cuasi-Frobenius. En vista de este
hecho bastara con probar que P®|M es un objeto inyectivo en xm.

Sean U,V objetos en xm y LU =V, f U — P®M morfismos de K-mdédulos,
donde ¢ es inyectivo. Definamos f : UQ M* — P por

F = (idp ®@evy) (f®id),

donde evy; : MRM* — k es la evaluacién. Es inmediato comprobar que fes un morfismo
de K-modulos, donde aqui la estructura de K-médulo sobre M* es via la inversa de la
antipoda, es decir: (k- a,m) = (o, S~ (k) - m), para todo k € K, « € M*, m € M.

Como P es proyectivo como H-médulo, lo es también como K-mddulo, Proposicién
1.2.2, y por lo tanto es inyectivo. Luego existe un morfismo de K-médulos g que hace que
el diagrama

(3.1.9) U M —= > vVeM*
\ /

sea conmutativo. Luego, pongamos g : V — P®M el morfismo definido por

= Z g(vam")@m;,
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para todo v € V, donde (m;), (m') son bases duales de M y M* respectivamente. Nue-
vamente no es dificil comprobar que g es un morfismo de K-moédulos y que g¢ = f.
Asi P®@|M es un objeto inyectivo en gm.

O

Observar que toda categoria modulo semisimple es exacta. Si 1 € C es un objeto
proyectivo entonces toda categoria modulo exacta sobre C es semisimple. Si C es finita y
el objeto unidad 1 es suma de objetos simples, sigue que 1 € C es un objeto proyectivo si
y sélo si C es una categoria de multifusion.

Para el resto de la seccién asumiremos que C es una categoria tensorial finita y asumire-
mos que las categoria médulos en consideracion poseen una cantidad finita de clases de
isomorfismos de objetos simples, los espacios Hom son de dimensién finita y que todo
objeto es de longitud finita.

En la siguiente Proposicion se enumeran ciertas propiedades de las categorias modulos
exactas sobre categorias tensoriales finitas. Primero fijemos una notacién. Si (P(1), f) es
el cubrimiento proyectivo del objeto unidad y M € M, denotamos

(3.1.10) par s PD@M "% 19 =5 M.

Notar que para todo M el morfismo pj; es suryectivo por la exactitud de la accién ®.

PROPOSICION 3.1.17. [EO, Lemma 3.4, 3.5] Sea M una categoria mddulo sobre C
exacta. Entonces:

(i) La categoria M posee suficientes proyectivos, en particular es finita.
(ii) Todo objecto proyectivo de M es inyectivo y viceversa.

DEMOSTRACION. (i) Sea M € M un objeto arbitrario. Como M es exacta y P(1) un
objeto proyectivo, P(1)®M es proyectivo y el mapa py; : P(1)@M — M es suryectivo.

(ii) Comencemos probando la siguiente afirmacion.
AFIRMACION 3.1.17.1. Si P € C es proyectivo y M € M entonces PQM es inyectivo.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sean U,V € M, + : V < U un morfismo
inyectivo y f : V — P®M un morfismo cualquiera. Por la Proposicion 2.0.20 P* es
proyectivo y por lo tanto la sucesion exacta

0— Pav i peU - P*®Coker(t) — 0
se parte, ya que M es exacta. Entonces existe un epimorfismo 7 : P*®QU — P*®QV tal
que 7o (id ®t) = idpgy. Sea g : U — PRM la aplicacién definida como la composicion

U~ 10U 2089 (popiygU 22270, pe(PraU) -2, po(PraV) 427,

idp ®evp®ids
%

18, po(P*@PM) PR(1®M) ~ PRM

donde evp : P*®QP — 1 es la evaluacion y coevp : 1 — P®P* la coevaluacion. Es decir
que

g = (ldp ®ZM>(1dP XKevp® idM)(idp®p* ®f)(1dp ®7T)ap7p*7U(CO€Up® ldU>l(}1
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Es inmediato comprobar, usando los axiomas de rigidez y la naturalidad de [, que go ¢ =
f. O

Ahora, sea M € M un objeto proyectivo entonces existe ¢y : M — P(1)@M
monomorfismo tal que py o tpy = idys. Por la afirmacién 3.1.17.1 P(1)®@M es inyecti-
vo y por lo tanto M lo es.

Ahora sea () € M un objeto inyectivo. Probemos que es proyectivo. La transpuesta
de f: P(1) - 1 es un morfismo inyectivo

1~1" < P(1),

pues el funtor de dualidad es exacto, Proposicién 2.0.6 (1).

Por lo tanto @ ~ 1®Q) — P(1)*®Q), y como @ es inyectivo () es un sumando directo
de P(1)*®Q que es proyectivo pues M es exacta. Luego @) es proyectivo, y esto concluye
la prueba de la Proposicion.

O

OBSERVACION 3.1.18. La parte (ii) de la Proposicién 3.1.17 implica que si para alguna
algebra de dimension finita K, la categoria x M es una categoria moédulo exacta sobre
alguna categoria tensorial finita, entonces K es un algebra cuasi-Frobenius, ya que con la
representacion regular a izquierda es un objeto proyectivo.

COROLARIO 3.1.19. Sea C una categoria tensorial finita, si C4 es una categoria modulo
exacta entonces A es un objeto inyectivo como A-mddulo a derecha.

DEMOSTRACION. El corolario sigue de la Proposicién 3.1.17 (ii) ya que A € C4 es

claramente un objeto proyectivo.
OJ

PROPOSICION 3.1.20. [EO, Prop. 3.9] Sea M una categoria mdédulo sobre C. Entonces
M es suma directa de categorias modulo exactas indescomponibles.

Solo daremos el esquema de la demostracién siguiendo de cerca la idea de Etingof y
Ostrik.

En el conjunto Irr(M) introducimos la siguiente relacién: dos objetos U,V € Irr(M)
estan relacionados, y se denotard U ~ V si existe una funcién no nula (y por lo tanto
suryectiva) X®@U — V para algin X € C.

En [EO] se introduce otra relacién. Sin embargo la definida por los autores coincide
con la nuestra, ambas son conciliadas en el siguiente Lema.

LEMA 3.1.21. U ~V si y solo stV aparece como un subcociente de X®U para algun
XeCl.

DEMOSTRACION. Ver [EO, Lemma 3.8].

LEMA 3.1.22. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. Reflexividad: 10U ~ U.
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Simetria: Asumamos que U ~ V| y sea f: X®U — V un morfismo no nulo. f induce
un monomorfismo f : U — *X®V y como M es exacta el morfismo

idef: P(1)@U — P(1)(*XaV)

es inyectivo. Por la Proposicién 3.1.17 (ii) P(1)®U es inyectivo y por lo tanto existe un
epimorfismo 7 : P(1)®@(*X®V) — P(1)®U tal que 7 (id®f) = id. Esto implica que la
aplicacion

idp(l)* Qm e’l)p(l)®id
S AN

Py ®P1)@("XaV) P1)*®P(1)aU U

es suryectiva y por lo tanto no nula. Luego V ~ U.

Transitividad: Asumamos que U ~ V.,V ~ W ysean f: X®QU -V, g: YRV — W

no nulas, entonces

my,x,U d®f

(YoX)oU —% YR (XeU) —L YoV L W,

es no nula, pues es composicion de epimorfismos por la exactitud de la acciéon. Luego
U~W.
OJ

Entonces nos queda el conjunto Irr(M) particionado en calses de equivalencia:
Ir(M) = [[ R

Para cada ¢ definamos M; como la subcategoria plena de M que consiste de objetos
M cuyos subcocientes simples U pertenecen a R;. Claramente la clase de equivalencia de
los objetos simples de M; es R;.

LEMA 3.1.23. Para todo i la categoria M; es una categoria modulo exacta sobre C.
DEMOSTRACION. Ver [EO, pag. 11]. O

IDEA DE LA DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.1.20. Se prueba que M = @®;M;.

Para més detalles ver [EO, Proposition 3.9].
0J

La siguiente proposiciéon da una caracterizacion de las categorias médulo exactas.

PROPOSICION 3.1.24. Sean M, N dos categorias mddulo sobre C. Entonces M es
exacta si y sélo si todo funtor de entrelazamiento F: M — N es exacto.

DEMOSTRACION. Ver [EO, Prop.3.11] y [EO, Prop.3.16]. O

3.2. El Hom interno

Una de las herramientas principales en el estudio de categorias modulo es la nocion
del Hom interno. A lo largo de esta seccion se asumirda que C es una categoria tensorial
finita y que M es una categoria médulo exacta sobre C.
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DEFINICION 3.2.1. Para cada par de objectos M, My € M el funtor
Hom p(?®@My, M) : C — Vect

es exacto a izquierda y por lo tanto representable, Teorema 1.4.3. Se define a Hom (M;, Ms) €
C como el objecto representando dicho funtor, es decir que para todo X € C existen iso-
morfismos naturales

Hom ¢(X, Hom (M, Ms)) ~ Hom pm(X @My, Ms).

EJEMPLO 3.2.2. Ya vimos que toda categoria tensorial C es una categoria moédulo
sobre si misma. En este caso el Hom interno es Hom (X,Y) = Y®X* para todo X,Y € C.
En particular si C = Rep(H) es la categoria de representaciones de dimensién finita de
un algebra de Hopf H entonces para todo X,Y € Rep(H) Hom (X,Y) = Hom |(X,Y),
como H-modulos. Se puede verificar directamente que Hom | satisface los axiomas de
Hom interno.

Para cada par de objectos My, My € M existe una “evaluacion”
(3.2.1) evn, ar, - Hom (My, Mo)@M; — Mo,
que se obtiene como la imagén de la identidad bajo el isomorfismo
Hom ¢(Hom (M;, M), Hom (M, Ms)) ~ Hom n(Hom (M7, My)QMy, My).

Gracias a esta evaluacion, para tres objetos My, My, M3 € M podemos definir una com-
posicion
(3.2.2) Loty MM - Hom (M, Ms)®@Hom (M, My) — Hom (M, Ms),

que se obtiene como imagen de la aplicacion

evn, s (id ®evM1M2)mm(Mz,Mg),m(Ml,MQ),Ml
bajo el isomorfismo
Hom ¢(Hom (My, M3)®@Hom (M, M), Hom (M, M3))
~ Hom ((Hom (Ma, M3)@Hom (M, Ma))@ M, M;).

LEMA 3.2.3. [EO, pag. 13] Para cada objeto 0 # M € M el Hom interno A =
Hom (M, M) es un dlgebra en C con producto dado por puns - Ademds el funtor

Hom (M,?) : M — Cy
posee una estructura natural de funtor de entrelazamiento entre ambas categorias maodulo.

O
En particular, como consecuencia de la Proposicién 3.1.24 el funtor Hom (M, ?7) : M —
C4 es exacto.

En los siguientes ejemplos calcularemos el dlgebra Hom (M, M) para dos categorias
modulo especificas sobre Rep(H), H un dlgebra de Hopf de dimensién finita.
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EJEMPLO 3.2.4. Sea J € (H®H)* un torcimiento para H. Recordemos la estructura
de categoria médulo de M ; sobre Rep(H) del ejemplo 3.1.9. Sobre el espacio vectorial
H tenemos otra estructura de coalgebra, que denotaremos por H ), con comultiplicacion
dada por

Ay:H— H®H, Ajh)=J"Ah),

para todo h € H y con counidad dada por . Resulta ademds que H ;) es un H-mddulo
coalgebra con la accién regular a izquierda y por lo tanto (H())* es un H-médulo algebra
a izquierda. Resulta que

como H-médulo algebras.

La coalgebra H ) fue considerada por Movshev [Mov] para clasificar torcimientos en
algebras de grupo. Ver también [AEGN], [G].

DEMOSTRACION. Para cada X € Rep(H) definamos las funciones
¢x : Hom y(X, (H(y)*) — Hom | (X,k), x : Hom |(X,k) — Hom (X, H")
por
ox(a)(z) = a(z)(1), Yx(B)(@)(t) = B(t- ),
x € X,t € H. Estas transformaciones lineales son una la inversa de la otra. Esto prueba

que Hom (k, k) ~ (H )" como H-médulos. Veamos que via este isomorfismo la multipli-
cacion p de (H(y))* del Lema 3.2.3 coincide con la dual de la codlgebra H ).

En este caso la aplicacion evaluacion ev : (H ()" — k esta dada por ev = ¢ )+ (id).
Por lo tanto ev(a) = a(1). Luego u = ) e ) (ev(id ®ev)). Entonces si a, 3 €
(H(J))*, te

w(a®B)(t) = Y gy ey (ev(id ®ev))(a®B)(t)
= ev(id ®ev)(J ) = a®J e = B) = a(J Hw)B( ),

que es el producto dual de la estructura de coalgebra de H ). O

El siguiente ejemplo muestra como el Hom interno puede ser un objeto dificil de
calcular incluso cuando la categoria médulo es facil de describir.

EJEMPLO 3.2.5. Sea K C H una subalgebra de Hopf de H y por lo tanto K C H es
una extension (-Frobenius, ver seccion 1.2.

Como K es una subalgebra coideal de H, la categoria xm es una categoria modulo
sobre Rep(H) como en el ejemplo 3.1.7 (iii), y es exacta por el Lema 3.1.16.

Sea M € gm, entonces existe un isomorfismo de H-modulo algebras

(3.2.4) Hom (M, M) ~ Ind } sEnd (M).

Donde la accién a izquierda de H en Ind ggEnd (M) es via la regular en el primer tenso-
rando. Si a la clase de h®@U, con h € H, T € End (M), en Ind % sEnd (M) la denotamos
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por h®U, entonces la estructura de algebra es la siguiente:

(3.2.5) (h®T)(9eU) = Zl@ (fr(riph)) - T)(B(fr(rizg)) - U),

para todo h,g € H, T,U € End (M). Aqui la aplicacién fr : H — K es el homomorfismo
de Frobenius, y el isomorfismo 3 : K — K son como en la seccion 1.2 del capitulo 1. La
acciéon de K en End (M) es como en (1.0.5).

DEMOSTRACION. Para cada X € Rep(H) vamos a denotar por
¢~ : Hom g (Res £ X, End (M)) — Hom g (X®M, M),
al isomorfismo definido por
¢(a)(z@m) = a(r)(m),
para todo o € Hom g (Res £ X, End (M)), » € X, m € M. La aplicacion ¢ estd bien
definida, es decir que ¢(a) € Hom x(X®M, M) si a € Hom g(Res X, End (M)). De
hecho, si k € K, x € X, m € M, entonces
6% (@) (k- (x@m)) = ¢(a) (k) - 2@k - m) = alkq) - ) (k) - m)
= (k)(l) . oz(x))(k(g) m) = k‘(l) . Oé(ZE)(S(k‘(Q))k’(g) m)
=k a(z)(m) =k ¢" (a)(z@m).

La tercera igualdad es debida a que o es un morfismo de K-médulos. La inversa de ¢~
es el morfismo ¢* : Hom g (X®M, M) — Hom g(Res L X, End (M)) definido por

Pr () (x)(m) = y(z@m),
para todo v € Hom g (X®@M, M), x € X, m € M. Por lo tanto tenemos isomorfismos
(3.2.6) 0% : Hom 5 (X, Ind #sEnd (M)) — Hom x(X®M, M),

dados por % = ¢* X cuya inversa es (0%)~! = (XX, Recordemos que los mapas (X y
o estdn definidos por (1.2.3) y (1.2.4). La existencia de los isomorfismos (3.2.6) implican,
por el lema de Yoneda, que

(3.2.7) Hom (M, M) ~ Ind £ sEnd (M)

como H-médulos. Ahora, probemos que la estructura de &lgebra en Ind j sEnd (M) coin-
cide, via el isomorfismo (3.2.7), con la estructura de dlgebra en Hom (M, M) dada en el
Lema 3.2.3. Para esto calculemos el morfismo de evaluacién introducido en (3.2.1). Por
brevedad denotaremos A = Ind j sEnd (M).

AFIRMACION 3.2.5.1. El morfismo de evaluacion evyy : AQM — M estd determinado
por

eoar(h@T@m) = (B(fr(h)) - T)(m),
para todo h@T € A, m € M.
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DEMOSTRACION. Por definicién evy, = 64(ids) = ¢*(04(ida)). Luego si h@T € A,
m € M, entonces

coy (h@T®m) = ¢ (0 (id)) (h@T@m) = 0 (id ) (h&T) ()
= (freid)(haT)(m) = (B(fr(h)) - T)(m).

0
La multiplicacién de Hom (M, M) descripta en el Lema 3.2.3 estd definida por
p= (04N evy (id @evyr)) = (A9 WA (e (id @evar))).
Por lo tanto si h®T, g®U € A entonces
(R@T)(9@U) = (494 (v evn (id ®evar))) (h@T@gRT)

= > L@ v (evn(id Gevn) (r: - (h&T@gaD))

= Z ;@ A4 (evps (id @evpy) ) (ri(1yh@T @13 (2)gQU )

=Y L@ (evn (id @evn) ) (ri) hRT @ri(2)g@U)

=Y u® (BUr(rih) - T) (B(fr(riz9) - U).
0

DEFINICION 3.2.6. Decimos que un objeto M € M genera a M si para todo N € M
no nulo existe X € C tal que Hom y(X®M, N) # 0.

LEMA 3.2.7. Todo objeto simple de una categoria médulo exacta indescomponible M
es un generador.

DEMOSTRACION. Sea U un objeto simple de M y M € M un objeto arbitrario. Como
todo objeto de M es de longitud finita, entonces existe V' € M simple y un epimorfismo
f: M — V. Por ser M indescomponible todos los objetos en Irr(M) estén relacionados y
por lo tanto U ~ V; es decir que existe un objeto Y € C y una suryeccién 7 : YU — V.

Luego, por ser P(1)®Y ®U proyectivo, existe un morfismo « : P(1)QY®U — M tal
que foa =Topygy. Como T o pygy es suryectivo, y por lo tanto no nulo, el morfismo
a es no nulo. Luego Hom (X®U, M) # 0 con X = P(1)®Y.

OJ

El siguiente Teorema es debido a Etingof y a Ostrik, ver [EO, Thm. 3.17].

TEOREMA 3.2.8. Sea M una categoria modulo exacta sobre C, y sea M € M un

generador. Entonces el funtor Hom (M,?) : M — Cy4 es una equivalencia de categorias,
donde A = Hom (M, M).
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DEMOSTRACION. La idea de la demostracién es probar que el funtor Hom (M,?) :
M — C4 es fiel, pleno y que para cada objeto V' € C4 existe N € M tal que Hom (M, N) ~
V. Para los detalles de la demostracién nos remitimos a [EO], solo expliquemos porque
se requiere que M sea un generador de M.

Para probar que el funtor Hom (M, ?) es fiel Etingof y Ostrik usan que Hom (M, N) # 0
paratodo 0 # N € M. Esto es cierto pues si Hom (M, N) = 0 entonces Hom y(X®M, N) =
0 para todo X € C y esto contradice la definicién de que M sea un generador para M.

O

En la siguiente seccién se mostrara como este Teorema nos permite clasificar las cat-
egorias modulo exactas sobre ciertas categorias tensoriales particulares.

COROLARIO 3.2.9. Sea M wuna categoria modulo exacta sobre C, y sea M € M un
generador. Entonces todo ideal a derecha en C de A = Hom (M, M) es de la forma
Hom (M, N) donde N es un subobjeto de M.

DEMOSTRACION. Cuando M es exacta y M es un generador, bajo la equivalencia de
categorias médulo M ~ C,4 del Teorema 3.2.8 los ideales de A a derecha corresponden a
subobjetos de M. O

COROLARIO 3.2.10. [EO, Lemma 4.2] Si M una categoria mddulo exacta indescom-
ponible y M es un objeto simple de M entonces Hom (M, M) es un dlgebra sin ideales a
derecha (en la categoria) no triviales.

DEMOSTRACION. Como M es indescomponible y M es simple por el Lema 3.2.7 M
genera a M y de acuerdo con el Corolario 3.2.9 Hom (M, M) no posee ideales a derecha
en C.

O
3.3. Categorias médulo sobre un algebra de grupo.

Sea GG un grupo finito. Denotemos por H el algebra de grupo kG.

Si F C G es un subgrupo y o € Z?(F,k*) un 2-cociclo normalizado consideremos la
categoria modulo M(F, o) del ejemplo 3.1.10.

Recordemos que M(F, o) como categoria abeliana es la categoria de k,F-mddulos a
izquierda y la estructura de categoria médulo sobre Rep(H) es la siguiente:

R : Rep(H) X |, FM — |, FM, XV = X®|V,

X € Rep(H), V € |,rpm, donde la accién de F' sobre X®|V estd dada por g - (z®v) =
g-xRg-v,ge Flre XveV.

LEMA 3.3.1. Sea V' # 0 un objeto en M(F,0) entonces kGRpEnd (V) es un kG-

modulo dlgebra y existe un isomorfismo
Hom (V, V) ~ kG®rEnd (V),

donde la accién de F en End (V) esta dada como sigue: (h-T)(v) = h-T(h™'-v), para
todo T € End (V),v e V,h € F.



44 3. CATEGORIAS MODULO SOBRE CATEGORIAS TENSORIALES

En particular si V' es un generador de M(F, o) existe una equivalencia de categorias
modulo

M(F,0) ~ Rep(H)|GepEad(V)-

DEMOSTRACION. Si g € G,T € End (V') vamos a denotar por ¢g®T a la clase de gQT
en kG®pEnd (V). Sea {z;} un conjunto de representantes de coclases a izquierda de F'.

La estructura de kG-médulo algebra en kGRrEnd (V) es como sigue; la accién de G
es sobre el primer tensorando y el producto es

(2,8T)(2;@U) = &, (2,@T o U),
donde T, U € End (V).
Sean X € Rep(H) y V € M(F, o). Notemos que
Hom p(X®V, V) ~ Hom p(X, End (V)),
para esto basta con comprobar que las aplicaciones definidas por
¢ : Hom p(X®V,V) — Hom (X, End (V)), o¢(a)(z)(v) = alz®v),
- Hom p(X, End (V) — Hom p(X@V, V), ¢(8)(z@v) = f(x)(v),

para todo x € X,v € V, estan bien definidas y son una la inversa de la otra. Ademas la
reciprocidad de Frobenius, [CR2, Prop. 10.21], nos dice que

Hom (X, kG®rEnd (V)) ~ Hom (X, End (V)),
por lo tanto obtenemos isomorfismos
HOIHH(X, kG@FEIld (V)) ~ Hom F(X@V, V)

para cualquier X € Rep(H). Por definicién del Hom interno y por el Lema de Yoneda se
sigue que

Hom (V, V) ~ kG®rEnd (V),
como k, F-médulos. El producto de kG®pEnd (V') via este isomorfismo, coincide con el
producto de Hom (V; V') dado en el Lema 3.2.3. O

El siguiente teorema es debido a Ostrik, ver [02, Thm.2]. Reproducimos la demostracién
por completitud.

TEOREMA 3.3.2. Si M es una categoria modulo exacta indescomponible sobre Rep(H)
entonces existe un subgrupo F de G y un 2-cociclo normalizado o € Z*(F,k*) tal que

M= M(F.0)

como categorias modulo. Las categorias modulo M(F, o), M(F',c") son equivalentes si y
sélo si los pares (o, F), (o', F') son conjugados via la accion adjunta de G.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.2.8 existe un H-mdédulo algebra A de dimensién
finita tal que

M ~ Rep(H)a
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como categorias médulo. Por el Corolario 3.2.10 se puede elegir a A de tal manera que no
posea ideales a derecha H-estables. Como H es semisimple el radical de Jacobson J(A)
es un ideal H-estable, [Li, Theorem 3.1], y por lo tanto A es semisimple.

AFIRMACION 3.3.2.1. Toda H-mddulo dlgebra semisimple sin ideales a derecha H -
estables es isomorfa a kGRpEnd (V) para algin subgrupo F de G, algin 2-cociclo nor-
malizado o y una representacion V' de Kk, F'.

Esta afirmacién junto al Lema 3.3.1 concluyen la prueba del teorema.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sea A un H-mddulo dlgebra semisimple sin
ideales H-estables. Sea [ el conjunto de idempotentes centrales primitivos de A, entonces
(G actua transitivamente en I ya que A no posee ideales H-estables.

Elijamos e € A un idempotente central primitivo. Sea F' = {g € G : g-e = e}.
Claramente F' es un subgrupo de G. Entonces kG®pr eA ~ A. Las aplicaciones

Y :kGR®peA — A, ¢: A —-kGRpeA,
definidas por
U(g®ea) = (g-€)(g-a), ((g-e)a) = g®g "a,
estan bien definidas, una la inversa de la otra.
Como eA es un dlgebra de matrices, digamos eA = End (V') para cierto espacio vecto-

rial V', invariante por la acciéon de F', por Skolem-Noether, esta accion es interior. Entonces
existe una funcién 7 : F' — End (V') definida por

f-T=n(f)oTor(f),
para todo F' € F', T € End (V). Como la accién de F es asociativa se puede demostrar
que 7(f)m(g)m(g~tf~1) esta en el centro de End (V) para todo f,g € F y por lo tanto

m(f)m(g)m(g~ f7) = o(f,g) idv
para cierta funcién o : F' x F' — k*. Facilmente se puede demostrar que o es un 2-cociclo
normalizado. Lo cual termina la demostracion de la afirmacion. O

OJ

3.4. La categoria médulo dual

Otra herramienta fundamental en el estudio de las categorias médulo es la categoria
dual. En cierto sentido, la nocién de categoria dual es la categorificacién de la nocién de
centralizador de un algebra.

La nocién de categoria dual ha sido fructifera en [O2], donde se usa esta herramienta
para calcular categorias modulo sobre el doble de Drinfeld de un grupo finito.

DEFINICION 3.4.1 ([01],[02]). Sea M una categoria médulo exacta sobre C. La cat-
egorfa tensorial dual es C}, := Fun¢(M, M), donde el producto tensorial esta dado por
la composicion de funtores modulo y el objeto unidad es el funtor identidad.
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Esta categoria es de hecho tensorial, es decir que existen objetos duales a derecha e
izquierda, ya que, por la Proposicién 3.1.24, todo funtor de entrelazamiento F' : M — M
es exacto y por el Teorema 1.4.1 posee adjuntos a derecha y a izquierda.

Calculemos la categoria dual para un caso particular.

Recordemos que si H es algebra de Hopf de dimensién finita entonces la categoria de
espacios vectoriales es una categoria médulo exacta sobre Rep(H) via el funtor de olvido
Rep(H) — vecty.

PROPOSICION 3.4.2. Se tiene una equivalencia tensorial
Rep(H)} oty = Rep(H*°P).

vect)

En realidad verificaremos que Rep(H)? ., =~ ! M. Primero, probemos el siguiente re-

sultado. Si V' es un H-comédulo a izquierda definimos (®(V),c) : vect] — vect| de la
siguiente forma. Para todo X € Rep(H), M € vecty, ®(V)(M) = V@M y los isomorfis-
mos cx,v 1 VI XM — X® V@M se definen por

cx,m(VRTR@M) = v(_1) - TRV (0) @M,
para todo x € X,v € V.m € M.
LEMA 3.4.3. El funtor (P(V'),c) es un funtor de entrelazamiento.
DEMOSTRACION. Tenemos que probar que se verifica

cxeym = (idx ®@cyam)ex yenm,
para todo X,Y € Rep(H), M € vect|. Sean x € X,y € Y,v € V,m € M, entonces

(idx ®cy,m)exyem (V@2@y@m) = (idx @cy,m)(v(-1) - T&V0)QY&m
= V(-1) * TRV(0) (1) - Y&V(0)(0) @M
= V(-1)(1) * TOV(-1)(2) - YOV (0)®M
= V(1) " (x®y)®v(o)®m = cxoey,m (VRTRYRM).
O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.4.2. Sea (F,c) : vect] — vect; un funtor
de entrelazamiento. Por el Teorema 1.4.2 existe un espacio vectorial V' tal que F(M) =
V@M. Probemos que V' es un H-comdédulo a izquierda. Sea A : V. — H®|V definida por

A(v) = cp | (vR1).
La naturalidad de ¢ implica que
(e®idVek)cn, = ¢p,1(idy ®e®idy).
Esto implica que (e®id)A = idy . Si u : k — H denota la unidad y A : H — H®|H el
coproducto de H, de nuevo usando la naturalidad de ¢ obtenemos que
(3.4.1) (idg @idy ®u) ey, = cpu (idy ® idy ®u),
(3.4.2) cuen,| (idy ®A) = (A®idy) ch ).
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Entonces

= <1dH ®CH7|) CH H (ldV ®u®u)
= CH®H,| (ldv ®U®U) = (A@ ldv) CH,| (ldv ®U) = (A@ ldv) A

La primera igualdad por definicién de A, la tercera por (3.4.1), la cuarta por (3.1.5) y la
quinta por (3.4.2) ( ya que A(1) = 1®1). Es inmediato comprobar que las construcciones
anteriores son reciprocas y dan una equivalencia de categorias tensoriales.

0

EJEMPLO 3.4.4. Sea R un &lgebra semisimple y sea C = gpmpg. Entonces M = gpm es
una categorfa modulo exacta sobre C y se tiene que C}, ~ C.

PROPOSICION 3.4.5. Sea C una categoria tensorial. Sea A un dlgebra en C y M = Cy
la categoria mddulo como en el ejemplo 3.1.7 (ii). Asumamos que M es ezacta, entonces
las categorias Chy, (4Ca)P son tensorialmente equivalentes.

DEMOSTRACION. Sigue de la Proposicién 3.1.13. O

EJEMPLO 3.4.6. Por el Lema 3.1.15 C es una categoria médulo exacta sobre C y se
tiene que Cj ~ C°P.

DEMOSTRACION. Tenemos que C ~ C; como categorias médulo sobre C, por lo tanto
por la Proposicién 3.4.5 tenemos que

Ch o (1C1)P = C°P.
O

Fijemos C una categoria tensorial finita y M una categoria médulo exacta sobre C.
Asumamos que M = @, M, donde cada M, es una categoria médulo exacta indescom-
ponible sobre C. Para cada i denotamos por P, : M — M el funtor de entrelazamiento
que proyecta M en M;.

La siguiente Proposicién retine resultados obtenidos por Etingof y Ostrik. Més pre-
cisamente, ver [EO, Lemma 3.24], [EO, Lemma 3.25], [EO, Thm. 3.27] y [EO, Lemma
3.30].

PROPOSICION 3.4.7. La siguientes propiedades se verifican.

(i) Cada P; € C}, es un objeto simple y el objeto unidad 1d € C}, es suma directa
de los P;.
(ii) La categoria M es categoria mddulo exacta sobre Ch.
(iii) Si N es una categoria mddulo exacta sobre C entonces Fun (N, M) es una cat-
egoria modulo exacta sobre C,.
(iv) Ewiste una equivalencia tensorial candnica entre C y (Chy) -

DEMOSTRACION. Sélo explicaremos la idea de la demostracién para los puntos (ii),

(ii).
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La estructura de categoria médulo de M sobre Cj, es la siguiente. La accién & : C}, x
M — M esta dada por la evaluacién: FQM = F(M), para todo F' € Ci, M € M. En
otras palabras, la accién de C}, es simplemente la restriccién de la accién de Fun (M, M).

Si N es una categoria médulo sobre C la estructura de categoria médulo de Fun ¢ (N, M)
sobre C}, viene dada por la composicién, es decir F®G = FoG donde F' € Fun¢(M, M), G €
Fun¢(N, M).

O

En particular la parte (i) del Lema 3.4.7 implica que si M es una categoria médulo
exacta indescomponible entonces el objeto unidad de C}, es simple.

TEOREMA 3.4.8. Sea M una categoria modulo exacta sobre C. Entonces

1. Las aplicaciones N' — Fun (N, M) y N' — Funcs (N, M) son biyecciones entre
las clases de equivalencia de categorias modulo exactas sobre C y sobre Cy,. Estas
funciones son una la inversa de la otra.

2. Sea M = C4 para algun dlgebra A € C. La aplicacion Cg — gCy, donde B € C es
un dlgebra, es una biyeccion entre las clases de equivalencia de categorias modulo
exactas sobre C y sobre (4C)°P.

DEMOSTRACION. (1) Ver [EO, Thm 3.31]. (2) Se deduce de la parte (1) usando las
identificaciones de la Proposicion 3.4.5 y de la Proposicién 3.1.13. O

Como consecuencia de el Teorema 3.4.8 y la Proposicién 3.4.2 tenemos el siguiente
resultado.

COROLARIO 3.4.9. Existe una biyeccion entre el conjunto de clases de equivalencia de
categorias modulo exactas sobre Rep(H) y sobre Rep(H™).

DEMOSTRACION. En vista de la Proposicién 3.4.2 el Teorema 3.4.8 implica que existe
una biyeccién entre el conjunto de clases de equivalencia de categorias modulo exactas
sobre Rep(H) y sobre Rep(H);,, =~ Rep(H"P). Por el ejemplo 3.4.6 y nuevamente el
Teorema 3.4.8 existe una biyeccion entre el conjunto de clases de equivalencia de categorias
moédulo exactas sobre Rep(H*) y Rep(H*)°P ~ Rep(H*°P).

O



CAP{TULO 4

Grupoides Cuanticos

4.1. Propiedades generales de los Grupoides Cuanticos

Las algebras de Hopf débiles, o grupoides cuanticos fueron introducidos en [BNS,
BSz] sin embargo en este trabajo utilizaremos las notaciones y convenciones de [NV].

Algebras de Hopf débiles sobre anillos conmutativos, como las algebras de grupoides, son
consideradas en [BW].

Una bidlgebra débil sobre K es una coleccién (H, m, A), donde (H, m) es una K-édlgebra
asociativa con unidad y (H,A) es una K-codlgebra coasociativa con counidad e, tal que
se satisfacen los siguientes axiomas:

(4.1.1) A(ab) = A(a)A(b), Va,b € H.
(4.1.2) A1) = (A1) AAL)=1A1) (A1) ®1).
(4.1.3) e(abc) = e(abgy)e(b)yc) = e(abey)e(buyc), Va,b,c € H.

Una bialgebra débil H es un dlgebra de Hopf débil o un grupoide cudntico si existe un
operador lineal S : H — H que verifica

(4.1.4) m(id @S)A(h) = (e ®id) (A(1)(h @ 1)) =: &(h),
(4.1.5) m(S @ id)A(R) = (id ®e) (1 ® h)A(1)) =: e,(h),
(4.1.6) m® (S ®ideS)A? = S,

para todo h € H. Las aplicaciones ¢, €; son llamadas, respectivamente, la fuente y el final,
sus imagenes son llamadas las subalgebras fuente y final, y se denotan respectivamente
por Hy y H;.

En general trabajaremos bajo la hipdtesis que H es proyectivo sobre K.

Un grupoide cudntico es un dlgebra de Hopf en el sentido usual si y sélo si A(1) = 1®1,
si y s6lo si € es un morfismo de algebras. En tal caso las subalgebras fuente y final coinciden
con K1.

EJjEMPLO 4.1.1. Sea G == P un grupoide. El algebra de grupoide KG posee una
estructura de &lgebra de Hopf débil via: A(g) = g® g, €(g) = 1, S(g) = g~ !, para todo
g € G. La subdlgebra final de esta algebra de Hopf débil coincide con la subdlgebra fuente
y es KP := ®pepk idp.

49
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EJEMPLO 4.1.2. Sea R un algebra separable y sea e € RQR el elemento de separabil-
idad simétrico de R. Sea w € R* el elemento definido univocamente por

(w®id)e = (id ®w)e = 1.

Se puede chequear que w es la traza de la representacion regular a izquierda de R. Para
el elemento e usaremos la notacién estdndar e = e() ®e(2),

Sea H = R°’®R. La estructura de algebra sobre H es la del producto tensorial de
algebras, la comultiplicacién, counidad y antipoda estan dadas por

(4.1.7) A(z®y) = (20eD)2 (@ ®y),
(4.1.8) e(z®y) = w(zy),
(4.1.9) S(z®y) =y,

para todo z,y € R. Con esta estructura resulta que H es un algebra de Hopf débil.
En los siguientes lemas se enumeran ciertas propiedades técnicas que verifican los
grupoides cuanticos.

LEMA 4.1.3. Sea H un grupoide cudntico, y sean h,h' € H, z € H;, w € H,, entonces

(4.1.10) ei(z) =2, es(w) =w,
(4.1.11) A(Z) = 1(1)Z®1(2), A(w) = (1)®w1(2),
(4112) gt(hgt(h,)) = St(hh,).
DEMOSTRACION. Ver [NV, Prop. 2.2.1]. O

LEMA 4.1.4. Sea H un grupoide cudntico de dimension finita sobre k. Entonces;

(i) Las subalgebras final y fuente son subalgebras coideales de H que conmutan entre
st.
(ii) La antipoda es tnica y biyectiva, también es un antimorfismo de dlgebras y de
coalgebras.
(iii) Se tiene que Soes=¢,08, ySoey =¢e,08. La restriccion de S |g,: Hy — H,
es un anti-isomorfismo de dlgebras.

DEMOSTRACION. [NV, Prop 2.2.2], [NV, Prop 2.3.1], [NV, Prop 2.3.2]. O

Si H es un grupoide cuantico entonces H posee una estructura de H;-bimédulo via
z.haw = zhw para h € H, z,w € H; y la subalgebra final H; posee una estructura de
H-modulo a izquierda con estructura dada por:

(4.1.13) haw = e(hw),

para todo h € H, y w € H,. Las ecuaciones (4.1.10), (4.1.12) implican que esta accién
restringida a H; es la representacion regular a izquierda. El siguiente Lema serd tutil mas
adelante.
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LEMA 4.1.5. Sea H un grupoide cudntico, H; su subdlgebra final, M un H;-médulo
a izquierda y N un H-modulo a izquierda. Entonces H Qp, M posee una estructura de
H-maodulo a izquierda via multiplicacion en el primer tensorando y existen isomorfismos
naturales

Hom y(H ®p, M, N) ~ Hom g, (M,Resfj N).
Para cualquier Hi-modulo proyectivo M, el H-mddulo H @y, M es proyectivo.
DEMOSTRACION. Los isomorfismos naturales deseados estdn definidos por
¢ : Hom (H ®p, M, N) — Hom g, (M,Res ;. N), ¢(f)(m) = f(1®@m),
¢ : Hom 7, (M, Res jj, N) — Hom g (H ®p, M,N), ¥(g)(h ® m) = hg(m),
para todo h € H, m € M. La dltima afirmacién sigue de la primera. 0

OBSERVACION 4.1.6. Si K = k es un cuerpo entonces por [NV, Prop. 2.3.4] la subélge-
bra final es separable con elemento de separabilidad dado por

€y = 5(1(1))@)1(2).

Por lo tanto H; es semisimple y luego todo H;-moédulo es proyectivo. En este caso, si
H; es conmutativa H es un dlgebra de faz en el sentido de Hayashi [H].

DEFINICION 4.1.7. ([ENO]) Un &lgebra de Hopf débil se dice regular si el cuadrado
de la antipoda S? es la identidad en las subalgebras final y fuente de H.

Una de las propiedades fundamentales de las algebras de Hopf débiles es que proveen
ejemplos de categorias tensoriales.

PROPOSICION 4.1.8. Sea H un grupoide cudntico sobre k. Entonces la categoria de
representaciones de dimension finita de H, Rep(H) es una categoria tensorial rigida.

DEMOSTRACION. Solo daremos un esquema de la demostracién. Para més detalles ver
[BNS], [NV]. Si V,WW € Rep(H) el producto tensorial se define como
VoW ={z e VoW : A(l)z = x}.

Como A(1) es un idempotente, VW = A(1)(V®|W). Los isomorfismos de asociatividad
son las identidades. La subalgebra final H; es el objeto unidad con estructura de H-modulo
dada en (4.1.13).

Usando la antipoda se puede proveer a cada objeto en Rep(H) de un dual. Dado V' €
Rep(H) el espacio dual V* = Hom | (V, k) donde la accién de H sobre V* estd determinada
por

(h-a)(v) = a(S(h) - v),
para todo v € V,h € H,a € V*. Los morfismos de evaluacién y coevaluacion son
evy : V*QV — H;, coevy : H — VRV™,

evy (32, ci®@w;) = 37, ai(la) - vi)l), ¥ coevy(z) = 2z - (3°;v;@07). Donde 3=, a;@w; €
V*QV, z € Hy y (vj), (v?) son bases duales de V' y V* respectivamente. O
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DEFINICION 4.1.9. Un grupoide cudntico H se dice conexo si Z(H) N H; = k1, se
dice coconexo si el grupoide cuantico H* es conexo, y se dice biconexo si H es conexo y
COCONEXO0.

La proposiciéon [BNS, Prop.2.15] implica que H es conexa si y sélo si H; es irreducible
como H-modulo. Por ejemplo, el algebra de un grupoide kG es un grupoide cuéantico
conexo si y solo si el grupoide G es conexo; y es coconexa solo cuando G es un grupo.

Notar que:

e si H es de dimensién finita Rep(H) es una categoria tensorial finita,
e Rep(H) es de multifusion si y sélo si H es semisimple, y
e Rep(H) es de fusién si y sblo si H es semisimple y conexa.

Si H es un algebra de Hopf débil, entonces todo H-moédulo M es un H; ® H,-modulo,
va que por el Lema 4.1.4 (i) H; conmuta con H,. Como la antipoda S~ : H; — H, es un
anti-isomorfismo de algebras todo H-médulo M es un Hi-bimédulo. Mas explicitamente
la estructura de H;-bimodulo esta dada por

x-m-y:=aS(y) - m,
para todo x,y € Hy, m € M. Entonces tenemos definido un funtor de olvido
F :Rep(H) —n, Mu,.
El siguiente lema es bien conocido, aparece en [CE] sin demostracion.

LEMA 4.1.10. Si H es un dalgebra de Hopf débil regular el funtor F definido anterior-
mente posee una estructura de funtor tensorial.

DEMOSTRACION. A lo largo de la demostracién se usard que S = S~1 en H; (regular-
idad). Primero probemos que la identidad F(H;) — H; es un morfismo de H;-bimdédulos.
Esto ocurre si y sélo si

(4.1.14) e(S(y)z) = zy,

para todo x,y € H;. Observar que (4.1.14) sigue de S(x) = €5(x) para todo x € Hy, ya
que:

(4.1.15) S(y)S(x) = e5(x)es(y) = es(es(@)y).

La segunda igualdad por [BNS, eq. 2.5b]. Por lo tanto, aplicando la antipoda en ambos
miembros de la igualdad tenemos que:

zy = S(S(Y)S(x)) = (S o) (es(x)y) = (& 0 S)(es(w)y)
= e(S(y)S(es(n))) = e(SW)e(r)) = e(S(y)r).
La primera igualdad se debe a que S es un antimorfismo de algebras [BNS, Thm. 2.10] y
a que 8% |g,= idpy,, la segunda a (4.1.15) y la tercera igualdad se debe a que Soes = €05
[BNS, Lemma 2.9]. Ahora probemos que S(x) = €4(z) para todo = € H;. Por [BNS, eq.
2.7a] si & € H; entonces A(x) = 11)x®1(2) luego
es(2) = S(rm)re = Saya)le)
= S(@)S(1n))le) = S(@).
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Sean V,W € Rep(H). Para cada m € V,n € W denotaremos por m®n la clase de
m®n en V&g, W. Los isomorfismos naturales

proveen a F de una estructura tensorial. Las aplicaciones (y son biyecciones cuyas
inversas estan dadas por C;%V(mfgm) = 11y - m®1y) - n, para todo m € V,n € W. Estas
aplicaciones estan bien definidas, es decir que no dependen de los representantes de la
clase m®n. Sea x € H,; entonces

Crw (m=28n) = 10)8(x) - m@l) -1 = 118~ () - m@1g) - m
= (§7'@id)((2®@1)e;).(men) = (S7'®id)(e;(1®z)).(m®n)
= 1) - m®@Lgx - n = ¢y (mz - n).

La cuarta igualdad se debe a que ¢, es el elemento de separabilidad de H;, ver Observacion
4.1.6.

Las funciones (yy son morfismos de H;-bimédulos. De hechosi x € H,y m € V,n €

W, entonces
CGw (@ - A(l)men) = Cvw (A(z) - (m®n)) = Qrw (Layz - m@1) - n)
=2 -m@n =2 - Cyw(A(l)men).

La segunda igualdad por (4.1.11). Por otro lado tenemos que

CQw ((A(L)m@n) - z) = Quw (A(S(x))(m&n)) = Guw (La) - m&S(x)1(2) - n)

= Crw(A(L)(men - z)) =men -z = (rw((A(l)men)) - z.

La segunda igualdad usando, nuevamente (4.1.11). Es facil comprobar que (2.0.2), (2.0.3)

y (2.0.4) se verifican.
0

La siguiente proposicién muestra una categoria modulo destacada para cada algebra

de Hopf débil.

PROPOSICION 4.1.11. Sea H un dlgebra de Hopf débil reqular, entonces la categoria
mMu, es una categoria mddulo sobre Rep(H).

DEMOSTRACION. La estructura de categorfa médulo se da a través del funtor F :
Rep(H) — p,Mp, de la Proposicién 4.1.10 combinada con la Proposicién 3.1.6. U

El siguiente Teorema muestra una reciproca de la proposicion anterior y una justi-
ficacién de la importancia de la nocién de grupoide cuantico. Es un resultado debido a

Hayashi, ver [H|, demostrado luego con métodos de categorias médulo por Ostrik, ver
[02].
TEOREMA 4.1.12. Sea C una categoria de multifusion, entonces existe un dlgebra de

Hopf débil H y una equivalencia tensorial C = Rep(H).

El grupoide cuantico H del teorema no estd univocamente determinado. Mas atn,
Hayashi mostré que siempre se puede encontrar un tal grupoide cuantico tal que su
subalgebra final es conmutativa. Tales grupoides cuanticos son llamados dlgebras de faz.
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4.2. Modbdulo y comédulo algebras

En esta seccion supondremos que H es un grupoide cuantico de dimensién finita sobre
k.

DEFINICION 4.2.1. [NV, Def. 4.1.2] Una H-comddulo dlgebra a izquierda es un élgebra
K que también es un H-comédulo a izquierda con coaccién A : K — H®K tal que para
todo x,y € K

(4.2.1) Azy) = Mz)A(y),
(4.2.2) A1) = (e,®@1idg)A(1).
Usaremos la notacion A(z) = z_®@x o) y A(1) = 1y®1) = 1'—1)®@1'(0).

EJEMPLO 4.2.2. Para cualquier algebra de Hopf débil H

e H es un H-comddulo algebra a izquierda via A,
e H; es un H-comdédulo algebra a izquierda via A.

Los siguientes lemas técnicos seran de utilidad para definir ciertas categorias médulo
sobre Rep(H).

LEMA 4.2.3. Sea K un H-comddulo dlgebra a izquierda, entonces
Leym®@leny@®le) = Lo@l-nle®le = 1o@lel-n®lo)-
DEMOSTRACION. Sigue de (4.1.11) y (4.2.2). O

Notar que en Lema anterior se estan denotando las unidades de H y de K con el
mismo simbolo.

LEMA 4.2.4. Sea K un H-comddulo dlgebra a izquierda. Entonces para todo x € K y
para todo z € Hy las siguientes identidades en HRK se verifican:

(4.2.3) €s(T(-1))®z0) = 1—1)®21(0),
(4.2.4) S(2) L@l = L'cy@e(L-n2)lo! -
DEMOSTRACION. Por definicién de la aplicacién fuente se tiene que
€s((-1)) @ (0) = €(r (-1l
= e(z—nl(
= e(x-1(

2))1(1)®(0)
—1le2)ln®z0)lo)
@) 1-1nn®20)l0)

L-n®€e(z-1)L0)(-1))Z0) L(0)
= 1-py®zl().

La segunda ecuacién se debe a que A(z) = A(x)A(1), la tercera al lema 4.2.3 y la cuarta
por coasociatividad.

Afirmamos que

(4.2.5) L@e(zlnle)le = 1'n@e(ln2) 1ol o).
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De hecho, la ecuacién (4.2.3) implica que
L-1)2®e5(1(0)(-1))®@1(0)0) = L-1)2@1" (-1y®1(0) ! 0)-
Aplicando e® id ® id en ambos lados de esta igualdad se obtiene que
U ny@e(1-1)2)1 )1 0) = e(1-1y2)es(L0)(-1) @1 (0)(0)

e(1ay2)es(1-1l2)®1()
= (Ll )l n@e(10)2) 1)
Uay®@e(1ayz)e(1-1y1@2)l'2) Lo
Uy@e(l1)21'@)10)-

Esto prueba la afirmaciéon. Por la ecuacion [BNS, 2.31b] tenemos que 11y®zlp) =
S(2)11)®1(2) para todo z € H,. Esta ecuacién implica que para todo z € H,

l)®1—1zl9)®Le) = S(2)11)®1(-1 L@l
aplicando idy ®e® idx tenemos que

(4.2.6) Lo @e(l-zl@)lo) = e(l-nl@)S() 1w @1,
(4.2.7)
la segunda igualdad por el Lema 4.2.3. Entonces (4.2.5) y (4.2.6) implican (4.2.4). O]

En lo siguiente, si K es una H-comdédulo dlgebra a izquierda, X un H-médulo a
izquierda y M es un K-médulo a izquierda, denotaremos por

XM = 1)(XM) ={w e XM : M(1)w = w}.

Sea K una H-comédulo algebra a izquierda. Entonces tenemos un funtor ® : Rep(H) X
kM — gM, donde la accién de K en XQM es

k.(x®@m) = k‘(,l) . £E®k‘(0)

para todo k € K,z € X,m € M. Definamos mxyy @ (XQY)M — XQ(YRM),
upy : HH@M — M, XY € Rep(H), M € xM por

mx,ym((z@y)®m) = 2@(y@m),
up (z@m) = €(1—1)z)1() - m,
para todo x,y € H, z € H;, m € M.

PROPOSICION 4.2.5. Con la notacidén anterior la categoria M es una categoria modu-
lo sobre Rep(H).

DEMOSTRACION. Verificaremos solamente que (3.1.6) se cumple. Los otros axiomas
son inmediatos. Probaremos que para todo X € Rep(H), M € M la ecuacién

Tx® ldM = (1dx ®uM)mX,Ht7M

se verifica, donde ry : X®H; — X estd definido por rx(z®z) = S(z) -  para todo
r e X,z € H,;.
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Sean z € H;,x € X, m € M entonces
(ide @uar)mx,m, i ((2®2)@m) = 2®€(1(-1)2)1() - m
= S(2)1(c1) - 2®@1L(g) - m = (rx®@idpy) (z®z0m).
La tercera igualdad por (4.2.4). O

4.3. Mobdulos de Hopf

Ya que todo grupoide cuantico H es a la vez un algebra y una coalgebra, al igual que
para algebras de Hopf usuales, se pueden considerar moédulos y comédulos sobre H que
cumplen cierta compatibilidad entre ambas estructuras.

DEFINICION 4.3.1. Un mddulo de Hopf a derecha sobre un grupoide cudntico H es un
espacio vectorial V' munido de aplicaciones - : VRH — V, p:V — V®H que hacen de
V un H-moédulo a derecha, un H-comddulo a derecha respectivamente y se cumple que

p(v - h) = v() - ha)@va)h),
paratodo he H,ve V.

EJEMPLO 4.3.2. H es un mddulo de Hopf con accion regular a derecha y coaccion
dada por A.

EJjempPLO 4.3.3. El espacio vectorial dual H* es un modulo de Hopf sobre H via:
a-h=80h)—=a, aon(b aq)) = Ba,
para todo h € H, o, 0 € H*.
e Sea M es un modulo de Hopf. Se define
M ={me M:p(m)=m-11®@1 9}

e Si V es un espacio vectorial, entonces V@M es un médulo de Hopf con acciones
concentradas en el segundo tensorando, claramente (V@M )< ~ V@M,

e Asumamos que H es de dimension finita. Entonces un médulo de Hopf a derecha
es lo mismo que un espacio vectorial M munido de una acciéon a derecha de H y
una accién a izquierda de H* tales que

(4.3.1) a-(m-h)=(apy-m)- (g — h),

he H ae€ H*, me M.

e Si M es un médulo de Hopf a derecha entonces la accién de H induce un isomor-
fismo M ~ M*°H®H por el Teorema Fundamental de médulos de Hopf, [BN'S,
Thm.3.9].
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4.4. Cohomologia de algebras de Hopf débiles

Sea H un algebra de Hopf débil con subdlgebra final H;. Definimos los grupos de
cohomologia de H con coeficientes en M € g M por

H"(H, M) := Ext’,(H,, M).

Estos grupos de cohomologia pueden ser calculados a través de la “resolucion barra
normalizada”. Sea H el Hi-bimédulo H/Hy; y sea h la clase en H de h € H. Notar que

H ~ H, ® H como H;-médulos a izquierda, ya que H, es la imagen de una proyeccién
Hi-lineal, ¢f. [ BW, Ch. 6].
De ahora en mds asumiremos que que H (o equivalentemente H) es un H,-mddulo
proyectivo.
Si N e gMyn €Ny, definimos
Bn(H, N) =H ®Ht F®Ht ®Ht HJ@HtN.

v~
n—uveces

Luego B, (H, N) es un H-médulo a izquierda via multiplicacién en el primer tensoran-
do, y si N es Hi-médulo proyectivo entonces B, (H, N) es un H-médulo proyectivo gracias
al Lema 4.1.5. Definamos los mapas ¢ : By(H,N) — N, 0, : B,(H,N) — B,_1(H,N),
n>0,v8,:B,(H,N)— Bpy1(H,N),n>0, por

e(h®m) = h.m,
Op(h @7 ® ... h, @m) =hhy @ s @ ... @ by @ M

n—1
Y (@M @ . @ hihi @ . @ by @m A+ (—1)"h @ by @ .. ® Ty @ hyp.m,
=1

y
Sp(h@h ®..Qh, @m)=10hR@h ®...® h, @ m,

para todo h, hy,..., h, € H y para todo m € N.

LEMA 4.4.1. Para cualquier n > 0, se tiene que

i) los mapas 0, estdan bien definidos y son morfismos de H-mddulo,
11) Gn,lan = O, Yy

iii) On415n + Sn—10, = idp, (uN) -
DEMOSTRACION. Verifiquemos i). Asumamos que h; € Hy para 1 < i < n luego
O(h@h @ ...0h, @m) = (=1)"'h® ... @ hi1h; @ ... @ m+
+ (=1)'h® ... @ hihip1 ® ... @ m

= (-1D)"'h®...®hi.y @ hihip1... @m + (=1)'h @ ... @ hihi1 @ ... ®m
=0.

La segunda igualdad se verifica pues estamos tomando producto tensorial sobre H;. Para
1 = 1,n la prueba es similar. Esto implica que 0, esta bien definido, y es claramente
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morfismo de H-mdédulo. La prueba de ii) es estdandar y iii) se sigue de un calculo directo.
OJ
El Lema 4.4.1 dice que el complejo

...Bo(H,N) 2 B,_\(H,N)... — Bo(H,N) -2 B,(H,N) % By(H,N) - N
es aciclico. Por lo tanto, tenemos una resolucion proyectiva del H-médulo N y podemos
calcular los grupos Ext (N, M) para cualquier M € yM, como los grupos de coho-
mologia Ext (N, M) := Ker (0")/Im (0"~') del complejo

0 — CON, M) 25 YN, MY 2 (N, M) 2 O (N, M) —
donde C™(N, M) := Hom y(B,(H,N), M).



CAPITULO 5

Estabilizadores de Yan-Zhu para algebras de Hopf

En este capitulo asumiremos que H es un algebra de Hopf de dimensién finita sobre
k.

LEMA 5.0.2. End (H*) es un mddulo de Hopf a derecha sobre H con acciones

(a- £)(B) = f(Baw)S (am)),
(f-R)(B) = f(h— ),

heH,a pe H*, feEnd(H"). Mds aiin el espacio de coinvariantes End (H*)°°? es la
imagen de la representacion regular a izquierda L : H* — End (H*).

DEMOSTRACION. Claramente, (5.0.1) y (5.0.2) son, respectivamente, acciones a izquier-
da y a derecha; verifiquemos (4.3.1):

Probemos la tltima afirmacién: dado f € End (H*), f € End (H*)®# es equivalente
aque a- f = (1) f para todo a € H* y esto ocurre si y sblo si f(Ba) = f(5)a para todo
a,0 € H, siysolosi f =L, paray= f(1) € H*. O

Se tiene una versién dual del Lema anterior.

LEMA 5.0.3. End (H) es un mddulo de Hopf a derecha sobre H**°P con acciones

(h- £)t) = S(ha) f(hat),

h,t € H, « € H*, f € End (H). El espacio de coinvariantes End (H)*°"" es la imdgen de
la representacion reqular a derecha R : H — End (H).

59
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5.1. El doble de Heisenberg

Mas adelante necesitaremos el doble de Heisenberg del algebra de Hopf H*, denotado
aqui por H(H). Recordemos que H(H) es el espacio vectorial H*®H con multiplicacién

(Boh)(a®t) = B(hay — a)@h@)t,

h,t € H, o, € H*. Existe un isomorfismo de dlgebras ¥ : End H — End (H*) dado por
la conmutatividad del siguiente diagrama

(5.1.1) End H - End (H")

H(H)
Aqui Uy (a®h)(t) = a — (ht), y Yao(a®h)(f) = a(h — B) h,t € H, o, 3 € H*.

5.2. Estabilizadores de Yan-Zhu

Sea H un algebra de Hopf de dimension finita. Sea K una H-comddulo algebra a
izquierda via la coaccién A : K — H ® K.

En esta seccién definiremos los estabilizadores de Yan-Zhu introducidos en [YZ]. Con-
sideremos H* como un H-médulo via —, ver (1.0.3); y correspondientemente H*®@W
como un K-modulo via A. Esto es,

(5.2.1) k- (Bow) = k1) — 8 ®kq) - w,
ke K,e H, weW.

Recordemos la definicién de la aplicacién lineal £ : H*®@Hom (U, W) — Hom (H*®U, H*®@W)
introducida en el capitulo 1.

DEFINICION 5.2.1. [YZ] El estabilizador de Yan-Zhu de los K-médulos Wy U es

Staby (U, W) := Hom x (H*®U, H*®W) N L(H*@Hom (U, W)) C Hom (H*®U, H*@W).
En particular, el estabilizador de Yan-Zhu del K-moédulo W es

Staby (W) := End x(H*®@W) N L(H*®End W).

PROPOSICION 5.2.2. Staby (W) es un H*-comddulo dlgebra a derecha y W es un
Stab g (W)-mddulo a izquierda.

DEMOSTRACION. Por (1.1.1), la composicién induce una aplicacién

(5.2.2) Stabg (W, U) x Stabg(Z, W) — Stabg(Z, U).
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En particular, Stabg (W) es una subélgebra de End (H*®W). Como End (H*®@W) es
un H-médulo dlgebra a izquierday £L(H*®End W) es un H-submddulo, basta con mostrar
que End g (H*®W) es también un H-submddulo. Pero, mas generalmente, Hom g (H*®U, H*®@W)
es un H-submoddulo de Hom (H*®U, H*®W) porque — y — conmutan. Luego Staby (W)
es un H-moédulo algebra a izquierda.
Notar que Stabg (W) puede ser identificada como una subédlgebra de H*®End (W),
ya que L es inyectiva.
El espacio vectorial W es un Stabg (WW)-médulo a izquierda, con representacién dada
por la composicion

e®id

Stabg (W) —— H*®End (W) —— k®End (W) = End ().

El siguiente lema sera util mas adelante.

LEMA 5.2.3. Sea L,,®f; € L(H*®Hom (U, W)); omitimos el simbolo de sumatoria.
Entonces Lo, ®f; € Hom g (H*®U, H*@W) si y solo si para todot € H, we W, ke K

(5.2.3) > i t) filk-w) =Y {0, ST kn)t) k) - fi(w).

En otras palabras, (5.2.3) caracteriza cuando L,,®f; € Stab(U, W).

DEMOSTRACION. Si L,,®f; € Hom x(H*®U, H*®W) entonces tenemos que
(5.2.4) (Lo, @fi)(k - (BOw)) = k - (Lo, @ i) (FRW)
para todo § € H* k € K,w € W. La igualdad (5.2.4) se traduce en
ai(k1) — B)&fi(k) - w) = k1) — (@) Rk - fi(w).

Evaluando en t € H y tomando § = € tenemos lo que queremos. La reciproca es inmediata.
O

Como consecuencia de la caracterizacion anterior de elementos del estabilizador, se
tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 5.2.4. Eziste un isomorfismo Staby (W)°H" = End x(W). En particular
el estabilizador posee coinvariantes triviales st W es una representacion irreducible de K.

DEMOSTRACION. Las funciones
¢ : Stabg (W)°H" — End (W), : End (W) — Stabg (W)

dadas por
Pl fi) = (1) fi,  ¥(f) = exf,

son los isomorfismos inversos deseados. O
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Ahora podemos dar otra caracterizacién del estabilizador Stab (U, W) dada en [YZ]
en términos de médulos de Hopf. Consideramos End (H*)®@Hom (U, W) como un mddulo
de Hopf a derecha sobre H con estructura concentrada en el primer tensorando, cf. Lema
5.0.2.

PROPOSICION 5.2.5. Mantengamos la notacién anterior.
1. Hom g (H*®U, H*®@W) es un submddulo de Hopf de End (H*)®@Hom (U, W),
2. Hom g (H*®U, H*@W )t = Staby (U, W) y
Hom x (H*®@U, H*®@W) = Stabg (U, W) o (L(H)®id) ~ Stabg (U, W)®H.
En particular,
(5.2.5) End g (H*®@W) = Stabg (W) o (L(H)®1id).
Aqui o significa la composicion.

DEMOSTRACION. (1). Tenemos que chequear que Hom (U, W) es estable bajo las
acciones inducidas por (5.0.1), (5.0.2). Sean k € K, a,f € H*, uc U, he H, ) . [;®T; €
Hom g (H*®@U, H*®W), donde f; € End (H*), T; € Hom (W, U); por simplicidad omitimos
el simbolo de sumatoria en lo siguiente. Entonces

(a- (i) (k- (Bow)) = (a- fi) (k1) — B)@T;(kq) - u)
= [i((k1) — B)aw)S™ ( 1)) @Ti (ko) - u)
= fil(k(1) = @) — Bag)S™ (an)@Ti(kq) - u)
ZﬁW%%%ﬂhuﬁﬁwﬂsw%me%>w
= (k1) = fi(Ba)) S~ aw) @k - Ti(u)
= (k1) — am)ﬁﬁl 5*%”®%rﬂw
:kwﬂ)f,uxﬂQZQS Yam))) @k

=k ((a- (f®T)) (B2w)).

Aqui las dos primeras igualdades y la tltima son por definicién; la tercera y la quinta
se deben a (1.0.4); la cuarta, porque ) . f;®T; € Hom x(H*®U, H*®W); la sexta, por
propiedades elementales de la antipoda. Ahora, (f;®T;)-h preserva la accién de K ya que
— y — conmutan. Por lo tanto, (1) se verifica.

(2). Tenemos que

Hom i (H*@U, H*@W)® ! = Hom x (H*®U, H*@W) N (End (H*)®Hom (U, W)) "
= Hom ¢ (H*®U, H*@W) N End (H*)*° " @Hom (U, W)
= Hom g (H*®U, H*@W) N L(H*)®@Hom (U, W)
= Stabg (U, W).

La ultima afirmacién se sigue del teorema fundamental para médulos de Hopf. O
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5.3. Calculo explicito de algunos estabilizadores

En esta seccion mostraremos explicitamente ciertos estabilizadores. El primer ejemplo
aparece en [YZ, pag. 3892] y muestra como el estabilizador para élgebras de Hopf es una
generalizacion de la nocion de estabilizadores para acciones de grupos finitos.

EJEMPLO 5.3.1. Sean G un grupo finito y X un conjunto finito munido de una accién
-2 G x X — X. Entonces el dlgebra de funciones sobre X, k(X) = {f : X — k}, es una
k%-médulo dlgebra a izquierda con coaccién determinada por:
A k(X) = kY@ k(X), AMf) = fen@fo, fekX),
donde, para todo g € G, x € X

(5.3.1) fen(g) folz) = flg-x).

Si y € X, denotamos por k, a la representacién de dimensién 1 dada por la evaluacién:
E, k(X)—k E,(f) = f(y). Entonces

(5.3.2) Stabyx)(ky) ~ kG,
donde G, es el estabilizador de y en G.

DEMOSTRACION. Comprobar que A hace de k(X) una k“~-mdédulo algebra a izquierda
es inmediato; basta con observar que esta coaccion es la transpuesta de la accién a derecha
de G en k(X) dada por (f-g)(x) = f(g-z) paratodo g € G,z € X, f € k(X). Probemos
ahora (5.3.2). Como k, es de dimensién 1 entonces usaremos la identificacién End (k,) ~ k
y por lo tanto Staby(x)(k,) € kG. Es fécil verificar, usando (5.2.3) que h € Stabjx)(k,)
para todo h € G,. Ahora sea ), u;h; € Staby(x)(k,) un elemento arbitrario, con h; € G,
i; € k. Nuevamente, usando (5.2.3) se tiene que

(5.3.3) D ti (0, hi) f Zuz ). i) f0)(y),

paratodo g € G, f € k(X). Tomando g = h; para algin j obtenemos que el lado izquierdo
de (5.3.3) es

> i {0g, ha) F(y) = 13 ().
Y el lado derecho de (5.3.3) es
Zuz Y e)dgs hi) Foy(w) = i f 1y (hy) foy () = wif (hy - y),

la segunda 1gualdad por (5.3.1). De esta manera, si u; # 0, f(h; -y) = f(y) para todo
f € k(X) y por lo tanto h; - y = y. Luego h; € G, para todo j.
0

EJEMPLO 5.3.2. Sea G un grupo finito y sea H el dlgebra de grupo de GG. Sea F' un
subgrupo de G y o € Z*(F,k*) un 2-cociclo normalizado. El algebra de grupo torcida
(ver capitulo 1) k,F es un H-comédulo élgebra a izquierda via § : k,F' — H®k,F,
d(f) = fof, para todo f € F.
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Para cualquier k, F-mdédulo V' el espacio End (V') es un kF-médulo a izquierda via

(f - T)w)=f-T(f"v),
T € End(V), f € F, v € V. El espacio kG®|rEnd (V) es un H-mdédulo élgebra a
izquierda y hay un isomorfismo de médulo algebras Stab, r(V) = kG®|rEnd (V).

DEMOSTRACION. Para cada g € G,T € End (V) la clase de g®T en kG®rEnd (V)

se denotara por g®T'. Sea {z;}icr un conjunto de representantes de las coclases a derecha
de F.

La estructura de H-médulo algebra en kG®|rEnd (V') es como sigue; la accién de G
es sobre el primer tensorando, y el producto esta dado por

(@®T)(2;0U) = 6;;(z:0 T o U),
para todo 7,5 € I,T,U € End (V). Afirmamos que las aplicaciones
Y : Staby, p(V) = kG pEnd (V), 60 :kG®pEnd (V) — Staby, p(V)
definidas por

P(a;®T5) Za] Ya,@T;, 0(geT) = Zéfg 1Qf - T,
fer

son isomorfismos de algebras bien definidos, uno inverso del otro. De hecho, si h € F
entonces

0(gh@T) =Y 19 ®f T = g @fh-T =0(g@h-T).
fer fer
Esto prueba que 6 esta bien definida. Sean T, U € End (V) y o,; &1}, 5QU,, € Staby, p(V)
entonces
022 T)0(2;@U) = Y (7,-1®f - T)(8,-1®h - U)
fheF

=013 > 0y ®(f - T)(f - U) = 0((2:@ T)(2;0 V),

feFr

(e @T;) Y (Br®Ur) = Z% Be(xr ) (@:@T) (21 @U)

= Z&j(fc; N () (2T

= P((a;&T;)(BrQUL)),
por lo tanto # y 1 son morfismos de algebras. Ahora calculemos 8 o y 1) o 6:

0 (o, RT5)) Za] 0(z,@1;) = Z () (5fx;1®f-Tj)

i,feF

= > a(fai) (65,1 ®T)) = Y a;(9) (6,0T) = ;@7

i,fel geCG
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La tercera igualdad por (5.2.3). Por otro lado si g = xjh, h € I entonces
Y(OGRT)) =Y (bp@f -T) =Y ppr(a; ) z@f - T
feF i,fEF

O

EJEMPLO 5.3.3. Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita y K C H una subalge-
bra coideal a izquierda, y por lo tanto K es un H-comddulo algebra via la comultiplicacion.

Denotemos K = H/K* H. La proyeccién canénica m : H — K es un morfismo suryec-
tivo de H-médulos y de coalgebras. La transpuesta de 7 es un homomorfismo inyectivo de
dlgebras 7 : K < H*; via ©* ¢l espacio I puede ser identificado con la subdlgebra de
H* que consiste de elementos v € H* tales que a(x) = 0 para todo x € K H; claramente
esto es una subalgebra coideal a derecha de H*.

Sea V =k el K-médulo trivial. Entonces Stabg (k) = K como H*-comédulo dlgebras
a derecha.

DEMOSTRACION. Como End (V') ~ k vamos a identificar a Stabx (k) con una subélge-
bra de H*. Si a € Stabg (k) la identidad (5.2.3) implica que

e(k){a,t) = (o, S (k)t),

para todo t € H,k € K. Por lo tanto si (k) = 0 entonces (o, S7'(k)t) = 0, luego
a € (H/SYKT)H)*. Reciprocamente, si a € (H/S™'(KT)H)* entonces a(S™*(k)t —
e(k)t) =0, ya que S~ (k)t —e(k)t € STH(KT)H, y la ecuacién (5.2.3) es satisfecha. Esto
implica que a € Stabg (k) y asi Stabg (k) = (H/S™Y(KT)H)*. Por [SchM, Lemma 1.4]
S™YKT)H = K*H, luego Stabg (k) = K. O

5.4. Dualidad de Yan-Zhu

Sea ahora S un H*-comodulo dlgebra a derecha. Sean V, XY S-mdédulos a izquierda.
Adaptaremos la construccién del estabilizador de Yan-Zhu en este nuevo contexto. Con-
sideremos H como un H*-moédulo a izquierda via — y V®H como un S-médulo via la
coaccion a derecha, es decir

(5.4.1) s+ (v®h) = 5(0) - V®S(1) — h,
donde se S;oeVyd:S— S®H, i(s) = s(o)®s(1).

Recordemos la aplicacion R considerada en el Lema 1.1.6. Entonces el estabilizador
de Yan-Zhu de los S-médulos V' y Y es

Stabg(V,Y) := Hom s(V®H, Y®H) N R(Hom (V,Y)®H).
En particular, el estabilizador de Yan-Zhu del S-médulo V' es

Stabg(V) := End s(V®H) N R(End (V)®H).
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Consideremos a Hom (V,Y)®End (H) como un médulo de Hopf a derecha sobre H*°°P
con estructura concentrada en el segundo tensorando, cf. Lema 5.0.3. Adaptando las
demostraciones de las Proposiciones 5.2.2 y 5.2.5, se tiene que:

PROPOSICION 5.4.1.
1. Homg(V®H,Y®H) es un submddulo de Hopf de Hom (V,Y)®End (H),

2. Hom ¢(V®H,Y®H)®©H " = Stabg(V,Y),
3. Homg(V®H,Y®H) = Stabg(V,Y) o (id @ L(H*)) ~ Stabs(V, )@ H*.

DEMOSTRACION. (1). Tenemos que verificar que Hom (V@ H,Y®H) es estable bajo
las acciones inducidas por (5.0.3), (5.0.4). Sean s € S, a € H*, v € V|, h,t € H; y sea
> Tj®f; € Hom s(VRH,Y®H), donde f; € End (H), T; € Hom (V,Y); por simplicidad
omitimos el simbolo de sumatoria en lo siguiente. Primero, (T;®f;) - a preserva la accién
de S ya que — y — conmutan. Ahora,

s (1@ f;) - h)(wet) = sw) - Tj(V)®s) — (f; - h)()

)
= sq0) - Tj(0)®@say — (S(h)) fi(het))
= s - Tj(0)®(s2) — S(hn))) (S(l) — fi(ht))
= T;(s0) - V)®(s2) —~ S(hw))) fi(s0) — (heayt))
= T;(s0) - 0)@(s3) — S(hw)) f5((s2) — he2))(50) — 1))
= Tj(s(0) - v)®S(h1)) fi(hz) (s1) t))
= Tj(s(0) - v)@(fj - h)(s0) — 1)

= ((T38f;) - h) (s - (v&t)).
Aqui la unica igualdad que necesita explicacion es la sexta, que se basa en la siguiente
identidad:
— S(hw)@aq) — he) = (o), S (S(h@)S(ha)@{aw), S (h))S(ha)
= (o, 1) S(h(1))®h2).

Por lo tanto, (1) se verifica. La prueba de (2) es similar a la prueba de la parte (2) de la
Proposicién 5.2.5, y (3) sigue de (2) y el Teorema fundamental de médulos de Hopf. [

Para enunciar el préximo resultado (la dualidad de Yan-Zhu), usaremos la siguiente
notacién: si A es un subespacio de End (W) entonces A" = Centyy) g - (A) es el central-

izador de A en End (). Claramente:
(5.4.2) SiA=BoCyleBnNC entonces A'=B"NC".

Si ¢ : End (W) — End (V) es un isomorfismo de élgebras, entonces ¢p(A’) = ¢(A)’. Si
A es un algebra y p: A — End (W) es una representacién entonces p(A)’ no es mas que
End 4 (V).



5.4. DUALIDAD DE YAN-ZHU 67

Fijemos un H-corodulo algebra a izquierda K y un K-médulo a izquierda W; por lo
tanto W es un Stabg (1W)-médulo a izquierda por lo Proposicién 5.2.2.

PROPOSICION 5.4.2. Hay un isomorfismo de H-comddulo dlgebras a izquierda
"

StabStabK(W)(W) ~ (pH*@W(K)> y
donde pp-ew €s la representacion de K explicada en (5.2.1).

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 5.2.2 Stabg (W) es una H*-comddulo &lgebra a
derecha y W es un Stab g (W)-médulo, luego hay una representacion py gy : Stabg (W) —
End (W®H), dada por (5.4.1). Sea pggw : Stabg (W) — End (H®W) el morfismo de
algebras dada por la composicién de pwepy con la transposicién End (W)®End (H) —
End (H)®End (W). Recordemos el isomorfismo de algebras ¥ : End H — End (H*)
mostrado en (5.1.1), que verifica

(5.4.3) U(Ly) = La,
(5.4.4) V(L(H)) = L(H).
Afirmamos que
(5.4.5) (Y®1id)(puew Stabg (W) = Stabg (W).

Esto es fécil de probar usando las definiciones y la identidad (5.4.3).
Ahora, sea T = (V®id)7 : End (W®H) — End (H*®W), donde 7 : End (W®H) —
End (H®W) es la transposicion usual. Entonces

(pr-ew(K))" = (End x (H*@W))’
= (Stabx (W) o (L(H)®id))’
= Staby (W)' N (L(H)®1d)’
=TT (Stabg (W)) N YT ((L(H)®id)")
— T (Centpng o T~ Stabi(W)) N T (T (L(H)@id))’
=T (End v—1 gty (WO H)) N Y ([d @L(H)) )
=T (End Stabg (W) (W@H) N R(End (W)@H))
=T (Stabstab,c(w)(W)) -

Aqui la segunda igualdad se verifica por (5.2.5); la tercera por (5.4.2); la cuarta se debe a
que Y es un isomorfismo de algebras; la sexta es por (5.4.4); la séptima sigue de (5.4.5) y
la tltima es por definicién. Luego, la restriccién de T a Stabggan . (w) (W) es el isomorfismo
que buscabamos. 0

Recordemos que si A es un algebra cuasi-Frobenius y M es un A-mdédulo fiel finita-
mente generado entonces (A; M) tiene la propiedad del doble centralizador, ver [CR, Th.
15.6]. En vista de este hecho, y como consecuencia de la Proposicién 5.4.2, tenemos que:

COROLARIO 5.4.3. Supongamos que
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1. K es un dlgebra cuasi-Frobenius, y
2. pmrew : K — End (H*®@W) es inyectiva.

Entonces StabStabK(W)(W) es isomorfo a K como H-comddulo dlgebras. O

En general la condicién de que la representacion pg-gw sea fiel es dificil de verificar.
El siguiente Lema nos da una condicién suficiente para que esto suceda.

LEMA 5.4.4. Sea K un H-comddulo dlgebra sin ideales bildteros H -coestables no triv-
tales y sea W # 0 un K-mddulo a izquierda. Entonces la representacion

(5.4.6) p: K — End (H*@W), plk)(a@w) = k1) — a®kq) - w,
es fiel.

DEMOSTRACION. Sea I = Ker (p). Claramente I es un ideal bildtero. Probaremos que
I es un ideal de K H-coestable. Primero, observemos que si k € I entonces

(5.4.7) < ’V,S_l(k(_l)) > /{5(0) ~w =0,
para todoy € H*,w e W

Sea k € I. Entonces A(k) € H®I siy sdlosi (id ®p)A(k) = 0siy sélosi (S @p)A(k) =
0. Sean o, 3 € H*,w € W. Evaluando (S7'®p)A(k) en (a®w) y aplicando 3®id obten-
emos
< 0, 8_1(/{7(_1)) > p(k(o))(a®w) =< ﬂ,S_l(k‘(_g)) > Oz(l),S_l(k?(_l)) > a(2)®kj(0) )
=< S_l(a(l)ﬁ), k(,l) > Oz(g)®/€(o) S w

Evaluando esta tltima expresién en h®id, h € H obtenemos que
< S HamB), k1) >< a@),h > kg - w =<8 ((h = a)B), k1) > k@) - w
=< (h— a)B,8 (k1)) > k) - w.
La tltima expresién es cero por (5.4.7). Como a, 3,w y h son arbitrarios, (S™'®p)A(k) =

0.
U

El siguiente teorema generaliza los resultados de Yan-Zhu, [YZ, Theorem 5.1] y [YZ,
Theorem 5.2]. También responde a la cuestién planteada en [YZ, pag. 3897] sobre las
hipotesis que se le piden al dlgebra K para que valga la propiedad del doble estabilizador.

TEOREMA 5.4.5. Sea K un H-comddulo dlgebra sin ideales a derecha coestables no
triviales tal que como dlgebra es cuasi-Frobenius. Entonces si W # 0 un K-mddulo a
1zquierda

StabStabK(W)(W) ~ K

como H-comaddulo dlgebras.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Corolario 5.4.3 y el Lema 5.4.4. [
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5.5. Estabilizadores de Yan-Zhu para extensiones Hopf-Galois

En esta seccién daremos otra expresién para el estabilizador de Yan-Zhu en el caso
que K es una extensién de Hopf-Galois sobre una subéalgebra de Hopf H' de H. Primero
recordemos la nociéon de extensién de Hopf-Galois.

Sea H' un algebra de Hopf de dimensién finita.

DEFINICION 5.5.1. Sea K una H'-comédulo dlgebra a izquierda. Pongamos R = K.
La aplicacién canénica 3 : K@prK — H'QK esta definida por f(z®y) = x(_1)®@x ()Y, para
todos z,y € K. K es llamada una extension Hopf-Galois de R sobre H' si (3 es biyectiva.

Siguiendo [Schl] si K O R es una extension Hopf-Galois denotemos
A1 ho1) = hen? e KoK,

para todo h € H'. El siguiente resultado es debido a H.-J. Schneider, ver [Schl, Rmk
3.4].

LEMA 5.5.2. Sea K D R wuna extension Hopf-Galois, entonces para todo h,t € H’,
ke K, r e R se tiene que

(5.5.1) rhl@h? = plgnl
(5.5.2) (th)Me(th)? = tpl el

(5.5.3) AURE = ¢(h)1,

(5.5.4) g1k = hoyNehq P heNehe) P,
(5.5.5) k@1 = k)" @ky)Pko),

(5.5.6) 18k = kS~ (k1) M@S ™ (k1)
(

5.5.7) hy@haMoha? = S7H P ))onenll ).

DEMOSTRACION. Las identidades (5.5.1), (5.5.2), (5.5.5) and (5.5.6) siguen de aplicar
B. Como (e®id) = m, la identidad (5.5.3) es verificada.

Para obtener (5.5.4) apliquemos (id ®3)(f®id) en ambos lados. Finalmente, la iden-
tidad (5.5.7) es implicada por la colinealidad de 3. Més precisamente,

58 = (idy ®B)3,
donde § : HRK — HRK®H, §: KopK — K@rK®H estén definidos por
3(h@y) = hay@yo®@ S (Y1)he, 0(2®y) = 20y0)@S (Y1),

para todos x,y € K,h € H. O
Sea W un K-mdédulo a izquierda. Para cada T € End g(W), h € H', w € W definamos
(5.5.8) (h-T)(w) := KT (WP w).

El siguiente resultado es [Schl, Corolario 3.5].
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LEMA 5.5.3. End (W) es un H'-mddulo dlgebra a izquierda con respecto a la accion
definida por (5.5.8). Ademds End z(W)"" = End g (W).

DEMOSTRACION. Sigue de (5.5.1) que k- T es un morfismo de R-mdédulos para todo
h € H', T € End g(W). La identidad (5.5.2) implica que (5.5.1) define de hecho una
accion.

Para todo h € H, T,U € End r(W) las identidades
h-1d=e(h)Id, h-(TU)= (hqay-T)(he)-U),

siguen de (5.5.3) y (5.5.4) respectivamente. Esto implica que End (W) es un mddulo
algebra sobre H'. Usando (5.5.5) se puede probar facilmente que el espacio de invariantes
de End (W) esta formado por aquellos endomorfismos que preservan la accién de K. [

Sea H' una subalgebra de Hopf de H. Consideremos a H como un H’-médulo a
izquierda via la representacién regular. Sean (z;); € H, (8;); € H* un par de bases
duales.

TEOREMA 5.5.4. Sea K D R wuna extension de Hopf-Galois sobre H' y W un K-
modulo. Entonces
1. Hom g/ (H,End r(W)) es una H*-comddulo dlgebra a derecha, y
2. Stabg(W) = Hom g (H, End g(W)) como H*-comddulo dlgebras.

DEMOSTRACION. (1) La multiplicacién estd dada por el producto de convolucién, esto
es si T,U € Hom g (H, End g(1V)) entonces

(TU)(h) = T(ha)U(ho),

para todo h € H. La identidad esta dada por €. La estructura de H-médulo a izquierda,
dada por

(h-T)(z) = T(ah),

h,x € H, T € Hom g (H, End z(WW)), induce una estructura de H*-comddulo a derecha
que lo hace un H*-comédulo algebra.

(2) Sean ¢ : Stabg (W) — Hom gy/(H,End g(W)), ¥ : Hom g (H,End g(W)) —
Stabg (W) definidos por

¢(La,®fi)(h)(w) = (o, h) fi(w),  $(T) = Z@-@T(xj),

para todo L,,®f; € Stabg (W), h € H,w € W. Verifiquemos que estas aplicaciones estéan
bien definidas. Sean r € R, t € H', h € H y w € W. Luego

G(La,@ ;) (R) (1 - w) = (ai, h) fi(r - w) = (i, S (rn))h) 7o) - filw)
= (ag, h)r- fi(w),

la segunda igualdad por (5.2.3) y la dltima pues r € R = Kt Esto prueba que
&(La,®fi)(h) es un morfismo de R-mddulos. Tenemos también que
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t- (Lo, @fi) (h) (w) = tMG( Lo, @ fi) () (- w) = (i, by t1 - (17 w)
_ <ai73—1<t[2](_1))h> t[llt[2](0) - fi(w)

= {ai, tyh) ty Mty - fi(w) = (ai, th) fi(w).
La tercera igualdad por (5.2.3), la cuarta por (5.5.7) y la quinta por (5.5.3). Esto demuestra
que ¢( Ly, ® f;) es un morfismo de H'-médulos y por lo tanto ¢ esta bien definida. La prueba
que P (T) € Stabg (W) sigue de (5.5.6) y (5.2.3). Que ¢ es un morfismo de algebras y de
H*-comédulos es un céalculo directo. Las identidades ¢ = id, 0 = id se demuestran
facilmente. O

En el siguiente ejemplo se muestra como el Teorema 5.5.4 nos permite generalizar el
calculo del estabilizador realizado en el ejemplo 5.3.2.

EJEMPLO 5.5.5. Sea H un &lgebra de Hopf de dimensién finita y sea K C H una
subélgebra de Hopf. Sea 0 : K®| K — k™ un 2-cociclo normalizado invertible con respecto
a la convolucién, es decir que o es una funcion que verifica que para todo z,y, z € K

o(22),Y2) o(x)y), 2) = o(z,y01)21) 0 (Y2): 22), 0@, 1) =e(x) = o(1, ).

El dlgebra K, se define como el espacio vectorial K con producto dado por

z.y = 0(22),Y2) T1)Y),
para todo x,y € K. Con la coaccién \ : K, — HR| Ky, A7) = 21)®z(2), * € K, resulta
que K, es una H-comoédulo dlgebra a izquierda. Ademéas si W es una representacion de
dimensién finita de K, entonces existe un isomorfismo de H-mddulo algebras

(5.5.9) Staby., (W) ~ Hom x(H, End | (W)).

DEMOSTRACION. Es inmediato comprobar que los coinvariantes son triviales: K =

k. Por un resultado de Doi y Takeuchi, [Mo, Theorem 8.2.4|, K, es una extension Hopf-
Galois de k sobre K.

Luego, aplicando el Teorema 5.5.4 a esta situacion, se obtiene el isomorfismo deseado.

O






CAPITULO 6

Moédulos sobre la categoria de representaciones de algebras de
Hopf

Durante este capitulo H denotara un algebra de Hopf de dimensién finita. El objetivo
principal es estudiar las clases de equivalencia de las categorias médulo sobre Rep(H).

6.1. Categorias modulo que provienen de comoédulo algebras

En el ejemplo 3.1.7 (iii) mostramos que para cada H-comddulo dlgebra K la categoria
KM posee una estructura de categoria médulo sobre Rep(H). En lo que sigue veremos
como el Teorema 3.2.8 implica que de hecho toda categoria médulo exacta sobre Rep(H)
se construye de esta manera.

PROPOSICION 6.1.1. Sea M una categoria mddulo exacta sobre Rep(H). Entonces
existe una H-comaodulo dlgebra a izquierda K tal que M =~ gm como categorias modulos.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.2.8 M ~ Rep(H ) para alguna H-mé6dulo dlgebra
R. Sea K = H#R°P; esto es una H-comdédulo algebra a izquierda. Explicitamente la
multiplicacion y la coaccion estan, respectivamente, dadas por

(h#?“)(h,#T/) = hh,(l)#T‘,(S(h/(g)) : 7“), )\(h#r) = h(1)®h(2)#7“,

para todo v, € R, h,h' € H. Entonces

AM(hatr) (W) = AMhE @ #r (S(W ) - 1)) = hayh' y@h@yh @ #r' (S(W'(3)) - 1)
= (h(1)®h(2)#7”)(h/(1)®h/(2)#7“/) = ANh#r) (W #r").

Sea F : Rep(H)r — gm el funtor dado por F(M) = M, con accion (h#r)-m =
h - (m-r). Esta accién esta bien definida pues la accion M®R — M es un morfismo de
H-médulos. Claramente F es una equivalencia de categorias abelianas. Afirmamos que
(F,c) es una equivalencia de categorias médulo donde cx ps : F(XQM) — XRQF (M) es
la identidad. El tnico punto que requiere alguna verificacién es que cx ps es un morfismo
de K-médulos. Asi que si X € Rep(H), N € Rep(H)g, x € X, me M, he€ H,r € R
entonces

exm((hdfr) - (x@m)) = h- ((x@m) -1r) = h- (z@m - 1) = h) - 2®hg) - (M - 7);
(h#?”) : CX,M($®m) = h(l) . x®(h(2)#r) -m o= h(l) . x®h(2) . (m . 7‘).

73
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6.2. El Hom interno

Fijemos K una H-comodulo algebra a izquierda y recordemos la estructura de cate-
goria médulo de xm sobre Rep(H) dada en el ejemplo 3.1.7 (iii).

En lo que sigue mostraremos como el Hom interno de la categoria médulo xm coincide
con el estabilizador de Yan-Zhu.

PROPOSICION 6.2.1. Hom (U, W) = Stabg (U, W), y la funcién bilineal
Hom (W,U) x Hom (Z,W) — Hom (Z,U)
definida por (3.2.2) coincide con la composicion (5.2.2).

DEMOSTRACION. Identifiquemos H*®@Hom (U, W) con Hom (H®U, W) de la manera
natural. Sea X € Rep H. Existen isomorfismos naturales, uno el inverso del otro

G : Hom g (X, H*®Hom (U,W)) — Hom (X @ U, W),
F :Hom (X ® U, W) — Hom (X, H*®@Hom (U, W)),
determinados por
G(¥)(z@u) = (z)(1®u),
F(¢)(z)(a®u) = ¢(a - x@u).
Aqui y en el resto de la demostracion, ¢» € Hom g (X, H*®@Hom (U, W)), ¢ € Hom (X ®
UW),ze€ X,a€ HyueU;y también o« € H*, k € K.
Dado v y x, escribimos simbélicamente ¥ (x) = () 1)@ () (2), con ¥(x)y € End (H*),
Y(x)2) € Hom (U, W). Notar que
L(Y(x)) (@ u)(a) = (o, a@)¥(z)(aq)@u).

Afirmamos que F'(Hom g (X ® U, W)) = Hom g (X, Stabg (U, W)), salvo identificacién via
L.

De hecho, ¢ € Hom (X ®@ U, W) si y sélo si ¢ = G(¢) satisface
(6.2.1) k- (¢(z)(a®u)) = w(x)(k(_l)a@)k(o) ).
En lo siguiente las aplicaciones pp+ew : K — End H*®@End W ~ End (H*®@W) o
pH*oU Se denotaran con el mismo simbolo: p. Calculemos por un lado
[W(2)p(k) (a®u)] (a) = [ (@) (k1) — a®kq) - u)] (a)
= (k(-1) = a, a2)¥(x)(aq)®k() - u)
= (0, 87 (k) ae)¥(x) (a0 @k - u),
= IEI;

y por el otro
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[p(k)Y(x)(a@u)] (a) = [k ) (a )®k(0 () (2)(u)] (a)
= [¢(z )2 (w)] (87 (k(-1))a)
= <Oé7371(/<?(— )) (2)) D) (S (k-))aw@u))
- X,

Si X; = Ky entonces tomando o = € obtenemos (6.2.1). Reciprocamente, no es dificil
ver que (6.2.1) implica X; = K.

Ahora la afirmacién dice que Hom g (X ® U, W) ~ Hom g (X, Stabg (U, W)); asi el
funtor X +— Hom (X ® U, W) esta representado por Stabg (U, W).
0

OBSERVACION 6.2.2. Si W es un K-mddulo simple, el Corolario 3.2.10 en combinacién
con la Proposicién 6.2.1 implican que Stabg (W) no posee ideales a derecha H-estables.

PROPOSICION 6.2.3. Sea K wuna H-comddulo dlgebra tal que xm es exacta sobre
Rep(H) y sea V un generador de xm. Entonces

Km = Rep(H)StabK(V)7

como categorias mddulo sobre Rep(H).

DEMOSTRACION. Inmediato de la Proposicién 6.2.1 y el Teorema 3.2.8.

Otra consecuencia inmediata de la Proposicién 6.2.1 es el siguiente resultado.

COROLARIO 6.2.4. Si K C H es una subdlgebra de Hopf de H y W es un K-mddulo,
entonces

Stabg (W) ~ Ind & sEnd (W),

como H-maodulo dlgebras.

DEMOSTRACION. Sigue usando la Proposicién 6.2.1 y el isomorfismo (3.2.4). O

6.3. Equivalencias de categorias médulo

En lo que sigue estudiaremos los funtores de entrelazamiento entre las categorias modu-
lo pmy gm, donde Ry S son dos H-comddulos algebras a izquierda sobre H. Denotaremos
las estructuras de comédulos en Ry S por Ag: R — HQRy As : S — H®)|S respecti-
vamente.

Sea P un (S, R)-bimédulo y también un H-comddulo a izquierda via A : P — H®|P.
Diremos que P es un bimodulo equivariante si A es un morfismo de R-moédulos a derecha
y de S-mdédulos a izquierda, donde la accién de Ry S sobre H®| P vienen dadas via Ag
y Ag respectivamente.
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Definamos el funtor F : gm — gm por F(V) = P®rV con estructura de S-mddu-
lo sobre el primer tensorando. Ademds para cada X € Rep(H), V € rm sea cxy :
PRr(X®|V) = X®|(P®RrV) el isomorfismo dado por

(6.3.1) cx,v(m@r®v) = m_1) - LMy &V,
para todo m € P,x € X,v € V. Se tiene el siguiente resultado.

LEMA 6.3.1. Si P es un bimddulo equivariante entonces el funtor (F,c) es un funtor
de entrelazamiento.

DEMOSTRACION. La buena definicién del isomorfismo natural ¢ es consecuencia de
que A es de R-mdédulos a derecha. Ademds para todo X € Rep(H),V € rm el morfismo
cx,y es un morfismo en gm ya que A es un morfismo de S-moédulos a izquierda. Las
identidades (3.1.5) y (3.1.6) son inmediatas.

O

En la siguiente propopsicién probaremos que todo funtor de entrelazamiento de cate-
gorfas modulo (F,c¢) : gm — gm se construye de la manera como se explicé antes.

Sea (F,c) : gm — gm un funtor de entrelazamiento. Por el Teorema 1.4.2 existe un
objeto P € gmpg tal que F(V) = PRgV para todo V € gm.
Definamos A : P — H®)| P la aplicacion determinada por

/\(m) = CH7R(m®1®1)
LEMA 6.3.2. (P, \) es un H-comddulo a izquierda y es un bimddulo equivariante.
DEMOSTRACION. Tenemos que probar que se cumplen las siguientes identidades:

(6.3.2) (e®idp)A = idp
(6.3.3) (idy ®A)A = (AR idp)A.

La naturalidad de c en la primera variable implica que el diagrama

PRr(H®R) —% H®|(PQgR)

(idp ©e® id)l l(s@ id ®id)
P®R(k®|R) S — k®|(P®RR)
CI,R
es conmutativo. Esto implica que (e®idp)cyr = (idp ®e) ya que ¢|,gr = idp. Entonces
para todo m € P,
(e®idp)A(m) = (e®idp)ecy r(MR1®1) = (Idp ®e)(MR1IR1) = m.

Lo cual prueba (6.3.2). Nuevamente usando la naturalidad de ¢ en la primer variable
implica que el diagrama
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CH,R

PRr(H®|R) — H®(P®rR)
(6.3.4) (idp ®A® id)l J{(A®id®id)
PRr(H1H|R) —— (H®H)®|(PRRrR),
CH®H,R

es conmutativo. Fijemos X € Rep(H),V € pmy z € X, v € V' y denotemos
¢X H— X, ¢ :R—-V,

las funciones definidas por ¢X(h) = h -z, ¥Y(r) =r-v, para todo h € H,r € R. Es facil
comprobar que ¢= es un morfismo de H-mdédulos y que ) es un morfismo de R-médulos.
Ahora la naturalidad de ¢ implica que los diagramas

PRr(H®R) —% H®(P®gRR)
(id®id®wy)l l(id@id@q{;){)
PRr(H®|)V) —— H®(P®RrV)

CH,V

CH,V

P®R(H®|V) — H®|(P®RV)
(id®¢§®id)l l(¢i‘®id®id)
PRRr(X®V) —— X@(P®RgV),
'A%

son conmutativos. Se deduce de la conmutatividad de estos dos diagramas que
(6.3.5) cxv(mRrev) = (¢ @idp @YY ) ey r(mM@121),

para todo m € P. En particular tomando V = HRR, X = Hyv = 1®1, x = 1 la
ecuacion (6.3.5) implica que

para todo m € P.
Probemos (6.3.3). Sea m € P entonces

La primera igualdad por la definicién de A, la segunda por la conmutatividad del diagrama
(6.3.4), la tercera por (3.1.5) y la cuarta por (6.3.6).
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Falta probar que A es un morfismo de R-mdédulos a derecha. Sean p € P,r € R,
entonces

Ap-r) =cnr(p rol®l) = cy r(p@r1)®r))
= (&r(_,,®@idp @y JA(D)-

La tltima igualdad proviene de la identidad (6.3.5).
0

Como consecuencia de estos resultados podemos describir las equivalencias de cate-
gorias modulo entre pm y gm.

Recordemos que un contexto de Morita para Ry S, es una coleccién (P, @, f, g) donde
PegMpg, Qe rMsy f: PRrQ = S es un isomorfismo de S-bimédulos yg:QRsP =
R es un isomorfismo de R-bimddulos y los diagramas

PRrQ®sP —>f®id S®gqP

aeg | |=

PRrR —— P

Q2sPoRQ 2% ReRQ

id®fl l:
QRsS ——  Q

son conmutativos. Un contexto de Morita equivariante para Ry S es un contexto de
Morita (P, @, f,g) para Ry S donde P es un bimédulo equivariante. En tal caso diremos
que R y S son equivalentes Morita equivariante.

En los siguientes Lemas mostraremos que si (P, Q, f,g) es un contexto de Morita
equivariante entonces () es un bimddulo equivariante y que los isomorfismos f y g son
morfismos de H-comodulos.

LEMA 6.3.3. Sea (P,Q, f,g) un contexto de Morita equivariante. Entonces Q) es un
(R, S)-bimddulo equivariante.

DEMOSTRACION. Recordemos que si (P, Q, f,g) es un contexto de Morita entonces
Q) ~ Hom g(P,R), P ~Homg(Q,S),

donde los isomorfismos son ¢ : Q — Hom g(P, R), 1 : P — Hom (@, S) determinados
por

o(q)(p) = g(q®p), »(p)(q) = f(pRq),

para todo g € ), p € P. Usaremos estas identificaciones sin ninguna mencién especial.
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La coaccién de H en () es la correspondiente a la accion de H* dada por

(6.3.7) (=P =e¢@p =8 (v) —r0, ¢€Q.pePyeH"

Afirmamos que con dicha coaccién @ es un (R, S)-bimédulo equivariante, esto equivale a
probar que para todo g€ Q, r € R,s € S,v€ H*

(6.3.8) (rgs) =~ = (r = vw)la = v2)(s = 7))

Evaluando ambos miembros en p € P obtenemos

Lado izquierdo de (6.3.8)(p) = (rqs)(p — S_l( ) — va) = [re(s(p = S~ ( 2)))] — )
= (r —yw)la(slp = S (v))) = V)

(@ = v2)((s = v@)p)

(
Lado derecho de (6.3.8)(p) = (r — vq))
= (r = vw)la(((s = v@)p) = S (7)) — 1))
= (r = ya)la((s = 158 ' (vw)) e = S (7)) — V@)

Por lo tanto (6.3.8) se satisface.
0

Sea (P, @, f,g) un contexto de Morita equivariante entonces P® (@ es un H-comédulo
a izquierda via las coacciones de Py @), es decir que la estructura de H-comodulo esta dada
por
0: POrQ — HRIPRRQ, 6(p®q) = p-1)q(-1)®P(0)q(0);
para todo pRq € P®grQ). Es inmediato comprobar que § estd bien definida y que es
coasociativa y counitaria.

LEMA 6.3.4. Sea (P,Q, f,g) un contexto de Morita equivariante entonces f y g son
morfismos de H-comddulos.

DEMOSTRACION. Es inmediata usando (6.3.7). O
Ahora estamos listos para probar el siguiente resultado.

PROPOSICION 6.3.5. Las equivalencias de categorias mddulo entre pm y sm estdn en
biyeccion con contextos de Morita (P,Q, f,g) equivariantes.

DEMOSTRACION. Supongamos que (F,c) : gm — smy (G,d) : sm — gm son los
funtores de entrelazamiento que dan una equivalencia de categorias médulo. Sabemos que
los funtores que dan la equivalencia de categorias F' : gm — smy G : gm — gpm estan
determinados por

F(M)=P®rM, G(N)=Q®sN
para todo M € pm, N € gm.

También sabemos que los isomorfismos naturales 0 : FoG — Id, n: Go F — Id estan
dados por

On(p2q@n) = f(p2q) -n, nu(qg@p@m) = g(p®p) - m
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paratodop € P,ge Q,n € N,m € M, donde M € gm, N € gm. Para que oG ~ Id
como funtores de entrelazamiento, debe ocurrir que para todo X € Rep(H), N € gm
(idx ®@0n) cx.av) F(dxn) = Oxen-

Esto ocurre si y sélo si f es un morfismo de H-comddulos. Analogamente G o F' ~ Id
como funtores de entrelazamiento si y s6lo si g es un morfismo de H-comoddulos.

O

LEMA 6.3.6. Mantengamos la notacion anterior. El espacio End g(Pr) posee una es-
tructura de H-comddulo dlgebra a izquierda, A : End g(Pr) — H®|End g(Pgr), T —
T _®T o), determinada por la identidad
(6.3.9) (o, T ) To(m) = (o, T(mo)) (-S ™ (m-1))) T(myo)) o),
para todo T € End g(Pr), m € P,a € H*. Mds ain P es un (End gr(Pg), R)-bimddulo
equivariante.

DEMOSTRACION. Verifiquemos que A estd bien definida, es decir que en efecto T'_1)®T ) €
H®End g(Pr). Sean v € H*, r € R, p € P. Entonces

(@, T1) To(p-r) =, T((p-r)0)(-yS (2= r)=y)) T((p - 7)(0)) 0)

T(p )08~ (m-r-)) T(Po) 7))
T(po ) 128 Py n)) T(pe) o) o)

T(p©)) 1S~ (p-1)) T(P)) o) - T

=, T (1)) To(p) - 7

La primera igualdad por la identidad (6.3.9), la segunda es debida a que Ap es un morfismo
de R-modulos, la tercera pues T es un morfismo de R-médulos a derecha, y la cuarta por
propiedades de S~!. Es inmediato comprobar que \ es coasociativa y counitaria.

{
= (o,
= (o,
= (o,

O

LEMA 6.3.7. Sea (P,Q, f,g) un contexto de Morita equivariante. Entonces la apli-
cacion p . S — End g(Pg) es un isomorfismo de H-comddulos.

DEMOSTRACION. Por la teorfa de Morita se sabe que la aplicacién p : S — End g(Pg)
definida por p(s)(v) = s - p, para todo s € S,p € P, es un isomorfismo.

Probemos que p es un morfismo de H-comddulos. Sean s € S;p € Py a € H*.
Entonces

(@, p(5) () =1)) () (D) 0) = (@, () (Do) =1)S ™ (P(=1))) P(5) (P(0)) 0)
= (@, snp2S " (P-1)) 50) * o)
= (@ 5(-1)) S(0) - P
La primera igualdad por (6.3.9), la segunda pues A es un morfismo de S-mddulos. Lo cual

prueba que
(id®@p) s = dp.
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Como consecuancia de la Proposicion 6.3.5 y la Proposicién 6.1.1 tenemos el siguiente
resultado.

TEOREMA 6.3.8. Las clases de equivalencia de categorias mddulo exactas sobre Rep(H )
estan parametrizadas por clases de equivalencia Morita equivariantes de H-comodulo dlge-
bras.

O

6.4. Categorias mdédulo sobre el dual de un algebra de grupo

Las categorias modulo sobre el dual de un algebra de grupo de un grupo finito fueron
clasificadas por V. Ostrik usando categorias duales. Este mismo resultado fue demostrado
luego por Etingof y Calaque, [CE]. En esta seccién usaremos las herramientas desarrol-
ladas previamente para dar una demostracion alternativa a los resultados de Ostrik.

Sea GG un grupo finito y sea H = kG el algebra de grupo de G.

TEOREMA 6.4.1. [Ostrik] Sea M una categoria modulo exacta indescomponible sobre
Rep(H*). Entonces existen un subgrupo F C G y un 2-cociclo normalizado o € Z*(F,k*)
y una equivalencia de categorias modulo

M >~ Rep(H")y, -

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.2.8 y el Corolario 3.2.10 existe un H*-mdédulo
algebra A sin ideales H*-estables y existe una equivalencia de categorias médulo
M ~ Rep(H") 4.

Como A es un H*-médulo algebra a izquierda entonces es un H-comédulo algebra a
derecha y por lo tanto, a izquierda, ya que H es coconmutativa. Luego, en este contexto
podemos utilizar el estabilizador de Yan-Zhu.

Sea V' una representacién irreducible de A. La Observacion 6.2.2 implica que el esta-
bilizador Stab4 (V') es un H-médulo dlgebra sin ideales a derecha H-estables. Por lo tanto
Stab4 (V') es un élgebra semisimple [Li, Theorema 3.1].

Por (la demostracién del) Teorema 3.3.2 existe un subgrupo F' C G y un 2-cociclo
normalizado o € Z%(F,k*) tal que

Staba (V) ~ kG®pEnd (V).
Recordemos que en el Ejemplo 5.3.2 mostramos que kG®pEnd (V) =~ Staby #(V)
como kG-médulo algebras.
Entonces tenemos que

A =~ Stabgtab . (v) (V) ~ Stab (V') ~ Stabstan,, ,(v)(V) ~ ks F.

El primer y el dltimo isomorfismo son consecuencia del Teorema 5.4.5. Esto termina la
prueba del Teorema. O

IGe-End (v)

OBSERVACION 6.4.2. Como se noté en [EO], el Teorema 6.4.1 es valido incluso cuando
la caracteristica del cuerpo k es positiva.
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OBSERVACION 6.4.3. En [O1] se prueba algo mds general y es que las categorfas médu-
lo semisimples indescomponibles sobre C(G,w) (ver ejemplo 2.0.13), estan parametrizadas
por subgrupos F' de G y 2-cocadenas o : F' X F — k* tales que w|pxpxp = do. También
en loc. cit. se calcula explicitamente los rangos de dichas categorias modulo.

De estos calculos se deduce que si elegimos G un grupo de orden no divisible por ningin
cuadrado perfecto y w es no trivial, entonces la categoria C(G,w) no posee funtores de
fibra, es decir no posee categorias médulo de rango 1.

6.5. Categorias mdédulo sobre las algebras de Taft

En esta seccién clasificaremos las categorias médulo exactas sobre las algebras de Taft.
Dicha clasificacién aparece en [EO].

Sean n € N y ¢ una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Recordemos que el algebra
de Taft T'(q) es el dlgebra generada por x, g sujetos a las relaciones " =0, g" = 1, gx =
q xg. Esta algebra posee estructura de algebra de Hopf con comultiplicacion, counidad y
antipoda dadas por

Ag) = g®g, Azr) =10x +2®yg, £(g9) =1, (z) =0,

Sg)=g" S(a)=—ag™".
Las algebras de Taft son algebras de Hopf autoduales, con dualidad dada por

<G, g>=q"'

donde T'(q)* =< G, X : G" =, X" =0,GX = ¢XG >.

<Gr>=0 <X, g>=0 <X, z>=1,

En lo que sigue introduciremos una familia de moédulo algebras sobre las algebras de
Taft.

Sea d € N un divisor de n y pongamos n = dm. Denotemos por B, al espacio vectorial
sobre k generado por {ei}?:_ol. By es un algebra declarando a los e; como idempotentes
ortogonales, es decir

(6.5.1) eiej =0, €.
LEMA 6.5.1. El dlgebra By es un mddulo dlgebra sobre T'(q) de la siguiente manera:
g-e; =¢€i11, parat=20,...,d— 2,
g - €d—1 = €o,
r-e,=0parai=0,...,d—1.

La siguiente observacién, a pesar de ser bastante clara, sera crucial para lo que sigue
mas adelante.

OBSERVACION 6.5.2. Los isomorfismos lineales g- : By — By son diagonalizables.

Los autoespacios son de dimensién 1 y los correspondientes autovalores son ¢, i =
0,...,d—1.
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DEMOSTRACION. Los operadores ¢- : B; — B,y diagonalizan ya que ¢" = 1. Para
d-1 _

cualquier j =0,...,d — 1 definamos h; = Y ;_; ¢~ e;. Entonces g - h; = ¢" h;, y como
dim; B4 = d el conjunto (hj);.l;(l) son todos los posibles autovectores de la aplicacién g-.

O

Sea A € k. Denotemos por A(d, \) el dlgebra generada por By y un elemento y, sujeto
a las relaciones

(6.5.2) Yt = AL,
(6.5.3) €0Yr = Yr€d—1, €j+1YUr=yrejparaj=0,...,d—2
OBSERVACION 6.5.3. Las identidades (6.5.3) son equivalentes a la identidad
d—2
(6.5.4) U = Z €i+1Yr € + €0 Yx €d—1-
i=0

DEMOSTRACION. Supongamos que (6.5.3) se verifica. Entonces

d—2 d—1 d—1

2
E eir1Yre teyYreqg_1 = § € Yn = E €iYx = Yx-
=0 =0 =0

Ahora si (6.5.4) se verifica, entonces las identidades (6.5.3) se obtienen multiplicando
(6.5.4) a ambos lados por e; gracias a (6.5.1). O

Ademas se puede comprobar facilmente que
hjys = 4™ yah;
para todo j =0, ...,d — 1. El conjunto {e;y’} coni=0,...d—1,7=0,...,n—1es una
base de A(d, A). En particular dim A(d, \) = dn.

LEMA 6.5.4. Para cualquier X € k, A(d,\) es una mddulo dlgebra sobre T'(q) como
sigue. La accion de T(q) sobre By es como antes y la accion sobre yy esta determinada
por

g-p=q "y, =1

OBSERVACION 6.5.5. Las dlgebras A(d, \) fueron consideradas en [MS] en el estudio

de derivaciones torcidas del dlgebra de Taft.

Usando que T'(q) ~ T'(q)* se obtiene que A(d, \) es una T'(q)-moédulo élgebra a derecha.
Explicitamente la coaccién esta determinada por:

§: A(d,\) — A(d, T (q), 6&(hj) =h;R¢’, j=0...d—1, §(yy) = Qg + 1@x.

El siguiente es teorema es debido a Etingof y Ostrik, ver [EO, Thm.4.10].

TEOREMA 6.5.6. La clasificacion de las categorias modulo exactas indescomponibles
sobre Rep(T'(q)) salvo equivalencia de categorias modulo es la siguiente:
1. Rep(T'(q))p, es la tinica no semisimple,
2. para todo A € k Rep(T'(q)) 44,0y €5 semisimple.
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Antes de dar una demostracion a este teorema necesitaremos algunos resultados pre-
Vi0s.

LEMA 6.5.7. Para cualquier divisor d de n el dlgebra A(d, \) es semisimple si y solo si
A#0. 85I A#0 el rango de la categoria g M es m y cualquier A(d, \)-mddulo simple
es de dimension d.

DEMOSTRACION. El dlgebra A(d, 0) no es semisimple ya que el elemento y, pertenece
al radical de Jacobson. Asumamos que A # 0. Introduciremos una familia de A(d, \)-
modulos simples y probaremos que todo médulo es suma directa de dichos objetos simples.

Sea p una raiz m-ésima de \. Definamos el espacio vectorial S, = @f:_ol kw;. La accion
de A(d, \) esta determinada por

ej-wi:@d w;, Yx - W; = Wit for ¢ = 1d—1, Yx - Wqg—1 = L Wy.
Es facil comprobar que esta accién esta bien definida y que el espacio S, es un A(d, \)-
médulo a izquierda irreducible. Mas atn S, ~ S, si y sélo si p = g/, y dim S, = d.
Sea M cualquier A(d, \)-médulo a izquierda de dimensién finita. Pongamos M; =
e; - M, entonces M = @f;ol M;. Las ecuaciones (6.5.3) implican que yy - M; C M;,;. Por
lo tanto y§ define un isomorfismo lineal en M tal que (y¢)™ = Al. Por lo tanto My se

descompone en suma directa de autospacios de y§ de autovalores rafces m-ésima de . No
es dificil probar ahora que M es suma directa de algunos S,,. O

Sea A una T'(g)-mdédulo algebra a izquierda sin ideales a derecha T'(g)-estables. La
accién de x induce una filtracién de la siguiente manera. Definamos A; = {a € A :
2™ q =0}, entonces A; C A;p1 y A=A, ;.

LEMA 6.5.8. Las siguientes afirmaciones se verifican.

(i) z-ACA_1yg- A CA;L

(6.5.5) g-z=q"" 12
(vii) Si A # Ag entonces existe un unico y € A tal que
(6.5.6) zoy=1, g-y=q'y

DEMOSTRACION. Los ftemes (i), (ii) y (iii) son inmediatos. Sea I C Ay un ideal a
derecha no nulo estable bajo la accién de T'(q). Entonces A es un ideal a derecha de A
estable bajo la accién de T'(q). Como I C I A entonces [ A # 0, por lo tanto /A = A. Por
(ii) esto implica que I = Ay. Lo cual prueba (iv).

Probemos (v). El radical de Jacobson de Ay, [Li], es un ideal estable, por lo tanto
Ay es semisimple. Sea ey un idempotente central primitivo de Ay, y definamos H = {g* :
g* - ey = eo}. Como H es un subgrupo de < g > entonces H es ciclico y por lo tanto
generado por g™ para algtn divisor m de n. Ahora, es claro que Ay ~ By, donde d = .
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Ahora probemos (vi). Como A # Ay y el operador g- : A — A es diagonalizable, existe
un elemento 2’ € A — Ay autovector de g-. Podemos asumir que 2’ € A; — A,_;. Por lo
tanto 27 - 2/ € A; — Ay y este elemento sigue siendo un autovector de g-. Ahora pongamos
z=a’ -2, entonces ¢g-z = ¢% z para algin a € N. Como z - 2 € Ay es un autovector de g-
de autovalor ¢**!, sigue de la observacién 6.5.2 que a + 1 = mr para algin r € N. Esto
finaliza la demostracién de (vi).

Ahora probemos (vii). Sea z € A; — Ay como en el ftem (vi). Pongamos w = z¢~ 1. 2%,

Notar que g - w = ¢~ w, de hecho

1$d—1g X Zd — qd—lxd—l . (g . Z)d

1d=1 d

g.w:gxd_l.zd:qd_
— qd—lqmrd—dl,d—l
Por (ii) 2% € Ay, luego 2971 2% =0, y por lo tanto z - w € Ag. Como z ¢ Ay entonces
x-w # 0. Ademads g- (z-w) = (x-w), luego nuevamente por la observacién 6.5.2 z-w = u 1
para algiin p € k*. Entonces, el elemento y = p~'w satisface (6.5.6).
Si existiran y,y’ € A elementos que verifican (6.5.6) entonces y—y' € Agy g-(y—vy') =
q¢ ' (y — '), pero esto es imposible por la observacién 6.5.2 a menos que (y — ') = 0.

.Zd:q_

O

LEMA 6.5.9. Sea A un T(q)-mddulo algebra a izquierda sin ideales a derecha no triv-
iales T'(q)-estables. Entonces, para algun divisor d de n, A ~ By 0o A ~ A(d, \), como
modulo dalgebras, para A € k

DEMOSTRACION. Consideremos las filtracién (A4;) en A como antes. Si A = Ay, por
el Lema 6.5.8 (v) no hay nada que probar. Asi que, asumamos que A # Ay. Por el Lema
6.5.8 (v) se puede asumir que Ay = By para algin divisor d de n. Sea y € A} — Ay el
(inico) elemento tal que (6.5.6) es verificada. Afirmamos que

y'=Al, ey =ye,

para todo ¢ = 0..d — 1 y para algin A € k. Por induccién se prueba que z - y" =
(Z:;ol )y 1, en particular z - y" = 0, por lo tanto y" € Ag y como g-y" = ¢ "y = y"
entonces, por la observacion 6.5.2, y* = A1 para algin A € k. Definamos

d—2

w = Zei—l-lyei +eYed,

i=0
entonces, es inmediato comprobar que ¢ -w = ¢ 'w y - w = 1. El Lema 6.5.8 (vii)
implica que w = y. La observacién 6.5.3 finaliza la prueba de la afirmacion.

El espacio @;:01 Aoy’ es un ideal a derecha estable bajo la accién de T'(q). Por lo tanto
A es generada por y y A sujetos a las relaciones (6.5.2), (6.5.3), luego A ~ A(d, \). O

PRUEBA DEL TEOREMA 6.5.6. Sea M una categoria médulo exacta sobre Rep(7'(q)).
Por el Teorema 3.2.8 existe una 7T'(¢)-médulo dlgebra R tal que M =~ Rep(7'(q))y co-
mo categorias modulo. Por el Corolario 3.2.10 se puede elegir a R de manera que no
posea ideales a derecha T'(q)-coestables. . Entonces los Lemas 6.5.7, 6.5.9 concluyen la
demostracion. 0






CAPITULO 7

Grupoides dobles

7.1. Grupoides

Recordemos que un grupoide (finito) es una categoria pequena (con cantidad finita de
flechas), tal que todo morfismo posee inverso. Denotaremos a un grupoide pore,s : G = P,
o simplemente por G, donde G es el conjunto de flechas, P es el conjunto de objetos y
e,s son las aplicaciones final y fuente. El conjunto de flechas entre dos objetos P y @
es denotado por G(P, @), también denotaremos por G(P) := G(P, P). Dadas dos flechas
g,h € G diremos que son componibles y se denotara g|h si e(g) = s(h). La composicién
serd denotada por m : G¢xsG — G, y para dos flechas componibles g y h la composicion
serd denotada por yuxtaposicién: m(g, h) = gh.

Un morfismo entre dos grupoides es un funtor entre las categorias subyacentes. Si
G =P,y H= Q son grupoides, y ¢ : G — H es un morfismo de grupoides entonces
para cualquier @ € P, ¢(idg) = ide((iay)), ¥ ¢ induce una funcién ¢° : P — Q, ¢°(Q) =
e(¢(idg)). Esto implica que e(¢(g)) = ¢°(e(g)), para cualquier g € G. Si ¢ y ¥ son dos
morfismos de grupoides entonces (¢1))? = ¢%¢°.

Recordemos una definicion conocida.

DEFINICION 7.1.1. Dos morfismos de grupoides ¢, : G — H son similares, y de-
notaremos ¢ ~ 1, si existe una transformaciéon natural entre ellos; esto es, si existe una
funcién 7 : P — 'H tal que

o(g)7(e(g)) = 7(s(9))v(9), g€G.

Observar que la “similaridad”es una relacién de equivalencia ya que cualquier trans-
formacién natural entre dos morfismos de grupoides es necesariamente un isomorfismo
natural.

Dos grupoides G, 'H son similares, y escribimos G ~ H, si existe una equivalencia de
categorias entre ellos. En otras palabras, si existen morfismos ¢ : G — H, ¢ : H — G tal
que ¢ o y 1 o ¢ son similares a las correspondientes identidades.

Una operacién basica entre grupoides es la unién disjunta. Es decir, siGg =P, H = Q
son dos grupoides, la unién disjunta es el grupoide cuyo conjunto de flechas es G[[H,
y cuya base es la unién disjunta de las bases: P[] Q. Si G ~ G' vy H ~ H' entonces
GG ~HIIH.

Definamos una relacién de equivalencia sobre la base P de un grupoide G por P ~ ()
if G(P,Q) # 0. Un grupoide ¢,s : G = P se dice conezxo si P ~ @ para todo P,Q) € P.

87



88 7. GRUPOIDES DOBLES

Sea S una clase de equivalencia en P y por Gs denotaremos el grupoide conexo corre-
spondiente con base S; esto es, Gs(P, Q) = G(P, Q) para cualquier P,@Q € S. Entonces el
grupoide G es isomorfo a la union disjunta de los grupoides Gg: G ~ ]_[Sep/z Gs.

Un subgrupoide ‘H de un grupoide G se dice amplio si 'H posee la misma base P de G.

LEMA 7.1.2. Sea G un grupoide.
(i). Si G es conexo, entonces G ~ G(P) para cualquier P € P.
(ii). Si S es un sistema de representantes de P/ ~ entonces

(7.1.1) G~ [Jawp.

PeS

DEMOSTRACION. (i). Fijemos P € P. Para cualquier Q € P, denotamos 7o un el-
emento en G(P,Q) tal que 7p = idp. De esta manera tenemos definida una aplicacién
7 : P — G. Definamos las siguientes funciones ¢ : G — G(P), ¥ : G(p) — G por
&(9) = Ts(g) 9 Te’(gl), t(h) = h. De hecho estas funciones son morfismos de grupoides. Como
requerimos que 7p = idp entonces ¢ o v es la identidad. Por definicion de ¢ se tiene que
(¥ 0 @)(g)Te(g) = Ts(g)9, ¥ luego 1 o ¢ ~id. La parte (ii) se sigue de (i). O

Asi como en la teorfa de grupos es importante la nocién de acciones de estos sobre
conjuntos, en la teoria de grupoides la nocion que aparece es la de accién sobre una flecha.

DEFINICION 7.1.3. Dado un grupoide G y una funcién p : € — P, una accidn a
izquierda de G sobre p es una aplicacion > : G¢ x, & — &£ tal que

(7.1.2) p(g>z) = s(g), g>(hea) = ghse, idp() b2 =z,

para elementos componibles g,h € G, z € £. Diremos en este caso que (€,p), o £, es un
G-fibrado.
Una accion a derecha de G sobre £ es un mapa <: £, Xxs G — & tal que

(7.1.3) plzg) =e(g),  (z<g)<h =azgh,  a<idye) ==,

para elementos componibles g,h € G, x € £.

7.2. El algebra de grupoide

En lo siguiente se mostraran ciertas propiedades basicas de las dlgebras de grupoides.
Primero recordemos que si G es un grupoide, el dlgebra de grupoide sobre K es el algebra
cuyo K-moédulo subyacente es KG y multiplicacién determinada por:

gh = {gh si glh

0 de otra manera.

Un G-fibrado en médulos es un G-fibrado (€, p) tal que & := p~1(Q) es un K-médulo
para cualquier ) € Py el mapa g> : &) — Es(g) €s un isomorfismo lineal para cualquier
geaqg.
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Hay una equivalencia de categorias entre la categoria de G-fibrados en médulos y

Kg./\/l.

El KG-médulo a izquierda asociado al G-fibrado médulo (€, p) esta dado por M :=
@er &g, y la accién de G en M esta dada por g.m = gom sim € &g y gm = 0 en
caso contrario. Notar que la fibra £; puede ser cero para algin @) € P.

Reciprocamente, sea M un KG-médulo a izquierda, definamos Mp = idp M, P € P;
entonces M = @ p.p Mp. Sean

E={(Q,m) e Px M tal que m € Mg},

p: € — P definido por p(Q,m) = Q, y sea > : G¢ X, &€ — & definido por g>(e(g),m) =
(s(g),g9.m). Entonces (&, p) es un G-fibrado médulo.

PROPOSICION 7.2.1. Si G = P y H = Q grupoides similares, las categorias xgM ¥
| M son tensorialmente equivalentes. En particular las dlgebras de grupoides KG, KH
son Morita equivalentes.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existen morfismos de grupoides ¢ : G — Hy ¢ : H —
G que satisfacen ¢y ~ idy y ¢ ~ idg; esto es, existen funciones : P - Gy n: Q —H
tales que

(7.2.1) Ve(g)0(e(g)) = 0(s(g))g;
(7.2.2) ¢p(h)n(e(h)) = n(s(h))h,
para todo g € Gy h € H.
Definamos los funtores ¥ : ygM — |y M, & : |yM — kgM por
@(M)Q = MwO(Q), and (I)(V)p = V¢0(p)’

para todo objeto M € xgM, V € |yM y para todo P € P, ) € Q. La accién de H en
W (M) esta definida como sigue: si x € H y m € ¥(M)q entonces

I {wx)m if e() = Q.

0 de otra manera.

La accién de G en ®(V) estéd definida como sigue: si g € Gy v € &(V)p entonces

v {¢(9)v if e(g) = P,

0 de otra manera.

Claramente, éstas son de hecho acciones de los correspondientes grupoides. Definimos los
isomorfismos naturales ¢ : Id - V® y ( : Y& — Id por

§vp Vo = Viger), Svp() =0(Q)v vy Cup : Mp — Mgypyopy, Cup(m) =n(P)m

para todo V € My M € xgM. Las ecuaciones (7.2.1), (7.2.2) implican que £ y ¢ son
morfismos; luego los funtores ® y ¥ definen una equivalencia entre xgM y |1 M. Por
una verificacion directa se prueba que estos funtores son funtores tensoriales estrictos. [

Combinando el Lema 7.1.2 y la Proposicién 7.2.1 se tiene que
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COROLARIO 7.2.2. Si G es un grupoide conexo entonces las categorias tensoriales
kgM ¥ 1g(p)M son equivalentes tensorialmentes para cualquier P € P. En particular el
dlgebra de grupoide KG es Morita equivalente al dlgebra de grupo KG(P). 0

7.3. Cohomologia de grupoides

Brevemente recordaremos la conocida cohomologia de grupoides.

Fijemos un grupoide e,5 : G = P. Definamos G := {idg}lger, GV = G, y para
n>2

6™ ={(g1,-,9n) €G" : g1lg2l - - |gn-1lgn}-
Sea (&£, p) un G-fibrado médulo, y sea

CUG.E) ={f:P—E:p(f(Q)=Q VQeP},
c(G,&)={f: g g f(g1,...,9,) =0, sialgun g; € G
y p(f(91,- 5 90) = 8(g1) Vg1, 9n) € G}

Los grupos de cohomologia H"(G,E) de G con coeficientes en el G-fibrado médulo
(€, p) son los grupos de cohomologia del complejo

(7.3.1)
0 — C%G,&) 2 (G, &) 204G, €) B ... (G, &) I CMHY(G,E) —
donde

d'f(9) = g=f(e(g)) — f(s(9)),

n

(732) dnf(907 s 7971) = gODf(gh s agn) + Z<_1)lf(907 - gi-19i - - 7gn)

+ <_1)n+1f<907 e 79”71)'

Denotemos, como es usual, Z"(G, M) := Ker (d"), B"(G, M) := Im (d"'), n > 0.
Mostraremos ahora que esta cohomologia de grupoide coincide con la cohomologia del
algebra de Hopf débil KG definida en la seccién 4.4 del capitulo 4.

PROPOSICION 7.3.1. Si £ es un G-fibrado mddulo y M es el KG-mddulo asociado,
entonces los grupos H"(G,E) y H"(KG, M) son naturalmente isomorfos.

DEMOSTRACION. Sea C"(KP, M) := Hom kg(B,(KG,KP), M) como en la seccién
4.4 del capitulo 4. Definamos F,, : C*(KP, M) — C"(G,E) por
)

Fo(f)(P) = f(idp), PePp,
Fn(f)(gla .- 7971) = f(ldS(gl) ®g D ®g_n)7 (91,. .- 7gn) S g(n)

I
\
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Entonces los F,, son isomorfismos cuyos inversos son los mapas G,, : C™(G, &) — C*(KP, M)
dados por

Go(f)(9) = g>f(e(9)),
CGu([)(Go® T @ @ Gn) = go>f (g1, -, 9n)-

Se sigue de la definicién de los mapas d” que d"F,, = F,,0" para cualquier n > 0. Luego,
los mapas F,, inducen isomorfismos H"(G,&) — H"(KG, M). O

Como consecuencia, mostramos que la cohomologia de grupoides puede ser calculada
a través de la cohomologia de grupos.

PROPOSICION 7.3.2. (i). Sea £ un G-fibrado mddulo y sea S un conjunto de clases de
representantes de clases de equivalencias en P. Ezxisten isomorfismos naturales— inducidos
por las respectivas inclusiones

H™(G.E) ~ D H"G(P),Ep).

pPesS

(ii). Asumamos que G es conexo y que fijamos O € P. Sea € un G-fibrado modulo y
sea H un subgrupoide amplio conezo de G. Ponemos G = G(O), H = H(O). Entonces los
siguientes diagramas conmutan.:

H™"(G,E) —== H"(H,Res$,(&))

l l

HY(G,&0) —=~ H"(H,Res% (o)),
donde las flechas verticales son los isomorfismos de la parte (i).

DEMOSTRACION. (i). Combinar (7.1.1), Proposicién 7.3.1, y el hecho que los grupos
Ext son Morita invariantes. Aqui los bien conocidos isomorfismos naturales Ext ', z(M @
N.UsV) ~Ext(M,U)®Ext's(N,V), n € N, estan presentes, donde A y B son anillos,
M y U son A-médulos y N y V son B-mddulos.

(ii). Es inmediato. O

DEFINICION 7.3.3. Sea A un K-mddulo. Denotaremos por A el G-fibrado médulo
tal que Ap := A, P € P, con accién trivial de G. Es decir, A es el G-fibrado médulo
correspondiente al KG-médulo KP @k A. Por la Proposiciéon 7.3.2 (i), H"(G,A) =~

Dpes H'(G(P), A).

Observar que si A es un K-médulo entonces el conjunto Z2(G, A) se identifica con el
conjunto de mapas o : Ge Xs G — A tales que

a(g,hf)o(h, f) = o(gh, fo(g,h),

para elementos componibles g, h, f € G.
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7.4. Grupoides dobles vacantes

En esta seccién trabajaremos con las notaciones y convenciones de [AN1, Section 2.

De acuerdo con la definicién dada por Ehresmann [Eh], un grupoide doble es un objeto
grupoide en la categoria de grupoides. Expliquemos esta definicién con mas detalle en
una forma equivalente. Un doble grupoide puede ser representado por cuatro grupoides
relacionados

B =V
T: | U
H = P

sujetos a un cierto conjunto de axiomas. Es decir que tenemos dos grupoides con la misma
base V = P, H = P, vy dos grupoides con el mismo conjunto de flechas B =V, B = H,
sujetos a ciertas compatibilidades.

El grupoide B = V es llamado el grupoide horizontal y B = H el grupoide vertical.

Los grupoides dobles admiten una descripcion pictérica como conjuntos de ’cajas’ que
pueden ser compuestas en dos direcciones: horizontal y vertical.
Un elemento A € B se representa como una caja

t
A=1] |r,
b

donde t = t(A),b = b(A) € H son respectivamente la fuente y el final de A con respecto
a la composicién vertical, y similarmente por [ = [(A),r = r(A) € V con respecto a la
composicion horizontal.

Las composiciones horizontal y vertical de las cajas seran escritas de izquierda a
derecha y de arriba a abajo, respectivamente. La notacién AB (respectivamente, é) in-
dicard la composicién horizontal (vertical, respectivamente); esta notacién asumird im-

plicitamente que A y B son componibles en los apropiados sentidos.

Un grupoide doble 7 es llamado wvacante si para cualquier g € V, x € H tales que el
x

final de = coincide con la fuente de g, existe una tunica caja X € B tal que X = D g.

En particular, en un grupoide doble vacante, toda caja estd determinada por cualquier
par de lados adyacentes.

7.5. Grupoides apareados

Recordemos brevemente la definicién de grupoides apareados, y las formulaciones
equivalentes en términos de factorizaciones exactas, o grupoides dobles vacantes, ver
[Mac| o [AN1] para mayores detalles.
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Un par de grupoides apareados es una colecciéon (H,V,>,<), donde bt : V = Py
r,l : H = P son dos grupoides sobre la misma base P, > : H,x;V — V es una accion a
izquierda de H on (V,t), <: H,x;V — H es una accién a derecha de V en (H,r) tales
que

(7.5.1) blarg) = l(z<g), apgh = (zpg)((z<g)>h),  zy<g = (z<(y>g))(y<y),

para elementos componibles x,y € H y g,h € V. Aqui y de ahora en maés usaremos la
notacion “horizontal y vertical”: la fuente y el final de H, resp. V), son denotados [ y r
(“left 7 y “right”, izquierda y derecha en inglés), resp. t y b (“top” y “bottom”, arriba y
abajo en inglés).

Sea (H,V,<,>) un par de grupoides apareados. Asociado a este par estd el grupoide
diagonal ¥V >1 'H con conjunto de flechas V', x;H, base P, principio, final, composiciéon e
identidad dados por

s(g,x) =t(g), e(g,x)=r(z), (9,2)(h,y) = (9(zph), (xz<h)y), idp = (idp,idp),
g,h €V, x,y € H, P € P. Luego, tenemos una factorizacion exacta de grupoides V
‘H = V'H, es decir que todo elemento de V <1 ‘H se puede escribir de manera tinica como un
una composicién de un elemento de V' y un elemento de H. Reciprocamente, si D = V'H es
una factorizacion exacta de grupoides, entonces existen acciones <, > tales que (H, V), <,>)
son grupoides apareados, y D ~ V 1 'H.

Existe también un grupoide doble asociado al par de grupoides (H, V). En términos
B = H
simples, esto es una coleccién || 1l con el siguiente significado.
yV = P
El conjunto de cajas es B := H ,.Xx;V, y un elemento (z,g) € B es representado por
x
una caja h D g donde h = x>g, y = x<g.
Y
El grupoide horizontal 7,1 : B == V posee principio, final, composicion e identidad
dados por

T(l’,g) =4, l(l’,g) = xPg, <x7g>(yah) = (.fl?y, h)> ld(g) = (ldt(g)vg)
x,y € H, g,h € V. El grupoide vertical ¢,b : B = 'H posee principio, final, composicion e
identidad dados por

b({[‘,g) = xdg, t(l’,g) =, (515,9)(97]1) = (I‘,gh), ld(f[') = (xuldr(x))a

x,y € H, g,h € V. Si A, B son dos cajas, denotamos A | B si son horizontalmente
x z

A
componibles, y 5 si son verticalmente componibles, esto es si A = h D gy B=f D k,
Y w
S A
entonces A | Bsiysolosig=f,y 3 siy solo siy = 2.

Mencionamos un resultado debido a Mackenzie, ver [AN1, Prop.2.9].
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TEOREMA 7.5.1. Las siguientes nociones son equivalentes.

(i) Dobles grupoides vacantes,
(ii) pares de grupoides apareados, y
(iii) factorizaciones exactas de grupoides.

7.6. La sucesion exacta de Kac para grupoides apareados

En esta seccion revisaremos y completaremos los detalles de la prueba de la sucesion
exacta de Kac para grupoides dobles vacantes introducida en [AN1]. Sea (H,V,<,>) un
par de grupoides apareados. Comenzaremos con una resolucién no estandar del grupoide
diagonal, adaptando ideas de [M1] al caso de los grupoides. Si r, s € N, denotaremos por
B al conjunto de matrices

All A12 o .. AlS

A21 A22 s A2s c B'rxs

Arl Ar2 s Ars

tales que
» Para todo 4,7, Ai; | Aij1, 1 Y Esta condicién es resumida en la siguiente
i+1,5
notacion:

Ay A |0 | Ags
A21 A22 o .. A2S
A A |0 | A

» Si j < s entonces A;; no es una identidad horizontal.
» 5i¢ > 1 entonces A;; no es una identidad vertical.

Observar que si A = (A;;) es un elemento en B} entonces A esta determinada por
s elementos componibles x1,...,x, en H-aquellos en la parte de arriba de la caja— y
r elementos componibles ¢q,...,g, en V-aquellos en la parte derecha de la caja, con
r(zs) = t(g1). Denotaremos tal elemento por

T1y...,Tg
A::|:| g1, Gr-

Sean sy} : KBl — KB+l (mapas de homotopia vertical), dj;" : KBl — KBI—1sl y
oy KBl — gBl-s—1 (mapas de coborde verticales y horizontales) definidos por

T1y...,Tg

T1y...,Tg
SO e R I ey I PP
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L1y, TjTj+1, -5 Ts

T1y...,Tg '
a;f |:| 9155 9r | = <_1)S_]_1’ g1,..-,30r

J=1

Toy...,Tg
DT g0

»
I
—_

T1y...,Tg r—1 ' T1y.e..,Tg
L T oo | =2 DT g i
i=1

T1y...,Tg

FEDTL e

Por un célculo directo se puede mostrar que los siguientes diagramas conmutan:
T,S

KBl % gpglrs-1

6;’3\[ J/aclsfl

r—1,s

KB[’I’—LS] O KB[T—LS—I].

Por lo tanto, hemos construido un doble complejo de cadenas B°*:

KBB O

mo_ |a |-

KB % ggla 91

bl

RBL L% gph %% gphsl L.

Notar que B™*! es un subconjunto del conjunto B definido en [AN1]; y el doble
complejo presentado aqui es diferente del doble complejo presentado en [AN1]. Sin em-
bargo estas diferencias serdan reconciliadas en la observacion 7.6.5 més abajo.

Definamos ahora una accién del grupoide diagonal V > ‘H en KBl r.s > 0. La

P-graduacion en KB esta dada por:

T1y...,Ts
Ll g e | =tlo)=r()
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SiheV,ye Hson tales que r(y) = r(xzs) = t(g1) = b(h), entonces escribimos

)
L1yew., Ty IL‘l,...jl'Syil
vl oa = ] o, (y<g)rge. -, (Y91 1),

(7.6.2)
Tiy..., Xy r1<(xg ...z >hTY), L peah T
h. |:| Ji, -, G | = ‘ hgi, 92, Gr.
LEMA 7.6.1. (i) Las reglas (7.6.1) y (7.6.2) inducen una estructura de KV > H-

mddulo sobre KBS,

(ii) Ewxisten KV b H-isomorfismos:
o KB ~ KV 1 H @xp KB4~ para todo r,s > 1,
o KBIM ~ KV a H @kp KV para todo r > 0,
o KBSl ~ KV b1 H @xp KHED para todo s > 0,

donde la accion de KV >xa 'H sobre KV <1 H Qp L estd dada en el primer tensorando,
para cualquier L € xpM.

(iii) KB es un KV 1 H-mddulo proyectivo para cualquier r,s > 0.
(iv) Los mapas de coborde 0y°, 0y son morfismos de KV b1 H-mddulos.

r+1,s rs r—1,sqr,s __ -

L1y, T
DEMOSTRACION. (i) Sean A = |:| G1,. .., 90 € Bl sean h € V,y € H, tales

que r(y) =t(h) y b(h) = p(A). Afirmamos que y.(h.A) = (y>h). ((y<h).A). Se tiene que

r1<d(zy .. xR, (meah Ty
y.(h.A) = ’ ‘ y>har, (y<hgy)>ge, . .., (Y<hgy - .. Gr—1)>gy;

y (yph). ((y<h).A) =
214((z2 . .. 25 (y<h) " H>(yeh) ), L (s (y<h) ) <a(y>h) 7!
(y>h)((y<h)>g1), ..., ((y<hgy . .. gr—1)>Gy-

Entonces y.(h.A) = (y>h). ((y<h).A) por (7.5.1) y las identidades
(yoh) ™! = (y<h)eh™', (yah)™ =y~ <(yeh).
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(ii) Asumamos que 7,5 > 1. Definamos los mapas ¢ : KB — KV 1 H ®kp
KBIr=ts=1 4 : KV 1 H @xp KB 151 — KBl por las férmulas

T1y...,Tg
ol | oo | =0 2g)®

21<4(To.. k>G1 )y oy Ts_1<(T s> )
’ ‘ (25991292, - -+, (5491 ...Gr—1)>0;

Ly Ts—1, ldr(ms,l)

T1,. -, Ts-1
?/)((97 h) ®|:| g1, - 7g7“—1) = (y7h) ’ ‘ idt(g1)7.gl) <o Or—1

Estos mapas son morfismos de KV <t H-moédulos y uno es el inverso del otro. La prueba
de los casos r =1 0 s = 1 se sigue de manera similar. La parte (iii) se deduce de (ii) y el
lema 4.1.5. La prueba de (iv) y (v) son inmediatas.

Sea A®** el doble complejo obtenido de 2°* al remover los bordes; es decir A™* :=
PBrtlstl Sea M un KV <t H-médulo a izquierda y por lo tanto un KH-médulo a izquier-
da y también un KV-mddulo a izquierda. Definamos los complejos dobles de cadenas

B**(M),E** (M) y A**(M) por

B (M) 1= Hom ke (KB, M), A™*(M) := Hom gy (KB -1 M),
y E7*(M) consiste solo en los bordes de B(M).

OBSERVACION 7.6.2. Sea M un KV 1 H-médulo. Lema 7.6.1 (ii) implica que exis-
ten isomorfismos K-lineales naturales: B"*(M) ~ Hom x(KBI~1*=1 M) para cualquier
r,s > 1, y biyecciones naturales: 8" (M) ~ CU=D(V &), B(M) ~ CEV(H,E) para
cualquier r, s > 0, donde & es el fibrado médulo correspondiente a M.

OBSERVACION 7.6.3. Sea B™*) como en [AN1]. Supongamos que r, s > 1. Extendemos
cualquier 1 € B"*(M) ~ Hom (KBI~t*=1 M) a i € Hom x(KBT"15=D M) por 0 en
Br=ts=1) — BIr=1s=1 En otras palabras, los elementos de B™*(M) estdn normalizados
por definicién.

Ahora podemos formular la sucesion exacta de Kac para grupoides.

TEOREMA 7.6.4. [AN1, Prop 3.14] Denotemos D =V <1 H. Sea M un KD-mddulo.
Entonces, existe una sucesion exacta larga

0 — HY(D,M) = HY(H,M)® H' (V, M) — H°(Tot A>*(M))
(7.6.3) — H*(D, M) =% H*(H, M) ® H*(V, M) — H*(Tot A*>*(M))
—H*(D,M) = H*(H,M)® H*(V,M) — ...

Las funciones denotadas por res en la sucesion exacta anterior proviene de las restric-
ciones usuales.
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DEMOSTRACION. La sucesién exacta corta de dobles complejos 0 — A**(M) —
B (M) — E%*(M) — 0 induce una sucesién exacta larga de cohomologia. Por la obser-
vacion 7.6.2 es facil ver que

H"(Tot £**(M)) ~ H"(H, M) H"(V, M)

para cualquier n € Ny. Por el Lema 7.6.1 (v) cada columna de B** es aciclica. Luego el
complejo total asociado

(7.6.4) — Tot (B),, 2 Tot (B)_s ... —> Tot (B)3 -2 Tot (B), —— KP,

x
donde € : Tot (B); — KP esta dado por el grado: e( ] g) = [(x), es una resolucién

proyectiva del KV 1 H-médulo trivial. Ver, por ejemplo, [W, Ex. 1.2.5]. Esto implica que
H"(TotB(M)) ~ H™(V <1 'H, M) para cualquier n € Ny, lo cual termina la demostracion.
O

OBSERVACION 7.6.5. Tomaremos ahora K = Z y A = k* y recordemos el significado
de k* en la definicién 7.3.3. Denotemos

Aut (k7T) := H°(Tot A%*(kX)), Opext(V, H) := H'(Tot A**(k*)).

El grupo Z*(Tot A**(k*)) puede ser identificado con el conjunto de pares (o, 7) tal
que o es un 2-cociclo normalizado con valores en k* para el grupoide vertical B = H,
7 es un 2-cociclo normalizado con valores en k* para el grupoide horizontal B = V y se
cumple que

A B

(7.6.5) o(AB,CD)r (C”D

) =171(A,B)7(C,D)o(A,C)o(B, D),
é g . Por lo tanto, Opext(V,H) coincide con el
grupo considerado en [AN1]. Se tiene la expresién familiar
0— H'(D,k*) — H'(H, kK)o H'(V,k*) — Aut (k7)
(7.6.6) — H*(D,k*) — H*(H,k*) & H*(V,k*) — Opext(V, H)
— H*(D,K*) = H*(H,k*) ® H*(V,k*) — ...

Notar que, si (o,7) € Z%(Tot A**(k*)), luego se sigue de la ecuacién (7.6.5) que
(7.6.7)
U((ids(g), g), (ids(h), h)) = 1, T((:C, ide(z)), (y, ide(y))) = 1, g, h e V, T,y € H.

para cualquier A, B,C, D tal que



CAPITULO 8

Estructura de las factorizaciones exactas

Este capitulo esta dedicado al estudio de grupoides D munidos de una factorizacion
exacta. También daremos ejemplos concretos y mostraremos el calculo explicito de cier-
tos Opext usando como herramiento principal la susecion exacta de Kac descripta en el
capitulo anterior.

Sea D = P un grupoide conexo. Fijamos O € Py 7p € D(O, P), P € P, 10 = ido.
Denotamos por D al grupo D(O); por lo tanto D ~ D x P?, con isomorfismo dado por

D(P,Q) 3 x — (rpary’, (P,Q)).

En otras palabras, llevamos hacia atrés a x a una flecha desde O hasta O via los 7’s:

\&/"\
O 7 @

Elecciones distintas de las familias 7p € D(O, P), P € P, dan lugar, solamente, a difer-
entes isomorfismos de grupoides D ~ D x P2.

Fijemos una relacion de equivalencia ~y en P y una seccién o : P/ =~z — P de la
proyeccion canoénica. Entonces, existe una biyeccion entre

(a) el conjunto de subgrupoides amplios H de D con relacién de equivalencia ~p, y

(b) el conjunto de colecciones ((Hy)uep/~y (Ap)pep), donde Hy es un subgrupo de

D, Me P/ ~y,vAp € H)\D, P € 4, con Aoy € Hy para cualquier 4 € P/ ~y.

Mas precisamente, desde (a) hasta (b), si U € P/ ~p y P € U, elegimos gp €
H(o (L), P) y ponemos

Hy = TU(U)H(O'(ﬂ))TU_(b), Ap = T(,(U)nggl.

La eleccién de gp no afecta la clase de Ap en Hy\D. Por definicién, Ayuy € Hy.

Reciprocamente, si la coleccién ((Hu)uep/ays (Ap)pep) satisface las condiciones de-
scriptas anteriormente entonces el subgrupoide amplio ‘H que esta coleccién determina
esta dado por

5 \p Hyhgmg, if Pm~pQ,P,Q € y;
0 if P&yQ.

99

H(P,Q) = {
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En otras palabras Ap7p = 7,u)gp, flechas x en H desde P hasta @) corresponden a flechas
Z € Hy como en el siguiente diagrama conmutativo:

To(U) gp

O 7w o) e T Q

Por abuso de la notacién, diremos que H es asociado a ((Hy)uep/~y (Ap)pep).

Reformularemos la descripcién de factorizaciones exactas de grupoides conexos dada en
[AN1, Th. 2.15] en términos de la discusién precedente. Fijemos relaciones de equivalencia
~y vy ~pg sobre P y secciones p : P/ =y— P, 0 : P/ ~yg— P de las proyecciones
canonicas.

TEOREMA 8.0.6. Sean H y V subgrupoides amplios de D asociados respectivamente a

las colecciones ((Hy)uep/~y, (AP)Per), ((VR)ReP/~v s (1tP)pPep) como fue explicado ante-
riormente. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) D = VH es una factorizacion ezxacta.
(ii) (H,V) es un par de grupoides apareados y D~V <1 'H.

(iii) Las siguientes condiciones se verifican:

(8.0.8) D= H Vi urAp" Huy, para todo 4 € P/ ~y, R € P/ =y;
ReUNR
(8.0.9)
e Veip N AR Hydp = {1}, para todo L € P/ ~p, W€ P/ ~y,P € UNA.

O

En lo que queda de esta seccién estudiaremos pares de grupoides apareados cuyo
grupoide vertical es conexo. Estos son exactamente aquéllos para que la categoria tensorial
Repk!7T sea de fusion.

Fijemos un subgrupoide vertical ¥V de D determinado por un subgrupo V de D y
ip € V\D, P € P. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que up = 1 para todo
P € P; simplemente basta con cambiar la familia (7p) por (up7p).

Diremos que H es un factor exacto del subgrupoide V de D si D = VH es una
factorizacién exacta.

COROLARIO 8.0.7. Sea H un subgrupoide amplio de D asociado a ((Hy)uep/~y, (Ap)pPep)-
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) H es un factor exacto de V.
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(ii) Las siguientes condiciones se verifican:

(8.0.10) D =[]V Az Hy, para toda 8 € P/ ~p:
ReU
(8.0.11) VNgHyg ' = {1}, para todo g € D.

DEMOSTRACION. La condicién (8.0.9) se lee ahora V N Ap'HyAp = {1}, para toda
clase i € P/ =y, P € s. En presencia de (8.0.10), esto es equivalente a (8.0.11). O

SUMARIO 8.0.8. Para construir ejemplos explicitos de una factorizaciéon exacta D =
VH con V conexo, necesitamos:

= Un grupo finito D, un subgrupo V de D y un conjunto finito no vacio P.

Fijemos O € P y definamos D y V como fue explicado anteriormente.

Una relacion de equivalencia ~y in P.

Una familia (Hy)yep/~,, de subgrupos de D tales que

(a) V interseca trivialmente los conjugados de Hy para toda U € P/ ~p.

(b) Existen biyecciones ¢y : V\D/Hy ~ i para toda 4 € P/ ~y.
Denotamos o (i) = ¢y(V Hy) € 4.

Una seccién ¢ : 4 — D de la proyeccién canénica D — V\D/Hy compuesta con
pu, tal que (,u) € Hy.

Pongamos Ap = (p' para cualquier P € P; y claramente As(U) = (;(L) € Hy. Entonces
H es el subgrupoide amplio asociado a ((Huy)uep/~y, (Ap)pep); es un factor exacto de V
por (a) y (b).

OBSERVACION 8.0.9. Si D es un grupo finito, V' y H son subgrupos de D con una
descomposicién en coclases dobles D = [[p., V(pH, entonces

[D:H] =Y [V:V[)CHG:
PeU
si ademds V (gHg ' = {1} para todo g € D se tiene que |D| = #U|V||H|. Ver [AdM,
p. 76].
En lo que sigue analizaremos ejemplos explicitos de factores exactos H de V de acuerdo
con la relacion de equivalencia ~g.

8.1. Caso donde La relacién de equivalencia ~y es totalmente disconexa

Aqui = es la relacion identidad: si P ~py () entonces P = () para cualquier P, Q) €
P. Subgrupoides amplios H con esta relacion de equivalencia corresponden a familias
(Hp)pep de subgrupos de D.

SUMARIO 8.1.1. Sea H como arriba. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) D = VH es una factorizacién exacta.
(i) D = V Hp es una factorizacién exacta para todo P € P.

Para construir ejemplos explicitos de factorizaciones exactas D = VH con V conexo
y ~y= id, necesitamos un grupo finito D, un subgrupo V y una familia (Hp)pep de
subgrupos de D (luego el conjunto de indices P es la base del grupoide) tal que Hp es un
factor exacto de V para todo P € P.

Dado un grupo finito D y un subgrupo V', nos enfrentamos al problema de encontrar
todos los factores exactos H de V. Observemos que:

(0). Cualquier conjugado de un factor exacto de V' es nuevamente un factor exacto de
V.

(1). Existen un grupo finito D, un subgrupo V' y factores exactos H y H tales que
H 22 H'. Por ejemplo, D = S, V = S; (el subgrupo que fija la letra 4), H = ((1234)) ~
Z/(4), H = ((24)(13), (34)(12)) = Z/(2) & Z/(2).

(2). Existen un grupo finito D, un subgrupo V' y factores exactos H y H con H ~ H'
pero H no es conjugado a H'. Por ejemplo, D = S,, n > 6,V = A,, H = ((12)),
H' = ((12)(34)(56)).

(3). (Teorema de Schur-Zassenhaus). Si D es un grupo finito y V' <9 D es un subgrupo
normal tal que (|V],[D : V]) = 1, entonces V' admite factores exactos, los cuales son todos

conjugados entre si. La unica prueba conocida de la conjugacion de los factores exactos
es basada en el teorema de Feit-Thompson (cualquier grupo de orden impar es soluble).

(4). La lista de todas las factorizaciones exactas de S,, y A,, estdn dadas en [WW].
Sea D = VH una factorizaciéon exacta con V conexo y ~z= id. Entonces, por la
Proposicién 7.3.2 (i), la sucesién exacta de Kac (7.6.6) tiene la forma

res

0 — H'(D,k*) == @pepH' (Hp,k*) & H' (V,k*) — Aut (kT)
(8.1.1) — H*(D, k")~ @pepH*(Hp, k") ® H*(V,K*) — Opext(V, H)
— HY(D,K*) =% @pepH*(Hp, k) & H(V,K*) — ...

EJEMPLO 8.1.2. Seam € N, m > 5. Sean D :=S,,, V :=C,,, = ((1...m)), P :=

{1...m}, H;:=S% := {0 € Sp : 0(d) =i}, 1 <i < m. Los grupos S son conjugados

entre si, de hecho si 7;; = (ij) entonces TUS%)TZ-;l = SY). Se tienen factorizaciones exactas

S, = C’mSg@) para todo 1 < 7 < m, luego se tiene una factorizacién exacta de grupoides

D =VH.

Asumamos ahora que k = C. Nos basamos en célculos hechos en [M2]. Afirmamos
que
Opext(V, H) = Z5 .
Es sabido que H*(C,,,k*) =0y H%(S,n,k*) = Zs; y que el mapa de restriccién

res @ H*(S;, k™) — H*(Sp_1,k™)
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es biyectivo; y que
res : H*(S,,k*) — H*(S,_1,k™) @ H*(Cpn, k™)
es inyectivo, [M2, p. 579]. Luego la sucesién exacta de Kac (8.1.1) da
0 — Zy — Z5 — Opext(V,H) — 0,

con lo que queda demostrada la afirmacion.

8.2. Caso donde La relacion de equivalencia ~y es conexa

Aqui ambas relaciones &y y &~y son conexas. Un subgrupoide amplio H en este caso
corresponde a un subgrupo H de D y elementos (Ap)pep € H\D, tal que A\p € H.

SUMARIO 8.2.1. Sea ‘H un grupoide como esta explicado arriba. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes.

(i) D = VH es una factorizacién exacta.
(ii) D =[1,ep VA 'H (y por lo tanto #(V\D/H) = #P) y V(gHg ' = {1} para
cualquier g € D.

Para construir ejemplos explicitos de factorizaciones D = VH con V y ‘H conexos,
necesitamos un grupo finito D, dos subgrupos V' y H tal que VNgHg~! = {1} para todo
g € D, y una seccién ¢ : V\D/H — D de la proyeccién canénica D — V\D/H tal que
((VH) € H. La base de los grupoides D, Vy H es P :=V\D/H,y (p = A\p" para todo
PePp.

Dado un grupo finito D y un subgrupo V', tenemos que encontrar subgrupos H de D
tal que V interseca trivialmente todos los conjugados de H. Observemos que:

(1). Si los ordenes |V|, |H| son coprimos, esta condicién se cumple automaticamente.

(2). Si V admite un factor exacto Ky H es cualquier subgrupo de K entonces V'
interseca trivialmente todos los conjugados de H.

Sea D = VH una factorizacion exacta con V' y ‘H conexos. Entonces, la Proposicion
7.3.2 (i) implica que la sucesion exacta de Kac (7.6.6) tiene la forma

0 — H'(D,k*) == H'(H,k*) @ H' (V,k*) — Aut (kT)
(8.2.1) — H*(D,k*) == H?*(H,k*) @ H*(V,k*) — Opext(V, H)
_ HS(D kx) res TS (H,kx)@HS(V,kX) SN

H
H

EJEMPLO 8.2.2. Sean m, k,r € N tales que k,r <myk>m—r.Sea X C{1,...,m}
un subconjunto de cardinal 7. Sean D :=S,,, V = C, = ((12...k)), H =S := {0 €

Spio(x)=xforallz € X} ~S,,_,. Como 0S o™t = S7X) para todo o € S,,, entonces

—1)...(n— 1
CrNoSXo™! = {e} para todo o € S,,. En este ejemplo #P = n(n — 1) k(:n T )
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Asumamos que estamos en las condiciones del sumario 8.2.1. El conjunto VH C D es
un subgrupo de D si y sélo si VH = HV. En dicho caso, se tiene una factorizacién exacta
de grupos que permite considerar el grupo Opext(V, H). El siguiente ejemplo muestra que
el isomorfismo Opext(V, H) ~ Opext(V, H) no se cumple necesariamente.

EJEMPLO 8.2.3. En este ejemplo k = C. Sean p,q,n € N, donde p y ¢ son coprimos,
y sea m = pgn. Sean D := Z/(m), V = Z/(p), H := Z/(q). Sean D,V y H los corre-
spondientes grupoides conexos asociados a D,V y H respectivamente, con P = V\D/H
de cardinal n.

Afirmamos que Opext(V, H) ~ Z/(n). De hecho, como H*(Z/(p),C*) = H*(Z/(q),C*) =
0 entonces Opext(V, H) ~ Ker (res : H*(Z/(m),C*) — H*(Z/(p),C*) ® H*(Z/(q),C*))
por (8.2.1). Ahora, es sabido que H3(Z/(r),C*) ~ Z/(r) para cualquier r € N [AdM, p.
61]. Y no es dificil ver que el mapa de restriccién res : Z/(m) — Z/(p)®Z/(q) via estos iso-
morfismos es la proyeccién candnica, y por lo tanto Opext(V, H) =~ Z/(n) % Opext(V, H)
a menos que n = 1.



CAPITULO 9

Algebras de Hopf débiles construidas apartir de grupoides
dobles

En esta seccion recordaremos la construccién de un algebra de Hopf débil- mas propi-
amente un algebra de faz en el sentido de Hayashi [H]- partiendo de un par de grupoides
apareados y un elemento en el correspondiente Opext, dada en [AN1]. Esto motiva la
discusion y los céalculos realizados en el capitulo anterior.

También dedicaremos este capitulo al estudio de la categoria tensorial de representa-
ciones de dichas algebras de Hopf débiles; Rep(k?7") donde 7 es un grupoide doble vacante
y (0,7) es un elemento de Opext(V, H).

Uno de los resultados principales que se mostraran es que dicha categoria es de tipo
grupo (ver ejemplo 2.0.19) cuando el grupoide vertical V es conexo.

9.1. La construccién

B = H
Sea (H,V,<,>) un par de grupoides apareados y sea 7 := || 1l el grupoide doble
yV = P

vacante asociado a (H, V). Sea (0,7) € Z*(Tot A**(k*)). Sea k7 el espacio vectorial cuya
base es B y multiplicacién, comultiplicacién definidas en la base B, respectivamente por
A
» AB=o0(A, B)é, si 5 0 en caso contrario.

» A(A) = > 7(B,C)B® C , donde la sumatoria es sobre todos los pares (B, ()
con B|C'y A= BC.

La unidad y counidad estan dadas por

1:Zidx, E(A):{l’ SlAZldl(A)

0 en caso contrario.
reEH

De ahora en mas usaremos la siguiente notacion:

pl= > id,, 1p= Y  id,.

zE€H:l(z)=P z€H:r(z)=P

TEOREMA 9.1.1. [AN1, Th. 3.8]. (i) k7T es un dlgebra de Hopf débil con antipoda
definida por S(A) = 7(A, AM)Lo(A™L, AM) =L A1 A € B. Las subdlgebras fuente y final
son conmutativas de dimension |P|, por lo tanto KJT es un dlgebra de caras.

105
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(i1) Sea (v,n) otro par de 2-cociclos normalizados en T con valores en k*. Sea 1 :
T — k* un mapa y sea ¥ : kIT — k17T el mapa lineal dado por V(B) = (B)B, B € B.
Entonces U es un isomorfismo de grupoides cuanticos si y solo si

(9.1.1) Y <é> 0(A, B) = y(A)Y(B)v(A, B), paratodo A, B € B tal que %,
(9.1.2) Y(CD)n(C, D) = Y(C)Yp(D)r(C, D), para todo C,D € B tal que C|D.
O
PROPOSICION 9.1.2. [AN1, Prop. 3.11]. Con la notacidn anterior, la categoria Rep(k7T)

de kI T -modulos de dimension finita es una categoria de multifusion. Es de fusion si y
sélo siV = P es conezxo. O

La siguiente observacion sera utilizada en secciones posteriores para entender la es-
tructura tensorial de las categorias Rep(k77) en el caso de que sean de fusién.

Denotemos por w : Opext(k7) — H*(V > H,k*) a la funcién que proviene de la
sucesion exacta de Kac.

OBSERVACION 9.1.3. Sea (o, 7) un representante de una clase de Opext(k7). La apli-
caciéon w : Opext(k7) — H3(V 1 H,k*) lleva la clase de (o,7) a la clase del 3-cociclo
w = w(o, 7) definido por

x<h x<h

(9.1.3) w((g, ), (h,y), (f, ))—Tl:|3/>f>|:|f Dh L f).

para elementos componibles (g, z), (h,y), (f,2) € V < H.

DEMOSTRACION. Sdélo daremos una idea de la prueba. Sabemos que la sucesién exacta
de Kac (7.6.6) proviene de una sucesién exacta corta de complejos dobles
0 N A.7.(kx) N %.7o(k><) N go,.(kX) N 0
El complejo total asociado al complejo doble B*°*(k*) es una resolucién proyectiva no

estandar del kY b1 H-médulo trivial, por lo tanto hay isomorfismos ¢, : H"(Tot%B(k*)) =
H"(V < H,k*) para todo n > 0, que pueden ser calculados explicitamente. La apli-
cacién w : Opext(V,H) — H?(D,k*) se obtiene como la composicién de la funcién
Opext(V, H) = H?(TotA**(k*)) — H?*(TotB**(k*)) asociada a la inclusién A**(k*) —
B**(k*) con (3. O

Para uso futuro notamos las siguientes propiedades del 3-cociclo de Kac w = w(o, 7):

(9-1-4) W|V><V><1H><Vl>47-[ =1,
(9.1.5) w((g,2), (h,y), (f.2)) = w((ids@), 2), (h,y), (f,idep))),
x x<h

(9.1.6) w((ids(a), ), (h,ideny), (f,idecry)) = o ([ Jh, [ ] /),

para elecciones apropiadas de (g, ), (h,y),(f,z) € V <x H.
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Las férmulas (9.1.5) y (9.1.6) son consecuencia de (9.1.3), y (9.1.4) sigue de [ANT1,
Rmk 3.7].

9.2. Las categorias C(D,w,V,v)

Sean D = P un grupoide, w € Z3(D,k*) un 3-cociclo normalizado y V = P un
subgrupoide (no necesariamente amplio) de D con base P C P. Sea también ¢ : Ve x5V —
k* una 2-cocadena normalizada tal que

(921) w |Ve><sVe><sV: dw

Denotaremos por k) el dlgebra de grupoide torcida, cuyo espacio vectorial subyacente
es kV y multiplicacién dada por

o {w@, h)gh  si glh,

0 caso contrario.

Por (9.2.1) el algebra k,V es un dlgebra en C(D,w). La graduacién en dicha algebra
es (kyV)o =kasi a € Vy es 0 de otra manera.

OBSERVACION 9.2.1. La categorfa C(D,w)},y de kyV-médulos a derecha en C(D,w)
es naturalmente una categoria médulo sobre C(D,w). Un objeto M € C(D,w);,y es un
espacio vectorial graduado por elementos de D, M = M, munido de una accion de
—: Mgy xs V — M tal que se verifica

aeD

(9.2.2) (m — g) «— h = w(|ml, g,h) (g, h) m — gh,
(9.2.3) > m—idp =m,
peP

para todo m € M, g,h € V donde ¢(|m|) = s(g) v ¢(g) = s(h). En particular la identidad

(9.2.3) implica que si & € D es una flecha tal que e(a) ¢ P entonces M, = 0.
Por lo anterior se deduce que hay una descomposicion

C(D,w)wv = @ (P)C(Dvw)lwv’
PecP

donde la categorfa médulo (p)C(D,w)),v es la subcategorfa plena de C(D,w),y cuyos

objetos son espacios vectoriales graduados con flechas cuyo final es P. Las categorias

(P)C(D,w)y,v son categorias mdédulo y por lo tanto C(D,w),y no es indescomponible.
Ademas, la categoria médulo (pyC(D,w)), v es indescomponible si y sélo si el grupoide

V= P es conexo.

Denotemos por C(D,w, V, ) a la categorfa tensorial de kyV-bimédulos en C(D,w).
La categoria C(D,w,V,v) es la categoria dual de la categoria C(D,w) con respecto a
la categorfa médulo C(D,w)) 4V, ver Proposicion 3.4.5. Por construccion, las categorias
C(D,w,V, 1) son una versién multi-fusién de las categorias de tipo grupo.
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OBSERVACION 9.2.2. Sean 1 : Dy Xxs D — k*, v : ¥V — k* cocadenas normalizadas.
Como en [ENO, Remark 8.39], existen equivalencias tensoriales

C(D,w,V,¢) = C(D,u", V,¢),

donde ' = w(dn), ¥’ =P nly (dx).
LEMA 9.2.3. Supongamos que V es un subgrupoide amplio. Entonces C(D,w,V, ) es
una categoria de fusion si y solo si V = P es conexo.

DEMOSTRACION. Sea P = HSEP/VV S la descomposiciéon de P en clases de equivalen-
cia con respecto a la relacién . Entonces kyV = @gkysVs, donde Vg es el grupoide
conexo de base S y 1° es la restriccién de 1 a Vg. Las componentes k,sVs son subobjetos
de kyV y es inmediato comprobar que ks Vs es irreducible como objeto en C(D,w, V, ).
Esto implica el Lema. O

Supongamos que el 3-cociclo w satisface

W [VexsVexsy= 1.

De ahora en més usaremos la siguiente notacién: C(D,w, V) = C(D,w, V, 1).
Los objetos de C(D,w, V) pueden ser descriptos explicitamente como sigue: son espa-
cios vectoriales graduados por flechas en D,

A45:(9aebﬂ4aa

munido de acciones de V por isomorfismos lineales:
g— My — My, + h:My,— My,

g,h €V, a €D, tales que ¢(g) = s(a), s(h) = ¢e(a).

Denotaremos con |m| € D al grado de homogeneidad de un elemnto homogéneo m €
M, las siguientes relaciones se verifican:

(9.2.4) im = h| = |ml|h, |g = m| = gm|,
(9.2.5) gh —m =w(g, h,|m[)g = (h — m),
(9.2.6) Zidp —~m=m= Zm;idp,
peP peP
(9.2.7) id, ~m=qm  Sp=slm,
- b 0 de otro modo,
(9.2.8) (m < g) = h = w(|m|,g,h)m — gh,
020 g fm =),
o P 0 de otro modo,
(9.2.10) (9 = m) <= h=w(g,|m|,h)g = (m — h),

para cualquier elemento homogéneo m € M, g, h € V, tal que los elementos g, |m|, h son
componibles en D.
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La estructura tensorial en la categoria C(D,w,V) puede ser descripta de la siguiente
manera. Si M, N € C(D,w, V) denotemos por V (M, N) el subespacio (graduado) de M@ N
generado por
(9.2.11) (m = g)®n —w(|ml, g, [n[)m®(g — n),

donde m € M, n € N, son elementos homogéneos tales que |m|, g, |n| son componibles en
D.

El producto tensorial ® en C(D,w, V) esta definido por MQN = (M®N)/V (M, N),
con D-graduacién heredada de M ® N. Las acciones a izquierda y a derecha de k) sobre
M®N son las siguientes. La clase de m®n serd denotada por m®n. Asumamos que
m € M,n € N son elementos homogéneos tales que e(|m|) = s(|n|). Sean g,h € V tales
que ¢(g) = s(|m|), e(|n|) = s(h), entonces

g — (m@n) = w™ (g, |ml, |n|)(g = m)®n,

(9.2.12) (m&n) — h = w(|m|, |n|, )mD(n — h).

OBSERVACION 9.2.4. La identidad (9.2.6) implica que si M € C(D,w,V) entonces
para todo m € M tenemos que s(|m|),e(|m|) € P .

DEMOSTRACION. Sea 0 # m € M y asumamos que s(|m|) = Q ¢ P. Entonces
m = Z idp = m =0.
PeP
La primera igualdadad por (9.2.6) y la segunda por (9.2.7). O

La Observacién 9.2.4 nos dice que los objetos de C(D, w, V) estan graduados por flechas
de D cuyo final y fuente pertencen a P.

EJEMPLO 9.2.5. De acuerdo con la descripcién anterior y con la observacién 9.2.4,
para todo P € P, existe una identificacion natural

C(D,w,V(P)) =C(D(P),0,V(P));
por lo tanto C(D,w, V(P)) es una categoria de fusién de tipo grupo.
EJEMPLO 9.2.6. Sea P € P, y consideremos el subgrupoide
{idp} =Vip) = P = {P}.
En este caso, la categorfa C(D,w)|v,,, de kV(p)-médulos a derecha en C(D,w) es la sub-
categoria plena cuyos objetos estdn graduados por flechas « con e(a) = P.

Esto coincide con la categoria médulo M py = @gepCop [ENO, 2.4], presentada en
el ejemplo 3.1.7 (iv).

Supongamos que el grupoide D = P es conexo. Sea D = D(P), y & el 3-cociclo en D
obtenido por restriccion. Como fue notado anteriormente, por los resultados en la prueba
de la Proposicién 2.17 en [ENO, 5.5], Mpy es una categoria médulo indescomponible y
existen isomorfismos

Chtpy ™ C(D,w,Vp)) ~C(D,0).
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El ltimo isomorfismo puede ser visto como una consecuencia de la descripcién de C(D, w, V(py)
dada anteriormente.
En particular, la categorfa C(D,w,V(py) es una categoria de fusién de tipo grupo,

incluso cuando el grupoide Vpy no sea un subgrupoide amplio, es decir, aunque P # P.

9.3. El caso conexo

De ahora en mas asumiremos que V = P es un subgrupoide conexo amplio (luego
P = P). Por lo tanto D = P es también conexo. También fijaremos un 3-cociclo w en D
tal que
W | VeXsVexsV =1

La hipotesis de conexidad en V implica que el objeto unidad k) en la categoria
C(D,w,V) es irreducible. Por lo tanto, C(D,w, V) es de fusién en este caso. En lo que
sigue daremos una equivalencia explicita que mostrard que la categoria C(D,w,V) es de
tipo grupo.

Fijemos un elemento O € P. Como V es conexo, para cualquier P € P, se puede elegir
un elemento 7p € V(O, P). Se puede asumir sin pérdida de generalidad que 7o = ido.

Pongamos V = V(0), D = D(0O). Para todo P,(Q € P tenemos que
D(P,Q) = 75" Do, V(P,Q) =15'V1g.

Sea @ la restriccion de w a D; de esta manera @ es un 3-cociclo bien definido sobre D.
Por la Proposicién 7.3.2 (i), la aplicacién restriccién determina un isomorfismo de grupos

H3(D,k*) — H*(D,k*), wr Q.
Sea w € Z3(D,k*) el 3-cociclo definido por la férmula
(9.3.1) w(g,h,t) = @(TpgTél,TQthl,TRtTgl),

para g € Vi H(P,Q), h e V<xxH(Q, R), t € Vi< H(R,S).
Notar que, como 7p € V, para todo P € P, tenemos también que 0|Ve Xs Ve XsV = 1.

Por construccién, @|p = @. Por lo tanto @ es cohomdlogo a w, digamos
(9.3.2) w=w(dy),

para alguna 2-cocadena normalizada 1) : De X D — k*.
En particular, las categorias tensoriales C(D,w) y C(D, @) son equivalentes.

Mas atin, como las restricciones w|y y @[y son triviales, la relacién (9.3.2) implica
que la restriccion ¢ : Ve xg V — k* es un 2-cociclo, y por la observacion 9.2.2 hay una
equivalencia tensorial

(9.3.3) C(D,w,V) ~C(D,&,V, ).

Sea @ =1ly : V xV — k* el 2-cociclo correspondiente en V', y sea ;’E: Ve xs V — k*
el 2-cociclo definido por la férmula

(9.3.4) D(g, h) = P(rpgrgt TohTR),
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para todo g € V(P,Q), h € V(Q, R). Repitiendo el argumento anterior para w, la Proposi-
cién 7.3.2 implica que v y @ difieren en una 2-cocadena, es decir,

b = ¢(dy),

en la componente conexa del subgrupoide V, donde x : V — k* es una l-cocadena
normalizada.

Combinando este hecho con la equivalencia (9.3.3) y la observacién 9.2.2 obtenemos
equivalencias tensoriales

(9.3.5) C(D,w,V) ~C(D,&,V,¢) ~C(D,o,V, ).

Sea M € C(D,®,V, ). Definamos F(M) € C(D,3,V, ) por
F(M) =P M..

zeD

Esto nos da un funtor bien definido F : C(D, &, V,v) — C(D,3,V, 12)

Notar que, para M € C(D,w, V, ),

(9.3.6) M= ' = F(M) 7.
P,QeP

PROPOSICION 9.3.1. El funtor F' induce una equivalencia de categorias tensoriales
F:C(D,&,V,4) = C(D,3,V. ).

DEMOSTRACION. Definamos el funtor G : C(D,®,V, @) — C(D,w,V, QZ) por la férmu-
la

G(W) = EB @ Wips0) ~ kP @ W @) kP,
P,QeP zeD

para todo P,Q) € P,z € D, donde
Wipzq) = krp' @ W.® kg,
es un objeto en la categoria C(D,®, V, J) como sigue: todos los elementos de Wp g) son

homogéneos de grado 75'27¢. Siv € W, y g € V(R, P),h € V(Q, S) entonces las acciones
a derecha y a izquierda estan definidas por

g — T;1®w®TQ = T§1®(TRQTISI) ~w®TQ € WiR,2,0),
Tr QWRTG — h =15 @ - (TohT5")®7Ts € Wip..5).
Las férmulas (9.3.1) y (9.3.4) implican que G esté bien definido.

Afirmamos que los funtoIes F' y G dan una equivalencia de categorias. R

Como w|p =Wy Y|y = ¢, tenemos que F(G(W)) ~ W, para todo W € C(D,w, V, ).

La prueba de la proposicion se completard una vez que hemos probado la siguiente
afirmacién. Su prueba usa fuertemente el hecho de que el grupoide V == P sea conexo.
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AFIRMACION 9.3.1.1. La funcidn
[ (krp@ U krg) @ (krg' @ W krs) — krp'@y (UEW) @)krs,
determinada por
Tp @)U T ®) Ty @QWR)Ts — Tp' @) (uBw)®) T,

induce un isomorfismo natural (uw : G(U)@G(W) — G(URW). Este isomorfismo da al
funtor G estructura de funtor tensorial.

PRUEBA DE LA AFIRMACION. Primero notemos que f define una aplicacién del espa-
cio

(kP @) U @ kP) @ (kP @) W @ kP) = P krp'® U krq ®) krg '@ We krs

PQ,S

al espacio
GUaW) = Pkrp'e) (UaW) @krs.
PS
Sea ahora g € V con s(g) = @, ¢(g) = @'. Luego se tiene que
f ((rp'@1umg) = g ®) 74! ®1we) 7s)
= [ (75 ®u.(T975 )®) g ®) T ® WS Ts)

= T];1®|’LL.<TQQT(5/1)®|’[U®|TS

= ©(|ul, TQgTé,l, lw|) 75 @ u®) (TQgTéll).@U@ﬂ's
= (rplulrg’, g, 7o/ lwlrs ) f (7p ' @1u@ 70 ®) g = (T4 @ 1w T5)) -
Por lo tanto f induce una aplicacién (pw : G(U)®G(W) — G(URW). Usando (9.2.12)
y (9.3.1) se puede ver que (yw es una funcién en C(D,w, V, ).
Sea f: kP U W& kP — G(U)RG(W) la aplicacién determinada por
F(rp ' @pu@ 1w 7s) = 75 ®@1u@ 10 © To ®) W T
Recordemos que 7o = idp. Un célculo similar al que hemos hecho antes muestra que f
induce una aplicacién &y : G(UW) — G(U)®G(W). Claramente (yv&yy = id. Por
otro lado, para todo P,Q, S € P, se tiene que
T @R TeRT, " ® W) Ty
= (Tlgl®|u®|7'o) — TQ®T§1 — (TO X w®|75)
= 75 '@ uR| ToRT0 ®] W) Ts,
pues w y 1Z son triviales cuando alguno de los argumentos es un 7. Esto implica que
EuvCuy = id. Luego &y v es la inversa de (yw, luego ¢ es un isomorfismo.

La definicién de w también implica que ¢ es compatible con las aplicaciones de aso-
ciatividad y de unidad. Esto finaliza la prueba de la afirmacion. 0

OJ



9.4. LA CATEGORIA Rep(]27) 113
COROLARIO 9.3.2. Eziste una equivalencia tensorial C(D,w,V) ~ C(D,(D,‘/,’;D\). En
particular, la categoria C(D,w, V) es de tipo grupo.

DEMOSTRACION. Sigue de (9.3.5) y la Proposicién 9.3.1. O

9.4. La categoria Rep(k?7)

En esta seccién buscamos una descripcién combinatoria de Rep(k?7) en términos del
par de grupoides apareados (H,)) asociados al doble grupoide 7.

Definamos la categorfa Vect f (o, 7) de la siguiente forma. Los objetos en Vect 1f(, 7)
son espacios vectoriales H-graduados M = @, M,, munidos de una accién a derecha de
Y por isomorfismos lineales

g: M.Z’ - M:mgy
para todo = € H tales que r(z) = t(g).

Es decir, para todo elemento homogéneo m € M y para todo par de elementos com-
ponibles g, h € V tales que r(|m|) = t(g), y para cualquier P € P

(9.4.1) m e idp — m if P =r(|m|)
o 0 de otro modo,
Im|  |m|ag

(9.4.2) (me—g)—h=0o(| Jg, [ _Jh) m=(gh),

(9.4.3) |m — g| = |m|«g.
El producto tensorial de dos objetos M = ©yepM,, N = ©yen N, estd dado por
(M®N), = ®gy—M, @ N,
con accién a derecha de V en elementos homogéneos dada por

m| n]
(9.4.4) (men)—g=7(_|lnlbg, [ ]g) m=(npg)® n~g.

El objeto unidad es kP con H-graduacién determinada por |P| = idp, P € P,y accién
a derecha de V dada por P — g = b(g), para todo P € P, g € V tales que t(g) = P.

PROPOSICION 9.4.1. Sean (H,V) un par de grupoides apareados y (o, 7) € Opext(kT).
Entonces existe una equivalencia tensorial natural

Vect (0, 7) = Rep(kIT 7).

DEMOSTRACION. Probaremos que Vect 7\,{(0, 7) es equivalente tensorialmente a la cat-
egoria de k?7-moddulos a derecha.
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Sea M un k?7-médulo a derecha. La H-graduacion en M se define por
x
(9.4.5) My:=M- [ ],
x

para cualquier x € ‘H. Si x € H, h € V son elementos tales que r(z) = t(h), entonces la
accion de h en m € M, esta determinada por

z
m+~—h:=m- Dh.

Es facil probar que las ecuaciones (9.4.1), (9.4.2), (9.4.3) y (9.4.4) se verifican.
Reciprocamente, asumamos que N = @,y /N, es un objeto en Vect (o, 7). Definamos

Xz

x .
n.Dg::{n g ity =a vneN,, [ |g €B.

0 de otro modo,

Esto define una accién a derecha de k?7 y la accién en el producto tensorial esta dada
por la comultiplicacién de k7. Mas aun, los funtores anteriores son funtores tensoriales
y definen una equivalencia de categorias. Omitimos los detalles. U

9.5. Rep(k?7) como una categoria de bimédulos

El principal resultado de esta seccién es que bajo ciertas hipétesis la categoria Rep(k?27)
es de tipo grupo. Para lograr esto usaremos una categoria auxiliar, la categoria C(D, w, V)
introducida en la seccion 9.2 de este capitulo.

A lo largo de esta secciéon D = P denotara el grupoide diagonal D =V 1 'H asociado
a un par de grupoides apareados (V, H), como en la seccién 7.5 del capitulo 7. Sin embargo
no asumiremos que el grupoide V = P sea conexo.

Comenzaremos con el siguiente lema técnico. Para cualquier P € P sea
0(P)=#{g€V:s(g) =P} =4{geV:e(g) = P}

Observar que 0(P) es constante en las componentes conexas de P respecto de V.
Definamos los elementos Ap, Ap, A en el dlgebra de grupoide k) como sigue

1 ~ 1
9.5.1 Ap=—— Ap=—— A= Ap.
geV:s(g)=P geVie(g)=P PeP
Notar también que A =3, p Ap.
LEMA 9.5.1. Las siguientes identidades se verifican, para todo h € V:
A je(h) =P ~ A i s(h)=P
() hap = oot e y Aph= { Y

0 de otra manera, 0 de otra manera,

(i) 2 A = ids A,
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(i) Ah = A idegs)-
DEMOSTRACION. Es inmediata. O

En otras palabras A es una integral a derecha y a izquierda para el grupoide cudntico
ky.

Para cualquier kV-médulo a izquierda M denotamos
VM::{mGM:gém:ids(g)Amparatodoge)/}.

OBSERVACION 9.5.2. Notar que si M € C(D,w,V), tenemos que YM = A — M. De
hecho A — M CY M sigue del Lema 9.5.1 (ii), y si m € YM entonces

1 .
Aémzzms(mzngém:Zﬁpém:m.

PcP PeP
Ahora enunciamos el resultado principal de esta seccién.

TEOREMA 9.5.3. Sea (0,7) € Opext(k7) y sea w = w(o,7) el 3-cociclo definido
por (9.1.3). Entonces, las categorias Rep(k?7) and C(D,w, V) son tensorialmente equiv-
alentes.

DEMOSTRACION. Sean p: D — H, p(g,z) =z y 7 :D — V, n(g,x) = g. Definamos
los funtores ® : Vect if(0,7) — C(D,w, V), y ¥ : C(D,w, V) — Vect }}(c,7) por: ®(W) :=
kY ® W, donde el producto tensorial es el producto tensorial en C(D,w).

Las acciones de V y la D-graduacion estan determinadas por

g— (h®w):=gh@w, (h®w)—g:=h(lwpg)@w—g,
|h @ wl := hlwl,

para cualquier elemento homogéneo w € W'y g, h € V apropiadamente componibles.

Dado M € C(D,w, V) definamos ¥ (M) :=Y M. LA H-graduacién en ¥(M) estd dada
por

(9.5.2) [lm|] := p(ml),

y la accién a derecha de V es la accién en M como objeto en C(D,w, V). Probemos que
estos funtores estan bien definidos. Sea W € Vect }}(c, 7). Las identidades (9.2.4), (9.2.5),
(9.2.7), (9.2.9) y (9.2.10) son faciles de chequear. Sean w € W, h, g, f € V apropiadamente
componibles, entonces
(h@w) = g) = f = hlwpg® (w < g) — f

= h(Jwl>g) (Jwl<ag)>f& (w = g) < f

= w(lwl, g, f) Mlwlpgf)@w —gf,
la ultima igualdad por (9.4.2) y (9.1.6). Esto prueba (9.2.8), por lo tanto ® estd bien
definido.
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Afirmamos que los funtores ¢, ¥ dan una equivalencia de categorias.
Sea A el elemento definido por (9.5.1). Definamos la aplicacién

Y s M — @(U(M)), yu(m) =7(Im)® A —=m

para cualquier elemento homogéneo m € M.
La funcién v,; es un homomorfismo de kV-bimédulos: de hecho, si g € Vym € M es
un elemento homogéneo de grado (h,z) € D entonces

(g = m) =m(glmp)@A = (g = m) = gr(jm)@Ag —m
= gr(Im))@ A ide(g) = m =g = yu(m).
La tercera igualdad por el Lema 9.5.1 (iii). Por otro lado
yu(m —g) = n(jmlg)@ A = (m —g)
= h(lmlpg)® (A = m) — g = yu(m) — g.

La inversa de 7, estd dada por 7,,(¢®A — m) = gh™' — m, si m € M es homogéneo de

grado (h,x).
AFIRMACION 9.5.3.1. La aplicacion 7,, estd bien definida.

DEMOSTRACION. Primero notemos que si m € M es un elemento homogéneo de grado
(h,x) entonces la componente homogénea de grado (id, z) de Agpy — m es A1 — m.

Ahora, sean m,n € M elementos homogéneos de grado (h,x) y (h',z’) respectiva-
mente, tales que A = m = A — n. La ecuacién (9.2.7) implica que Agpy — m = Agpy —
n. Cualquier componente homogénea de Ag(,y — m, respectivamente de Agpy — n, es de
grado (gh, ), resp. (gh', 2’), para algin g € V. Esto implica que x = 2’. Por la observacién
previa h™' =~ m =h"1 —~n. O

Si W € Vect f(o, 7) entonces W (®(W)) =Y (kVRW) = W, el isomorfismo ¢y : W —
V(kY ® W), estd dado por ¢(w) = A ide(jw|) ®w, para cualquier elemento homogéneo
weWw.

Finalmente, probaremos que ® es un funtor tensorial. Sean W,U € Vect L{(J, T)y
definamos &y - P(W @ U) — ¢(W) @ ®(U) de la forma

Ewolg @ (w @ u)) = (g @ w)&(e(|w]) @ u),
para una eleccién apropiada de g € V, y elementos homogéneos w € W, u € U.

La aplicacién natural &y es un isomorfismo, su inversa &y @ (W) R O(U) —

(W @ U) esta dada por

Ewu((h®2) @ (f®y) =h(zpf)®z— fRy.

Probaremos que &y es un morfismo de V-bimoédulos.
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Sean h,g € V, w € W, U € U. Para probar la V-linealidad a derecha calculamos
Ewu((9 @ (w @ u)) — h) = &wo(g(lwllul>h) @ (w @ u) = h)

|w| |ul

= 7([(Jluln,[Jr) Ewu(g(lwllul>h) @ (w — (Julph) @ w — h))

|w] |ul

= T pubr,[]n) (g(jw]lulph) @ w = (Jul>h))® (s(u]) @ u — h)

|w| |ul

— (wer I8 (9@ w) — (Julph))B (s(|ul) @ u  h)

|w| |ul

= 7((Jlupr,[Jr) (¢ @ W) (Julph @ u — h)

= w(glw|,[ul,h) (9 @ w)® (Jul>h @ u ~ h)
=&wu(g® (w@wu)) — h.

La quinta igualdad por (9.2.11), la sexta sigue de la definicién de w, y la tltima sigue de
la ecuacién (9.2.12). La V-linealidad a izquierda se prueba de manera similar.

AFIRMACION 9.5.3.2. Para todos U, V,W € Vect {(c,7), tenemos que
asw),ov),ow) (Eoy®id) vevw = (Id @&vw) Euvew lavyw)-

DEMOSTRACION. Sean U, V,W € Vect(o,7), g € Vysean u € Uyv € V,w € W
elementos homogéneos de grados componibles. El lado izquierdo de esta ecuaciéon evaluado
en gRuRVRwW da

a (§oy®id)(g@(u@v)® s(lw|)@w) = a((g@u® s(|v])@v)® s(|w|)@w)
= w(glul, |v], |w]) g@u (s(|v])@v& §(|w|)@w)
= gQu® (s(|v])@v® s(|w|)Qw).
La ltima igualdad por (9.1.5). El lado derecho de (9.5.3.2) evaluado en gQu®@u®w da

(id @&vw v vew (g@ue(vaw)) = (id @&v,w) (9@u® 5(|v])@(vew))
= g2u® (s(|v])@v@ s(jw])@w).
O

Lo que concluye la prueba del teorema. O

La siguiente observacion es [N1, Remark 3.2]. Por completitud incluimos la demostracién
dada en loc. cit.

OBSERVACION 9.5.4. Si w es un 3-cociclo para el grupo D y ¢ : V x V — kX es
una 2-cocadena para V tal que w|yxyxy = dib, entonces las categorias C(D,w,V,¢) y
C(D,w', V,1) son tensorialmente equivalentes, para algin 3-cociclo w’ en D cohomdlogo a
w.
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DEMOSTRACION. Sea () una clase de representantes de coclases a izquierda de V' en
D tal que 1 € Q). Luego, todo elemento z € D se escribe de manera Unica z = vgq con
v €V yqé€ Q. Definimos la 2-cocadena o : D x D — k* por

a(vg, bp) = ¥~ (v,b),
para todo v,b € V,p,q € Q. Ponemos w' = w da entonces la observacién 9.2.2 finaliza la
demostracion.

OJ
Ahora establecemos el principal resultado de esta seccion.

TEOREMA 9.5.5. Supongamos que Rep(k?7) es una categoria de fusion. Sea D el
grupoide diagonal asociado a T, y sea w = w(o,7) € H3(D,k*) el 3-cociclo dado por
(9.1.3). Entonces hay una equivalencia tensorial

Rep(k7T) ~C(D,w, V),

donde W es un 3-cociclo normalizado en D cohomdlogo a la restriccion .
En particular, la categoria Rep(k27) es de tipo grupo. 0

DEMOSTRACION. Por [AN1, Proposition 3.11], las hipdtesis implican que V = P
es conexo. Combinando el Corolario 9.3.2 y el Teorema 9.5.3, obtenemos equivalencias
tensoriales

Rep(k?7T) ~ C(D,w,V) ~ C(D,d,V, 1),

donde 1) € H2(V,k*) esté determinado por (9.3.2), y ¥ es el 2-cociclo en V obtenido por
restriccion. Por la observacion 9.5.4, existe un 3-cociclo @ en D que es cohomologo a @ y

-~

tal que C(D,w,V,v) ~ C(D,w, V). Esto finaliza la prueba del teorema. O

Se sigue que Rep(k?7) es la categoria de representaciones de una cierta cuasi-dlgebra
de Hopf semisimple tnica salvo equivalencia de calibre.

Recordemos que uno de los resultados principales de [O1] es la clasificacién de las
categorias médulo semisimples indescomponibles sobre las categorias de tipo grupo. Este
resultado en conjunto con el Teorema 9.5.5 permiten clasificar las categorias modulo sobre
Rep(k?T).

Otro resultado importante en [O1] es la clasificacién de las categorias médulo sobre
el doble de Drinfeld, siendo las herramientas fundamentales para tal clasificacién las cat-
egorias duales, y el centro de una categoria tensorial. Como el Doble de Drinfeld es un
caso especial de las dlgebras k77, el Teorema 9.5.5 nos da una forma diferente de obtener
los resultados de Ostrik.



CAPITULO 10

Grupoides trenzados

En el capitulo 8 se mostré como los grupoides apareados pueden ser descriptos en
términos de grupos y relaciones. La idea principal de este capitulo es usar dicha descripcion
para encontrar ejemplos y describir la estructura de los grupoides trenzados.

Por el resto de esta seccion fijemos un grupoide conexo D = P y un punto O € P.
Escribamos D = D(0). Para cada P € P fijamos 7p € D(O, P).

En lo siguiente estudiaremos factorizaciones D = V'H donde V y H son subgrupoides
amplios conexos de D. En tal caso asumiremos que 7p € V(O, P). Sin pérdida de gener-
alidad podemos asumir que 7o = 1. Denotaremos V' = V(0), H = H(O).

El siguiente Lemma sera 1til para describir grupoides trenzados en términos de de la
teria de grupos.

LEMA 10.0.6. Bajo las consideraciones anteriores existe una biyeccion entre los sigu-
tentes datos.

i) Factorizaciones exactas D = VH, donde V,H son subgrupoides conexos amplios
de D,
ii) pares de grupoides apareados (V, H,—,+) con V, H conezos, tales que D =V 1<
Hy
iii) colecciones (V, H,~) donde G, H son subgrupos de D, vy : P — D es una funcion
(necesariamente) inyectiva, y se verifica que

(10.0.3) D =[] VreH,
PeP
(10.0.4) V(zHz" = {1}

para todo z € D.

Diremos que la coleccién (D, V, H,v) que satisface las condiciones del Lema 10.0.6
(iii) esta asociada al par de grupoides apareados (V, H, —,+) o, equivalentemente, a la
factorizacién exacta D = VH.

DEMOSTRACION. Es un caso particular del Teorema 8.0.6 cuando ambos grupoides V
y H son conexos. O

OBSERVACION 10.0.7. Observar que siempre se puede asumir que 7o = 1.

OBSERVACION 10.0.8. Bajo las condiciones del Lema 10.0.6 (iii) existe una biyeccién
P = V\D/H y via esta identificacién el mapa 7 es una seccién de la proyeccién canénica.
Las condiciones (10.0.3), (10.0.4) implican que | D |=| V' || H | #P.
119
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La siguiente observacién bésica sera utilizada repetidas veces.

LEMA 10.0.9. Asumamos que (D,V, H,~) es una coleccion que satisface las condi-
ciones del Lema 10.0.6 (iii), entonces para cualquier z € D existen g € V,x € H y P € P
univocamente determinados tales que z = gypx.

DEMOSTRACION. La existencia es clara. Si g/'ny/ = gypx, entonces P =Qy g g =
vp:z:x/_lvlzl € VN vpH~p', y por lo tanto g = g yvr=ua. 0

Asumamos que (D, V, H,v) es asociada al par de grupoides apareados (V,H, —, <).
Gracias al Lema 10.0.9 introduciremos una familia de mapas. En la siguiente seccion
estos mapas seran usados para escribir condiciones para que un grupoide sea trenzado.
Concretamente, estos mapas son

>:HxV =V,

<:HxV —H,

(;): HxV =P,
definidos por
(10.0.5) 29 = (2> 9)V(wg) (£ <19),
for all x € H, g € V. Definamos también los mapas

ANy PXxVXP =V py:PxVxP—H,
(; ;) PxVxP—=P,

A PXxHXP—=V, pg:PxHxXxP— H,
<; ;>PxHxP-—-P,

determinados por
(1006) TPIVQ = )\V(P7 g, Q)’V(P;g;Q)pV(Pv g, Q)a

(10'0'7) YPTYQ = )‘H<P7 Z, Q)7<P;$;Q>pH(P> Z, Q),
para todo P.Q € P,ge V,x € H.

En lo que sigue estudiaremos factorizaciones exactas D = VH con V = ‘H. En tal caso
los grupos V', H son isomorfos.

Si (D,V,H,~) es asociado a la factorizacion exacta D = VH,y ¢ : H — V es un
isomorfismo denotaremos también por ¢ el isomorfismo ¢ : H — )V dado por

(15 P95 Q) = Tp D(9)T0-

Dado un isomorfismo ¢, definimos el mapa m : D — V como la composicion

(10.0.8) DV H Ve xe V5 ),

donde p: Ve Xs V — V es la composicion.
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Usando el Lema 10.0.6 el mapa m : D — V puede ser escrito explicitamente como
sigue.

LEMA 10.0.10. Sea o € D(P,Q), si a = 75 ' gyrw70 para algin g € V,x € H/R € P
entonces

m(a> - Tlglg)‘H(Rv z, Q)¢(pH(R7 €, Q))TQ'
En particular si « € D(0,0), a = gygz entonces m(a) = go(z).

DEMOSTRACION. Si tenemos una descomposicién o = 313, donde 3, € V.3, € 'H
entonces, por definicién, m(a) = B1¢(3:). Notar que si a = 75" gyrz7g entonces

a = 15" 97170 7o = Tp 9 (R, T, Q) V< R P (R, 1, Q)75 0
= Tjglg)\H(Rv z, Q)7—<R;1’;Q>T;]{E;x;Q>7<R;x;Q>pH(R7 X, Q)/YC_;TQ

donde

Tjglng(Ra x, Q)T<R;:E;Q> € V(P> < R; €, Q >)7

T<7}1%;:E;Q>fy<R§I;Q>)\H<R7 xz, Q)’yélTQ S H<< R7 T Q >, Q)
Luego

m(a) = Tlglg)\H(Ra x, Q)T<R;x;Q>¢(T;}1%;x;Q>’Y<R;x;Q>pH(Ra Z, Q)’YQ_)LTQ)
= Tlglg)‘H(R7 X, Q)¢(pH(R7 &€, Q))TQ

Como para todo R € P, x € H Ag(R,z,0) =1,y py(R,x,0) = x la segunda afirmacién
sigue de la primera. O

DEFINICION 10.0.11 ([A]). Un grupoide trenzado es una coleccién (V,—,+) donde
VY =% P es un grupoide, (V,V, —, <) son grupoides apareados y para cada par de elementos
(f,9) € Ve x5V la siguiente ecuacion se verifica:

(10.0.9) fo= (=9 =9
Si (V,—,+) es un grupoide trenzado el mapa ¢ : Ve XsV — V, X V definido por
(10.0.10) cla,f) = (a = f,a0 = )

satisface la ecuacion de trenzas.

Sea (V,H,—,+) un par de grupoides apareados, y ¢ : H — V un isomorfismo de
grupoides, recordemos el grupoide diagonal D y el mapa m : D — ) como antes.

Asociado a este par de grupoides apareados existe un nuevo par de acciones (que
denotaremos con el mismo simbolo) —, +: Ve x5V — V., y que estén definidas por

g—=h:=0"g) =h, g=h=0¢(d'(9) —h),
para todo par de elementos componibles g,h € G. Como ¢ es un morfismo de grupoides,
la coleccion (V,V, —, <) es un par de grupoides apareados.
LEMA 10.0.12. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) (V,—, <) es un grupoide trenzado,
ii) el mapa m : D — V es un morfismo de grupoides.
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DEMOSTRACION. Denotemos por g : Ve Xs V — V la composicién. Como m =

¢(idy ®¢)u, donde ¢ : D =V H, y (idy ®¢) es un morfismo de grupoides, entonces
m es un morfismo de grupoides si y sélo si g es un morfismo de grupoides. Entonces la
demostracion sigue de [A, Lemma 2.9], donde estd probado que (V, —, <) es trenzado si
y sélo si la composicion g es un morfismo de grupoides. ([l

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el grupoide V' es conexo. Si V no es
conexo entonces V es isomorfo a la union disjunta de grupoides conexos

ve T vs
SeP/~

LEMA 10.0.13. Con la notacion anterior V es trenzado st y sélo si para cualquier
S € P/ = Vs es un grupoide trenzado.

DEMOSTRACION. La suficiencia es clara. Asumamos que V es trenzado. Necesitamos
mostrar solamente que, para cualquier S € P/ &, Vg es estable bajo las acciones —, «—.

Sean f,g € Vg. Usando (7.1.2), (7.1.3) sabemos que
s(f—=g)=s(f), e(f —9)=-el9)
Como s(f),e(g) € S'luego f — g, f — g € Vs. O

DEFINICION 10.0.14. Diremos que (D,V, H,~) es un dato de grupoide trenzado si el
grupoide conexo asociado V es trenzado, o, equivalentemente si el mapa m : D — V es
un morfismo de grupoides.

OBSERVACION 10.0.15. El par de grupoides apareados (V,V,—, ) y la aplicacién
m : D — V ambos dependen de la eleccién del isomorfismo ¢. A veces el isomorfismo ¢
serd claro del contexto. Denotaremos (D, V, H,~, ¢) cuando se necesite énfasis especial.

El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes sobre la coleccion (D, V, H, v, ¢)
para que sea un dato de grupoide trenzado.

TEOREMA 10.0.16. La coleccion (D,V, H,~y,$) es un dato de grupoide trenzado si y
solo si

(10.0.11) 9= (P,g,Q) d(pv(P, g.Q)),
(10.0.12) ¢(x) = Au(P,2,Q) ¢(pu(P,x,Q)),
(10.0.13) ¢(zx)g = (z>g) p(zag),

para todo P,QQ € P, geV,x € H.

DEMOSTRACION. Asumamos que (D,V, H,v) es un dato de grupoide trenzado. Es-
cribamos o = ypgyg = Av(P, 9, Q) V(g0 pv (P, g,Q), entonces usando el Lema 10.0.10
tenemos que m(«a) = Ay (P, g,Q) ¢(pv(P,g,Q)). Ya que m es un morfismo de grupoides
entonces m(a) = m(yp)m(g) m(yg) = ¢, luego hemos demostrado la ecuacién (10.0.11).
Las ecuaciones (10.0.12), (10.0.13) se prueban de manera similar usando (10.0.5), (10.0.7).
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Supongamos ahora que las ecuaciones (10.0.11), (10.0.12), (10.0.13) se verifican. Sean
a, f € D dos elementos componibles, entonces o = 75 1g'nyTQ, B =19 Yhysymy para
algunos g, h € V, z,y € Hy P,Q,M,R,S € P. Probaremos que m(af3) = m(a)m(f).

Lema 10.0.10 junto a la ecuacién (10.0.12) implican que
m(a) =75 gd(x)1g, m(B) = Télh¢(y)TM.
Calculemos af. Definamos los elementos X,Y € P por
X o= (B (z > h); (z;h), Y :=<X;pv(R, (x> h),(z;h))(z < h); S >,

entonces

afl = 75" gyrrhysyTie = o gvR(T B> W)Y (T < R)YsyTM
=15 g v (R, (x > h), (x; h))yxpv (R, (z > h), (z;h))(x < h)ysymym
=75 gA\v (R, (x > h), (2; h)Ax (X, pv (R, (z > h), (z;h))(x < h), S)yy
pu (X, py (R, (x> h), (z;h))(x < h), )y
Por lo tanto
m(af) =75 g v (R, (z > h), (z;h)) A (X, py (R, (x > h), (z; k) (z < h), S)
¢ (o (X, pv (R, (x > h), (z;h))(x < h),S5)) ¢ (y) Ti
=75 9pv (R, (x > h), (2;0))¢ (pv (R, (x > h), (x5 1)) ¢ (x < h) & (y) Tas
=1p'g(x > h)¢ (x Th)d (y) T;
= 7p'9¢ () h¢ (y) Tv = m(a)m(B).

La segunda igualdad por (10.0.12), la tercera por (10.0.11) y la cuarta por (10.0.13).
]

En las siguientes dos secciones mostraremos dos familias de ejemplos.

10.1. Grupoides trenzados manejables

En esta seccién estudiaremos datos de grupoides trenzados con las siguentes propiedades:

(10.1.1) o VH =HYV,
(10.1.2) e v(P)H = HY(P), y
(10.1.3) o Y(P)V =V~(P).

Esta clase de grupoides trenzados es una de las mas simples de tratar. Un grupoide
trenzado V cuyo dato de grupoide trenzado asociado a (D, V, H, v) satisface las ecuaciones
(10.1.1), (10.1.2), (10.1.3) sera llamado un grupoide trenzado manejable.
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Sea F' un grupo, y >, <: F' x F' — F una accién a izquierda (respectivamente a
derecha) sobre el conjunto F. Sea P un conjunto munido de una operaciéon P x P —
P, (P, Q) — PQ, no necesariamente asociativa, tal que

(i) existe O € P que verifica PO = OP = P, para todo P € P,
(ii) para cualquier P € P existe un tnico ) € P tal que PQ = QP = O. Este
elemento sera denotado por P!,

Sea —: F' x P — P una accién de grupos y o : P x P — F una funcién tal que

(10.1.4) o(P,0)=0c(0,P) =1,
(10.1.5) g—0=0,
(10.1.6) o(P,P7) =1,

para todo g € F', P € P.
Denotemos por F' >, P, < F' al conjunto F' x P x F' con multiplicacion dada por
(9, P,a)(h, Q.y) = (g(x &> W)o(X,Y), XY, 0(X,Y) " (& < h)y),
para todo g, h,z,y € F, P,Q € P, donde
X=(@>h™t—P Y=(@<ah)—Q.

Las ecuaciones (10.1.4), (10.1.5) implican que (1,0, 1) es una unidad para este pro-
ducto.

Bajo ciertas compatibilidades sobre las aplicaciones o, >, <, — esta multiplicacién hace
de F' <, P, < F' un grupo. Esto es el contenido del siguiente lema.

LEMA 10.1.1. Mantengamos la notacion anterior. El conjunto F <, P, <t F' es un
grupo con unidad (1,0,1) si y sdlo si las siguientes condiciones se verifican.

(10.1.7) (F,F,r>,<) es un par de grupoides apareados,

(10.1.8) (PQ)(c(P,Q)™" — R) = (0(Q,R)™* — P)(QR),

(10.1.9) o(Q,R)o(0(Q,R)™ — P,QR) = o(P,Q) 0 (PQ,o(P,Q)™" — R)
(10.1.10) (9 — P)g—Q)=(9<0(P,Q)) — PQ,

(10.1.11) gro(P,Q)=0(g— P,g — Q),

(10.1.12) (9>0(P,Q))(9<10(P,Q)) = go(P,Q),

para todo g € F', P,Q, R € P.
DEMOSTRACION. Asumamos que F i<, P,><1 F' es un grupo. De las igualdades

(17 0, I) ((17 O7y)(gu O, 1)) = ((17 0, m)(L O7y)) (g’ 0, 1)7
(1’ 07‘73) ((97 0, 1)(h7 O, 1)) = ((17 0, x)(Qﬂ O, 1)) (hv O, 1)7

se sigue que (F, F,>, <) es un par de grupos apareados. Las ecuaciones (10.1.8), (10.1.9)
siguen de la ecuacion

(1, A1) (1, Q, 1)(L, B, 1)) = ((1, A, 1)(1,Q, 1)) (1, R, 1).
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Las ecuaciones (10.1.10), (10.1.11), (10.1.12) se pueden deducir de la igualdad
(17 O’ g) ((17 P7 1)<17 Q7 1)) = ((17 07 g)(17 P7 1)) (17 Q’ 1)

Asumamos que las ecuaciones desde (10.1.7) hasta la (10.1.12) son verificadas. Primero
verificaremos que el producto en F' <, P, < F' es asociativo. Afirmamos que es suficiente
con probar que

(10.1.13) ((g, P,1)(1,0,2)) (h, q,y) = (9, P, 1) (1, 0, 2)(h, ¢, y)) ,
(10.1.14) ((1,0,2)(h, Q,y)) (f, R, 2) = (1,0,2) ((h, @, y)(f, R, 2)),
(10.1.15) ((g, P, 1)(h, Q) (f, R, 2) = (g9, P, 1) ((h, Q,y)(f, R, ),

para todo P,Q,R € P, x,y,z,h, f,g € F. De hecho, sean P,QQ, R € P, x,y,z,h, f,g € F
luego

(9, P, z) ((h, Q,y)(f, R, 2)) = ((9, P,1)(1, 0, 2)) ((h, @, 9)(f, R, 2))
= (9, 2,1 (1, 0,2)((h, Q,y)([, R, 2)))
= (9, A1) (((1, 0 ) (h, @,y))(f, R, 2))
= ((¢, P, D((L, 0, 2)(h, Q) (f, R, 2)
= (((Q,P 1)(1,0,2))(h, Q,y)) (f, R, 2)
= ((g, P, z)(h, Q,9)) (f, R ).
La segunda igualdad por (10.1.13), la tercera por (10.1.14), la cuarta por (10.1.15) y

la quinta de vuelta por (10.1.13).

La identidad (10.1.13) sigue de un célculo directo. La identidad (10.1.14) se deduce
de (10.1.7), (10.1.11) y (10.1.12). La identidad (10.1.15) se deduce de (10.1.8),(10.1.9)
(10.1.10) y (10.1.11). El inverso de un elemento es

1

(9,Px) ' =@ 'pg ! (a7 ag g — Ph), 2!

ag™h.
UJ

Cuando la aplicacién ¢ o la accién — son triviales, es decir que (P, Q)) = 1 para todo
P.QQePog— P = Pparatodo g € F, P e P, las condiciones en el lema 10.1.1 son
faciles de manejar, como el siguiente corolario muestra.

COROLARIO 10.1.2. Aumamos que (F, F,>,<) es un par de grupoides apareados, P es
un grupo con identidad O, y o : P X P — F un mapa tal que

e 0(P,O)=0(0O,P)=1
e o(PP =1
o 0(Q,R)o(P,QR) = o(P,Q)o(PQ, R),
para todo P,Q, R € P. Si ademds tenemos que
o gro(P,Q)=0(P,Q), g<0(P,Q)=0(P,Q) 'g0(P,Q),
para todo g € V, P,Q) € P, entonces F,>1 P, F es un grupo, donde — es trivial.  [J



126 10. GRUPOIDES TRENZADOS

COROLARIO 10.1.3. Asumamos que (F, F,1>,<) es un par de grupos apareados, P es un
grupo con identidad O y — es una accion a izquierda de F' en P dada por automorfismos
de grupo. Entonces F' 1P 1 F' es un grupo, aqui el mapa o es trivial. O

Asumamos que F <, P, <1 F' es un grupo, o, equivalentemente, que las propiedades
(10.1.7), (10.1.8), (10.1.9), (10.1.10), (10.1.11), (10.1.12) se satisfacen.

Definamos los subgrupos V, H de F <, P,xt Fpor V:=F xOx1, H:=1x0O x F.
La funcién v : P — F 1, P,< F, es la inclusién; v(P) = (1, P, 1).

Entonces la coleccion (F 1, P, <1 F, V, H, ) satisface las condiciones del Lema 10.0.6
(i)

TEOREMA 10.1.4. Si (F,r>, <) es un grupo trenzado, entonces (F <, P, F,V, H, )
es un dato de grupoide trenzado y el grupoide trenzado asociado es manejable.

Reciprocamente si (D,V, H,~,®) es un dato de grupoide trenzado y el grupoide trenza-
do asociado es manejable, entonces (V, >, <) es un grupo trenzado, P posee una operacion
tal que se verifican (i), (ii), existen funciones o : P xP —V, =V x P — P tales que
D=V, P,V oy es la inclusion via este isomorfismo.

DEMOSTRACION. Si h,y € F, P,Q € P entonces

Av(P, (h,1,1),Q) = (ha(h™ — P,Q),1,1),
(P, (h,1,1),Q) = (1,1,0(h™" — P, Q) Y,
Au(P(1,1,9),Q) = (o(Py — Q),0,1),
pu(P,(1,1,9),Q) = (1,0,0(P,y — Q)"'y),
(1,1,y)>(h,1,1) = (y>h,1,1),
(1,1,y)<(h,1,1) = (1,1,y<1h)

Por lo tanto la primera afirmacion se sigue del Teorema 10.0.16.

Sea (D, V, H,~) un dato de grupoide trenzado tal que las ecuaciones (10.1.1), (10.1.2),
(10.1.3) se satisfacen. Abusando de la notacién definimos >, <: V x V' — V por
grh:=9¢"'(g)>h, g<ah:=¢ (¢ (g)ah),

para todo g,h € V. Como VH = HV entonces (z;g) = O para todo z € H,g € V. La
asociatividad del grupo D implica que (V,V,> <) es un par de grupoides apareados. La
ecuacién (10.0.13) implica que (V, >, <) es un grupo trenzado.

Definamos la siguiente operacion P x P — P, PQ := (P;1; Q). Claramente O es una
unidad para esta operacién. La existencia de inverso en D se traslada a la existencia de
inverso en P.

Definimos las aplicaciones 0 : P x P — V|, —: V x P — P por
0(P7 Q) = )\V<P7 17 Q)a gp = ’Ygﬁpgl

para todo P,QQ € P, g € V, donde ¢’ es algin elemento de G que depende de g y P. Como
la funcién m es un morfismo de grupoides entonces m(gyp) = m(g) = g, y por lo tanto
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g = ¢'. Luego — esta definido por la ecuacién

gvp ‘= Yg—-PY-
La ecuacién (10.0.11) implica py (P, 1,Q) = ¢ (o (P,Q)™1).
Definamos f: D — V 1, P,V por

flgvpz) = (g, P, o(x)),

para todo g € VP € P,x € H. Este es un isomorfismo de grupos bien definido. Esto
concluye la prueba del teorema. 0

En particular, el teorema 10.1.4, en presencia de los corolarios 10.1.2, 10.1.3, muestra
que existen muchas maneras de producir ejemplos de datos de grupoides trenzados. Por
ejemplo, tomemos (F,>,<) cualquier grupo trenzado, P un grupo tal que F' actue en P
por automorfismos de grupo; o tomemos F,P dos grupos con un 2-cociclo normalizado
0. FxF —P,>:FxF — Flaaccién trivial y <: F' X F' — F' la acciéon adjunta.

COROLARIO 10.1.5. Sea (D,V, H,~) un dato de grupoide trenzado, donde V' y H son
subgrupos normales de D. Entonces el grupoide trenzado asociado V es manejable, mds
aun, la accion — es trivial.

DEMOSTRACION. Como V es normal 7pg’7];1 € V, para todo P € P, g € V. Luego,
Ypg = g 7p para algun ¢ € V. Como (D,V,H,v) es un dato de grupoide trenzado

entonces ¢ = ¢ . Analogamente podemos probar que ypz = zyp y gr = xg para todo
reH,geV, PeP. OJ

10.2. Ejemplos no manejables

Sea (A, A,1>, <) un par de grupos apareados. Sea P un grupo, y sea ¢ : Ax A — Z(P),
Z(P) el centro de P, una funcién tal que para todo a,b,c € A

(10.2.1) ¥(a,be) = YP(a,b)p(a<bd,c),
(10.2.2) P(ab, c) = Y(a,b>c)(b, c).

Definamos el grupo D cuyo conjunto subyacente es A X P x A y multiplicaciéon dada
por

(a7 P, C)(Z‘,Q,Z) = (a(CDl‘),P’(ﬂ(C, I)Qa (C<IZL’)Z),

para cualquier a,c,x,z € A, P,QQ € P. Un calculo directo muestra que esta operacién es
asociativa.

Sean V=Ax1x1,H=1x1xAy~v:P— D,y =(1,P1),

LEMA 10.2.1. Si (A,>,<) es un grupo trenzado entonces la coleccion (D,V, H,~) es
un dato de grupoide trenzado.
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DEMOSTRACION. Para cualquier P,Q € P, a,b € A tenemos que

>\V<P) (aa]-a]-)?Q) = (CL,].,].), PV(P’ (CL,]_,].),Q) =1
Ap(P,(1,1,a0),Q) =1, pu(P,(1,1,a),Q)=(1,1,a),
(1,1,a)>(b,1,1) = (a>b,1,1), (1,1,a)<(b,1,1) = (1,1,a<b).
Luego la prueba del lema sigue aplicando el Teorema 10.0.16. 0

Si a,z € A entonces
(a,1,1)(1,1,2) = (a,1,2), (1,1,2)(a,1,1) = (2>a,?¥(z,a),z<a).
Por lo tanto, VH = HV si y sélo si ¢ = 1.

OBSERVACION 10.2.2. Existen muchas colecciones (A,>,<,1), donde (A,>,<) es un
grupo trenzado y ¢ una funcion que satisface (10.2.1), (10.2.2). Por ejemplo tomar A
cualquier grupo, > la accién adjunta, < la accién trivial y 1 un bicaracter, esto es una
funcién ¢ : A x A — Z(P) tal que

¥(a,be) = (a, b)Y (a, c),
¥(ab,c) = ¥(a, c)ip(b, c),
par todo a,c,z,z € A.

OBSERVACION 10.2.3. Esta clase de ejemplos proviene de la siguiente observacién

general. Sea (D,V, H,v,¢) un dato de grupoide trenzado. Recordemos la funcién (;) :

V x H — P definida por la ecuacién (10.0.5). Si asumimos que para todo P € P, g €
G,xe H

P9 = g97p; YPT = I7p,
entonces el mapa ¢ : V x V — P definido por

U(g,h) = (g:67' (),
para todo g, h € V, satisfce las ecuaciones (10.2.1) y (10.2.2). Consideremos la siguiente
operacién en P; P.QQ = (P;1;Q). Como zgyp = vyprg para todo x € H,g € V,P € P
entonces

(T > 9V 1P(T 1g) = (2> g)VPV(a:g) (T < 9),
y por lo tanto, (z;g) € Z(P) para todox € H g € V.

En las siguientes secciones calcularemos explicitamente la trenza para los datos de
grupoide trenzado mostrados en las secciones previas. Primero mostremos cémo se calcula
la trenza para un ejemplo general.

Sea (D,V, H,~, ¢) un dato de grupoide trenzado y sea D = VH la factorizacién exacta
de grupoides asociada. Sea o € ‘H, 3 € V entonces

a =15 vy 1o B=14" 97rs
para algunos P,Q), R € P,g € V,x € H. Luego

af =15 vprvg' 9 The
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Como aff = (a — f)(a — [3), la determinacién de las acciones —, « recae en el cdlculo
explicito de ”ypryc_gl g. Esto se hard en lo que sigue para los ejemplos mostrados anterior-
mente.

10.3. La trenza para los grupoides trenzados manejables

Sea V un grupoide trenzado manejable y (F <, P,>1 F, V| H,~) su dato de grupoide
trenzado. Sea también D = VH la factorizacién exacta asociada a la colecciéon (F' <,
P, F,V, H, 7).

LEMA 10.3.1. St P,Q,R € P,x,y € F' entonces

7P<17 07 I)’yél(y, O, 1)7R :(U(Pv Qil)(O’(P7 Qil)ilx > y)U(S, T>> O? 1)75T
(1,0,0(P,Q ")tz ay),

donde
(103.1) S=(0(P.Q) oy — (PQY),
(10.3.2) T=(PQ"H ' sy — R
DEMOSTRACION. Es inmediato. 0

Sean («, 3) € Ve x5 V. Entonces existen P,Q, R € P, x,y € F tales que
a=71(r,0,1)19, B= Tél(y, O,1)7g.
Luego
¢~ )8 = 1p (1, 0,2)75" (y, 0, 1) R
= 759p(1,0,2)75" (v, O, 1)vrVg ' TR
=75 (0(P,.Q7)(e(P,Q7") e y)a(S.T),0, 1)7sr
7sr7s7(1,0,0(P.Q™") 'z ay)ig'Tr,
donde S, T € P son como en el lema 10.3.1. Ya que
7 (@(P.Q7)(o(P,.Q™") x> y)a(S,T),0,1) msr € V(P, ST),
Torys7(1,0,0(P, Q™) e ay)vy' r € H(ST, R),

entonces

a— (= 7131 (c(P,Q N(o(P,Q ") twrey)a(S,T),0,1) tsr
a—B=14(1,0,0(P,Q ") tray) g

Como consecuencia de estos calculos se tiene el siguiente resultado.
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PROPOSICION 10.3.2. La trenza para el grupoide trenzado manejable V estd dada por
la formula

c(a, p) =
(5" (e(P,Q ) (o(P,Q ) 'a>y)a(S,T),0,1) ts7, 75r (1,0,0(P, Q") 'x ay) Tg)
donde o = 75" (2,0, )70, = Tél(y, O,1)tg y S, T estan dadas por las ecuaciones
(10.3.1), (10.3.2) u]
OBSERVACION 10.3.3. Cuando #P = 1 la férmula en la Proposicién 10.3.2 es ¢(x,y) =

(x> y,x<y), que es la formula de la trenza del grupo trenzado (F,>,<).

10.4. La trenza para la familia de ejemplos 10.2

Sea (A,>,<) un grupo trenzado, P un grupo. Sea también ¢ : A x A — Z(P) una
aplicacién que satisface (10.2.1), (10.2.2). Sea (D,V, H,~) el dato de grupoide trenzado
como en 10.2. Sea D = VH la factorizacién exacta asociada a (D, V, H, 7).

LEMA 10.4.1. Sean a,b € A, P,Q, R € P entonces
vp(1,1, a)yél(b, L, 1Dyg = (a>b,v(a,b)PQ 'R,a<b). O
Sean (a, f) € Ve Xs V. Entonces existen P,Q, R € P, a,b € A tales que
a=1p'(a,1, )10, B =15"(b1,1)7R,
Luego
¢~ ()8 =Tp'vp(1.1,a)75 (0,1, )7
=757p(1,1,0)75" (0,1, V)RR ' Tr
= 15" (a>b,¥(a,b)PQ 'R, a<b)yy' Tr
=75 (a>b,1,1) 75 75 (1, 1,a <b)v5" TR,
donde S = ¥(a,b)PQ™'R € P. Como
5 (a>b,1,1) 75 € V(P, S),
75'vs(1,1,a<b)yg' TR € H(S, R),
entonces

aéﬁ:Tgl(an,l,l)TS
a+—pB=15"(1,1,a<b) Tx.

PROPOSICION 10.4.2. Sia = 15" (a,1,1)7g, B = Tél(b, 1,1)7r entonces la trenza para
los ejemplos de la seccion 10.2 esta dada por la formula

cla,B) = (5" (a>b,1,1) 75,75 (1,1,a <1 b) TR),
donde S = 1(a,b)PQ'R. O
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