Capitulo 10

Momentos angulares

10.1. Momentos angulares y rotaciones

Recordemos las propiedades fundamentales de un momento angular. Las componentes J;
(7 =1,2,3) de J satisfacen

3
(i, Tl =0 €nede
=1

de aqui se deduce que J? conmuta con cada J; y que eligiendo la tercera componente J3 y

definiendo
Je=J1 iy,

se tiene: Si 1) es autovector normalizado de J? al autovalor h?y y de Js al autovalor h\
entonces se tienen las tres propiedades: (1) u > 0; (2) ||Je|| = A/ — AA £ 1); v (3) Si
J+ W no es nulo entonces es autovector de J? al mismo autovalor A%y y de J3 al autovalor
(XA £ 1). De estas tres propiedades se deduce quep = j(j + 1) para algtin semientero j €
{0,1/2,1,3/2,---}, que cada autovalor de J? es degenerado con una multiplicidad que es
multiplo de 25 + 1 y que los autovalores de J; son him con m € {—j,—j+1,---j—1,j} para
todos los j que aparezcan y con la multiplicidad acorde al nimero de veces que aparezcan
estos j.

Para cualquier semientero k escribimos M para el conjunto de los 2k 4+ 1 semienteros
—k,—k+1,--- ,k—1,k; observe que estos niimeros son enteros o genuinamente semienteros
junto con k.

Decimos que un momento angular J actuando en un espacio de Hilbert $ es irreducible si
[Ji, A] = 0 para k = 1,2,3 y un operador A actuando sobre §) implica que A es un multiplo
de la identidad. Como J? siempre conmuta con J, en el caso irreducible J? es un multiplo
de la identidad y, necesariamente J? = hj(j + 1)1 donde j € %Z y la dimensién de de $) es
2j + 1. Decimos que J es de magnitud j.

Si la multiplicidad del autovalor de J? asociado a j es 2j + 1 se puede entonces elegir una
base ortonormal {1;,, : m € M;} del correspondiente autoespacio &; tal que:

(10.1) Jsjm = W, Jethjm = ha/j(j +1) —m(m £ 1)t mer -
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Observese que una base ortonormal con esta propiedad no es univoca, pero si {x, : m €
M} es otra base ortonormal que satisface (10.1) entonces existe un complejo z de médulo
1 independiente de m tal que X, = 2¢;» para todo m € M. Con esta salvedad, hablamos
de la base ortonormal estandard del momento angular irreducible de magnitud j.

Consideramos un espacio de Hilbert $) donde actuan las componentes de un momento
angular J y, dada una rotacién D(e, ) de R? (alrededor del eje unimodular e por el dngulo
«), escribimos

Lae-J

U(e,a) =e n )

que es un operador unitario sobre §). Cuando J es un momento angular orbital dado por
T x p entonces hemos visto (??7) que D(e, ) — Ugeq) €s una representacion, i.e.,

(10.2) Uea)Uit,p) = Ute,a)o(£,8) »

unitaria, del grupo de rotaciones SO(3) de R? . Esto ;sigue siendo cierto para un momento
angular arbitario? Tenemos desde luego que

d ?
_Uea =(——e-J Uea

i
Ue,)Ute,) = eXp{—i—i(oz +p)e-J}.

Pero debemos recordar que la rotacién alrededor de cualquier eje por 27 es la identidad:
(e,2m) o (e, ) = (e, ). No tenemos ninguna garantia de que

por lo cual (77?)

U(e,a+27r) = U(e,a) .

Un ejemplo inmediato es el siguiente: considere un spin S de magnitud s, entonces ten-
dremos calculando en la base ortonormal estandard {t¢s,, : m € M},

e—isa 0 . 0
Ub((0.01).a) = € *53/" = 0 gm0 ;
0 0 . eisa

i.e., Up((0,0,1),a) €8 diagonal con elementos diagonales

<77Z)s,m7 UD((070,1),a)¢s7m> = eiiam , M e {_p/Za e 7p/2} .
Si o = 27 tenemos

o orm 1, sise{0,1,2,---}
(Vsm> Up((0,0,1),2m)Vs;m) = € = { L deciasmsa.

Los spins genuinamente semienteros no conduciran a representaciones.

Se puede demostrar que:
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(e,a) > Ule,a) €s una representacion si y solo si U 2r) = 1 para todo vector unimodular
e.

Si todos los autovalores de J? que son siempre de la forma %%j(j + 1) se obtienen con
j €{0,1,2,---} entonces Ugear) = 1 para todo vector unimodular e.

Si algtin autovalor J? es de la forma h?j(j+1) con j € {1/2,3/2,--- ,(2n+1)/2,------ }
entonces Ue2r) # 1 para todo vector unimodular e.

Si todos los autovalores de J? que son siempre de la forma h?j(j + 1) se obtienen
con j € {1/2,3/2,--- . (2n + 1)/2,-+---- } entonces Uear) = —1 para todo vector
unimodular e.

Por lo tanto solamente se obtiene una representacién del grupo de rotaciones con exp{—iae-
J/h} cuando los autovalores de J? son todos “naturales”, o sea de la forma A%j(j + 1) con
j €40,1,2,---}. En caso contrario se obtiene lo que se llama una representacién proyectiva

de SO(3). Esto es
Ube.)Up(,p) = w(D(e, ), D(f, B)) Up(e,a)onit,3) »

donde w(D(e,a), D(f, 5)) es un niimero complejo de médulo 1 con ciertas propiedades par-
ticulares que no necesitaremos (). Observese que

((Ube.ayUp,5)®), A(Up(e,ayUnit,5)®))

= w(D(e, ), D(f, B))w(D(e, ), D(f, 3)){(Up(e.a)on(t,5)®), A(Up(e,a)onit,5)P))
= ((Up(e,0)on(£,8)®), A(Up(e,a)on(t,8)®P))

por lo cual la diferencia entre Up(e,a)Upt,8) ¥ Ub(e,a)on(,3) NNca se manifiesta al calcular
valores esperados.

Otra manera de racionalizar la situacién cuando J tiene autovalores asociados a valores
genuinamente semienteros de j es asociarle a cada rotaciéon D(e,«) no uno sino dos oper-
adores unitarios: Uen) ¥ Ue,a+2r)- Identificando luego a estos dos unitarios y escribiendo
[Ue,a)] Para esta identificacion, se tiene [Ue,a)][Ut,5)] = [Ule,a)o(t,8)]-

Ahora bien, es un resultado mateméatico sumamente fundamental en sus aplicaciones a la
mecéanica cuantica, que toda representacién unitaria proyectiva del grupo de rotaciones se
descompone en una suma directa de representaciones unitarias proyectivas irreducibles,i.e.
RUPI, de modo que el espacio de Hilbert subyacente H se descompone en una suma directa
de subespacios Hg, 8 € %, donde cada Hg es invariante bajo cada Ug ) v la restriccion a
este subespacio de {Ugq) : € € R* | €] =1, a € R} es irreducible. Por otro lado,las
RUPIs son todas de dimensién finita (i.e. el espacio de Hilbert subyacente es de dimensién
finita) y estdn univocamente determinadas hasta equivalencia unitaria por su dimensién n
de modo que el generador asociado es (unitariamente equivalente) a un spin de magnitud
s = (n —1)/2. Entonces el conjunto 2 se puede identificar con algiin subconjunto J de los
semienteros %Z y entonces

(Uiew = xp{-i58- T} ;8 € B, [6]=1, a€R)
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= @ mUNUL, =expf-ize- IV} e e R, o] =1, acR}
j€I
donde JU! es un spin/momento angular irreducible actuando en un espacio de dimensién
27 + 1. Las multiplicidades m(j) tienen en cuenta cuantas veces aparece la j-RUPI en la de-
scomposicion. Esta descomposicion en suma directa es a la vez la diagonalizacion simultanea

de J? y Js.

10.2. Suma de momentos angulares acoplados

El problema que nos planteamos ahora es el siguiente. Supongamos que tenemos dos
momentos angulares J v J@ que actuan sobre los espacios 1 v $, respectivamente. El
operador

J=JV®1+1J@

actuando sobre $; ® $, satisface las reglas de conmutacién de un momento angular ya que
[J, 1) = [V, I @1+ 10 [J2, 02 =indV @ 1 +in1 @ JP =iy .

. Como se obtienen autovalores y autofunciones de J? y J3 a partir de aquellas de los dos
momentos angulares que sumamos? Unos minutos de reflexién! convencen que el problema
planteado se resuelve por combinacién de la solucién del problema mas simple que se obtiene
suponiendo que $; = &, y H2 = &}, , i.e. 0 sea que los espacios donde actuan los momen-
tos angulares a sumar, son respectivos autoespacios minimales de J y de J®. O, con la
nomenclatura ya introducida, basta entender el caso donde los momentos angulares a sumar
son irreducibles.

Si sumamos entonces dos momentos angulares irreducibles, se tiene que &; ® &, tiene di-

mensién (27, + 1)(272 + 1), (J<1>)2 R1="HG(H1+1D1®1,1® (J<2>)2 = hs(jo + D1 ®1,
y
(103) {1/}j1,m1 X @/sz,mz Ly = _jla to 7j1; mg = _.j2> T ’j2}

es un base ortonormal de este espacio. Esta base ortonormal diagonaliza a J3 ya que

1 2
‘]31/}]'177111 ® 2/}]'2,7712 = (J?E )wjl,ml ® w]é,ﬂm) + (wj17m1 & J?E )1/}]'2,7712)
= h(ml + mQ)wjl,ml & wj27m2 ;

por lo tanto los autovalores de J3 son de la forma Am con m = my+ms y tienen multiplicidad
Ji+ja+1—|m[ , paralj —jof < |m| < g1+ j2
(10.4) I : ‘ . .
2min{ji, jo} +1 ,  para —|ji — ja| < |m| < |ji — jo
El espectro de Js es el conjunto {hm : m = —j; — jo, —j1 — o+ 1, -+, j1 + Jo — 1, 1 + jo}.
Como el espacio es de dimensién finita y J? es autoadjunto, este operador es diagonalizable.
Sin embargo, esta base no diagonaliza a J% = (J(l))2 ®1+1® (J(z))2 + 2(J1(1) ® J1(2) + JQ(U ®
JD 4 I @ JP).
La situacion se presenta graficamente asi:

1
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Cada punto (my,my) del reticulo representa un vector ¢, n, ®1j, m, de la base (10.3); en
las diagonales se hallan todos los estados de esta base que son autoestados de J3 al autovalor
hm = h(my + ms). El niimero de puntos del reticulo en cada diagonal m = const. es igual
a la dimensién del autoespacio F,,, de J; al autovalor im; esto da la férmula (10.4) para la
multiplicidad. Este subespacio es invariante ante J? y por ende existe una base ortonormal de
Fon que diagonaliza a la restriccion de J? a F,,. Hay entonces que elegir, en cada “diagonal”
(i.e. F,, autoespacio de J3), combinaciones lineales de estados que sean autoestados de J2.
Explicitamente, si 1;,, es autovector comin de J? al autovalor ij(j + 1) y Js al autovalor
hm | entonces en el desarrollo

Ji J2
(]—05> wj,m = Z Z < wjl,ml & wjz,mw Zbj,m > wjl,ml & wjg,mz

mi1=—7J1 ma2=—7j2

solamente los coeficientes < ¥, 1, ® ¥}, my, Vjm > donde my 4+ my = m pueden ser no nulos
(japlique J3!).

Arriba a la derecha tenemos la diagonal m = j; 4+ jo con un solo estado. Afirmamos que:
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El mdzimo autovalor de J* es W?j(j + 1) con j = j1+ jo Yy ¥, @Yy, 4, €S autovector a ese
autovalor.

Ya que Fj, +j, = {a(¥j, j, @), 4,) : @ € C} es unidimensional e invariante ante J?, tenemos
que ¥j, i, @1j, i, es autovector de J? y el autovalor asociado tiene la forma h%j,(j, + 1) para
un semientero j,. Demostramos que j, = j; + jo v que h?j,(j, + 1) es el maximo autovalor
de J%. Por un lado, J (¢, j, ®,.,) debe ser nulo pues sino obtendriamos un autovector de
Js a un autovalor mayor a hi(j; + j»); por lo tanto j,(j, +1) = (41 + j2)(j1 + j2 + 1) de donde
Jo = j1 + J2. Por otro lado, si j.e €8 el niimero semientero que nos da el autovalor maximo
7% jmaz(Gmaz + 1) de J? —por lo tanto j, < Jjme.— entonces, aplicando J, sucesivamente
obtenemos un autovector de J3 al autovalor fj,.., 1o cual implica que jae < (1 + J2) v
entonces Jmazr = Jo-

Hemos encontrado entonces el primer autovector v, 4, ji+j, = Vj,.j1 @Y}, j, sSimultaneo de
J? y Js alos autovalores h?(j; + jo)(j1 +jo+ 1) v A(j1 + jo) respectivamente y también hemos
identificado el autovalor maximal de J. Podemos ahora aplicar sucesivamente J_ a 1, 4, i+
para obtener (2(j; + j2) + 1) autovectores ¥, 1, ,» simultaneos de J* ~al autovalor maximal
R2(j1 + j2)(j1 + j2 + 1)- y de J; a los autovalores hm con m = ji + jo, j1 + jo — 1, -+, —j1 —
jo 4+ 1, —j1 — ja. Se tiene JU T oo s o< i jym € Fme O sea que hemos eliminado
una dimensién en cada “diagonal” F,,. También podemos deducir que hemos agotado el
autoespacio &, 4;, de J al autovalor maximal pues si esto no fuera el caso podriamos generar
otro autovector de J; al autovalor méaximo h(j;+j2) linealmente independiente de ¥, 4, i, +js-

Ahora repetimos el procedimiento. El subespacio Fj, 4;,—1 asociado a la segunda diag-
onal arriba a la derecha tiene dimension 2. Ya hemos eliminado una dimensién; aquella
correspondiente al vector J_1; 4j, ,44,- Cualquier vector ¢ de este subespacio que es or-
togonal a J_1; 1}, i+, €s autovector de J3 al autovalor (j; 4+ jo — 1). Como no hay més
lugar en este subespacio, ¢ debe ser autovector de J? al méximo autovalor no eliminado, o
sea B%(j, — 1)jo. ¢ estd determinado hasta una fase; la elegimos de tal manera que ¢ este
normalizado y sea combinacién lineal real de j, j,—1 @ ¥j, 1, ¥ Vj-14, @ ¥}, j,—1 lo que
determina a ¢ salvo multiplicacion por —1. Actuando sucesivamente con J_ sobre ¢ obten-
emos 2(jmar — 1) + 1 vectores (uno para cada diagonal no agotada) que son proporcionales a
Yirtjo—tm s m=—(j1+J2—1), -+ ,j1 + jo — 1. Nuevamente hemos eliminado exactamente
una dimension en cada un de los subespacio F,, para m = j; + jo — 1,--+- ,—j1 — jo + 1
agotando asi las segundas diagonales arriba a la derecha y abajo a la izquierda. Ademés
hemos agotado el subespacio & 1j,_1. Podemos repetir este juego con la tercera(cuarta ,
etc.) diagonal de arriba a la derecha. En cada juego eliminamos exactamente una dimensién
de cada uno de los subespacios asociados a cada una de las diagonales no agotadas en un
juego previo. Pero no podemos seguir jugando para siempre; en algin momento agotaremos
todas las diagonales. En efecto en cada juego eliminamos

2(]1+]2_€)+1 9 é:ovla 7k
dimensiones. Debemos tener que

k(k+1)

k
27+ D22+ 1) =D Q0+ =0 +1) = (2 + 22 + Dk +1) - 22—

=0

esto nos da la ecuacién k% —2(j;+j2)k+471j2 = 0 cuyas soluciénes son ky = ji+jo | j1—Jo |.
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Ademas, j; + jo — k esté asociado al minimo autovalor de J2 : R%(jy+jo—k)(j1+jo—k+1).
Como

ht+je—ki=F|5n—7J21,

v ji+jo—k > 0, debemos tener k = k_ y h? | j1 — jo | (| 71 — j2 | +1) es el autovalor
minimo de J2.
En resumen, los autovaloresde J? en &;, ® &;, son:

RjG+1) , j=ln—dllia—dl+L- hi+i—1La+7,
y tienen multiplicidad 25 + 1.

0S8

(1/2,1) (1/2,3/2)

(1/2,1/2)

Figura 10.1: Los cuatro casos (j1,j2) de menor dimensién posibles. Los cuadraditos rellenados igual repre-
sentan los autovectores de J? a autovalores iguales obtenidos en cada “juego” aplicando J_.

En cuanto al valor de los coeficientes (llamados coeficientes de Clebsch-Gordan) no-nulos
en el desarrollo (10.5), tenemos siempre que empezamos el juego ¢ la posibilidad de elegir una
fase arbitraria. La convencién usual (vea los libros) estd concebida para producir coeficientes
reales lo que los determina mdédulo multiplicacién de todos ellos por —1. Estos coeficientes
estan tabulados en dependencia de j; y Jjs.
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Veamos algo mas explicitamente el caso mas simple y no trivial de la suma de dos spins
1/2. Escribimos

V1/2mj2 @ Vrjomrjz = Imym’) , m,m’ € {1, -1},

para simplificar la notaciéon. En esta base, el operador S3 es diagonal

1 00 0
000 0
Ss=hl 5 00 o ’
000 —1

con autovalores simples +/ y un autovalor doble 0. Ya que 52 conmuta con S5 los autoespacios
Fm (m=1,0,—1) de Ss al autovalor iim son invariantes ante S%. Por lo tanto, [+, +) v |—, —)
son autovectores de S?. ;A que autovalores? Podemos contestar la pregunta bestialmente
calculando la matriz 4 x 4 asociada a S?:

S? = 12

O~ = O
O~ = O
N O OO

O O O

Pero, procediendo como en el andlisis general vemos que los autovalores buscados son
de la forma A%j(j + 1) con algiin semientero j y que si j # (1/2) + (1/2) = 1 entonces
deberfa aparecer (operando con S, sucesivamente sobre |[+,4) o |—, —)) un autovalor de S;
de médulo mayor que A cosa que no es el caso. Entonces |+, +) es autovector simultaneo de
S? asociado a j = 1 y de S al autovalor +h (m + m’ = +1). Ahora tenemos dos opciones
para generar (2j+ 1) = 3 autovectores de S? al mismo autovalor: podemos hacer (S_)"|+, +)
o bien (S4)"|—,—). En el procedimiento general elegimos |+, +) y entonces bajamos por el
espectro de Sz conservando el autovalor de S? asociado a j = 1.

S_|+,+) = (59)1/11/2,1/2) ® Pr21/2 + 172,172 @ (S(,Q)wl/g,l/g)
= h(1/2,-1/2) @ V12,172 + V12,172 @ 1j2,—172) = B|—,+) + |+, ) »
(S 2[4, +) = hS_(|=, +) + [+, =) = F*2|—, —) .

O sea que

¢1,1 = |+7 +> ) ¢1,0 = <‘+7 _> + | - +>)/\/§7 1/}1,—1 = |_a _> )

son 3 autovectores dos-a-dos ortogonales y normalizados de S? al autovalor h?2 (j = 1), que
son también autovectores de Ss3. Con esto hemos agotado 3 de las 4 dimensiones del espacio.
La que queda es ortogonal a ¢ en el subespacio Fy. El complemento ortogonal de ;¢ en
Fo es el subespacio unidimensional G = {a(|4+,—) — |-, 4)) : « € C}. Ya que S*F, C Fy,
y que 114 es autovector de S?, S’G C G y ya que G es unidimensional, deducimos que
|+, —) — |—,+) es autovector de S%. {A que autovalor h%j'(j’ + 1)? La respuesta es barata
(porque no queda mas nada en el espacio) ya que calculando explicitamente

Sj:(|+7_> - |_7+>) =0
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con lo cual 1/7'(j" 4+ 1) = 0 y por ende j' = 0. Por lo tanto,
w0,0 = €z¢<‘+7 _> - |_7 +>)/\/§

es autovector de S3 y de S? al autovalor 0 de ambos operadores. En resumén, los autovalores
de S? son h%j(j + 1) donde j = (1/2) + (1/2) = 1 0 j = (1/2) — (1/2) = 0 y tienen
multiplicidad 25 + 1; la descomposicién espectral es

S? = 2r%*P, + 0.5,

donde P, es el proyector ortogonal al subespacio & de S? asociado al autovalor 2h? y Py es
el proyector ortogonal al subespacio & asociado al autovalor 0 de S2. También,

Ss = Q1+ 0.Qo — Q1) +0.Fy ,

es la descomposicién espectral de S3, donde @, es el proyector ortogonal unidimensional

Qmt = (Y1m|)1m y Py es el proyector ortogonal unidimensional Pytp = (1 0|t))100. Se
tiene: Qmpl = Qma QmPO = 07 Q1+QO+Q—1 = Pl =1 _P07 y Q0+P0 es el proyector
ortogonal (bidimensional) al autoespacio Fy de Ss.

Volvemos a los coeficientes de Clebsch-Gordan para analizarlos en mas detalle. En el
desarrollo (10.5) aparecen solamente los coeficientes

<wj1,m1 & wjz,mza w],m>

donde m; +mg = m correspondiendo al hecho de que ©;,, esta en F,,,. Observamos también
que
1 2
T Wjrimae = (T @1 4+10 TN (W, 5, @ s 0)

= "/ 251V 511 @ Vi g) + /252 (Y5, 5y @ Yy 1)

y que si seguimos aplicando J_ sucesivamente obtendremos siempre combinaciones lineales
con coeficientes positivos de la base ortonormal producto {1, m, @ V), m, : M1 +mg = m}:

<wj1,m1 ® ¢j2,m2> wjma:mml+m2> 2 0.

Después de terminar con el autovalor mximo de J? asociado a jq nos queda en F; 4
una sola dimensién correspondiente al complemento ortogonal del vector ;.. o
T}, oo iman - CoOncretamente,

Jo
g1+ Jo

J1
J1+ g2

Vjmasdmaz—1 = (V1,511 ® Yy, 5,) + (V1,51 @ Vjy 1) -

Ahora, el vector mas general en F;, . ortogonal a v, . . -, es:

max

a(Vjy g1 @ Vs jn) + By @ Vipjo1) s a1+ BV G2 =0

podemos elegir v y 3 reales con 8 = —+/j1/j2q; si ahora normalizamos o + 3% = 1 tanto «
como 3 quedan univocamente determinados salvo multiplicacién de ambos por —1:

J2 Ji
a==F\——, B=F|
J1+ 72 J1+ 02
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Con esto ¥}, 1 j..—1 € combinacién lineal real (aunque ya no de coeficientes positivos)
de la base ortonormal producto de F;, . 1. Aplicando sucesivamente J_ siempre obtenemos
a Vit jman—1—m O (J_)™j 45 1 como combinacién lineal real de la base ortonor-
mal producto de F,,. Si seguimos con este procedimiento queda claro que cada vez que
terminamos con un valor j* de j nos queda solo una dimension en F,;«_; y que podemos
elegir un vector v« j«_; ortogonal a todos los construidos para valores de j mayores que
j* (y por ende autovector de J? al autovalor asociado con j* — 1) de tal forma que los
coeficientes de la expansion de j-_; ;-—1 en la base producto de Fj«_; sean reales. Pero
entonces, (J_)F1b;«_; ;+ también es combinacion lineal real de la base ortonormal producto
de Fj«_i_i. De hecho, dado que la dimensién no eliminada de Fj-_; es 1, los coeficientes
reales de la expansion de 1;-_; ;-1 en la base producto estan univocamente determinados
por la normalizacion modulo multiplicacién de todos ellos por —1. Con esto queda entonces
(creo que) suficientemente motivado que los coeficientes de Clebsch-Gordan siempre pueden
elegirse reales.

Veamos explicitamente como se determinan los coeficientes de Clebsch-Gordan para algin
j fijo iterativamente a partir de alguno de elllos. Aplicando el operador J. al desarrollo
(10.5), usando la relacién general (10.1) y tomando el producto escalar con ¥, m, @ Vj, mo»
obtenemos:

\/](] + 1) - m(m + 1)<¢j1,m1 ® 1/}j2,m27 wj,m:t1>

(10.6) = \/j1 (J1+1) —mi(m1 F D){(Uj, mix1 @ Vjpmas Vi)

+v/J2(j2 + 1) = ma(ma F 1), my @ gy mag1, Yjom) -
Este sistema recursivo debe ser suplementado por las condiciones —j; < m; < 71, —js <

me < jJo,my+meFl=myj€{|lj1—7llj1—Jjo| +1,---,j1 + j2} sobre los semienteros
positivos j1, 2, J v los semienteros mq, ms, m. A j fijo, el sistema determina completamente
todos los coeficientes para ese j, salvo multiplicacién de todos ellos por un niimero complejo

arbitario. La ambiguedad en el signo puede eliminarse si pedimos que
<¢j17j1 ® wj2,j*j17¢j1]‘> Z 0 ) .] = |.]1 _j2|7 e 7j1 +]2 2~

Notese que v;; es justamente el estado en la “esquina superior derecha” desde la cual se
comienza cada uno de los “juegos” descriptos anteriormente. Esta condicién, junto con la
normalizacion determina univocamente a todos los coeficientes. Esta es la convencion usada
casi universalmente; con ella se obtienen las siguientes propiedades de los coeficientes de
Clebsch-Gordan:

(Wi @ Vo Vjm) = (V2T g @ Py mas V) 5
(Wi ma @ Vg mas Vjm) = (VT2 my @ Vs s Vjm)
(Wjrm1 @ Viimas Vjm) = (=) (Vs my ® Vjmms Vjama)

> Wi ® Vjp s Yiam) Wirms @ Yipmom> Yirm) = 8150 ;

mi

2Verifique por ejemplo que con esto, se tendra 8 = 4/ ]‘1]‘.;]‘2 en el desarrollo de v, 1. 4.
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Z(lpjl,ml ® wjg,mfm1a1/)j,m> <1/)j1,m’1 & wjg,m’—m’17wj',m> = 5ml,m’l m,m’ -

J

10.3. Operadores escalares, vectoriales y tensoriales irreducibles

En esta seccién estudiaremos operadores que tienen buen comportamiento ante rotaciones.
Supongamos, que en el espacio de Hilbert ) tenemos un momento angular J | i.e.

3
[Jj, Jk] == Z‘hZEj,kag 3
(=1

Uz = 6_%&"] ,

donde hemos acortado algo la notacion poniendo @ = ce. Podemos elegir una base ortonor-
mal {j puiy: JE€T, me{—j,—j+1,---,7—1,5}, u(y) € B;} de $, donde el conjunto
J describe los autovalores de J? que aparecen, y J?¢; i) = 125 (7 + 1)) mopu(j); m describe
los 25 + 1 autovalores de J3 asociados al valor de j y J3v; i) = A mpugy: v 1(j) € B;
es el indice que cuenta las multiplicidad del valor de 7 € J. En tal caso, la multiplicidad
de j € J es (2j + 1) por la cardinalidad de B;. Es importante que esto se entienda bien
para luego no mal intrepretar ciertos resultados como el Teorema de Wigner-Eckart. Veamos
un ejemplo concreto que ilustra la nomenclatura. Al discutir el momento angular orbital L
vimos que los autovalores de L? son los ntimeros h?/(¢ + 1) donde £ recorre los ntimeros nat-
urales {0, 1,2, - }; cada valor de ¢ aparece una sola vez y con cada uno de estos valores hay
asociado (2¢ 4+ 1) autovalores de Ls de magnitud m con m € {—¢,—¢+1,--- £ —1,¢} con
autovectores correspondientes en el autoespacio de L2 asociado al valor de ¢ correspondiente.
Pero L actua solamente sobre las variables angulares; con L2(R3) = L2([0, 00); 2dr) @ L*(S),
L actua sobre el espacio de funcionesde médulo cuadrado integrable sobre la esfera S en 3
dimensiones. Por ende, cada autovalor de L? asociado a ¢ tiene multiplicidad infinita. Pode-
mos tomar a B; como cualquier conjunto de indices que enumera una base ortonormal de
“espacio radial” L?([0, 00); 7?dr). O sea, volviendo a nuestra nomenclatura que pretendemos
ilustrar, en este caso J = {0,1,2,---} y By cualquier conjunto infinito denumerable, i.e.
{1,2,---} para todo /.

Con esta nomenclatura tenemos entonces
(jmsuty> s mr(0) = 03,5 0u(i)w() Cimin(i)s Ijmin(s) -

10.3.1. Operadores escalares

Decimos en un operador A que actua sobre $) es escalar si
UzAUz = A , para todo & .

Tomando & = au con || u ||= 1, derivando con respecto al dngulo de rotacién « y poniendo
a = 0, obtenemos:

%[u -J A] = %u- [J,A] =0 , para todo u unimodular .
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O sea,
[J,A]=0.

Si J es irreducible, esto indica que A = al con a € C. ;Que podemos decir en el caso general?
Calculemos los elementos de matriz (¢ miu(j)s AVs ). Como [J2, Al =0, A ) €8
autovector de J? al mismo autovalor que v} ,.,.(¢;) ; luego

<1/’j,m;#(j)vij’ym’w(j’)> = 5])]'/ <1/’j,m;u(j)7ij,m’;V(j)> :

Como [J3, A] =0, Atj ) €s autovector de J3 al mismo autovalor que 1 ,,.,(j); luego

(g msni)s AVimin()) = Omam (Vimin(s)s ALjmw () -

En definitiva, tenemos:

(jmau()> Ajr mrw(r)) = 04,51 Omams (Wims(s)s Ajma () -

Veamos que el elemento de matriz (1} m:u(j)s AVjmw(j)), no depende de m. Tenemos que

T Vjmin() = h\/j(j +1) = m(m + DY mi1u0)
ademés (J_)*=J, y J_J, = J2+ JF —hJs =J2 — J} — hJs. Si m # —j, entonces
(©jmintiys Asmaiy) = B2 (GG + 1) = m(m = 1)) (e tim- ) AT+ Vjm-1i)
=2 GG+ 1) = mm = 1)) (m1uG) T AT 1)
=2 GG+ D) = mm = 1)) (m1G) AT P 1)
=BG+ 1) = mm = 1)) Wymoru)y A (I =I5 = As) Yym1)

=2+ 1) —m(m = 1) W1y A (B25(5 + 1) — B2 (m — 1)?
—B*(m = 1)) Yjm-10G)) = (Vjm—10G)> Ajm-1200)) -

Por lo tanto, para cualquier operador escalar A,

(Vjmu(i)s Ajr mrw(iny) = 0.0 Ommr (55 11(5), v (5)) | 5

donde la constante «(j; iu(j), v(j)) depende solamente de j (v de u(j) v v(4)).

Ejemplo: Sea S un spin 1/2. En el espacio $ = C* & C?, sea

S 0
=(5s)

osea J(¢ @ ¢) = (S¢) ® (S¢). Cualquier operador M de $) en si mismo es de la forma
A B
v-(25)-
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donde A, B, C'y D son operadores de C? en si mismo. El cdlculo del conmutador [J, M|
da que este conmutador se anula si y solo si [A,S] = [B,S] = [C,S] = [D,S] =0y la
irreducibildad de S (i.e., un operador conmuta con las tres componentes de S si y solo si es
un miltiplo de la identidad), indica que A, B, C'y D son miiltiplos de la identidad. Por lo

tanto,
(a1l A1
M= ( 71 41 ) ’

con «, 3, vy ¢ complejos arbitrarios es el operador escalar general con respecto a J. Aca
tenemos J = {1/2} y el tnico valor de j aparece dos veces con lo cual, por ejemplo,
By ={1,2} y

V1joma = M) B0, V1j2me =00 |m)

donde S3|m) = hm|m), m € {1/2,—1/2}. Los elementos de matriz de M son inmediatos
y se verifica claramente el resultado general. Notese que si # y 7 no son ambos nulos, M
no es diagonal, pero inclusive en este caso hay operadores diagonales escalares no triviales
correspondiendo a « # 9.

10.3.2. Operadores vectoriales 1

Decimos que tres operadores V. = (Vi, V5, V3) autoadjuntos que actuan sobre $) son las
componentes cartesianas de un operador vectorial si

(10.7) Ui:VUz = D(@)V , para todo d .

Recordando que D(a@) es la rotacién asociada con @ en tres dimensiones, la férmula (10.7)
nos dice que el operador transforma ante rotaciones como un vector. No hay perdida de
generalidad en suponer que las componentes son autoadjuntas, pues si V satisface (10.7)
entonces V* también lo hace y por ende V 4+ V* y i(V — V*) también satisfacen (10.7).
Nuevamente, tomando u fijo y diferenciando con respecto a «, obtenemos que (10.7) es
equivalente a:

i[u -J, V] =ux V| para todo u unimodular ;

h

vale decir
3
(10.8) [Jj Vil = iRy Vi -
=1

Obviamente, J es un operador vectorial. En general, no es el caso que un operador vec-
torial conmuta con J?; considere por ejemplo el operador T que es vectorial con respecto al
momento angular orbital L.

Si suponemos que [J2, V] =0, k =1,2,3, entonces Vj deja invariante el autoespacio &;
generado por {wj,m;,u(j) tm e {_ja T 7j}7 :u(]) € Bj}7 y

(i msnti)s Vejrmw(iny) = 045 (Wimin(s)s Vilim i) -
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Como V3 conmuta con J3 obtenemos (por el argumento de siempre):

(jmin(s)s Valimw) = Omum (Vimip()s Valim () -

Para obtener informacién sobre los elementos de matriz de Vi, k = 1,2, conviene trabajar
con los operadores
Vj: = ‘/1 + Z‘/Q .

Para ellos tenemos las siguientes relaciones de conmutacion:
[Jl Vi] = :Fh‘/ZB [
’ . J, Vil =0
[JQ, Vi] = —Zh‘/g = { ’ o
g, V] = hVs [, V] = £20V5
Tenemos,
S3Vethjmin) = Vads®jmut) £ RVeimou()
= hVethjm() £ WVajmu) = Mm £ D)Vadjmug) ;
con lo cual Via); m.u(j) X ¥ me14(;) Para algin v(j) € B;. Entonces,

(Vimuti)s Vi miw()) = 05,5 Ommrtr (g map()s VEVims10G)) -

Tenemos
0= <¢j,m;u(j)7 (J+V+ - V+J+) wj/,m—2;u(j’)> :

Intercalando entre J; y V. en ambos sumandos el operador

j//
1=> D> D Pruen » Presgn® = U, Ot enGn

j//ej Kzfj” T(j”)ij//

obtenemos:

0=>, Z Y Wit (TPt Vi = Vi Pingir() I ) irm-2ain)

€T t=—3"" (VB

j”
= Z Z Z (<¢j,mm(1‘)7J+¢j”,5;7(1’”)><¢j”,£;f(1”)vV+¢j’,m—2w(j’)>

1T t=—j" 7(j")EB,n
—(jmauiys Viim e i) Qg e (mys T4 g m—aa5)))
]7] (W’J m;u(5)s J+¢J m—1; #(])> W’J m—1;u(5)> V+¢J m—2; V(])>

~ (W), Viim-1w) Wjm-10(), T+ ¥jm—20())) -
Cuando los elementos de matriz de J, que aqui aparecen no son nulos, y teniendo en
cuenta que (U mw(j), J+Vjnw(j)) N0 depende de v(j), obtenemos:

Wim—106): Vitim—20)) _ (CjmnG), Vidim10))
(jm—1u()s J+Vim—-20G))  (Liimi(i)> T+ jm—1500))

2—j<m< .
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Por lo tanto el cociente
(Vjmsut)s Vetim—10))

(g mini)s J+¥jm—1u))

no depende de m y

(10.9)  (Wymut)s Vabimw)) = 04 Ommrr 10 (E55 11(5), v(9)(Wjmins)s T+ jm=1.00)) »

donde a (&;; 11(7),v(j)) es una constante que solo depende de &; y de los indices de multi-
plicidad. Procediendo andlogamente con [J_, V_] = 0 se obtiene:

(10.10)  (Wjmutiy, V-imrw(i)) = 05 Ommr—10—(E5; 11(3), v (5)) (jmin)s J=Liimr130G)) >

donde a_(&;; 1u(j),v(j)) es una constante que solo depende de &; y de los indices de multi-
plicidad.
Usando la relacion [J_, V] = —2kaV; y (10.9)

(Wsminti) Valimwi)) = (=20) " (@gmeu(i)s (T-Vi = Vi) 5 mas))
= (=2n)"" <<J+1/’jym;u(j)7 Vithjmai) — /3G +1) = m(m — D) mu( V+1/)j,m—17u<j>>>
= 2! <\/j(j +1) = m(m + 1) (Wm0, Vitbimu))
VG 1) =m0 = DWmus Ve bsm10))
= 27! (a+(6’j; () vV + 1) = mlm + D miiu)s T+ Vimnt))

—ay (& p(d), V(]))\/J(J +1) —m(m — 1)<¢j7m;u(j)7 J+wj,mfl;u(j)>)
= 2 oy (8 (), v(7)) GG + 1) — mlm+ 1) — G+ 1) + m(m — 1))
= hmay (&5 1(5),v(5)) ;

o sea:

(10.11) (imiu(ys Valimaw (i) = a4 (Ex5 11(3) () jimipn(i)» J38jminti)) -
El mismo calculo con la relacién [J,, V_] = —2hV5, y (10.10) nos da:

(1012) <wj,m;p(j)7 ‘/?)wj,m;z/(j)> = o (537 /L(]), V(j))<¢j,m;u(j)u J3wj,m;u(j)> :

Comparando, (10.11) y(10.12) deducimos que:

(10.13) ap (& p(h), v(h) = a—(&; p(h), v(5)) = a(&s; u(i),v(5)) -

Luego, combinando toda la informacién obtenida:

(Vimiuti)s Vit mrw()) = 05.500(E3 1(3), (3))(Vgmisutiy Ijmrsn(i)) | -

Un operador vectorial que conmuta con J? es proporcional a un momento angular irreducible
JUl en cada subbloque (1(j),v(j)) de & de dimensién 2 + 1.
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El caso general, cuando [J?, V] # 0, se analizard inmediatmente en el contexto de los
llamados operadores tensoriales esféricos irreducibles de rango 1.

Ejemplo Retomamos el ejemplo analizado al ilustrar el caso de operadores escalares. Sea S
un spin 1/2 y, en el espacio $ = C? @ C?, sea

S 0
-(3s)
osea J(¢ @ ¢) = (S¢) ® (S¢). Cualquier operador M de $) en si mismo es de la forma
A B
v-(25)-
donde A, B, C'y D son operadores de C? en si mismo. Puesto que J? = 3h?/4), todo operador

vectorial V conmuta con J2. Usando la irreducibilidad y la dimensién® de S, se encuentran
todas las soluciones de las relaciones de conmutacién (10.8) y son:

[ aS S
V= ( 1S S ) ’
donde «, 3,7 y ¢ son complejos arbitrarios. Luego todos los operadores vectoriales respecto
de J son aquelos donde « y § son reales y v = .
Los elementos de matriz de V en la base {¢1/2m, : m = +1/2, p = 1,2} son inmediatos

y se verifica claramente el resultado general. Notese que los tinicos operadores vectoriales
proporcionales a J son aquellos con « =9 y = 0.

10.3.3. Operadores tensoriales esféricos irreducibles

Lo que acabamos de hacer admite generalizacién a conjuntos de m&s operadores que
transforman apropiadamente entre si ante rotaciones. La idea es la siguiente. Considere
un momento angular irreducible de magnitud s, o sea S} que actua sobre C?**! (tal que

(S™)2 = h2(s +1)1). Sea D®)(@) la matriz asociada a e~¥S en la base estandard {Ws e :
k=—s,—s+1,---,s—1,s} para la cual Sés)%,k = hkis, ete.; ie.

DL () = (Wo€™ S,0)
Observe que por el comentario sobre la unicidad de la base estandard —vea (10.1)- esta
matriz es independiente de la base estandard elegida. Entonces,

S

—1i5.8(s) —
e rGS Ysm = Z Dszn(a)@bs,n :

n=-—s

Decimos que 2s 4 1 operadores Ty(ns), m=—s,—s+1,---,s—1,s, que actuan todos sobre el
mismo espacio de Hilbert $ son las componentes esféricas de un operador tensorial irreducible
de rango s respecto a un momento angular J, que actua sobre ), si con Uz = exp —id@ - J/h,

3Toda representacién irreducible de las relaciones de conmutacién en C? son proporcionales; no asi en dimensiones mayores.
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(10.14) Us T Uz = ) DY) (a) T ;

n=-—s

o sea que estos (2s + 1) operadores transforman entre si como los elementos de la base
estandard del momento angular irreducible 8. Esta definicién merece algunos comentarios,
después de reescribirla en notacién vectorial mas compacta:

(10.15) U;TOU: = [DW(@) T |
donde T denota la transposicién matricial.

Primeramente, el caso s = 0, indica que U&TéO)U =T éo), 0 sea que Téo) es un operador
escalar.

Lo segundo es un asunto de convenciones. (10.14) es la convencién canénica aunque no
me guste porque hubiese yo preferido: o bien

T Uz = ZD (@)

n——s

aqui tenemos a la izquierda la transformacién canénica (de Heisenberg) del operador T,(rf )
asociada con la “rotacién” ¢ — U, y a la derecha lo mismo que en (10.14); o sino

U; T Us = Y DY), (@) TV

n=-—s

donde tendremos a la izquierda la transformacién canénica de Heisenberg, pero a la derecha

la transformacién del “vector” con componentes (TS(S),TS(f)l, - ,TESS)) en la base 1, bajo

., _s2Q(s) . .. . . ,
la acciéon de 'S Cualquiera de estas dos definiciones hubiese conducido a una teorfa

andloga a la que se discurre en casi todos los libros y que se basa en (10.14).

Para entrar en calor, veamos que en el caso s = 1, T#} son las componentes esféricas de
un operador vectorial. En efecto, D(&) es la matriz asociada a la rotacién en C* en la base
{t1m : m=1,0,—1} para la cual

10 0 "
Sy=n|{ 00 0 |, 8=—
00

NG S Sy=— | i 0 —i

1
0
1

S = O
S = O

Si W es la matriz asociada a un operador unitario arbitrario en la base estandard, entonces
—con notacién matricial- si V.= WT® tendremos

UsVU; = W (UsTO03) = W (DO(@) " T = (W (DW(@)" W) v
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donde el superindice 7 denota transposicién. El vector de operadores V sera un operador
vectorial si

U:VU: = D(-a)V,

donde la matriz D(@) denota la matriz asociada con la rotacién en R? (o bien C?) en la base
cartesiana (vea el Capitulo correspondiente) en la cual

- 0 —i 0 N 00 0 - 0 0 4
Ss=n|i 0 0], S=n[00 —i|,S=n6[0 00
0 0 0 04 0 ~i 0 0

Ahora D(@) es real y ortogonal por lo cual D(—a&) = D(a)”. Por lo tanto,
W (D@(a))" W*=D(a)",

es la condicién sobre W para que V.= WTW sea un operador vectorial. Esta condicién es
por transposicion equivalente a

(W))'DE(@WT =D(d) .

Calculando W mediante diagonalizacion de S3 se obtiene

-1 9 4L
V2 V2
W = 7% 0 7
0O 1 0
Poniendo
V=wr®
0 sea

Vi= (T -T2, Ve =T+ T V2, Ve =Ty

se concluye que
U:VUz = D(@)V

es un operador vectorial.

Volvemos ahora a la teorfa que genera la ecuacién definitoria de transformacion ante
rotaciones. (10.14) es equivalente a*:

(10.16) [Js, T = ke T |

(10.17) [Jink(s)] = h\/S(S +1) = k(k+1) Tlc(j:)l .

De manera analoga —posponemos la demostracién hasta el final- a la que deducimos la
propiedades de los elementos de matriz de un operador escalar, o vectorial, se obtiene el
siguiente resultado conocido como Teorema de Wigner-Eckart: Los elementos de matriz de

4ihaga este ejecicio!

148



cualquier componente esférica de un operador tensorial irreducible son proporcionales a un
coeficiente de Clebsch-Gordan:

9

‘ <¢j,m;/m T]g(S)q/)j’,m’;v> = Ck(j/; VU; N) <'¢j’,m’ & ¢s,k7 wj,m>

donde la constante «(j'; v|j; 1) no dependede m, m’. El célculo de los elementos de matriz se
reduce entonces a la suma de dos momentos angulares de magnitud 7' y s y al calculo de la
constante «(j'; v|j, 1). En particular, el elemento de matriz puede ser no nulo solamente si:

’m’%—k:zmy\j’—s]ﬁjﬁ s+7.

Este resultado es extremadamente util y veremos como nos facilitara la vida en innumerables
ocasiones.

Otro resultado 1til es el siguiente:
Si M,Esl), k= —s1,—s1+1,---, s son las componentes esféricas de un operador tensorial

irreducible de rango s y NZSSQ), p = —S9,—S9 + 1,--- , 89 aquellas de un operador tensorial
irreducible de rango s, actuando sobre el mismo espacio y con respecto al mismo momento
angular J, entonces para cada s € {s; + so,51 + 59 — 1, ,[s1 — s3]} los 2s + 1 operadores

S1 52

Trsf) = Z Z <ws1,m1 ® wsz,mszs,m>M7gf1l)N7gf§) ;, M= —8,—5+ 17 S,

m1=—s1] m2=—52, mi+ma=m

son las componentes esféricas de un operador tensorial irreducible de rango s con respecto a
J. La demostracién de esto es inmediata y la dejamos para un ejercicio.

10.3.4. Operadores vectoriales

Si T&), m = =%,0 son las componentes esféricas de un operador tensorial esférico irre-
ducible de rango 1 entonces,

=Y -1 V2, =i+ 1) Ve, =T,

son las componentes (cartesianas) de un operador vectorial.
Considere dos operadores vectoriales A y B con respecto al mismo momento angular J,
i.e.,

3 3
[T;, Akl = iR ejuede . [T, Bl =ihYy_€neBe, j.k € {1,2,3} .
/=1 (=1

Entonces, A - B es un operador escalar pues

3 3 3
[J5 A B = [, ABil =Y Al Bl + [, Akl Br = ih > (€j1eAxBr + €10 AcBy)
k=1 k=1 k=1
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3
=ih Z (ke ArBr + €501 ArBy) =0 .

k,f=1

Vimos que si V es un operador vectorial con respecto al momento angular J y que ademas
conmuta con J?, entonces

(Vjmsniy> VOirmrw(i)) = 05,5055 11(5), V() W jmins)s IVjmrni))

donde la constante a((€;; u(j),v(j)) depende solamente del subespacio &; y de los indices
de multiplicidad. Calculando directamente el valor esperado del operador J-V que es escalar
con respecto a J, obtenemos

ho( €5 11(5),v(5))7 (0 + 1) = imuui), I - Vimuiy) -

Considere nuevamente dos operadores vectoriales A y B con respecto al mismo momento
angular J; entonces A x B es un operador vectorial; pues

3 3
[T (A X B = D eomildjs ABul = > eomn (AdJj, Bu] + [j, A Br)
lm=1 lm=1

3 3 3
=1ih E €,m.k <€j,m,nAKBn + Ej,f,nAan) =1ih § ( § €tm k€jm,n + 6m,n,k£j,m€> AEBn

&mn=1 tn=1 \m=1

-~

3
:Zm,:l €j,k,m€n,m

3 3 3
=ih Z €k (Z q,n,mAan) - z’hz €ikm(A X B), .
m=1

ln=1 m=1

—(AXB),

Si ALY y Bg) son las componentes esféricas de estos operadores, i.e.,
AV = (A +idn) V2, A = A5, AY = (A —idy)/V2,

y similarmente para B, entonces por el resultado general

1

T1$7,2) prnd Z </l/}17m1 ® wl,m2 ‘¢2,m>A£72 ng

mi,ma2=—1, mi+mo=m

son las componentes esféricas de un operador tensorial irreducible de rango 2. Con los coe-
ficientes de Clebsch-Gordan obtenemos

T = AVBY = 2 (A1By — AyBy +iABy +iAyBy) |

1
2
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7% = AYUBY = 2 (AB, — AyBy — iA1 By — iAsBy)

1
2

T1(2) = (A((Jl)BF) + Agl)Bél)>/\/§ - (—A3B1 - AlBg - iAgBQ - ZAZBS) 5

N —

T = (ABY + AYBY) V2 = 2 (AsBy + AiBy — iy By — iAyB)

1
2
T® = \ﬁAgUBgU L aPBY 4 AYBY) = \/24333 _ LB+ AB,) .

3 V6 3 V6
Con las componentes cartesianas de A y B se forman 9 productos A; By, y estos se pueden
expresar como combinaciones lineales de las componentes de 3 operadores tensoriales irre-
ducibles: el operador escalar A - B, las tres componentes del operador vectorial A x B y las
cinco componentes del operador irreducible 7 de rango 2. Alternativamente, las compo-
nentes de A X B pueden expresarse en términos de componentes esféricas.

1 1 1 1

A1B2 = §(T£22) — T2(2)) + §(A X B)g , A2B1 = §(T£22) — T2(2)) — §(A X B)g ,
L@ ey 1 L@ _ )y 1

AlBg = §(T71 — Tl ) — §<A X B)2 , AgBl = §(T71 — T1 ) -+ é(A X B)Q ,

ST+ 1) - S(AxB)

1 1 1
A2B3 — §(T£21) +T1(2)> + §(A X B)l 5 A3B2 — 5

1 1, 2 1, @
AB = -A-B+—(T% 4+ 7%y - —_17?
151 = 3 +2( Yo +157) 60
ABoy = lA-B—l(T(QH-T(Q))_LT@)
2002 3 2 -2 2 \/60 9

1 2
AsBy = A B+ %Tg% .

Ejemplo: Sumamos dos spins 1/2 (i.e. C2®@C? ) para obtener un spin 1 y un spin 0 : C*&C.
Denotamos por S al operador correspondiente al spin s = 1 que actua sobre C? y escribimos
{e, : v = 4,0} para la base de C? tal que:

Sze, = hve,; Sie, =hy/2—v(vEt1)e 4.

Escribimos ¢ @ z , ¢ € C*, z € C para el elemento general de C* & C. Entonces, ° los
operadores

Tj(:l) <¢ P Z) — (:FS:F¢ + ()42’6:':) SP) <_ﬁ<€:|:a ¢>> )

T ($ @ 2) = (Ss0 — aze,) & (Bleo, 8))
J(p@2)=(S¢) ®0;

5; verifiquelo!
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para cualquier «, 8 € C, son las componentes de un operador tensorial esférico irreducible
de rango 2 con respecto a las rotaciones inducidas por el spin total J = S @ 0. En forma
matricial estos operadores toman la forma:

= ().

W _ [ Sz —ale) \ .
Tol‘(meil 0 )

Obviamente, ninguno de estos operadores conmuta con J? a no ser que a = 3 = 0. Ademss,

U TR ) B

2 Sled —e) T 0
e e R cI N S 2 (lex) +e-))
5 <T_1 th > - ( Z(le-| + (e ) 0 ’

) [ Sz —ales)
Vs =T ‘<ﬁ<eo! 0 )

son las componentes de un operador vectorial que no conmuta con J 2 salvo cuando a = 3 =
e a
0. Observe que V; =V si y solo si § = a.

Demostracion del Teorema de Wigner-Eckart:
El primer paso consiste en cerciorarse que si no se tiene |j' — s| < j < j' + s entonces el
elemento de matriz es nulo.

En el segundo paso, suponemos entonces que tantoj como j’ son fijos y se tiene [j' — s| <
j <j +s. De (10.17) obtenemos con aplicacién de (10.1)

\/5(3 + 1) - k(k + 1)<¢j,m;uv Tk(si)1¢j’,m',u’> = <J¥¢j,m;uv Tk(S)wj’,m’,u’>
VI G+ 1) = (0 £ 1) (@ T 1)
= V3G + 1) = mm F Dz T )
TG L) =m0 (£ D)Wy T g i)

vale decir

Vil + 1) = m(m £ D)Wt T )
= /5(s + 1) = k(E F D)@ Ty )

VG A+ L) = (0 F D s T i) -
Esta tltima relacién puede compararse directamente con (10.6) con lo cual el conjunto for-

mado por los nimeros (¢} ., T,Es)d)j/’m/;w) obtenido cuando 7, j, m,m’ y k recorren
{’j/—S’ Sjéj/+sa m e {_j>"' 7j}7 m/e {_jlv"' 7j/}7 ke {_Sa"' 75}}
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satisface las mismas relaciones de recurrencia que los coeficientes de Clebsch-Gordan, o sea
los ntimeros (¢ @ Vs i, Vj.m) obtenidos recorriendo el mismo conjunto. Se sigue entonces
que a 7,7, uy p' fijos, los nimeros mencionados deben ser proporcionales entre si.
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