Capitulo 11

Particulas en campos
electromagnéticos

Consideramos particulas en campos electromagnéticos. La descripcién que sigue es semi-
clasica; el campo electromagnético deberia tratarse cuanticamente. Esta aproximacién resulta
razonable cuando las magnitudes de los campos son mucho mayores que los campos carac-
teristicos generados por las particulas.

11.1. El campo electromagnético clasico. Calibracion.

El campo electromagnético se describe por medio de los campos eléctrico E(r, t) y magnético
B(r,t) que satisfacen las ecuaciones de Maxwell en vacio

0B
VxE+4+—=0, V-B=0,
ot
1 1 OE 1
V-E=—p., VxB———=—17J_,
eop c? Ot c2e,
donde trabajamos en el sistema S}, c es la velocidad de la luz en vacio, €, es la constante
de permisividad del vacio €, = 417?62 C?N~1s72 p.(r,t) es la densidad de carga y J.(r,t) la

densidad de corriente; se tiene la ecuacién de continuidad %% + V - J. = 0. Localmente los

campos pueden expresarse en términos de un potencial escalar ¢(r,t) y un potencial vector
A(r,t),

0A
que no estan univocamente determinados. Si se realiza una transformacién de calibre
0
(11.2) ¢’:¢—a—§, A=A+ Vy,

por medio de una funcién (de calibre) arbitraria x(r,t), entonces los campos eléctrico E
y magnético B’ que se obtienen de (11.1) son idénticos a E y B respectivamente. Siempre
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es posible elegir el par (¢, A) de potenciales de manera tal que se satisface la condicién de
Lorentz:

1 96
VA+—-—=0.
* c? ot
Y, en tal caso, tanto A como ¢ satisfacen una ecuacién de onda: (02A/0t?) — *AA = €, 'J.;
c2(0%¢/0t?) — Ad = €, p.. E.g., en el caso en el cual E y B son constantes (independientes

de posicién y tiempo), ¢(r) = —r-Ey A(r) = —(r x B)/2.

La ecuacion de movimiento de una particula de carga ¢ y masa m es entonces

ov
moY = (B4 (v < B))

para la velocidad v(r,t), y es independiente del calibre. El Langrangiano es

L(r,v,t) = %VQ g (B(r,t) — v A(r, 1)

y el momento conjugado p es entonces

oL
pj:?zm%%—qflj, p=mv+qA .

J

Por lo tanto el Hamiltoniano es

Hipr0) = by = £06,v,1) = 5= (b — A ) +40(r, ).

Al hacer una transformacién de calibre (11.2) con la funcién y, se obtiene
Ix
Tor -
Dado un campo electromagnético (E, B) y alguna eleccién de calibre para (¢, A), una funcién

F(r,p, ¢, A;t) serd invariante ante calibracién si cualquiera sea la transformacion (11.2) se
tiene

(11.3) r'=r, v=v, p'=p+q¢Vx, H' =H

F<r/7 p’? ¢/7 AI; t) = F(r7 p? (;57 A'; t) *

En particular, si F' no depende de ¢ y la dependencia en p y en A es via p — ¢gA ( = mv),
osea F(r,p,¢,A;t) = f(r,p — qA;t), entonces F es invariante. E1 Hamiltoniano no es in-
variante ante calibracién salvo cuando no depende del potencial escalar ¢.

11.2. Cuantizacion.

Una vez elegido el calibre, i.e., el par (¢, A), la cuantizaciéon no presenta problemas.
Describimos a la particula por una funcién de onda 1 (r,t) y sabemos como cuantizar la
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posicién y el momento. Luego, la cuantizacion de p — gA(r,t) es entonces p — ¢gA(T,t) =
—ihV — qA(T,t), lo que conduce al Hamiltoniano

1 - .
Hyan == (P—qA[, 1)’ + qp(T,1)

2m
Bt o)~ SLAED B - b AR - AR
2m ’ 2m= 2m ’ 2m=
= Lfﬂ +qo(r,t) — iA(? t)-p+ Z@(V A (T t) + q—2A(? )% .
2m ' m 2m ’ 2m=
La ecuacién de Schrodinger es
o
W — g
thigy =Y
vy la densidad de probabilidad local p(t) = |1 (t)|* satisface la ecuacién de continuidad
dp
i .J =
Y +V 0,
donde la densidad de corriente de probabilidad es
Iy — S %q
J(I‘, t) = _% lb(r» t)(V?/J)(ra t) o (Vﬂf)(ra t)lb(n t) - FA(I.’ t)p(r> t) :

Todo esto por supuesto depende de la calibracién elegida y hay que ver explicitamente como
es esta dependencia. Si se realiza una transformacién de calibre (11.2) con la funcién x y
denotamos la correspondiente funcién de onda por ¢’ debemos tener

(1) = (W TY) (@, (P —qA(r 1)) ¥) = (', (P’ — qA'(T, 1)) '),

ya que el par canénico (r,mv) es invariante ante calibraciones. Buscamos entonces, como de
costumbre, implementar la transformacién de calibre por medio de un operador unitario Uy,
i.e., ¢ = Uyy. Entonces, debemos tener,

U U, =F,

Us (p—qA'(T, 1)U, =U; (p' —qA'(T,1)) Uy =D — qA(T, 1),

donde usamos que p’ = —ihV’' = —ihV = p. Ya que U, conmuta con r deducimos que
U, = exp (iGy(T,t)) para alguna funcién a valores reales G, (r,t). La segunda igualdad da
entonces

Uy (P —qA(r, 1) — q(VX)(T,1)) Uy = P — qA(T, 1) ;
o sea
UL B U = B+ a( VD)
Ya que VU, =i(VG,)U, obtenemos
VG, =qVyx ,
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de donde G\ (r,t) = {x(r,t) + f(t) y eligiendo f =0,
U, = exp (%X(ﬁ t)) .
Se tienen entonces las leyes de transformacion
STk = = * = = aX ™
UtU; =1, UXpUX:p—q(VX)(r,t), UHy AUy = Hy A+ +q o (r,t) .
Observe que el momento angular no es invariante ante calibraciones
ULU; =L —q(r x (Vx)(r,1)) .

La ecuacion de Schrodinger debe resultar invariante ante calibraciones y, en efecto,

' <aU a¢> _ ox

- X
ih 5 Y+ U, g

ox .
—QEwa + UXH¢,A ’L/) = —QE#}/ + UXH%AUXw/

e —q—w +H¢ A’ ’gb +q tw/:H¢l,A/w/ .

Una funcién F(r, p, ¢, A, t) dard al cuantizar una observable invariante ante calibraciones
si

U F(F, B, 6(5,1), A, 1), )U: = F(E,P, 6(F, 1) — (0x/0)(F, 1), A, 1) + (VX)(F,1), 1) -

En el caso de un campo electromagnético independiente del tiempo, siempre hay una
calibracién independiente del tiempo y resulta poco natural elegir un par (¢, A) que dependa
del tiempo. Si nos restringimos a transformaciones de calibre con funciones y independientes
del tiempo, entonces el Hamiltoniano resulta independiente del tiempo y ademéas invariante
ante estas transformaciones de calibre independientes del tiempo. En este caso y sentido, el
hamiltoniano puede interpretarse como magnitud fisica invariante y asociarse con la energia
de la particula.

11.2.1. Particula cargada en un campo magnético constante.

Tomemos el caso de un campo magnético constante B = (0,0, B) (con B > 0). Entonces
con ¢ = 0y A(r) = (0,Bz,0), se tiene B = V x A y ademds, VA = 0 con lo cual el
Hamiltoniano en esta calibracién es

1 q* = 1 qB .. ¢*B?
H— 2 —A _B2 2 - 2 1= 2
2m ( ) 2m 2mp m TPy F 2m .
1, 1, @B 1Y
~omPr T ot + om \"* quy

El Hamiltoniano conmuta con p, y con p,.
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Analicemos primeramente la dindmica del sistema'; esto nos permitird ilustrar la llamada
representacién de interaccién. También escribiremos todo, pedantemente, en términos de
productos tensoriales. Tenemos, con L?(R?) = L*(R) ® L?(R) ® L*(R) que

H 1(1®1®A2)+1(A2®1®1)+q232 TR1®1 11®A®1 2
= — _— X — — .
2m p 2mp 2m qB p

-

-
=H,

Si 1, es el estado de sistema al tiempo ¢, entonces en la representacion de interaccion el
estado es ¢, = etfot/M), que satisface

d . .
Zhd_f — ezHot/hHLeszot/hqb ’

donde
QBQ

1 q
H:H—HO:—A2 1®1)+
L Qm(p wle ) 2m

| L ¢*B? [ 1 2

= — r—— .

om’™ " 2m Py

Ahora, [H,, Hy] = 0 y en nuestro caso el Hamiltoniano Hy(t) = etfol/"He=ot/h on 1a

representacion de interaccion es independiente del tiempo; con lo cual

L do
h— =Hro.
1 di L¢

Hemos separado entonces la energia de movimiento en direccién z; conviene reescribir

_ I
($®1®1———1®p®1)
qB

H—1eK, Ki-—@Fe1)+Lll (o1 Liop)

e e T o .

L L, Br =g p om B Pl

K actua en L*(R) ® L*(R) o sea sobre los dos grados de libertad no triviales asociados a x
e y. Considere el operador unitario

U\) = e 202P/h - N e R,
Obviamente, U(N\)*(p ® 1)U(X\) = (p ® 1); pero
UNZo1)UN=T21)+AX1®D);

como puede verificarse asi: poniendo G(\) = U(N)*(z @ 1)U(\) y derivando con respecto a

A se obtiene . ,

dG 1. 1 NN

— =7 PG = UV Pep T UM

dx h h

1Recordemos brevemente la dindmica clasica. La fuerza de Lorentz es F = q(v x B) y por ende (dv/dt) = —-L(B xv) implica

que |v| es constante y que v precesa alrededor de B con frecuenci angular constante w = |g||B|/m (frecuencia de ciclotrén) con
sentido determinado por el signo de la carga. La trayectoria es r(t) = (x(0)+w ™ vy (0)+w™ v (0) sin(wt+a), y(0) —w ™ vy (0)+
w™ v, (0) cos(wt+a), z(0) +v=(0)t); o sea una espiral en la superficie de un cilindro de radio w™1v, (0) = w™11/v5(0)2 + vy (0)2
con eje (z(0) +w ™ vy (0),y(0) — w™ v, (0), 2(0) + v2(0)t); la fase estd determinada por v, (0)e’® = v (0) — vy (0).
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= %U(AY‘([@ FepUN) =UN10DUN =105

que es la derivada del miembro izquierdo de la expresién. Por lo tanto, 7 ® 1 — qLBl Rp =
U(l/qB)x @ 1U(—1/qB) y luego

q2B2

2m

K= @ o)+ L5 (U(1/gB)E e 1)U(-1/4B))

2m

1 . q232
~UG1/aB) (5000 + 5

7’ ® 1) U(—1/qB)

— U(1/qB) ((iﬁ + mT”Qf?) % 1) U(=1/qB) .

2m

Esto indica que K, es unitariamente equivalente a un oscilador arménico unidimensional (!)
H,. de frecuencia angular
w = |q|B/m

la frecuencia de ciclotréon clésica. Por lo tanto, siendo el espectro invariante ante transforma-
ciones unitarias aunque sin preservar multiplicidades, el espectro de K, es {hw(n + %) tn=
0,1,2,---} y cada autovalor es de multiplicidad infinita. También, ya que (p ® p) conmuta
con H,,

H= (19 U(L/qB)(H, + 1 Hyo © 1)1 © U(~1/qB))

y el espectro de H es entonces {ﬁ;:j +hw(n+3):k€R, n=0,1,2,---} de multiplicidad
infinita.

Una version alternativa del resultado —sin pasar a la representacién de interaccién— es:
®;, = (1@ U(1/¢B))y satisface la ecuacién de Schrodinger

S = (Hy 418 oo 1)8, 0(0) = (10 U(L/aB))

Los valores espectrales F(k,n) = % + hw(n + ) que no son autovalores debido a la
h2k?

parte continua >~ asociada al movimiento libre en direccién z se llaman niveles de Landau.

El lector debe resolver este mismo problema en una calibracién que trate a las dos direc-
ciones ortogonales al campo de manera més simétrica; por ejemplo ¢ =0y A(r) = (Bxr)/2.

11.3. Incorporacion del spin. Ecuacion de Pauli.

Ya que el spin de una particula estd asociado a un momento magnético intrinseco, uno
espera que en presencia de un campo electromagnético el hamiltoniano incorpore un término
de interaccién proporcional a S - B.

En el caso particular de un spin 1/2, la incoporacién de la interaccién entre el spin y el
campo se puede racionalizar parcialmente usando acoplamiento minimo y el siguiente truco
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infame. Para cualquier vector (cuyas componentes pueden ser a su vez operadores siempre

que estas conmuten entre si) a se tiene (8.5), (a-0)? = a? con lo cual para un spinor

e L2(R%) & C?,
pPel=[pel) 1e9)?,
u obviando la notacién tensorial p? = (p - ¢)?; aplicando acoplamiento minimo, o sea reem-
plazando p por p — qA(T,t), al Hamiltoniano (1/2m)p? + V(T), obtenemos
I ~ . ~
H = o (b~ gA.1) -0 + V() +6(7,1)
Ahora, con (8.5),

(P~ qA[E. 1) 0)" = (B — AT, +i([(P— AT 1) x (B~ gAFT.1))]) 0

y
3
HlP—gA) < (P—qA)]) -0 =1 Z €jrt(Di — ¢A;) (e — qAr) o
J,k =1
3
=7 Z €5kt {ﬁjﬁk + q2AjAk — q(]/)\]Ak + A]]/)\k)} Oy
j,kl=1

3 3
=1 Z €t 10iDk + 4°Aj Ay — q(Akp; + Ajr) } o0 — hg Z €k, (0AR/Or;))o0 ;

jok b=1 Jok b=1
para la primera suma tenemos

3
Z €i ke {050k + A Ax — q(ArDy + Aipr) } oo
ik f=1

3
=PADP+PANA —q Y e {AD; + AjDi)} o
Jikof=1

3 3
=-q Z €0 AjDroe — q Z €j,k,0A;Dr) 00

Jik =1 Jik,€=1
3 3
=—q E (—€jk0) AjDroe — q E €kt Aipe)oe =0,
Jik, =1 Jik =1

y para la segunda tenemos

3
Z €;k0(0AL)Or))op=(V x A) -0 =hB -0 ;

7,k l=1

con lo cual . 5
H= (b — AR +V(E) +6(F 1) — 50 - BE)
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1 ~ 2 P ~ q o~
= 5o (B aAR 1) +VE) + 07 1) — L8 BE1).
Este es el Hamiltoniano (fenomenoldgico) de Pauli para una particula de spin 1/2 en un
campo electromagnético. Observese que toda la dependencia en (¢, A) se pone de manifiesto
exactamente de la misma manera que en ausencia del spin; la parte que involucra al spin

depende de B y es por ende invariante ante transformaciones de calibre.

Para spins generales S de magnitud s se escribe en total analogia el Hamiltoniano fenomenolégi-

CcO
H= 5 (b~ gAG0)* + V) + 6(7.1) S BE.1).

donde el parametro v es caracteristico de la particula. Es conveniente escribir

hq
hry = 95,
m

donde el magneton
_ Mg
2m’
de dimensién (energia/densidad de flujo magnético)? | se obtiene a partir de la carga q y
de la masa m de la particula; y donde la razén o factor giromagnético g es una constante
adimensional caracteristica de la particula en cuestién. Observese que la frecuencia angular
clasica de Larmor para la precesion de una particula cargada en un campo magnético con-

stante de magnitud B es precisamente pB/h.

Escribamos el Hamiltoniano en el caso de un campo electromagnético estatico y constante
en la calibracion ¢(r) = —r-E; A = —(rxB) /2, que satisface la condicién de Lorentz. Aqui se
tiene

1 1 o
A(I‘) p= —§<I' X B) p = —5 Z Ej,k,éerkpé
7k l=1
1 o 1o 1 1
=3 Z €j.kTiPeBy, = 52(1? xp)iBr =5 xp) - B=7L-B;
Jike =1 k=1
con lo cual

_ I q = QQ ~\2 ~ ~
H = 5P 2mL B+2mA(r) +V(r) +q¢(r) —7S-B

]- ~92 o= q2 ~\ 2 A~ A~
= —p° - (L "B+ —A .
5P — (Lt gS) B+ o—AT)" + V(r) +qo(r)

1 ~2 M= q2 ~D 132 ~ 2 o~ ~
=—p ——(L+¢gS)-B+—T"B"—(r-B V() —qr-E.
5P — 3 (L+gS) B+ o (r (r-B)") +V(r) —gr
Aqui vemos explicitamente que el magneton p conecta el momento angular orbital L de

una particula cargada con el momento magnético asociado.

2En el sistema SI que estamos usando, [u] = JT~! = Am?2.
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El pasaje de una sola particula a varias no presenta mayores problemas. El Hamiltoniano
fenomenolégico para N particulas de masas m; y cargas g; sera

N N N
1 - . SN - 1 .
H = Z — (P — G AT, 1) + ZQM(I"]‘J) + V(r1,T2, -, TN) — 7 Zgjﬂjsy‘ -B(r,t) .
j=1

J=1

En el caso estético y constante con ¢ = —r- E, A = —(r x B)/2, se obtiene

N 2
1 = ~ q; ~

+V (T, Ty, - ,TN) -
Este ultimo Hamiltoniano es la base de la discusién de los importantes efectos Stark, respec-
tivamente Zeeman, en campos eléctricos, respectivamente magnéticos, estaticos y constantes.
Como veremos estos Hamiltonianos fenomenolégicos desprecian la interaccién entre el mo-
mento magnético intrinseco asociado con el spin y el momento magnético orbital que estan
acoplados via L - S.

11.4. Efecto Aharanov-Bohm.

El efecto Aharanov-Bohm (19), ya discutido antes por (1949) se pone de manifiesto en
la situacion de la figura. A un interferometro de Young se le agrega un solenoide muy bien
apantallado de modo que el campo magnético fuera del solenoide sea cero.

Figura 11.1: Un solenoide entre las dos rendijas de un interferometro.

Recordemos el conocido ejercicio de andlisis vectorial: el potencial vector

T laxrf?

A(r)

Xr, axr#0,
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produce un campo B(r) que se anula identicamente salvo cuando r o a (en cuyo caso es infinito). Ademds, si X es
una superficie delimitada por una curva cerrada simple C' se tiene, por el Teorema de Stokes, que el flujo de B por
la superficie es igual a

/ B(r)-dx = /(V x A)(r) - d¥ = / A(r(s))-ds.
» 5 c
Si C' no encierra ni corta a a la integral de linea da 0; si en cambio, C' encierra a a y, respecto de a, la orientaciéon de

C es positiva, se obtiene el flujo 2wa.

Tomemos como dado el potencial vector A independiente del tiempo de modo que el
campo sea B =V A A. Aqui hay una libertad de calibracién.
Si la rendija superior (la 1) esta abierta y la inferior (la 2) cerrada entonces la funcién de
onda para una particula de carga ¢ sera

r

Uy (r,t) = exp { K

i A(s) - ds} Ui (r, ¢)

To,71
donde la funcién de onda W (r,¢) describe la situacién a campo nulo (con 1 abierto y 2
cerrado) y el factor exponencial tiene en cuenta que estamos trabajando con un potencial
vector no nulo A; aqui r, es un punto de referencia arbitrario y 7, es un camino (suave) que
une a este punto de referencia con r. La integral en el exponente depende unicamente de
los extremos y no de el camino elegido ya que este —estando la rendija inferior cerrada— no
puede rodear a la zona donde B no es cero pues: En una region simplemente conexa todo
campo irrotacional es conservativo.

En el otro caso, rendija 2 abierta y rendija 1 cerrada, la funcién de onda es

r

Uy(r,t) = exp{'q

iy A(s) - ds} \Ifgo)(r,t)

To,72

donde el camino v, une r, a r por la rendija inferior; y \Ilgo)(r, t) es la funcién de onda para
esta situiacion a campo nulo. NUevamente, la integral en el exponente no depende del camino
v2 sino solo de los extremos.
Ahora, en la situacion donde ambas rendijas estan abiertas, la funcién de onda es la super-
posicién

U(r,t) = a¥y(r,t) + f¥s(r,t) .

La correspondiente densidad de probabilidad tiene entonces un sumando (de interferencia)

2R {oﬁ\lfl(r,t)\lfg(r,t) exp {ﬂ A(s)-ds—il [ A(s) -ds}H .
h To,Y1 h To,7Y2
Pero . .
L A(s)-ds — L A(s)-ds = ig% A(s)-ds
h To,71 To,72 Y1U(—72)

donde —~, es el camino 7, recorrido en sentido inverso (de r a r,) y 71 U (—72) es entonces
la curva cerrada formada concatenando vy, con —7,. Esta curva encierra (una vez) a la zona
donde el campo magnético no es nulo y, por el Teorema de Stokes,

ﬂf A(s)-ds:ig/B(r)-dF
h 11U(=72) hJr
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donde @5 := | »B(r) - dF es el flujo del campo magnético a traves de cualquier superficie F
delimitada por v; U (—72). Con respecto al caso de campo nulo el sumando de interferencia
tiene otro factor de fase dado por exp{iq®p/h}; este factor cambia, por ejemplo, con la
magnitud del campo magnético y, concomitantemente, debe correrse el patrén de interfer-
encia. Obervese que el flujo @ es independiente de la curvas 7, y 72 mientras estas tengan
extremos coincidentes y v; no “pase por la rendija 2” mientras v, no pase por la rendija 1
(cada camino puede ser no plano y tener rulos, etc.).
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