Mecanica Cuantica II,
Segundo Cuatrimestre 2014; Resumen del contenido de las clases
G.A. Raggio

1. 12/08

Comentarios sobre la organizacion.

Efecto Zeeman y “anomalias”: Hamiltoniano de un atomo en un campo magnético
constante; predicciones epectrales basadas en el término paramagnético des-
preciando el término diamagnético; nimero impar de lineas equidistantes con
distancia proporcional a la magnitud del campo; discrepancias con las observa-
ciones del efecto Zeeman anémalo. La hipétesis del spin del electrén (Compton,
Pauli, Goudsmit & Uhlenbeck) y la coneccién con un momento magnético in-
trinseco que no tiene andlogo/correlato clasico.

Representacion unitaria de rotaciones en el espacio de Hilbert de dimensién
2: generadores y relaciones de conmutacién; determinacion de los generadores
X = (X1, Xy, X3); hay un unitario U de modo que U*X;U = 0,/2 donde o son
las matrices de Pauli; el momento magnético intrinseco debe transformar bajo
rotaciones como un vector en R3.

2. 14/08

El spin de magnitud 1/2: redefinicién de los generadores, S := AX es el spin
y tiene la magnitud de un momento magnético (la misma de /). El momento
magnético p debe ser proporcional al spin S; razén giromagnética; valor de g.
Irreducibilidad de S.
El spin de magnitud arbitraria s (s € {0,1/2,1,3/2,---}) como generador de
una representacién irreducible del grupo de “rotaciones” (SU(2)); esta carac-
terizado univocamente hasta transformacién unitaria por la dimension 2s + 1
del espacio de Hilbert subyacente.
Peculiariedades del caso s = 1/2: relaciones para las matrices de Pauli o109 =
io3 y p.c.i; {1,57,52,53} es base del espacio de operadores lineales del espa-
cio de Hilbert bidimensional que es isomorfo a las matrices 2 x 2 con entradas
complejas (M(C, 2)); el producto escalar (A, B) := tr(A*B) en M(C,2) y or-
togonalidad del sistema {1, 57, S5, S3}.
Spinores como “estados” de una particula cudntica con spin 1/2:

L2 (& LA(RY)) = L*(R?) & LA(R?)

donde L?(4; L*(R?)) es el espacio (de Hilbert) de funciones f de una variable
dicotémica que adopta los valores &+ (o blanco/negro) en el espacio de Hilbert
L*(R3); i.e., f(£) € L*(R?); y esto munido del producto escalar:

(f:9) = (f(£), 9()) 2we) + (f(=), 9(=)) 12wy

= [ (FE@stom) + TOma-)w) dr-
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Accion de los operadores, e.g:

f(5)-(%) =(2)-(3)

W ) ( L_¢+ Lgy )
L-S = , etc.
( ¢ Ly — L3¢
» Momento angular total J = L+ S de una particula con spin S (actuando
sobre

LQ(RS) ® CQs+1 ~ LQ(RS) D LQ(R?)) DD LQ(R?)) ]

/

-
2541 sumandos

Definicion y discusion pendiente: [Que es ®7 ; Cual es “La ley de
composicién de sistemas cuanticos” (hasta ahora tacita)? El aspecto més
revolucionario de la teoria cuantica.

Problema a resolver: Problema de autovalores para J.

Razén giromagnética del electrén y efecto Zeeman (H = H, — upH -

L- 2upH - S) o jporque puede haber un nimero par de lineas y porque
no son equidistantes (a |H]| fijo)?

» Sistema de dos electrones (e.g. helio).
L2 (& LA(R?)) @ L2 (& LX(RY)) = L*({++,+ —, —+, - —h L*(RY))

~ [2(R%) @ L}(R®) @ LA(R®) & L2(R®) .

Definicion y discusion pendiente: la misma de antes.
El spin total es § = S 4+ §®),
Problema a resolver: Problema de autovalores para S.

3. 19/08

Particulas cargadas en campos electromagnéticos: recapitulacién del electro-
magnetismo y su formulacién Hamiltoniana via potenciales (¢, A); el problema
de las transformaciones de calibre (“gauge”); magnitudes clasicas invariantes.
Cuantizacién a partir de un par (¢, A); implementacién unitaria de las trans-
formaciones de calibre, i.e., U, = exp{igx/h} donde x es la funcién de cambio
de calibre, y transformacion de los operadores bésicos; caso de transformaciones
de calibre independientes del tiempo.

Ejemplo: El Hamiltoniano para una particula cargada en un campo magnético
constante: formulacién cudntica a partir del par (0, A = (0, Bz, 0)); analisis del
Hamiltoniano y determinacién del espectro (“niveles” de Landau).



4. 21/08 (SOLO UNA HORA DE CLASE)

Incorporacién del Spin al Hamiltoniano de una particula de spin de magnitud
1/2 en un campo electromagnético: acoplamiento minimo (un truco infame) y
Hamiltoniano de Pauli; Hamiltoniano (“fenomenolégico” y ad-hoc) para un spin
arbitrario y para muchas particulas; el caso de campos estaticos.

Presentacién (i.e., “Estructura”) del espacio de Hilbert para muchas particulas
de spins arbitrarios.

5. 26/08 (TRES HORAS DE CLASE)

Efecto Aharonov-Bohm: discusién bastante detallada.

Repaso de propiedades generales de un momento angular; o sea un trio
J = (J1,J2,J5) de operadores autoadjuntos J; que actuan sobre un espacio
de Hilbert ) satisfaciendo las relaciones de conmutacion [Jy, Jo] = ihJ; y p.c.i.
(permutaciones ciclicas de los indices): propiedades espectrales y base ortonor-
mal estandard (hasta multiplicacién por una constante de médulo 1); conexién
con las representaciones unitarias proyectivas de SO(3); irreducibilidad de un
momento angular; descomposicion de un momento angular arbitrario en suma
directa de momentos angulares irreducibles; los momentos angulares irreducibles
son los ya “construidos” como spins de magnitud j, j € %N.

Planteo del problema de la suma de momentos angulares que conmutan entre
si; ejemplos.

6. 28/08

Composicién de sistemas cuanticos: ley de composicion; producto tensorial
1 ® $H2 de espacios de Hilbert $;, 2 (version via bases ortonormales); reglas
bésicas:

1) (Distributividad) (1 ® $2) ® H3 = (91 @ H3) B (H2) ® H3);

2a) L*(X,dx) ® L*(Y,dy) = L*(X x Y,dxdy) (discusién del isomorfismo,

comentarios y ejemplos)

2b) L*(X,dz) ® C? = L*(X,dz) © L*(X,dz) © - -- © L*(X, dz) (ejemplos)

n veces

2¢) CP ® C? = CP4 (construccién explicita del isomorfismo);

Producto tensorial de operadores; ejemplos y andlisis de la representacion
matricial del operador A ® B asociada con 2b) y 2c). Verificacién de que el
espacio lineal generado por los op. de forma A® B es todos los operadores sobre

1 ® Ha.

7. 02/09

Suma de momentos angulares: suma de dos momentos angulares independi-
entes J y J@ actuando sobre espacios de Hilbert £; v $), respecyivamente;
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momento angular suma J = JYV 21+1®J3P actuando en H; @ Hy y rela-
ciones de conmutacién; reduccién (via la descomposicién en suma directa de
irreducibles y uso de la distributividad del producto tensorial) al caso en que
ambos momentos angulares son irreducibles (de magnitud j; y jo respectiva-
mente); la base ortonormal producto {©j, m, @ Vj,m, @ My € M; , my €
Mj,} como autobase de J3; espectro y multiplicidad de J3; diagrama vecto-
rial {(mq,mo) : my € M;,, my € M, } y algoritmo de construccién de una
base estandard {9, : 7 = j1 + Jo, 1 + 72— L,--+ ,|j1 — ja|, m € M} de au-
tovectores comunes a J? y J3; definicién de los coeficientes de Clebsch-Gordan

(convencion de realidad de ellos); descomposicion de J en irreducibles (Serie de
Clebsch-Gordan):

J1+j2 2min{j1,j2}
J = @ JE = @ J(l1=jz2l+k) :
s=lj1—7a| k=0
ejemplos.
8. 04/09

Recapitulacion y resumen de la clase anterior.
Coeficientes de Clebsch-Gordan y convencién de Condon-Shortley.
Momento angular y rotaciones; descomposicién en suma directa de irreducibles;
ejemplos; base ortonormal comin a J? y Js y descomposicién en suma directa
de autoespacios.

Operadores escalares respecto a un momento angular; su estructura matricial
respecto de una base de autovectores del par J?,.Js; ejemplos de operadores
escalares no-triviales (caso de 3 spins de magnitud 1/2).

9. 09/09 (TRES HORAS Y ... DE CLASE)

Operadores vectoriales respecto de un momento angular; ejemplos de oper-
adores vectoriales respecto de L; la condicién [V, J?] = 0 y la concomitante
estructura matricial de V' en una base estandard (calculo explicito de los ele-
mentos de matriz de Vi y V, := V) +ilh):

(Wjamiutiys Vit winy) = 0550 (& 11(3), V()W 5mins)s T jimsuiiy) -

Generalizacion: operadores tensoriales esféricos irreducibles (OTESI) de rango
s (s € 3N); definiciones de Wigner

UaTPULZ =Y D ()T, meM,, Yo eR?,

y Racah
[J5, T = hmT®) | [Jo, T = hy/s(s+ 1) —m(m £ 1) T\, , m e M, :

m
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el caso s =0y s = 1 correspondiente a operadores escalares y vectoriales; Teo-
rema de Wigner-Eckart (formulacién y relevancia solamente).

El operador escalar A - B y vectorial A A B asociado a dos operadores vec-
toriales A y B respecto del mismo momento angular; dados OTESI {P®1)} y
{Q*2)} respecto del mismo momento angular de rangos s; y s; respectivamente,

Tvgf) = Z Z <¢s1,m1 ® w527m27 ¢S7m>P7$fll)Q£Z§)
m1 €M moEMy

son las componentes de un OTESI de rango s con s — so| < s < s1 + 9.

10. 11/09

Préctico y visita al Laboratorio de Resonancia Magnética Nuclear.

11. 16/09

Comentarios sobre op. tensoriales esféricos irreducibles:

(1) La férmula para los elementos de matriz —en la base estandard— de un
operador vectorial V' que conmuta con J?

Wiy VUjrmwin) = 05500(E53 1(5), v(5) Woms TV ) 5

o sea: Todo operador vectorial que conmuta con J? es proporcional a un mo-
mento angular irreducible JU de magnitud j en cada sub-bloque (u(5),v(5)) del
autoespacio &€; de J?. Ejemplo: todos los operadores vectoriales respecto de

J = si/2 o Sit/2

(2) Con las hipétesis y notacién de (1), se tiene

hj(G +1) al&5; 1(3),v(5) = Vimnt)s I - Vimut) -
(3) Recapitulaciéon: Si A y B son vectoriales respecto de J entonces A - B es

escalar y A A B es vectorial respecto de J.

si ALY y BY denota la m-ésima (m € M) componente esférica de A respecti-
vamente B entonces

Tk(Q) = Z <w1,m & ¢1,47¢2,k>A£r1L)Bé1) ’ k S M? )
m,0eMy

son las componentes de un OTESI de grado 2. Expresiones explicitas en térmi-
nos de A;By, (i.e., componentes cartesianas).
Los 9 operadores A; By, con j,k € {1,2,3} se pueden combinar linealmente para

formar los 9 operadores: A- B; (AAB);, j=1,2,3;y TIEQ), k=42 +1,0.

(4) Ejemplo de operadores vectoriales que no conmutan con J2.



12. 18/09

Primer parcial

13. 02/10

Particulas idénticas: La discusién de particulas idénticas en mecanica clasica y
cuantica. Diferencias y necesidad de modificar la nocién de estado para particu-
las idénticas.

El grupo de permutaciones Sy de N objetos y sus propiedades mas basicas: per-
mutaciones y transposiciones; no conmutatividad; representaciones de permuta-
ciones como producto de transposiciones y paridad sgn de una permutacion;

sgn(oT) = sgn(o)sgn(T).
Representacion unitaria de Sy en el espacio de Hilbert

N factores

producto tensorial de N copias del espacio de Hilbert $) de una particula:

Usth1 @ Yo @ - - Q@ YN 1= Yy(1) @ Yp(2) @+ * @ Y(iV)

y extension lineal a todo Hn. UsigmeUr = Us,,. Caso general de spins de magnitud
5, = L*(R?) @ C* = @,,em, L?(R?) donde, identificando f; ® -+ - ® fy con
f1(&1) f2(&2) - -+ fn(€w),

(Usf) (&1,&2. -+ €N) = f(&or(1), Eo102)s -+ > Eom1()) -

Pregunta técnica importante: ; Hay vectores ¥ en )y para los cuales cualquiera
sea 0 € Sy se tienen complejos A\, de modo que

Uy U =\, ¥ 7

Ejemplo: caso N = 2, f®) = f + U, f. El subespacio de vectores totalmente
simétricos (i.e., Ay = 1) y el ortoproyector asociado

S=N)"> U,

ogeSN

S=58"=5%yU,S =SU, =8. Subespacio totalmente simétrico
Y = SHw .
Siv e Sﬁg{;) entonces U, ¥ = U, SV = S¥ = U,

Lema: los mapas g — hg y g — gh son biyecciones de G para todo h € G.
Consecuencia: Si G es un grupo finito y g — U, una representacioén unitaria entonces > . Uy

es invariante ante multiplicacién por cada U, (desde la izq. o derecha).



14. 07/10

Recapitulacién (detallado) de la clase anterior.
Formula para la dimension de 3355):

amisd) = (PN
donde D = dim($)).

El operador de antisimetrizacion
A= (N Z sgn(o)U, ,
cESN

con A = A* = A%? y AU, = U,A = sgn(o)A; y el subespacio totalmente
antisimétrico

§$) = A9y

de dimension

D .
dim(5) = <N> b
0 , siD<N

Sive .65\7) entonces U,V = U, AV = sgn(c) AV = sgn(o)V.

Se tiene

2
S"‘A:m Z Uo-

" {oeSnisgn(o)=1}
y esto es 1 si y solo si NV = 2. En general
Sy =95 @9y @ Hy
y U, deja invariante a cada uno de los tres subespacios con
Us = 1@ (sgn(0)1) & U™ .

Ademas; respuesta a la pregunta técnica importante: Si W € $Hy es tal que
cualquiera sea 0 € Sy existe A\, € C de modo que U,¥ = A,V entonces

U e i)ﬁ) o sino ¥ € 5553). Demostracion de esto.

15. 09/10
FALTA

16. 14/10
FALTA



17. 16/10

Método de Hartree-Fock.
Para N particulas con Hamiltoniano H(1,2,---,N) (actuando sobre $y =
AV @ @ HWN se puede preguntar: ;Cual es el “mejor” estado producto? O
sea, buscar el

- inf (M1 @Y®@- - @Yy, H(1,2,- -+  N))1 QY@+ @UN) sy -
1/);‘65(3)1 ||¢j||=1 ,j=1,2,- N
En el caso especial de que el Hamiltoniano no tenga interacciones entre las
particulas (libres); o sea:

N
H(1,2,-~-,N): E 1®1®---1®hj®1®~--®1;
N———’ N’
Jj=1 j—1 N—j

todos los autovectores son producto. Pero, si las particulas son idénticas (Jﬁ(j ) =
$) vy, ademds, fermiones; entonces ningiin estado producto es totalmente anti-
simétrico de modo que hay que replantearse el problema variacional.

Se busca la “mejor” determinante de Slater

A A
uf <\Ij(w1®w2®---®w)’ H(1,2,---, N)\I[(¢l®w2®"'®wN)>ﬁN
¥y €5 |[sll=1 , j=1,2,- N det(S)
(tener en cuenta que H(1,2,---,N) es invariante ante permutaciones; ejemp-

lo atomo de N electrones en la aproximacién del nucleo fijo con interacciones
electrostaticas Coulombianas solamente). Recordar la definicién de 111@17.“, ox)
y que {¢1, -+ ,on} C 9 es linealmente independiente si y sélo si la matriz de
Gram S no es singular o sea det(S) # 0. Ademds:

Lema: Sea £ C $ un subespacio de dimension N y sean {¢1,¢9,--+ ,On} ¥
{11,109, ,¥n} dos conjuntos linealmente independientes de vectores de £;
entonces \If@h@’“_’dw) = Z\Iléph%’m’wm con z # 0.

Dem: el subespacio totalmente antisimétrico de £ tiene dimensién ( N | = 1.

Como la determinante de Slater no depende de la eleccion del conjunto de vec-
tores linealmente independientes sino del subespacio que estos vectore generan,
podemos plantear
A A
(1) Eurp = inf \IJ(¢1®¢2®~'®¢N)7 H<1’ 2, N>\P(¢1®¢2®"'®¢N)>5N
o LcH: dim(2)=N det(S)

?

donde {91, 19, -+ ,¥n} es cualquier conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes de £. El método de Hartree-Fock obtiene las ec.de Fuler-Lagrange para
este problema variacional. Analizamos el caso

(2) H_H(1,2,~~,N)_Zh(j)+% > (k)

1<j#k<N



donde
Mj)=1919---10h®1®---®1
—_—— —_——
j-1 N—j
siendo h el Hamiltoniano para una sola particula (h: $ — $); y para j # k el
operador v(j, k) actua solamente sobre los factores j y k del producto tensorial
de modo que

(V1@ @Un, (1, E) (X1 ® - @ Xn)) oy = (¥ @ Vi, V(X5 @ Xi)) 5

><< 11 Wz,Xe)ﬁ),

1<jAL£R<N
donde v es un operador (de 2 particulas) de $ con UoU, = v (7(1) = 2,
w(2) =1).
Ejemplo:
{U(j7 l{;)@}(’r‘h Ty, - 7’]"N) _ (1)<’I”17 To, - 7’I"N)
7y — 7l

El Hamiltoniano H de (2) es entonces invariante ante permutaciones. Las ec.
de Euler-Lagrange para el problema (1) son entonces las ec. de Hartree-Fock

(3) H[¢17¢2:"':¢N]¢j =¢€¢;, j=1,2,--- ,N.
Esto serfan N problemas de autovalores para 1 particula (en $)) si no fuera
que el “Hamiltoniano” Hig, g, ... ¢5] depende de {¢1, @2, -, ¢n} de modo que

(3) es realmente un complicado problema no-lineal acoplado. Abreviando ® =

(@1, P2, -+, PN) se tiene
Hig) = h+ Vije) + Ve (@)

con
N N
Vaje) == Z Viesiest o Vew o]t = — Z Vies w1 @
j=1 j=1

y el operador Vi, g actua en §), cualesquiera sean los vectores o, 3 € £, de
modo que

(U1, Viagy¥2) s = (U1 ® o, v(¥s ® B)) s, = (@Y1, v(B®@1Y2))g, ,

para todo 1,9y € $. Ejemplificacion de este operador para la interaccién
electrostatica Coulombiana:
dya(y)ﬁ(y)

Vi 0)@) = [ ay 208 w(a)

En este ejemplo, el operador de potencial directo Vy g es “local” ya que, sélo
es preciso conocer el valor de W(x) para calcular cada sumando (Vig,¢;3¥)(x).
Mientras que el operador de potencial de intercambio V,, ) es altamente no-
local ya que los sumandos son

Vimon(@) = [ a0 o,0) = [ ayoyfam)vi

R3 ]w—y
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un operador integral de ntcleo

i Cinco preguntas bésicas sobre el método de Hartree-Fock y muy pocas re-
spuestas !

1.
2.

i, Hay soluciones a las ec. de Hartree-Fock (3)? Respuesta: Si
Suponiendo que [®] es solucién de (3), jcomo hago para saber si corre-
sponde a un minimo global de (1) en vez de algun punto critico irrelevante
? Respuesta: Arregleselas.

. Si tengo todas las soluciones de (3) ; Hay garantia de que una de ellas

corresponde a un minimo global? O sea: jse asume el infimo en el problema
variacional (1) ? Respuesta (Lieb & Simon): Si cuando N < Z (4tomos o
cationes).

. (Hay alguna garantia de que una solucién de (3) que corresponde a un

minimo global de (1) sea tal que todos los orbitales involucrados son de
la forma ¢;(r,ms) = f;(r)g;(ms); i.e. sean productos de una funcién
espacial con una funcién del spin 7 Respuesta: no se sabe.

. .Que son esos “autovalores” €;7 Explicacion en el caso de dtomos: en los

casos amables, son aproximaciones a las energias de ionizacién. Desarrollo
explicito del valor esperado de la energia para una solucion de (3):

N

1
(Vig), HU{y)) = 52((@,}1@) +¢5) -

J=1

Si [®] entrega un minimo global de (1) y se omite el orbital ¢, y se obtiene
[®'] entonces

EHF — E[@l] = €y
donde E[®'] es la energia (de Hartree-Fock) para el sistema de N — 1
particulas (una menos) obtenido con \If[f}I,/].

18. 20/10

Atomos I. El Hamiltoniano electrostético (coulombiano) bésico y la sepa-
raciéon del centro de masa. El Hamiltoniano interno H, (jtérmino de Hughes-
Eckart?!) y sus simetrfas, rotacién simultanea y permutacion.

Caso de un electréon: atomos hidrogenoides. Correcciones ad-hoc: relativista
a la energia cinética, de Darwin y acoplamiento spin-érbita.

Propiedades cualitativas del espectro de H, como operador espacial en L?(R?)®
-+ ® L*(R3). Umbral del espectro continuo = energfa fundamental del sis-
tema con un electrén menos; espectro discreto debajo del umbral (no vacio

2Carl Eckart, el mismo de el Teorema de Wigner-Eckart.
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para cationes o atomos neutros); simplicidad de la energia fundamental y pos-
itividad de una autofuncién correspondiente que es (por lo tanto) totalmente
simétrica (espacialmente). Consecuencia: en dtomos de 3 electrones (Li, Ba™,

-+ ) el estado fundamental espacial totalmente simétrico no conduce al estado
fundamental fisico (no hay funciones tot. anti-simétricas del spin de 3 spins 1/2).

Hacia la aproximacién de campo central:

N 2
jok
Ho:E ﬁ‘i“/}(’f’j),
j=1

N
Ze? 1 1
HC:HO—Z<T+V]‘(TJ'))+63 Z M Z P;j Dk ;
j=t ~ 7

: Tjk ;
1<j<k<N 1<j<k<N
r; = |rjl, rjx = |r; — r|; donde el problema H, es para N particulas de-
sacopladas cada una en un potencial central. Incorporacién ad-hoc de la inter-
accion spin-orbita via
1 dv;
2u2r dr

H,, = Zéj(Tj)Lj -85, &(r) (r) .

19. 21/10

Atomos de 2 electrones (He, H™,...): La posibilidad de simetrizar o anti-
simetrizar por partes espacial y spin por separado simplifica la discusion.
Tratamiento variacional elemental en base al Ansatz V¢, ¢, (71, 72) = ¢¢, (1) ¢, (r2),
con ¢¢(r) 1= const.e™¢"/% ( parametro de carga efectiva y a el radio de Bohr del
electrén). Célculo de los elementos de matriz y expresién para el valor esperado
de H. sin sumando de Hughes-Eckart:

B 6_2 G1G(CF 4 3C1¢ + G3)
E(C,G) = E(G) + E(G) + » CEDE :

De la convexidad estricta de (1, (s) — F(C1,(2) en el primer cuadrante de R?
se desprende que el minimo es unico y ya que E((1, () = E((2, (1) este minimo
es de la forma (¢, (). Luego

4

Juin E(G, G) = (G, 6) = ~52 (2 - 5/16)

con (, = Z—5/16. El umbral del espectro continuo es Ey(Z) = —“g;eg y se tiene

E((,,¢) < Ei(Z) siy sélo si Z > 5v/2/(16(v/2 — 1)) = 1,067; de modo que
el a&tomo con dos electrones resulta estable respecto del dtomo de igual carga
nuclear con un electrén menos si Z > 2. Con esta cota superior variacional no
alcanza para garantizar que el anion H~ sea estable.

Presentacion del método perturbativo. El tratamiento “perturbativo” més sim-
ple es de presuponer que —después de despreciar el sumando de Hughes-Eckart—
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la repulsién interelectrénica es una correccion cuantitativamente pequena a la
energia. Esto debe verificarse a posteriori y no serd en general correcto.

H.~H,+e/ria, Ho=h(1)+h(2)=h®1+1®h

con h el Hamiltoniano de un electrén en el campo coulombiano de una carga
Ze,

1
h=—p°—Ze/r.
2P of
Este operador tiene un espectro discreto conocido F,(Z) = — ggj;; n=12---

de multiplicidad n?. Por lo tanto, el Hamiltoniano no perturbado H, tiene un
espectro discreto

Z%t (1 1
Enl,ng - _/L2h2 <_ ) , Ni,Ng € {1727' : } 5

ni  nj3
con multiplicidad 2n2n2, si ny # ny y n* si ny = ny = n. Si incluimos el spin
de los dos electrones estas multiplicidades se multiplican por 4 ya que H, no
depende del spin. Para que E,, ,, caiga debajo del umbral del espectro continuo
de H. que es E1(Z), o sea

Eviny, < E1(2)
es necesario (y suficiente) que ny = 1 o bien ny = 1. En otras palabras E,, ,,
cae en el espectro continuo de H, si n;y > 2y ny > 2. Ya que se trata de 2
particulas idénticas podemos simetrizar o anti-simetrizar por partes. El sube-
spacio totalmente simétrico de los grados de libertad de spin coincide con el
triplete de spin de magnitud s = 1 o sea el subespacio generado por el sistema
ortonormal {XE] : k = 1,0,—1}; mientras que el subespacio totalmente anti-
simétrico coincide con el singlete de spin de magnitud s = 0 o sea el subespacio
generado por el vector Xéo}. Por lo tanto debemos simplemente ver que autoval-
ores E,, », de H, admiten autovectores espacialmente totalmente simétricos o
anti-simétricos. Para n; = 1 o bien ny =1 (ya que E,, », = Ey, 5, ) Obtenemos
las siguientes autofunciones espaciales posibles en términos de las autofunciones
Gnpm 0 =0,1,--- ,n—1, m € M) del problema de h:

+
wio?o = 01,00 ® G100, Ei1;

+
%(Z,Zm = (¢1,0,0 & ¢n,€,m + (bn,ﬁ,m ® ¢1,0,0)/\/§ ) El,n , N Z 2.
Luego, las autofunciones totalmente anti-simétricas de H, con energias debajo
del umbral del continuo son

Uy 000 = QARO ® Xéo) , para E;; de multiplicidad 1 ;

y, para Ej, con n > 2 que tiene multiplicidad 4 x n? cualquier combinacién
lineal de

\\/) — 1/}7(1—,’2m ® XE)O] , paras=0
n,bm;s ) @ X;E;l] , paras=1conk=10—1

n,l,m

Las autofunciones totalmente anti-simétricas explicitadas son, ademas, autofun-
ciones de L?, de L., de 82 asi como de S,.
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Lo que acabamos de hacer explicitamente en el caso de dos electrones puede
hacerse también en el caso de N > 2 aunque resulta bastante més laborioso ya
que no se obtienen todas las autofunciones totalmente anti-simétricas por la via
de simetrizar y anti-simetrizar separadamente los grados de libertad espaciales
y los grados de libertad de spin.

Suponga ahora que toma {®,; : j = 1,2,--- ,k} un cierto nimero finito ar-
bitario K de autofunciones fisicas (o sea totalmente antisimétricas) y lineal-
mente independientes de H, con H,®; = E;®;, y las usa como funciones de
base para el método de Ritz del Hamiltoniano H.. Como sabemos, los pun-
tos estacionarios del funcional de energfa coinciden con los autovalores {¢; :
j=1,2,--- K} (enumerados teniendo en cuenta sus multiplicidades) de la re-
striccion de H. al subespacio K-dimensional generado por estas autofunciones
{®; : j =1,2,--- K} de H,. A “primer orden” en la diferencia H. — H,
esperamos que estos autovalores sean de la forma

Ej =~ Ej + <(I)j, (HC — HO)(I)]‘>

y, si la “correccion” a E; es cuantitativamente pequeia relativa a |e; — E;| esta-
mos, por lo menos, inclinados a aceptar el miembro derecho como aproximacién
a €. Estd es, en términos simples, la ideologia detrds de los métodos de la(s)
teorfa(s) de perturbaciones estacionarias: obtener de manera sistematica correc-
ciones a los autovalores (y autofunciones) de Hamiltonianos de la forma H,+ W
a partir de la informacién (completa) de los autovalores y autofunciones de H,.

Regresando al atomo, es de esperar que nuestra eleccion ingenua de H, como
lo que queda omitiendo la repulsién interelectronica, no es la mejor eleccién
ya que la “correccién” (®;, (H. — H,)®;) no serd generalmente relativamente
chica. La llamada aproximacion del campo central introducida en la clase pasada
mitiga estd deficiencia. Tomamos

H, = }:( +Vm0

donde el potencial central efectivo V' es a elegir de modo de capturar cuantita-
tivamente de la mejor manera posible los efectos de la presencia de otros N — 1
electrones. En otras palabras V' debera ser tal que

H.— H, = - Z(er (n))+e§ > o

r
=1 1<j<k<N Ik

1
- Z Pj - Pr + otros términos relevantes para la energia del sistema

1<j<k<N
resulte ser una “correcciéon” chica a H,.

20. 23/10

Teoria de Thomas y Fermi para el potencial efectivo: El planteo de la teoria de
Thomas y Fermi parte de la electrostatica con una densidad de carga e,(Zd(r —
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p(r)) donde p es la densidad de posicién para los electrones —que se supone
esféricamente simétrica— normalizada por

N= [ drp(r)= 4#/ rp(r)dr .
R3 0

El potencial electrostatico ¢ correspondiente satisface la ec. de Poisson y como
V' = —e,¢ se obtiene una ec. de Poisson para el potencial (efectivo) central V'

(AV)(r) = 4me,(Z0(r) — p(r)) -

El problema es que no se conoce p. Se recurre a la mecénica estadistica a los
fines de obtener una relacion entre el potencial y la densidad que nos permita
transformar la ec. de Poisson en una ec. diferencial para V.

Se considera un “gas ideal” de electrones libres (no-interactuantes) en una

caja finita de volumen v y “densidad” p, = N/v. El Hamiltoniano de este
sistema es
n_ -9
- '
— 2m
7j=1

donde el operador momento se define con condiciones de contorno apropiadas
en la superficie de la caja®. El espectro del Laplaciano para la caja con condi-
ciones de contorno que garanticen que sea autoadjunto sera puramente discreto
con autovalores {F, : n = 1,2,---} enumerados teniendo en cuenta la mul-
tiplicidad y de menor a mayor. Sea {¢, : n = 1,2,---} una base ortonormal
de autovectores con A¢, = (2m/h*)E,¢,. Entonces la determinante de Slater
\IJ?ALWW’W] con (S;x+ = £(h/2)x+ 0 sea x4 = ¥1/2.41/2 en nuestra notacién
usual)

PVI=01 QX4+, Va=P1@X—, V3= X4+, V4= P2 @ X_,

serd el estado fundamental del sistema* Habré entonces una energia cinética
maximal correspondiendo a la energia cinética Ejy/q del tltimo orbital que
aparece’. El momento de Fermi pp es aquel que satisface Ejy/qo = ph/(2m).
La mecénica estadistica (cudntica) de este sistema de fermiones libres establece
que en el limite “termodindmico” N — oo, y V' — oo con p, = const., que

Pr = h(37r2p0)1/3 }

La energfa (cinética) maximal de cada fermién es entonces
212/3 72
1,  (37%)%3h

2 23

3Piense, por ejemplo, en una caja cibica de dimensiéon L con condiciones de Dirichlet.

4En el caso N impar, el ultimo “orbital” ocupado es d(N+1)/2 @ x donde x es un spinor
arbitario (y el estado fundamental tiene multiplicidad 2).

O[z]] := min{k € N: k > z}.
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Si se visualiza a los electrones en el atomo como un sistema en equilibrio en-
ergético de modo que la energia maximal en cada punto del espacio sea constante
(sino el sistema bajaria en enrgfa corriendo los electrones) entonces se tendra

(37T2)2/3ﬁ2

S (o) + V() = C

(4)
Expresando la densidad p en términos de V' la ec. de Poisson se transforma en
una ecuacion diferencial ordinaria no-lineal para V. Antes de hacer precisamente

esto, conviene recordar que Ar~! = —476(r) y hacer el Ansatz

V(r) = —Ze2(r)fr + ',

donde ® es una funcién regular en el origen. Esto contempla la carga puntual
ubicada en el nucleo, exhibe V(r) < —Ze2/r para r — 0 y, ademés, (pre-
suponiendo que p(r) — 0 cuando r — oo) cumpliria con lim, ., V(r) = C.
Entonces, de (4),

2m 372 27 @\
=\ w2 @V =\goes )
(3m2)2/3k (372)2/3a, r

donde a, = h*/(me?) es el radio de Bohr. Es entonces necesario que ®(r) > 0.
Ahora, para r > 0, y recordando que para una funcién puramente radial f se

tiene Af = (rf)"/r,

i = 2oL (-2) — zaa by

r r dr? r

= (A(C=V))(r) = =(AV)(r) = dmegp(r) ;

O sea:

4
P’ = gp.

Entonces la ec. diferencial resulta
B 4 221/3 3/2 (I)3/2 .
- 37 Vo

lo que sugiere introducir la variable adimensional

2/3 2/3
T = a2 4 Z1/3£7 =2 4 Z3
3T Qy 3T

en términos de la cual la ec. diferencial para ® como funcién de z > 0, i.e.
() == P(a,x/a), es la ec.

@//
Qo

V' =¢*? x>0,

independiente de la carga nuclear Z (y de la cantidad de electrones V). Se debe
imponer la condicién de que p(x) > 0 y ademdas que ¢(0) = 1 de modo que
se obtenga la atraccién electrostatica correcta —Ze2/r para r — 0. De la ec.
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diferencial se obtiene inmediatamente que ¢ es en tal caso convexa. A los fines
de discutir la condicién de normalizacién calculamos que para R > 0

A /O Rr2p(r) dr— 2 (%)3/2 /0 ’ (@ ()2 dr

3T \ a,

= Z/o r®"(r)dr = Z/o " (x)de = Z(X¢'(x) — o(X) + 1)

donde X = aR/a,.
Por la convexidad se tiene
p(z) —p(y)

(5) Ply) < = — )

Para determinar la condicién de integrabilidad que impone la normalizacién
discutimos tres casos:

<(x), 0<y<uz.

= ¢ es creciente o sea ¢'(x) > 0. En este caso la ec. diferencial es valida en
toda la semirecta positiva. Tomando y > 0 fijo, para cualquier x > y se

tiene
x x 3/2
(@) — ¢(y) = / & ()dt = / %dt

> (o) / TVt = 20) 2 (VE — V)

y
de modo que lim, o ¢'() = sup, ¢’ () = co. Ademds, por (5), p(z) <
o(y) + ¢'(z)(z — y) de modo que

R
47r/0 rp(r)dr = Z(X¢'(X) — o(X) + 1)

> Z(XP(X)+1—y) + (y — X)¢'(X)) =1 = p(y) + y¢'(X) ;
y deducimos que limpg_, fOR r?p(r) dr = .

= » no es monoétona. Por la convexidad ¢ tiene un unico minimo local
que es global. Sea a el punto donde ¢ es minimal. Para x > a tenemos
¢'(z) > 0. Entonces, ya que a > 0, y tomando y = a en la discusién
inmediatamente anterior, obtenemos ¢'(x) > 2(p(a))¥?(\/z — /a) para
x > a; de donde lim,_,, ¢'(x) = co. Como en el item anterior se tiene
para R lo suficientemente grande que

47T/0 rp(r)dr = Z(X¢'(X) — o(X) + 1)

> Z(1 —p(a) + ap'(X)) ;

, R o
y nuevamente limp_, fo r*p(r) dr = oo.

» ¢ es decreciente, o sea ¢'(r) < 0. Con la convexidad, ¢’ es creciente.
Tenemos dos casos posibles: i) ¢ estd definida en toda la semi-recta real
positiva; o bien ii) ¢ estd definida en un segmento finito (semi-abierto)
[0, ¢) de esta semi-recta.
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Discutimos primeramente el caso de la semi-recta infinita. Sea m :=
infoc, () = limy oo () ¥ 8 1= sup,-o ¢’ () = lim, . ¢'(x). Entonces
m >0y s <0. Suponga que s < 0; entonces de (5)

p(x) < oy) + ' (@) (@ —y) < o(y) + s(z —y)
cuando 0 < y < x y por ende deducimos p(z) < 0 para x lo suficiente-

mente grande. Esta contradiccion implica que s = 0.
Nuevamente (5) implica

0> z¢(x) > o(x) — (y) +y&'(z) = m = o(y) + y¢'(x) -
De aqui tomando limites superior e inferior  — oo obtenemos
0 > limsup[z¢'(z)] > liminf[zy'(z)] > m — o(y) ;
T—C T—c

y con y — oo deducimos que lim, . [z¢'(z)] = 0. Y, entonces la condicién
de integrabilidad implica

R
N = lim 47T/ rp(r)dr = Z lim (X¢'(X) —o(X) +1);
0

R—o0 X—o00

O sea:

Z —N
A

Si el &tomo es neutro o positivamente cargado (Z > N), la ec. de Thomas-

Fermi es
\/EQO” _ S03/2 . x>0

0<m:= lim p(z) =
T—>00

p(0)=1, lim o(z)=(Z2-N)/Z.

Pasamos al segmento de recta finito [0, ¢]. Apelando a la teorfa de ec.
dif. ordinarias de segundo orden se puede demostrar que ¢(c) = 0 (sino
¢(c) > 0 nos permite extender la solucién un poquito mas a la derecha).
Ahora, con s := infyepe. ¢’'(z) = lim, .~ ¢'(x) obtenemos

N = ZXh'm (X' (X)—p(X)+1)=Z(cs+ 1) ;
—c~

o0 sea:

0< —cp'(c)=(Z—-N)/Z .
Nuevamente se impone la condicién Z > N. En el caso neutro Z = N
obtenemos ¢(c¢) = ¢'(¢) = 0 y por la unicidad de la solucién cerca de
r=c, ¢=0.Enel caso Z > N la ec. de Thomas-Fermi es

V"= 0<z<ec,
con

p(0)=1, ¢(c)=0, cp'(c)=(N-2)/Z.

Esta ec. puede no tener solucién ya que la condicién subsidiaria cy’(c) =

(N — Z)/Z no es necesariamente compatible con las condiciones de con-
torno.
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Resumiendo, para atomos neutrales buscamos la solucion de la ec. de
Thomas-Fermi en toda semirecta con ¢(0) = 1y lim, o ¢(z) = 0. Mien-
tras que en el caso de atomos de carga total positiva tenemos dos can-
didatos: ¢ > 0 en toda la semirecta con lim, , ¢(z) = (Z — N)/Z; o
bien ¢ con soporte finito y las condiciones de borde explicitadas. Para
atomos de carga total negativa (N > Z) la teoria de Thomas-Fermi no se
aplica.

Introduccién y discusion somera de la aproximaciéon de campo central.

21. 28/10

Teoria de perturbaciones estacionarias.
Ejemplo introductorio: El Problema 1 del primer parcial

H(B> = _Sl ’ S2 _B<7131,z+725’2,z ) B>0

donde S; y Sa son dos spins 1/2 de razén giromagnética ~y; (resp. 7;). Dis-
cusion del espectro exacto via autoespacios de §% y S, vy expansién de Taylor
de los autovalores alrededor de B = 0. Objetivo de una teoria de perturbaciones.

Formalismo: H(A) = H, + AV donde A es real y variable (en un entorno de
A = 0). Suponemos que E()\) es autovalor aislado de multiplicidad finita de
H(X) con autofuncién correspondiente ¢ () con

EN) =) At ¥(A) =) A", .
n>0 n>0

Calculos formales igualando los factores de cada potencia de A a derecha e
izquierda de H(A)yY(A) = E(MN)Y(A) conduce a una jerarquia de ecuaciones
(lineales inhomogeneas para v, ):

(6) Howo = E01/10 )
(7) H0¢1 + Vwo = Eodjl + 61'(/10 )

(8) Ho¢p + V¢p—1 - 601/}1) + 61¢p—1 + -+ Epwo ;

La p-ésima ec. determina a 1, y a €, en términos de todas las correcciones de
ordenes menores ¥y, -+ ,Yp_1 Y €, ", €p_1.
De (6) obtenemos

‘ €, es autovalor de H, y 1, es autofuncion de H, a ese autovalor|.

Con ¢, = E(0) y £(0) = Ego)(H,) par el correspondiente autoespacio de
dimensiéon m(0), tenemos las sig. tres ec. equivalentes para ¢, y €;:

m(o)

Z<¢k,v¢j> =ecp, k=1,2,--- ,m(o),

J=1
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donde {¢y : k =1,2,--- ,m(0)} es base ortonormal de £(0);
Ve =ec; en C™O) |

donde V es la matriz autoadjunta m(o) x m(o) de elementos V;j = (¢;, Véx);

v(5(0))¢0 = a1, |,

donde V¢©) es 1a proyeccién sobre £(0) de la restriccién de V' a £(0),
VEO) . p(o)v|8(0) 7

con P(0) el ortoproyector sobre £(0). Esto determina a €; como un autovalor
(cualquiera de ellos) de V() y a 1), como una autofuncién en £(0) (cualquiera
de ellas) a ese autovalor. Esto determina a orden 1 a E(\) y a orden 0 a 9(\):

E(X) = E(0) + AE;(1) + O(\) , 9(X) = 15(0) + O(V)
donde
VEDy;(0) = B;(1)15(0) -
Esto indica que de E(0) salen tantas curvas A — E(\) como autovalores tiene el

problema m(o0)-dimensional determinado por V((©): estos autovalores son las
pendientes en A = 0 de estas curvas. Se tiene

(1(0), H(\);(0)) = (£(0) + AE; (1) |45 (0)]* -

La componente de 1; en £(0) no estd univocamente determinada; si lo estd en
cambio la componente ® de 1, en el complemento ortogonal de £(0):

¢ = —(H, — E(0)7'QV¢, |,

donde @ :=1 — P(0).

Lema: Si A = A* y el subespacio £ es A-invariante entonces £ es A-
invariante.

22. 30/10

Teoria de perturbaciones estacionarias (continia). Uso de la libertad de nor-
malizacién para pedir

[ Yo ll=1, (Yo,9n) =0, n>1.

Correciones a segundo orden de autovalores. Férmulas explicitas cuando el
Hamiltoniano tiene espectro puramente discreto.
Tratamiento del Hamiltoniano del ejemplo introductorio (Problema 1 del primer
parcial): se obtienen las series de Taylor hasta segundo orden de los autovalores
exactos.
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23. 4/11

Estructura fina de dtomos hidrogendides y efecto Zeeman (acoplamiento de
los momentos orbitales y magnéticos con un campo magnético).
H, = (1/2m)p* — Z(e2/n)r~!; correcciones relativistas al momento Hy =
(—1/2mc?)(p?/2m)?, término de Darwin Hp = (Ze2h*m/2m?c®)é(r) y acoplamien-
to spin-6rbita Hpg = (Ze2/2m?c?)r—2L - S. Efecto Zeeman Hg = —pug(L +
2S) - B; posibilidades de distintas estrategias perturbativas dependiendo de
cual es el término dominante. Descripcion de H,; sistema ortonormal {¢y, j m:¢
con Ho¢n,j,m;€ = En(bn,j,m;fa J2¢n,j,m;€ = h2j(j+1)¢n,j,m;fy Jz(bn,j,m;f = hm¢n,j,m;€
Y LG jme = W00+ 1)bp jma. Hi, Hp y Hps son escalares respecto de J (y
de Ly S);

Hp Hp
<¢n,j,m;€7 HD ¢n’,j’,m’;£’> = 5j,j’5m,m’5€,€’ <¢n,j,m;€a HD ¢n’,j,m;€> .
Hrs Hps
24. 6/11

Atomos con dos o més electrones.
Aproximacién de campo central; hamiltoniano para un soélo electrén en campo
central efectivo: h = (—h?/2m)A+V (r); autofunciones 1, ¢, y orbitales 1, ¢, @
., , T 2(2 1 . .

Xo. Configuracién y términos (nf)* de multiplicidad ( ( g/: ) . Diccionario
¢ vs. s, p, d, f. Ordenamiento energético “normal”: 1s;2s,2p;3s,3p;45,3d,4p;
5s,4d,5p;65,4 f,5d,6p;7s,6d,7p,- - - .

Tratamiento perturbativo:

N N
H, = Zh(]) = Z <2_AJ + V(Tj>) )
j=1 j=1
al —Ze?

H, = JZ:; ( nr; - V(TJ)) )

al 1 dv

Hy = ZS(TJ)LJ S] ) f(’l‘) = ZmQTW(T) )
j=1

Y =
Hy = ° .
1<johen ik

A una dada configuracion (nil;)* (ngls)™ - - - (ny,l,)* (con ky+ke+- - -+k, = N)
del atomo, considerese las determinantes de Slater construidas a partir de todas
las g elecciones de IV orbitales posibles en esa configuracién: ®,, @, etc. Todas
estas determinates de Slater son autovectores de H, al mismo autovalor FE,.
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Por ejemplo: Z = N = 6 (o sea carbono) y configuracion (1s)?(2s)?(2p)?;
entonces los orbitales ocupados son:
V1,00 ® X+ V1,00 O X— ¥200 @ X+, V2,00 ® X,
y dos arbitarios del siguiente conjunto de 6 orbitales:
{2 1m @ xu: m=1,0,—-1, p==+1/2}.

Hay entonces g = 15 determinantes de Slater asociadas con esta configuracion.

A primer orden en H' := H; + Hy + H; se necesitan los autovalores de la matriz
gxg
M = ((9,,H' ®p)) .

Ya que H, = Zjvzl W(j) donde W es el operador puramente radial para un
electréon dado por W (r) := —Ze?/(nr) — V(r), tendremos

@mm%wﬁwiléymmWWMHm,

TL,[ N

Wine)

donde la suma es sobre los pares (n, £) que aparecen en la configuracién repetidos
tantas veces como lo indica k en (n, £)*. Los autovalores de M son entonces de
la forma Z(n o Wne + E’ donde E’ es un autovalor de la matriz

K = ((®,, (Hy + H3)®p)) .

Ya que [L;, h(j)] = [L;,W(j)] = 0 para j = 1,2,--- , N pues tanto h como
W son operadores escalares respecto de 7 A p, tenemos

IL,H,)=[L,H]=0.

Ademas, L;+ Ly con j # k es el generador de rotaciones espaciales simultaneas
de las particulas j y k; y, ya que 7, = |r; — ri| es invariante ante estas rota-
ciones simultaneas, tendremos [L; + Ly, f(r;jx)] = 0 cualquiera sea la funcién
f. Entonces

(L Hs)oc Y [Lyrjil= Y [Lj+Lr;]=0.
1<j<k<N 1<j<k<N
Y, luego, [L, H,+ H'| = [L, Hy] # 0.
Los operadores H,, H, y H3 no dependen de los grados de libertad asociados al
spin de los electrones de modo que, también, [S, H,) =[S, H;] = [S,H3] =0y
S, H,+ H'| =[S, Hy] # 0. En consecuencia: [J, H,) = [J,H;]| = [J,H3] =0y
I, Hy+ H'| = [J, Hy] # 0.

25. 11/11

Continuacion: acoplamiento de Russell-Saunders o LS.
Toda capa llena (nf)**2 contribuye L = 0 y S = 0 al momento angular total y
al spin total. Términos:
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(np)', (np)® | *P
(np)*, (np)* |'D,?P,'S

(np)? 1S.2P 2D

(nd)', (nd)® | 2D

(nd)?, (nd)® |1S,3P,'D,3F G

(nd)®, (nd)" | 2P, 4P, 2 x 2D, 2F *F, %G, *H

(nd)*, (nd)® |2 x 1SP,2x 3P, 2x 'D,3D,°D
P 2x3F,2x1G,3G,3H,'J

(nd)® 26,65 2P 4P 3% 2D 4D, 2x 3F
‘F,2x2G, 4G, 2H 2T

Cuando hay multiplicidades (e.g. (n2)3) la matriz no es diagonal y debo cal-
cular las raices de

det((L, S, M, A; a|Hs|L, S, M, \; B) — E'dap) ;

se obtiene E, + E' = E(L,S) que no depende de (M,A) pues [Hs, L3] =
[H3,S3] = 0. Se toma el acoplamiento spin-érbita Hy como perturbacion (este
término no conmuta ni con Lz ni con Ss3); se levanta la degeneracion en (M, A)
de E(L,S). Los elementos de matriz son

!L L )HL><H(S-SJ'HS>
1 1)8(S 1)

<L75aM/7A/|H2|LaS7M7A anJ 12 |

x (L, S, M’,A'[(L -S|L,S, M,A) ,
donde

Sne =5 / Ry o(r)?r(dV/dr) dr .

Se obtiene E(L,S)+ E"” = E(L,S,J) y si en la coinfiguracién hay solamente
una (o ninguna) capa no Hena entonces

B(L,S,.J) = %gn,g (J(J P L(L+1) - 2) < A(L, S)

con

= ||L L ||L><||<s S;11S)
; +1)S(S+1)
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Siempre para una sola capa no llena se obtiene

>0 , siN<20+1
A(L,S)s =0 , siN=20+1
<0 , siN>20+1

Comportamiento cualitativo del esquema energético.
Regla (empirica) de Hund.

Acoplamiento jj. Cuando el acoplamiento spin-o6rbita es dominante y ya que
ri)(L; - S;) es escalar respecto de J;, se considera el sistema ortonormal
J J J J

A
{ (n1751,j1,ml),(m,€27j27m2)7"'(nwINJ'N,WN)}
donde los orbitales (n, Cy, Ips mp) son autofunciones simultaneas de h, de L2, de
J y de J, (para una particula). Se obtiene

E((nhghjl?ml)a (n27€27j27m2)7 e (nNagNajNamN))

N
= Bt 100+ 5360, Gl 1) =ty + 1) = 3/1).

El célculo perturbativo a primer orden de Hj produce las correcciones per-
tinentes. Este acoplamiento es relevante para algunos atomos pesados. Y es
absolutamente indispensable para nucleos (agregados de protones y neutrones).

Moléculas. Aproximacion de Born-Oppenheimer. Idea bésica: posiciones nu-
cleares congeladas y problema para N electrones en el potencial electrostatico
(externo) generado. Simetrias del Hamiltoniano H(R) y su espectro; hipersu-
perficies de Born-Oppenheimer R3* 5 R — E,(R).

Introducién de la aproximacién adiabatica.

26. 13/11

24° parcial.

27. 18/11

Aproximacién adiabatica para sistemas moleculares. Cotas para la energia
fundamental.

Comentarios generales sobre la evolucién temporal de un sistema cuantico. El
caso conservativo: ihdi /dt = Hy, 1y = 1 es equivalente a dU,/dt = —(i/h)Uy,
U, = 1 con solucién U, = e " vy 4, = Uy, En general para un sistema
no-conservativo (e.g. forzado), H(t) con H(t)* = H(t) y

ihdipy/dt = H(t)Y: , o = ;
o bien
ihdUy/dt = H(t)Uy, U, =1.
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Si H(t)H(s) = H(s)H (t) entonces

U, = exp{(—i/h) /0 H(s)ds} .

La ec. de Schrodinger es equivalente a las ec. integrales

Yo = — (i/h) / H(s)iods , Uy = 1— (i/h) / H(s)U, ds

para las cuales es inmediato verificar que las series infinitas

Yy = <Z(—z’/h)” /Ot dt, /Otl dt2-~-/0tn_1 dth(tl)H(tg)---H(tn)> ¥
U, = (Z(—i/h)”/otdtl /Otl dt2~~-/Otn_ldth(tl)H(tz)mH(tn)) 1

son, formalmente, las soluciones. Estoe se puede reescribir en términos del op-
erador de ordenamiento temporal T como

e = (Z (—Z!h)n /Otdh /Ot dtz---/otdtnT{H(h)H(tz)"'H(tn)}> 0

n>0

U, — <Z (—z’T{!h)n /Ot i, /Ot dtQ.../Ot dtnT{H(tl)H(t2>"'H(t”>}> 1.

n>0




