
Mecánica Cuántica II,

Segundo Cuatrimestre 2014; Resumen del contenido de las clases
G.A. Raggio

1. 12/08

Comentarios sobre la organización.
Efecto Zeeman y“anomaĺıas”: Hamiltoniano de un átomo en un campo magnético
constante; predicciones epectrales basadas en el término paramagnético des-
preciando el término diamagnético; número impar de lineas equidistantes con
distancia proporcional a la magnitud del campo; discrepancias con las observa-
ciones del efecto Zeeman anómalo. La hipótesis del spin del electrón (Compton,
Pauli, Goudsmit & Uhlenbeck) y la conección con un momento magnético in-
tŕınseco que no tiene análogo/correlato clásico.
Representación unitaria de rotaciones en el espacio de Hilbert de dimensión
2: generadores y relaciones de conmutación; determinación de los generadores
X = (X1, X2, X3); hay un unitario U de modo que U∗XjU = σj/2 donde σ son
las matrices de Pauli; el momento magnético intŕınseco debe transformar bajo
rotaciones como un vector en R

3.

2. 14/08

El spin de magnitud 1/2: redefinición de los generadores, S := ~X es el spin
y tiene la magnitud de un momento magnético (la misma de ~). El momento
magnético µ debe ser proporcional al spin S; razón giromagnética; valor de g.
Irreducibilidad de S.
El spin de magnitud arbitraria s (s ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, · · · }) como generador de
una representación irreducible del grupo de “rotaciones” (SU(2)); está carac-
terizado univocamente hasta transformación unitaria por la dimensión 2s + 1
del espacio de Hilbert subyacente.
Peculiariedades del caso s = 1/2: relaciones para las matrices de Pauli σ1σ2 =
iσ3 y p.c.i; {1, S1, S2, S3} es base del espacio de operadores lineales del espa-
cio de Hilbert bidimensional que es isomorfo a las matrices 2 × 2 con entradas
complejas (M(C, 2)); el producto escalar 〈A,B〉 := tr(A∗B) en M(C, 2) y or-
togonalidad del sistema {1, S1, S2, S3}.
Spinores como “estados” de una part́ıcula cuántica con spin 1/2:

L2(±;L2(R3)) ∼= L2(R3)⊕ L2(R3) ,

donde L2(±;L2(R3)) es el espacio (de Hilbert) de funciones f de una variable
dicotómica que adopta los valores ± (o blanco/negro) en el espacio de Hilbert
L2(R3); i.e., f(±) ∈ L2(R3); y esto munido del producto escalar:

〈f, g〉 := 〈f(+), g(+)〉L2(R3) + 〈f(−), g(−)〉L2(R3)

=

∫

R3

(
f(+)(r)g(+)(r) + f(−)(r)g(−)(r)

)
d3r .

1
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Acción de los operadores, e.g:

r̂

(
ψ
φ

)
=

(
r̂ψ
r̂φ

)
, S2

(
ψ
φ

)
=

(
−iφ
iψ

)
,

L · S
(
ψ
φ

)
=

(
L−φ+ L3ψ
L+ψ − L3φ

)
, etc.

Momento angular total J = L+S de una part́ıcula con spin S (actuando
sobre

L2(R3)⊗ C
2s+1 ∼= L2(R3)⊕ L2(R3)⊕ · · · ⊕ L2(R3)︸ ︷︷ ︸

2s+1 sumandos

.

Definición y discusión pendiente: ¿Que es ⊗? ¿ Cuál es “La ley de
composición de sistemas cuánticos” (hasta ahora tácita)? El aspecto más
revolucionario de la teoŕıa cuántica.
Problema a resolver: Problema de autovalores para J .

Razón giromagnética del electrón y efecto Zeeman (H = Ho − µBH ·
L̂− 2µBH ·S) o ¿porque puede haber un número par de lineas y porque
no son equidistantes (a |H| fijo)?

Sistema de dos electrones (e.g. helio).

L2(±;L2(R3))⊗ L2(±;L2(R3)) ∼= L2({++,+−,−+,−−};L2(R3))

∼= L2(R3)⊕ L2(R3)⊕ L2(R3)⊕ L2(R3) .

Definición y discusión pendiente: la misma de antes.
El spin total es S = S(1) + S(2).
Problema a resolver: Problema de autovalores para S.

3. 19/08

Part́ıculas cargadas en campos electromagnéticos: recapitulación del electro-
magnetismo y su formulación Hamiltoniana via potenciales (φ,A); el problema
de las transformaciones de calibre (“gauge”); magnitudes clásicas invariantes.
Cuantización a partir de un par (φ,A); implementación unitaria de las trans-
formaciones de calibre, i.e., Uχ = exp{iqχ/~} donde χ es la función de cambio
de calibre, y transformación de los operadores básicos; caso de transformaciones
de calibre independientes del tiempo.

Ejemplo: El Hamiltoniano para una part́ıcula cargada en un campo magnético
constante: formulación cuántica a partir del par (0,A = (0, Bx, 0)); análisis del
Hamiltoniano y determinación del espectro (“niveles” de Landau).
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4. 21/08 (Sólo una hora de clase)

Incorporación del Spin al Hamiltoniano de una part́ıcula de spin de magnitud
1/2 en un campo electromagnético: acoplamiento mı́nimo (un truco infame) y
Hamiltoniano de Pauli; Hamiltoniano (“fenomenológico” y ad-hoc) para un spin
arbitrario y para muchas part́ıculas; el caso de campos estáticos.
Presentación (i.e.,“Estructura”) del espacio de Hilbert para muchas part́ıculas
de spins arbitrarios.

5. 26/08 (tres horas de clase)

Efecto Aharonov-Bohm: discusión bastante detallada.

Repaso de propiedades generales de un momento angular; o sea un trio
J = (J1, J2, J3) de operadores autoadjuntos Jj que actuan sobre un espacio
de Hilbert H satisfaciendo las relaciones de conmutación [J1, J2] = i~J3 y p.c.i.
(permutaciones ćıclicas de los ı́ndices): propiedades espectrales y base ortonor-
mal estandard (hasta multiplicación por una constante de módulo 1); conexión
con las representaciones unitarias proyectivas de SO(3); irreducibilidad de un
momento angular; descomposición de un momento angular arbitrario en suma
directa de momentos angulares irreducibles; los momentos angulares irreducibles
son los ya “construidos” como spins de magnitud j, j ∈ 1

2
N.

Planteo del problema de la suma de momentos angulares que conmutan entre
si; ejemplos.

6. 28/08

Composición de sistemas cuánticos: ley de composición; producto tensorial
H1 ⊗ H2 de espacios de Hilbert H1, H2 (versión v́ıa bases ortonormales); reglas
básicas:

1) (Distributividad) (H1 ⊕ H2)⊗ H3 = (H1 ⊗ H3)⊕ (H2)⊗ H3);
2a) L2(X,dx) ⊗ L2(Y,dy) = L2(X × Y,dxdy) (discusión del isomorfismo,

comentarios y ejemplos)
2b) L2(X,dx)⊗ C

p = L2(X,dx)⊕ L2(X,dx)⊕ · · · ⊕ L2(X,dx)︸ ︷︷ ︸
n veces

(ejemplos)

2c) C
p ⊗ C

q = C
pq (construcción explicita del isomorfismo);

3) dim (H1 ⊗ H2)=dim(H1) dim(H2).

Producto tensorial de operadores; ejemplos y análisis de la representación
matricial del operador A ⊗ B asociada con 2b) y 2c). Verificación de que el
espacio lineal generado por los op. de forma A⊗B es todos los operadores sobre
H1 ⊗ H2.

7. 02/09

Suma de momentos angulares: suma de dos momentos angulares independi-
entes J (1) y J (2) actuando sobre espacios de Hilbert H1 y H2 respecyivamente;
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momento angular suma J = J (1) ⊗ 1 + 1 ⊗ J (2) actuando en H1 ⊗ H2 y rela-
ciones de conmutación; reducción (v́ıa la descomposición en suma directa de
irreducibles y uso de la distributividad del producto tensorial) al caso en que
ambos momentos angulares son irreducibles (de magnitud j1 y j2 respectiva-
mente); la base ortonormal producto {ψj1,m1 ⊗ ψj2,m2 : m1 ∈ Mj1 , m2 ∈
Mj2} como autobase de J3; espectro y multiplicidad de J3; diagrama vecto-
rial {(m1,m2) : m1 ∈ Mj1 , m2 ∈ Mj2} y algoritmo de construcción de una
base estandard {ψj,m : j = j1 + j2, j1 + j2 − 1, · · · , |j1 − j2| , m ∈ Mj} de au-
tovectores comunes a J2 y J3; definición de los coeficientes de Clebsch-Gordan
(convención de realidad de ellos); descomposición de J en irreducibles (Serie de
Clebsch-Gordan):

J =

j1+j2⊕

s=|j1−j2|

J (s) =

2mı́n{j1,j2}⊕

k=0

J (|j1−j2|+k) ;

ejemplos.

8. 04/09

Recapitulación y resumen de la clase anterior.
Coeficientes de Clebsch-Gordan y convención de Condon-Shortley.
Momento angular y rotaciones; descomposición en suma directa de irreducibles;
ejemplos; base ortonormal común a J2 y J3 y descomposición en suma directa
de autoespacios.

Operadores escalares respecto a un momento angular; su estructura matricial
respecto de una base de autovectores del par J2, J3; ejemplos de operadores
escalares no-triviales (caso de 3 spins de magnitud 1/2).

9. 09/09 (tres horas y ... de clase)

Operadores vectoriales respecto de un momento angular; ejemplos de oper-

adores vectoriales respecto de L̂; la condición [V ,J2] = 0 y la concomitante
estructura matricial de V en una base estandard (cálculo expĺıcito de los ele-
mentos de matriz de V3 y V+ := V1 + iV2):

〈ψj,m;µ(j),V ψj′,m′,ν(j′)〉 = δj,j′ α(Ej;µ(j), ν(j))〈ψj,m;µ(j),Jψj,m′;µ(j)〉 .

Generalización: operadores tensoriales esféricos irreducibles (OTESI) de rango
s (s ∈ 1

2
N); definiciones de Wigner

UαT
(s)
m U∗

α
=
∑

k∈Ms

D
[s]
m,k(α)T

(s)
k , m ∈ Ms , ∀α ∈ R

3 ,

y Racah

[J3, T
(s)
m ] = ~mT (s)

m , [J±, T
(s)
m ] = ~

√
s(s+ 1)−m(m± 1) T

(s)
m±1 , m ∈ Ms ;
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el caso s = 0 y s = 1 correspondiente a operadores escalares y vectoriales; Teo-
rema de Wigner-Eckart (formulación y relevancia solamente).

El operador escalar A ·B y vectorial A ∧B asociado a dos operadores vec-
toriales A y B respecto del mismo momento angular; dados OTESI {P (s1)} y
{Q(s2)} respecto del mismo momento angular de rangos s1 y s2 respectivamente,

T (s)
m =

∑

m1∈M1

∑

m2∈M2

〈ψs1,m1 ⊗ ψs2,m2 , ψs,m〉P (s1)
m1

Q(s2)
m2

son las componentes de un OTESI de rango s con |s1 − s2| ≤ s ≤ s1 + s2.

10. 11/09

Práctico y visita al Laboratorio de Resonancia Magnética Nuclear.

11. 16/09

Comentarios sobre op. tensoriales esféricos irreducibles:

(1) La fórmula para los elementos de matriz –en la base estandard– de un
operador vectorial V que conmuta con J2

〈ψj,m;µ(j),V ψj′,m′,ν(j′)〉 = δj,j′α(Ej;µ(j), ν(j))〈ψj,m,J [j]ψj,m′〉 ;
o sea: Todo operador vectorial que conmuta con J2 es proporcional a un mo-
mento angular irreducible J [j] de magnitud j en cada sub-bloque (µ(j), ν(j)) del
autoespacio Ej de J2. Ejemplo: todos los operadores vectoriales respecto de

J = S[1/2] ⊕ S[1/2] .

(2) Con las hipótesis y notación de (1), se tiene

~j(j + 1) α(Ej;µ(j), ν(j)) = ψj,m;µ(j),J · V ψj,m;ν(j) .

(3) Recapitulación: Si A y B son vectoriales respecto de J entonces A ·B es
escalar y A ∧B es vectorial respecto de J .

Si A
(1)
m y B

(1)
m denota la m-ésima (m ∈ M1) componente esférica de A respecti-

vamente B entonces

T
(2)
k :=

∑

m,ℓ∈M1

〈ψ1,m ⊗ ψ1,ℓ, ψ2,k〉A(1)
m B

(1)
ℓ , k ∈ M2 ,

son las componentes de un OTESI de grado 2. Expresiones explicitas en térmi-
nos de AjBk (i.e., componentes cartesianas).
Los 9 operadores AjBk con j, k ∈ {1, 2, 3} se pueden combinar linealmente para

formar los 9 operadores: A ·B; (A ∧B)j, j = 1, 2, 3; y T
(2)
k , k = ±2,±1, 0.

(4) Ejemplo de operadores vectoriales que no conmutan con J2.



6

12. 18/09

Primer parcial

13. 02/10

Part́ıculas idénticas: La discusión de part́ıculas idénticas en mecánica clásica y
cuántica. Diferencias y necesidad de modificar la noción de estado para part́ıcu-
las idénticas.
El grupo de permutaciones SN de N objetos y sus propiedades más básicas: per-
mutaciones y transposiciones; no conmutatividad; representaciones de permuta-
ciones como producto de transposiciones y paridad sgn de una permutación;
sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ).

Representación unitaria de SN en el espacio de Hilbert

HN := H⊗ H⊗ · · · ⊗ H︸ ︷︷ ︸
N factores

,

producto tensorial de N copias del espacio de Hilbert H de una part́ıcula:

Uσψ1 ⊗ ψ2 ⊗ · · · ⊗ ψN := ψσ(1) ⊗ ψσ(2) ⊗ · · · ⊗ ψσ(N)

y extensión lineal a todo HN . UsigmaUτ = Uστ . Caso general de spins de magnitud
s, H = L2(R3) ⊗ C

2s+1 ≡ ⊕m∈Ms
L2(R3) donde, identificando f1 ⊗ · · · ⊗ fN con

f1(ξ1)f2(ξ2) · · · fN(ξN),

(Uσf)
(
ξ1, ξ2, · · · , ξN) = f(ξσ−1(1), ξσ−1(2), · · · , ξσ−1(N)

)
.

Pregunta técnica importante: ¿Hay vectores Ψ en HN para los cuales cualquiera
sea σ ∈ SN se tienen complejos λσ de modo que

UσΨ = λσΨ ?

Ejemplo: caso N = 2, f (s) = f ± Uπf . El subespacio de vectores totalmente
simétricos (i.e., λσ ≡ 1) y el ortoproyector asociado1

S := (N !)−1
∑

σ∈SN

Uσ .

S = S∗ = S2 y UσS = SUσ = S. Subespacio totalmente simétrico

H
(s)
N = SHN .

Si Ψ ∈ H
(s)
N entonces UσΨ = UσSΨ = SΨ = Ψ.

1Lema: los mapas g 7→ hg y g 7→ gh son biyecciones de G para todo h ∈ G.
Consecuencia: Si G es un grupo finito y g 7→ Ug una representación unitaria entonces

∑
g∈G

Ug

es invariante ante multiplicación por cada Ug (desde la izq. o derecha).
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14. 07/10

Recapitulación (detallado) de la clase anterior.

Fórmula para la dimensión de H
(s)
N :

dim(H
(s)
N ) =

(
D +N − 1

N

)
,

donde D = dim(H).

El operador de antisimetrización

A := (N !)−1
∑

σ∈SN

sgn(σ)Uσ ,

con A = A∗ = A2 y AUσ = UσA = sgn(σ)A; y el subespacio totalmente
antisimétrico

H
(a)
N := AHN

de dimensión

dim(H
(a)
N ) =





(
D
N

)
, si D ≥ N

0 , si D < N

Si Ψ ∈ H
(a)
N entonces UσΨ = UσAΨ = sgn(σ)AΨ = sgn(σ)Ψ.

Se tiene

S + A =
2

N !

∑

{σ∈SN :sgn(σ)=1}

Uσ

y esto es 1 si y sólo si N = 2. En general

HN = H
(s)
N ⊕ H

(a)
N ⊕ H

(resto)
N

y Uσ deja invariante a cada uno de los tres subespacios con

Uσ = 1⊕ (sgn(σ)1)⊕ U (resto)
σ .

Además; respuesta a la pregunta técnica importante: Si Ψ ∈ HN es tal que
cualquiera sea σ ∈ SN existe λσ ∈ C de modo que UσΨ = λσΨ entonces

Ψ ∈ H
(s)
N o sino Ψ ∈ H

(a)
N . Demostración de esto.

15. 09/10

FALTA

16. 14/10

FALTA



8

17. 16/10

Método de Hartree-Fock.
Para N part́ıculas con Hamiltoniano H(1, 2, · · · , N) (actuando sobre HN =
H(1) ⊗ · · · ⊗ H(N) se puede preguntar: ¿Cual es el “mejor” estado producto? O
sea, buscar el

ı́nf
ψj∈H(j): ‖ψj‖=1 , j=1,2,··· ,N

〈ψ1⊗ψ2⊗· · ·⊗ψN , H(1, 2, · · · , N)ψ1⊗ψ2⊗· · ·⊗ψN〉HN
.

En el caso especial de que el Hamiltoniano no tenga interacciones entre las
part́ıculas (libres); o sea:

H(1, 2, · · · , N) =
N∑

j=1

1⊗ 1⊗ · · ·1︸ ︷︷ ︸
j−1

⊗hj ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
N−j

;

todos los autovectores son producto. Pero, si las part́ıculas son idénticas (H(j) =
H) y, además, fermiones; entonces ningún estado producto es totalmente anti-
simétrico de modo que hay que replantearse el problema variacional.
Se busca la “mejor” determinante de Slater

ı́nf
ψj∈H: ‖ψj‖=1 , j=1,2,··· ,N

〈ΨA
(ψ1⊗ψ2⊗···⊗ψN ), H(1, 2, · · · , N)ΨA

(ψ1⊗ψ2⊗···⊗ψN )〉HN

det(S)

(tener en cuenta que H(1, 2, · · · , N) es invariante ante permutaciones; ejemp-
lo átomo de N electrones en la aproximación del nucleo fijo con interacciones
electrostáticas Coulombianas solamente). Recordar la definición de ΨA

(φ1,··· ,φN )

y que {φ1, · · · , φN} ⊂ H es linealmente independiente si y sólo si la matriz de
Gram S no es singular o sea det(S) 6= 0. Además:
Lema: Sea L ⊂ H un subespacio de dimensión N y sean {φ1, φ2, · · · , φN} y
{ψ1, ψ2, · · · , ψN} dos conjuntos linealmente independientes de vectores de L;
entonces ΨA

(φ1,φ2,··· ,φN ) = zΨA
(ψ1,ψ2,··· ,ψN ) con z 6= 0.

Dem: el subespacio totalmente antisimétrico de L tiene dimensión

(
N
N

)
= 1.

Como la determinante de Slater no depende de la elección del conjunto de vec-
tores linealmente independientes sino del subespacio que estos vectore generan,
podemos plantear

(1) EHF := ı́nf
L⊂H: dim(L)=N

ΨA
(ψ1⊗ψ2⊗···⊗ψN ), H(1, 2, · · · , N)ΨA

(ψ1⊗ψ2⊗···⊗ψN )〉HN

det(S)
,

donde {ψ1, ψ2, · · · , ψN} es cualquier conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes de L. El método de Hartree-Fock obtiene las ec.de Euler-Lagrange para
este problema variacional. Analizamos el caso

(2) H = H(1, 2, · · · , N) =
N∑

j=1

h(j) +
1

2

∑

1≤j 6=k≤N

v(j, k)
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donde
h(j) = 1⊗ 1⊗ · · ·1︸ ︷︷ ︸

j−1

⊗h⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
N−j

siendo h el Hamiltoniano para una sola part́ıcula (h : H → H); y para j 6= k el
operador v(j, k) actua solamente sobre los factores j y k del producto tensorial
de modo que

〈ψ1 ⊗ · · · ⊗ ψN , v(j, k)(χ1 ⊗ · · · ⊗ χn)〉HN
= 〈ψj ⊗ ψk, v(χj ⊗ χk)〉H2

×
(

∏

1≤j 6=ℓ6=k≤N

〈ψℓ, χℓ〉H
)
,

donde v es un operador (de 2 part́ıculas) de H2 con UπvUπ = v (π(1) = 2,
π(2) = 1).
Ejemplo:

{v(j, k)Φ}(r1, r2, · · · , rN ) =
Φ(r1, r2, · · · , rN )

|rj − rk|
.

El Hamiltoniano H de (2) es entonces invariante ante permutaciones. Las ec.
de Euler-Lagrange para el problema (1) son entonces las ec. de Hartree-Fock

(3) H[φ1,φ2,··· ,φN ]φj = ǫjφj , j = 1, 2, · · · , N .

Esto seŕıan N problemas de autovalores para 1 part́ıcula (en H) si no fuera
que el “Hamiltoniano”H[φ1,φ2,··· ,φN ] depende de {φ1, φ2, · · · , φN} de modo que
(3) es realmente un complicado problema no-lineal acoplado. Abreviando Φ =
(φ1, φ2, · · · , φN) se tiene

H[Φ] = h+ Vd,[Φ] + Vex,[Φ]

con

Vd,[Φ] :=
N∑

j=1

V{φj |φj} , Vex,[Φ]ψ := −
N∑

j=1

V{φj |ψ}φj

y el operador V{α,β} actua en H, cualesquiera sean los vectores α, β ∈ H, de
modo que

〈ψ1, V{α|β}ψ2〉H = 〈ψ1 ⊗ α, v(ψ2 ⊗ β)〉H2

!
= 〈α⊗ ψ1, v(β ⊗ ψ2)〉H2 ,

para todo ψ1, ψ2 ∈ H. Ejemplificación de este operador para la interacción
electrostática Coulombiana:

(V{α|β}Ψ)(x) =

∫

R3

dy
α(y)β(y)

|x− y| Ψ(x) ;

En este ejemplo, el operador de potencial directo Vd,[Φ] es “local” ya que, sólo
es preciso conocer el valor de Ψ(x) para calcular cada sumando (V{φj |φj}Ψ)(x).
Mientras que el operador de potencial de intercambio Vex,[Φ] es altamente no-
local ya que los sumandos son

(V{φj |Ψ}φj)(x) =

∫

R3

dy
φj(y)Ψ(y)

|x− y| φj(x) =

∫

R3

dy vj(x,y)Ψ(y)
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un operador integral de núcleo

vj(x,y) =
φj(y)φj(x)

|x− y| .

¡ Cinco preguntas básicas sobre el método de Hartree-Fock y muy pocas re-
spuestas !

1. ¿ Hay soluciones a las ec. de Hartree-Fock (3)? Respuesta: Si
2. Suponiendo que [Φ] es solución de (3), ¿como hago para saber si corre-

sponde a un mı́nimo global de (1) en vez de algún punto cŕıtico irrelevante
? Respuesta: Arregleselas.

3. Si tengo todas las soluciones de (3) ¿ Hay garant́ıa de que una de ellas
corresponde a un mı́nimo global? O sea: ¿se asume el infimo en el problema
variacional (1) ? Respuesta (Lieb & Simon): Si cuando N ≤ Z (átomos o
cationes).

4. ¿Hay alguna garant́ıa de que una solución de (3) que corresponde a un
mı́nimo global de (1) sea tal que todos los orbitales involucrados son de
la forma φj(r,ms) = fj(r)gj(ms); i.e. sean productos de una función
espacial con una función del spin ? Respuesta: no se sabe.

5. ¿Que son esos “autovalores” ǫj? Explicación en el caso de átomos: en los
casos amables, son aproximaciones a las enerǵıas de ionización. Desarrollo
explicito del valor esperado de la enerǵıa para una solución de (3):

〈ΨA
[Φ], HΨA

[Φ]〉 =
1

2

N∑

j=1

(〈φj, hφj〉+ ǫj) .

Si [Φ] entrega un mı́nimo global de (1) y se omite el orbital φℓ y se obtiene
[Φ′] entonces

EHF − E[Φ′] = ǫℓ

donde E[Φ′] es la enerǵıa (de Hartree-Fock) para el sistema de N − 1
part́ıculas (una menos) obtenido con ΨA

[Φ′].

18. 20/10

Átomos I. El Hamiltoniano electrostático (coulombiano) básico y la sepa-
ración del centro de masa. El Hamiltoniano interno Hc (¡término de Hughes-
Eckart2!) y sus simetŕıas, rotación simultanea y permutación.

Caso de un electrón: átomos hidrogenoides. Correcciones ad-hoc: relativista
a la enerǵıa cinética, de Darwin y acoplamiento spin-órbita.

Propiedades cualitativas del espectro deHc como operador espacial en L2(R3)⊗
· · · ⊗ L2(R3). Umbral del espectro continuo = enerǵıa fundamental del sis-
tema con un electrón menos; espectro discreto debajo del umbral (no vacio

2Carl Eckart, el mismo de el Teorema de Wigner-Eckart.
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para cationes o átomos neutros); simplicidad de la enerǵıa fundamental y pos-
itividad de una autofunción correspondiente que es (por lo tanto) totalmente
simétrica (espacialmente). Consecuencia: en átomos de 3 electrones (Li, Ba+,
· · · ) el estado fundamental espacial totalmente simétrico no conduce al estado
fundamental f́ısico (no hay funciones tot. anti-simétricas del spin de 3 spins 1/2).

Hacia la aproximación de campo central:

Ho =
N∑

j=1

p2
j

2µ
+ Vj(rj) ,

Hc = Ho −
N∑

j=1

(
Ze2o
rj

+ Vj(rj)

)
+ e2o

∑

1≤j<k≤N

1

rj,k
− 1

M

∑

1≤j<k≤N

pj · pk ,

rj = |rj|, rj,k = |rj − rk|; donde el problema Ho es para N part́ıculas de-
sacopladas cada una en un potencial central. Incorporación ad-hoc de la inter-
acción spin-órbita via

Hso =
N∑

j=1

ξj(rj)Lj · Sj , ξj(r) =
1

2µ2r

dVj
dr

(r) .

19. 21/10

Átomos de 2 electrones (He, H−,...): La posibilidad de simetrizar o anti-
simetrizar por partes espacial y spin por separado simplifica la discusión.
Tratamiento variacional elemental en base al Ansatz Ψζ1,ζ2(r1, r2) = φζ1(r1)φζ2(r2),
con φζ(r) := const.e−ζr/a (ζ parámetro de carga efectiva y a el radio de Bohr del
electrón). Cálculo de los elementos de matriz y expresión para el valor esperado
de Hc sin sumando de Hughes-Eckart:

E(ζ1, ζ2) = E(ζ1) + E(ζ2) +
e2o
a

ζ1ζ2(ζ
2
1 + 3ζ1ζ2 + ζ22 )

(ζ1 + ζ2)2
.

De la convexidad estricta de (ζ1, ζ2) 7→ E(ζ1, ζ2) en el primer cuadrante de R
2

se desprende que el mı́nimo es único y ya que E(ζ1, ζ2) = E(ζ2, ζ1) este mı́nimo
es de la forma (ζ, ζ). Luego

mı́n
ζ1,ζ2≥0

E(ζ1, ζ2) = E(ζo, ζo) = −µe
4
o

~2
(Z − 5/16)2

con ζo = Z−5/16. El umbral del espectro continuo es E1(Z) = −µZ2e4o
2~2

y se tiene

E(ζo, ζo) < E1(Z) si y sólo si Z > 5
√
2/(16(

√
2 − 1)) ≈ 1, 067; de modo que

el átomo con dos electrones resulta estable respecto del átomo de igual carga
nuclear con un electrón menos si Z ≥ 2. Con esta cota superior variacional no
alcanza para garantizar que el anion H− sea estable.

Presentación del método perturbativo. El tratamiento “perturbativo” más sim-
ple es de presuponer que –después de despreciar el sumando de Hughes-Eckart–
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la repulsión interelectrónica es una corrección cuantitativamente pequeña a la
enerǵıa. Esto debe verificarse a posteriori y no será en general correcto.

Hc ≈ Ho + e2o/r1,2 , Ho = h(1) + h(2) = h⊗ 1+ 1⊗ h

con h el Hamiltoniano de un electrón en el campo coulombiano de una carga
Zeo

h =
1

2µ
p̂2 − Ze2o/r .

Este operador tiene un espectro discreto conocido En(Z) = −µZ2e4o
2~2n2 , n = 1, 2, · · · ,

de multiplicidad n2. Por lo tanto, el Hamiltoniano no perturbado Ho tiene un
espectro discreto

En1,n2 = −µZ
2e4o

2~2

(
1

n2
1

+
1

n2
2

)
, n1, n2 ∈ {1, 2, · · · } ,

con multiplicidad 2n2
1n

2
2, si n1 6= n2 y n4 si n1 = n2 = n. Si incluimos el spin

de los dos electrones estas multiplicidades se multiplican por 4 ya que Ho no
depende del spin. Para que En1,n2 caiga debajo del umbral del espectro continuo
de Hc que es E1(Z), o sea

En1,n2 < E1(Z)

es necesario (y suficiente) que n1 = 1 o bien n2 = 1. En otras palabras En1,n2

cae en el espectro continuo de Hc si n1 ≥ 2 y n2 ≥ 2. Ya que se trata de 2
part́ıculas idénticas podemos simetrizar o anti-simetrizar por partes. El sube-
spacio totalmente simétrico de los grados de libertad de spin coincide con el
triplete de spin de magnitud s = 1 o sea el subespacio generado por el sistema

ortonormal {χ[1]
k : k = 1, 0,−1}; mientras que el subespacio totalmente anti-

simétrico coincide con el singlete de spin de magnitud s = 0 o sea el subespacio

generado por el vector χ
[0]
0 . Por lo tanto debemos simplemente ver que autoval-

ores En1,n2 de Ho admiten autovectores espacialmente totalmente simétricos o
anti-simétricos. Para n1 = 1 o bien n2 = 1 (ya que En1,n2 = En2,n1) obtenemos
las siguientes autofunciones espaciales posibles en términos de las autofunciones
φn,ℓ,m (ℓ = 0, 1, · · · , n− 1, m ∈ Mℓ) del problema de h:

ψ
(+)
1,0,0 = φ1,0,0 ⊗ φ1,0,0 , E1,1 ;

ψ
(±)
n,ℓ,m = (φ1,0,0 ⊗ φn,ℓ,m ± φn,ℓ,m ⊗ φ1,0,0)/

√
2 , E1,n , n ≥ 2 .

Luego, las autofunciones totalmente anti-simétricas de Ho con enerǵıas debajo
del umbral del continuo son

Ψ1,0,0;0 = ψ
(+)
1,0,0 ⊗ χ

(0)
0 , para E1,1 de multiplicidad 1 ;

y, para E1,n con n ≥ 2 que tiene multiplicidad 4 × n2 cualquier combinación
lineal de

Ψn,ℓ,m;s =

{
ψ

(+)
n,ℓ,m ⊗ χ

[0]
0 , para s = 0

ψ
(−)
n,ℓ,m ⊗ χ

[1]
k , para s = 1 con k = 1, 0,−1

.

Las autofunciones totalmente anti-simétricas explicitadas son, además, autofun-
ciones de L2, de Lz, de S2 asi como de Sz.
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Lo que acabamos de hacer explicitamente en el caso de dos electrones puede
hacerse también en el caso de N > 2 aunque resulta bastante más laborioso ya
que no se obtienen todas las autofunciones totalmente anti-simétricas por la via
de simetrizar y anti-simetrizar separadamente los grados de libertad espaciales
y los grados de libertad de spin.
Suponga ahora que toma {Φj : j = 1, 2, · · · , k} un cierto número finito ar-
bitario K de autofunciones f́ısicas (o sea totalmente antisimétricas) y lineal-
mente independientes de Ho con HoΦj = EjΦj, y las usa como funciones de
base para el método de Ritz del Hamiltoniano Hc. Como sabemos, los pun-
tos estacionarios del funcional de enerǵıa coinciden con los autovalores {ǫj :
j = 1, 2, · · · , K} (enumerados teniendo en cuenta sus multiplicidades) de la re-
stricción de Hc al subespacio K-dimensional generado por estas autofunciones
{Φj : j = 1, 2, · · · , K} de Ho. A “primer orden” en la diferencia Hc − Ho

esperamos que estos autovalores sean de la forma

ǫj ≈ Ej + 〈Φj, (Hc −Ho)Φj〉
y, si la “corrección” a Ej es cuantitativamente pequeña relativa a |ǫj −Ej| esta-
mos, por lo menos, inclinados a aceptar el miembro derecho como aproximación
a ǫj. Está es, en términos simples, la ideoloǵıa detrás de los métodos de la(s)
teoŕıa(s) de perturbaciones estacionarias: obtener de manera sistemática correc-
ciones a los autovalores (y autofunciones) de Hamiltonianos de la forma Ho+W
a partir de la información (completa) de los autovalores y autofunciones de Ho.

Regresando al átomo, es de esperar que nuestra elección ingenua de Ho como
lo que queda omitiendo la repulsión interelectrónica, no es la mejor elección
ya que la “corrección” 〈Φj, (Hc − Ho)Φj〉 no será generalmente relativamente
chica. La llamada aproximación del campo central introducida en la clase pasada
mitiga está deficiencia. Tomamos

Ho =
N∑

j=1

(
1

2µ
p̂2
j + V (rj)

)

donde el potencial central efectivo V es a elegir de modo de capturar cuantita-
tivamente de la mejor manera posible los efectos de la presencia de otros N − 1
electrones. En otras palabras V deberá ser tal que

Hc −Ho = −
N∑

j=1

(
Ze2o
rj

+ V (rj)

)
+ e2o

∑

1≤j<k≤N

1

rj,k

− 1

M

∑

1≤j<k≤N

pj · pk + otros términos relevantes para la enerǵıa del sistema

resulte ser una “corrección” chica a Ho.

20. 23/10

Teoŕıa de Thomas y Fermi para el potencial efectivo: El planteo de la teoŕıa de
Thomas y Fermi parte de la electrostática con una densidad de carga eo(Zδ(r−
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ρ(r)) donde ρ es la densidad de posición para los electrones –que se supone
esféricamente simétrica– normalizada por

N =

∫

R3

drρ(r) = 4π

∫ ∞

0

r2ρ(r) dr .

El potencial electrostático φ correspondiente satisface la ec. de Poisson y como
V = −eoφ se obtiene una ec. de Poisson para el potencial (efectivo) central V

(∆V )(r) = 4πe2o(Zδ(r)− ρ(r)) .

El problema es que no se conoce ρ. Se recurre a la mecánica estad́ıstica a los
fines de obtener una relación entre el potencial y la densidad que nos permita
transformar la ec. de Poisson en una ec. diferencial para V .

Se considera un “gas ideal” de electrones libres (no-interactuantes) en una
caja finita de volumen v y “densidad” ρo = N/v. El Hamiltoniano de este
sistema es

H =
n∑

j=1

p̂2
j

2m

donde el operador momento se define con condiciones de contorno apropiadas
en la superficie de la caja3. El espectro del Laplaciano para la caja con condi-
ciones de contorno que garanticen que sea autoadjunto será puramente discreto
con autovalores {En : n = 1, 2, · · · } enumerados teniendo en cuenta la mul-
tiplicidad y de menor a mayor. Sea {φn : n = 1, 2, · · · } una base ortonormal
de autovectores con ∆φn = (2m/~2)Enφn. Entonces la determinante de Slater
ΨA

[ψ1,ψ2,··· ,ψN ] con (Szχ± = ±(~/2)χ± o sea χ± = ψ1/2,±1/2 en nuestra notación

usual)

ψ1 = φ1 ⊗ χ+ , ψ2 = φ1 ⊗ χ− , ψ3 = φ2 ⊗ χ+ , ψ4 = φ2 ⊗ χ− , · · ·
será el estado fundamental del sistema4. Habrá entonces una enerǵıa cinética
maximal correspondiendo a la enerǵıa cinética E[[N/2]] del último orbital que
aparece5. El momento de Fermi pF es aquel que satisface E[[N/2]] = p2F/(2m).
La mecánica estad́ıstica (cuántica) de este sistema de fermiones libres establece
que en el ĺımite “termodinámico” N → ∞, y V → ∞ con ρo = const., que

pF = ~(3π2ρo)
1/3 .

La enerǵıa (cinética) maximal de cada fermión es entonces

1

2m
p2F =

(3π2)2/3~2

2m
ρ2/3o .

3Piense, por ejemplo, en una caja cúbica de dimensión L con condiciones de Dirichlet.
4En el caso N impar, el ultimo “orbital” ocupado es φ(N+1)/2 ⊗ χ donde χ es un spinor

arbitario (y el estado fundamental tiene multiplicidad 2).
5[[x]] := mı́n{k ∈ N : k ≥ x}.
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Si se visualiza a los electrones en el átomo como un sistema en equilibrio en-
ergético de modo que la enerǵıa maximal en cada punto del espacio sea constante
(sino el sistema bajaŕıa en enrǵıa corriendo los electrones) entonces se tendrá

(4)
(3π2)2/3~2

2m
(ρ(r))2/3 + V (r) = C .

Expresando la densidad ρ en términos de V la ec. de Poisson se transforma en
una ecuación diferencial ordinaria no-lineal para V . Antes de hacer precisamente
esto, conviene recordar que ∆r−1 = −4πδ(r) y hacer el Ansatz

V (r) = −Ze2oΦ(r)/r + C ,

donde Φ es una función regular en el origen. Esto contempla la carga puntual
ubicada en el nucleo, exhibe V (r) ≍ −Ze2o/r para r → 0 y, además, (pre-
suponiendo que ρ(r) → 0 cuando r → ∞) cumpliŕıa con ĺımr→∞ V (r) = C.
Entonces, de (4),

ρ =

(
2m

(3π2)2/3~2
(C − V )

)3/2

=

(
2Z

(3π2)2/3ao

Φ

r

)3/2

,

donde ao = ~
2/(me2o) es el radio de Bohr. Es entonces necesario que Φ(r) ≥ 0.

Ahora, para r > 0, y recordando que para una función puramente radial f se
tiene ∆f = (rf)′′/r,

Ze2o
r

Φ′′(r) =
Ze2o
r

d2

dr2

(
r
Φ(r)

r

)
= Ze2o(∆

Φ

r
)(r)

= (∆(C − V ))(r) = −(∆V )(r) = 4πe2oρ(r) ;

o sea:

Φ′′ =
4πr

Z
ρ .

Entonces la ec. diferencial resulta

Φ′′ =
4

3π

(
2Z1/3

ao

)3/2
Φ3/2

√
r

;

lo que sugiere introducir la variable adimensional

x := α2

(
4

3π

)2/3

Z1/3 r

ao
, α = 2

(
4

3π

)2/3

Z1/3 ,

en términos de la cual la ec. diferencial para Φ como función de x > 0, i.e.
φ(x) := Φ(aox/α), es la ec.

√
xϕ′′ = ϕ3/2 , x > 0 ,

independiente de la carga nuclear Z (y de la cantidad de electrones N). Se debe
imponer la condición de que ϕ(x) ≥ 0 y además que ϕ(0) = 1 de modo que
se obtenga la atracción electrostática correcta −Ze2o/r para r → 0. De la ec.
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diferencial se obtiene inmediatamente que ϕ es en tal caso convexa. A los fines
de discutir la condición de normalización calculamos que para R > 0

4π

∫ R

0

r2ρ(r) dr =
4

3π

(
2Z

ao

)3/2 ∫ R

0

√
r(Φ(r))3/2 dr

= Z

∫ R

0

rΦ′′(r) dr = Z

∫ X

0

xϕ′′(x) dx = Z(Xϕ′(x)− ϕ(X) + 1)

donde X = αR/ao.
Por la convexidad se tiene

(5) ϕ′(y) ≤ ϕ(x)− ϕ(y)

x− y
≤ ϕ′(x) , 0 ≤ y < x .

Para determinar la condición de integrabilidad que impone la normalización
discutimos tres casos:

ϕ es creciente o sea ϕ′(x) ≥ 0. En este caso la ec. diferencial es válida en
toda la semirecta positiva. Tomando y > 0 fijo, para cualquier x > y se
tiene

ϕ′(x)− ϕ′(y) =

∫ x

y

ϕ′′(t)dt =

∫ x

y

(ϕ(t))3/2√
t

dt

≥ (ϕ(y))3/2
∫ x

y

t−1/2 dt = 2(ϕ(y))3/2(
√
x−√

y)

de modo que ĺımx→∞ ϕ′(x) = supx>0 ϕ
′(x) = ∞. Además, por (5), ϕ(x) ≤

ϕ(y) + ϕ′(x)(x− y) de modo que

4π

∫ R

0

r2ρ(r) dr = Z(Xϕ′(X)− ϕ(X) + 1)

≥ Z(Xϕ′(X) + 1− ϕ(y) + (y −X)ϕ′(X)) = 1− ϕ(y) + yϕ′(X) ;

y deducimos que ĺımR→∞

∫ R
0
r2ρ(r) dr = ∞.

ϕ no es monótona. Por la convexidad ϕ tiene un único mı́nimo local
que es global. Sea a el punto donde ϕ es minimal. Para x > a tenemos
ϕ′(x) ≥ 0. Entonces, ya que a > 0, y tomando y = a en la discusión
inmediatamente anterior, obtenemos ϕ′(x) ≥ 2(ϕ(a))3/2(

√
x − √

a) para
x > a; de donde ĺımx→∞ ϕ′(x) = ∞. Como en el item anterior se tiene
para R lo suficientemente grande que

4π

∫ R

0

r2ρ(r) dr = Z(Xϕ′(X)− ϕ(X) + 1)

≥ Z(1− ϕ(a) + aϕ′(X)) ;

y nuevamente ĺımR→∞

∫ R
0
r2ρ(r) dr = ∞.

ϕ es decreciente, o sea ϕ′(x) ≤ 0. Con la convexidad, ϕ′ es creciente.
Tenemos dos casos posibles: i) ϕ está definida en toda la semi-recta real
positiva; o bien ii) ϕ está definida en un segmento finito (semi-abierto)
[0, c) de esta semi-recta.
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Discutimos primeramente el caso de la semi-recta infinita. Sea m :=
ı́nf0<x ϕ(x) = ĺımx→∞ ϕ(x) y s := supx>0 ϕ

′(x) = ĺımx→∞ ϕ′(x). Entonces
m ≥ 0 y s ≤ 0. Suponga que s < 0; entonces de (5)

ϕ(x) ≤ ϕ(y) + ϕ′(x)(x− y) ≤ ϕ(y) + s(x− y)

cuando 0 < y < x y por ende deducimos ϕ(x) < 0 para x lo suficiente-
mente grande. Esta contradicción implica que s = 0.
Nuevamente (5) implica

0 ≥ xϕ′(x) ≥ ϕ(x)− ϕ(y) + yϕ′(x) ≥ m− ϕ(y) + yϕ′(x) .

De aqúı tomando ĺımites superior e inferior x→ ∞ obtenemos

0 ≥ ĺım sup
x→c

[xϕ′(x)] ≥ ĺım inf
x→c

[xϕ′(x)] ≥ m− ϕ(y) ;

y con y → ∞ deducimos que ĺımx→∞[xϕ′(x)] = 0. Y, entonces la condición
de integrabilidad implica

N = ĺım
R→∞

4π

∫ R

0

r2ρ(r) dr = Z ĺım
X→∞

(Xϕ′(X)− ϕ(X) + 1) ;

o sea:

0 ≤ m := ĺım
x→∞

ϕ(x) =
Z −N

Z
.

Si el átomo es neutro o positivamente cargado (Z ≥ N), la ec. de Thomas-
Fermi es √

xϕ′′ = ϕ3/2 , x > 0

con
ϕ(0) = 1 , ĺım

x→∞
ϕ(x) = (Z −N)/Z .

Pasamos al segmento de recta finito [0, c]. Apelando a la teoŕıa de ec.
dif. ordinarias de segundo orden se puede demostrar que ϕ(c) = 0 (sino
ϕ(c) > 0 nos permite extender la solución un poquito más a la derecha).
Ahora, con s := ı́nf0<x<c ϕ

′(x) = ĺımx→c− ϕ
′(x) obtenemos

N = Z ĺım
X→c−

(Xϕ′(X)− ϕ(X) + 1) = Z(cs+ 1) ;

o sea:
0 ≤ −cϕ′(c) = (Z −N)/Z .

Nuevamente se impone la condición Z ≥ N . En el caso neutro Z = N
obtenemos ϕ(c) = ϕ′(c) = 0 y por la unicidad de la solución cerca de
x = c, ϕ ≡ 0. En el caso Z > N la ec. de Thomas-Fermi es

√
xϕ′′ = ϕ3/2 , 0 < x < c ,

con
ϕ(0) = 1 , ϕ(c) = 0 , cϕ′(c) = (N − Z)/Z .

Esta ec. puede no tener solución ya que la condición subsidiaria cϕ′(c) =
(N − Z)/Z no es necesariamente compatible con las condiciones de con-
torno.
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Resumiendo, para átomos neutrales buscamos la solución de la ec. de
Thomas-Fermi en toda semirecta con ϕ(0) = 1 y ĺımx→∞ ϕ(x) = 0. Mien-
tras que en el caso de átomos de carga total positiva tenemos dos can-
didatos: ϕ > 0 en toda la semirecta con ĺımx→∞ ϕ(x) = (Z − N)/Z; o
bien ϕ con soporte finito y las condiciones de borde explicitadas. Para
átomos de carga total negativa (N > Z) la teoŕıa de Thomas-Fermi no se
aplica.

Introducción y discusión somera de la aproximación de campo central.

21. 28/10

Teoŕıa de perturbaciones estacionarias.
Ejemplo introductorio: El Problema 1 del primer parcial

H(B) =
−K
~2

S1 · S2 −B(γ1S1,z + γ2S2,z , B ≥ 0

donde S1 y S2 son dos spins 1/2 de razón giromagnética γ1 (resp. γ2). Dis-
cusión del espectro exacto via autoespacios de S2 y Sz, y expansión de Taylor
de los autovalores alrededor de B = 0. Objetivo de una teoŕıa de perturbaciones.

Formalismo: H(λ) = Ho + λV donde λ es real y variable (en un entorno de
λ = 0). Suponemos que E(λ) es autovalor aislado de multiplicidad finita de
H(λ) con autofunción correspondiente ψ(λ) con

E(λ) =
∑

n≥0

λnǫn , ψ(λ) =
∑

n≥0

λnψn .

Cálculos formales igualando los factores de cada potencia de λ a derecha e
izquierda de H(λ)ψ(λ) = E(λ)ψ(λ) conduce a una jerarqúıa de ecuaciones
(lineales inhomogeneas para ψn):

(6) Hoψo = ǫoψo ;

(7) Hoψ1 + V ψo = ǫoψ1 + ǫ1ψo ;

(8) Hoψp + V ψp−1 = ǫoψp + ǫ1ψp−1 + · · ·+ ǫpψo ;

La p-ésima ec. determina a ψp y a ǫp en términos de todas las correcciones de
ordenes menores ψo, · · · , ψp−1 y ǫo, · · · , ǫp−1.
De (6) obtenemos

ǫo es autovalor de Ho y ψo es autofunción de Ho a ese autovalor .

Con ǫo = E(0) y E(0) = EE(o)(Ho) par el correspondiente autoespacio de
dimensión m(0), tenemos las sig. tres ec. equivalentes para ψo y ǫ1:

m(o)∑

j=1

〈φk, V φj〉 = ǫ1ck , k = 1, 2, · · · ,m(o) ,
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donde {φk : k = 1, 2, · · · ,m(o)} es base ortonormal de E(0);

Vc = ǫ1c ; en C
m(o) ,

donde V es la matriz autoadjunta m(o)×m(o) de elementos Vj,k = 〈φj, V φk〉;

V (E(0))ψo = ǫ1ψo ,

donde V (E(0)) es la proyección sobre E(0) de la restricción de V a E(0),

V (E(0)) := P (0)V |E(0) ,

con P (0) el ortoproyector sobre E(0). Esto determina a ǫ1 como un autovalor
(cualquiera de ellos) de V (E(0)) y a ψo como una autofunción en E(0) (cualquiera
de ellas) a ese autovalor. Esto determina a orden 1 a E(λ) y a orden 0 a ψ(λ):

E(λ) = E(0) + λEj(1) +O(λ2) , ψ(λ) = ψj(0) +O(λ) ,

donde

V (E(0))ψj(0) = Ej(1)ψj(0) .

Esto indica que de E(0) salen tantas curvas λ 7→ E(λ) como autovalores tiene el
problema m(o)-dimensional determinado por V (E(0)); estos autovalores son las
pendientes en λ = 0 de estas curvas. Se tiene

〈ψj(0), H(λ)ψj(0)〉 = (E(0) + λEj(1))‖ψj(0)‖2 .

La componente de ψ1 en E(0) no está univocamente determinada; si lo está en
cambio la componente Φ de ψ1 en el complemento ortogonal de E(0):

Φ = −(Ho − E(0))−1QV ψo ,

donde Q := 1− P (0).

Lema: Si A = A∗ y el subespacio L es A-invariante entonces L⊥ es A-
invariante.

22. 30/10

Teoŕıa de perturbaciones estacionarias (continúa). Uso de la libertad de nor-
malización para pedir

‖ ψo ‖= 1 , 〈ψo, ψn〉 = 0 , n ≥ 1 .

Correciones a segundo orden de autovalores. Fórmulas expĺıcitas cuando el
Hamiltoniano tiene espectro puramente discreto.
Tratamiento del Hamiltoniano del ejemplo introductorio (Problema 1 del primer
parcial): se obtienen las series de Taylor hasta segundo orden de los autovalores
exactos.
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23. 4/11

Estructura fina de átomos hidrogenóides y efecto Zeeman (acoplamiento de
los momentos orbitales y magnéticos con un campo magnético).
Ho = (1/2m)p2 − Z(e2o/η)r

−1; correcciones relativistas al momento HK =
(−1/2mc2)(p2/2m)2, término de DarwinHD = (Ze2o~

2π/2m2c2)δ(r) y acoplamien-
to spin-órbita HLS = (Ze2o/2m

2c2)r−3L · S. Efecto Zeeman HB = −µB(L +
2S) · B; posibilidades de distintas estrategias perturbativas dependiendo de
cual es el término dominante. Descripción de Ho; sistema ortonormal {φn,j,m;ℓ

con Hoφn,j,m;ℓ = Enφn,j,m;ℓ, J
2φn,j,m;ℓ = ~

2j(j+1)φn,j,m;ℓ, Jzφn,j,m;ℓ = ~mφn,j,m;ℓ

y L2φn,j,m;ℓ = ~
2ℓ(ℓ + 1)φn,j,m;ℓ. HK , HD y HLS son escalares respecto de J (y

de L y S);

〈φn,j,m;ℓ,




HK

HD

HLS


φn′,j′,m′;ℓ′〉 = δj,j′δm,m′δℓ,ℓ′ 〈φn,j,m;ℓ,




HK

HD

HLS


φn′,j,m;ℓ〉 .

24. 6/11

Átomos con dos o más electrones.
Aproximación de campo central; hamiltoniano para un sólo electrón en campo
central efectivo: h = (−~

2/2m)∆+V (r); autofunciones ψn.ℓ,m y orbitales ψn,ℓ,m⊗
χσ. Configuración y términos (nℓ)k de multiplicidad

(
2(2ℓ+ 1)

k

)
. Diccionario

ℓ vs. s, p, d , f . Ordenamiento energético “normal”: 1s;2s,2p;3s,3p;4s,3d,4p;
5s,4d,5p;6s,4f ,5d,6p;7s,6d,7p,· · · .
Tratamiento perturbativo:

Ho =
N∑

j=1

h(j) =
N∑

j=1

(−~
2

2m
∆j + V (rj)

)
,

H1 =
N∑

j=1

(−Ze2o
ηrj

− V (rj)

)
,

H2 =
N∑

j=1

ξ(rj)Lj · Sj , ξ(r) :=
1

2m2r

dV

dr
(r) ,

H3 =
∑

1≤j<k≤N

e2o
ηrj,k

.

A una dada configuración (n1ℓ1)
k1(n2ℓ2)

k2 · · · (npℓp)kp (con k1+k2+· · ·+kp = N)
del átomo, considerese las determinantes de Slater construidas a partir de todas
las g elecciones de N orbitales posibles en esa configuración: Φα, Φβ, etc. Todas
estas determinates de Slater son autovectores de Ho al mismo autovalor Eo.
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Por ejemplo: Z = N = 6 (o sea carbono) y configuración (1s)2(2s)2(2p)2;
entonces los orbitales ocupados son:

ψ1,0,0 ⊗ χ+ ψ1,0,0 ⊗ χ− , ψ2,0,0 ⊗ χ+ , ψ2,0,0 ⊗ χ− ,

y dos arbitarios del siguiente conjunto de 6 orbitales:

{ψ2,1,m ⊗ χµ : m = 1, 0,−1 , µ = ±1/2} .
Hay entonces g = 15 determinantes de Slater asociadas con esta configuración.

A primer orden en H ′ := H1+H2+H3 se necesitan los autovalores de la matriz
g × g

M := (〈Φα, H
′Φβ〉) .

Ya que H1 =
∑N

j=1W (j) donde W es el operador puramente radial para un

electrón dado por W (r) := −Ze2o/(ηr)− V (r), tendremos

〈Φα, H1Φβ〉 = δα,β
∑

n,ℓ

∫ ∞

0

|Rn,ℓ(r)|2W (r)r2dr

︸ ︷︷ ︸
W(n,ℓ)

,

donde la suma es sobre los pares (n, ℓ) que aparecen en la configuración repetidos
tantas veces como lo indica k en (n, ℓ)k. Los autovalores de M son entonces de
la forma

∑
(n,ℓ)W(n,ℓ) + E ′ donde E ′ es un autovalor de la matriz

K = (〈Φα, (H2 +H3)Φβ〉) .
Ya que [Lj, h(j)] = [Lj,W (j)] = 0 para j = 1, 2, · · · , N pues tanto h como

W son operadores escalares respecto de r̂ ∧ p̂, tenemos

[L, Ho] = [L, H1] = 0 .

Además, Lj+Lk con j 6= k es el generador de rotaciones espaciales simultaneas
de las part́ıculas j y k; y, ya que rj,k = |rj − rk| es invariante ante estas rota-
ciones simultaneas, tendremos [Lj + Lk, f(rj,k)] = 0 cualquiera sea la función
f . Entonces

[L, H3] ∝
∑

1≤j<k≤N

[L, r−1
j,k ] =

∑

1≤j<k≤N

[Lj +Lk, r
−1
j,k ] = 0 .

Y, luego, [L, Ho +H ′] = [L, H2] 6= 0.
Los operadores Ho, H1 y H3 no dependen de los grados de libertad asociados al
spin de los electrones de modo que, también, [S, Ho] = [S, H1] = [S, H3] = 0 y
[S, Ho +H ′] = [S, H2] 6= 0. En consecuencia: [J , Ho] = [J , H1] = [J , H3] = 0 y
[J , Ho +H ′] = [J , H2] 6= 0.

25. 11/11

Continuación: acoplamiento de Russell-Saunders o LS.
Toda capa llena (nℓ)4ℓ+2 contribuye L = 0 y S = 0 al momento angular total y
al spin total. Términos:
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(np)1 , (np)5 2P

(np)2 , (np)4 1D , 3P , 1S

(np)3 4S , 2P , 2D

(nd)1 , (nd)9 2D

(nd)2 , (nd)8 1S , 3P , 1D , 3F , 1G

(nd)3 , (nd)7 2P , 4P , 2× 2D , 2F , 4F , 2G , 2H

(nd)4 , (nd)6 2× 1SP , 2× 3P , 2× 1D , 3D , 5D
1F , 2× 3F , 2× 1G , 3G , 3H , 1J

(nd)5 2S , 6S , 2P , 4P , 3× 2D , 4D , 2× 3F
4F , 2× 2G , 4G , 2H , 2J

Cuando hay multiplicidades (e.g. (n2)3) la matriz no es diagonal y debo cal-
cular las raices de

det(〈L, S,M,Λ;α|H3|L, S,M,Λ; β〉 − E ′δα,β) ;

se obtiene Eo + E ′ = E(L, S) que no depende de (M,Λ) pues [H3, L3] =
[H3, S3] = 0. Se toma el acoplamiento spin-órbita H2 como perturbación (este
término no conmuta ni con L3 ni con S3); se levanta la degeneración en (M,Λ)
de E(L, S). Los elementos de matriz son

〈L, S,M ′,Λ′|H2|L, S,M,Λ〉 =
N∑

j=1

ξnj ,ℓj

〈||(L ·Lj)||L〉 〈||(S · Sj||S〉
L(L+ 1)S(S + 1)

×〈L, S,M ′,Λ′|(L · S|L, S,M,Λ〉 ,
donde

ξn,ℓ =
1

2m

∫ ∞

0

|Rn,ℓ(r)
2r(dV/dr) dr .

Se obtiene E(L, S) + E ′′ = E(L, S, J) y si en la coinfiguración hay solamente
una (o ninguna) capa no llena, entonces

E(L, S, J) =
1

2
ξn,ℓ

(
J(J + 1)− L(L+ 1)− 3

4

)
× A(L, S)

con

A(L, S) =
N∑

j=1

〈||(L ·Lj)||L〉 〈||(S · Sj||S〉
L(L+ 1)S(S + 1)

.
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Siempre para una sola capa no llena se obtiene

A(L, S)





≥ 0 , si N < 2ℓ+ 1
= 0 , si N = 2ℓ+ 1
≤ 0 , si N > 2ℓ+ 1

.

Comportamiento cualitativo del esquema energético.

Regla (emṕırica) de Hund.

Acoplamiento jj. Cuando el acoplamiento spin-órbita es dominante y ya que
ξ(rj)(Lj · Sj) es escalar respecto de Jj, se considera el sistema ortonormal

{ΨA
(n1,ℓ1,j1,m1),(n2,ℓ2,j2,m2),···(nN ,ℓN ,jN ,mN )}

donde los orbitales (n, ℓp, jp,mp) son autofunciones simultaneas de h, de L2, de
J y de Jz (para una part́ıcula). Se obtiene

E((n1, ℓ1, j1,m1), (n2, ℓ2, j2,m2), · · · (nN , ℓN , jN ,mN))

= Eo +
∑

n,ℓ

I(n, ℓ) +
1

2

N∑

p=1

ξnp,ℓp(jp(jp + 1)− ℓp(ℓp + 1)− 3/4) .

El cálculo perturbativo a primer orden de H3 produce las correcciones per-
tinentes. Este acoplamiento es relevante para algunos átomos pesados. Y es
absolutamente indispensable para nucleos (agregados de protones y neutrones).
Moléculas. Aproximación de Born-Oppenheimer. Idea básica: posiciones nu-

cleares congeladas y problema para N electrones en el potencial electrostático
(externo) generado. Simetŕıas del Hamiltoniano H(R) y su espectro; hipersu-
perficies de Born-Oppenheimer R3K ∋ R 7→ En(R).

Introdución de la aproximación adiabática.

26. 13/11

2do parcial.

27. 18/11

Aproximación adiabática para sistemas moleculares. Cotas para la enerǵıa
fundamental.

Comentarios generales sobre la evolución temporal de un sistema cuántico. El
caso conservativo: i~dψt/dt = Hψt, ψ0 = ψ es equivalente a dUt/dt = −(i/~)Ut,
Uo = 1 con solución Ut = e−iHt/~ y ψt = Utψ. En general para un sistema
no-conservativo (e.g. forzado), H(t) con H(t)∗ = H(t) y

i~dψt/dt = H(t)ψt , ψo = ψ ;

o bien
i~dUt/dt = H(t)Ut , Uo = 1 .
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Si H(t)H(s) = H(s)H(t) entonces

Ut = exp{(−i/~)
∫ t

0

H(s)ds} .

La ec. de Schrödinger es equivalente a las ec. integrales

ψt = ψ − (i/~)

∫ t

0

H(s)ψs ds , Ut = 1− (i/~)

∫ t

0

H(s)Us ds ,

para las cuales es inmediato verificar que las series infinitas

ψt =

(
∑

n≥0

(−i/~)n
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn)

)
ψ

Ut =

(
∑

n≥0

(−i/~)n
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn)

)
1

son, formalmente, las soluciones. Estoe se puede reescribir en términos del op-
erador de ordenamiento temporal T como

ψt =

(
∑

n≥0

(−i/~)n
n!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 · · ·
∫ t

0

dtnT{H(t1)H(t2) · · ·H(tn)}
)
ψ

Ut =

(
∑

n≥0

(−i/~)n
n!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 · · ·
∫ t

0

dtnT{H(t1)H(t2) · · ·H(tn)}
)

1 .


