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Práctico 2
Espacio Tangente y
Particiones de la Unidad

1. Sea M una variedad diferenciable, I un intervalo en R y γ : I→M una curva diferenciable.
La velocidad de γ en el instante t ∈ I, que se denota por γ ′(t), es por definición el vector
tangente que satisface γ ′(t)( f ) = d

ds

∣∣∣
0

f (γ(t + s)) para toda función diferenciable definida

en un entorno abierto de γ(t) en M.
(a) Mostrar que efectivamente γ ′(t) ∈ Tγ(t)M.

(b) Probar que γ ′(t) = (dγ)t

(
∂

∂ s

∣∣∣
t

)
∈ Tγ(t)M, donde ∂

∂ s

∣∣∣
t
∈ TtR es el vector tangente a R

en t asociado al sistema coordenado canónico (R, id = s).
(c) Mostrar que si (U,ϕ = (x1, . . . ,xn)) es un sistema coordenado de M alrededor de γ(0)

y (ϕ ◦ γ)(t) = (r1(t), . . . ,rn(t)) para t próximo a cero, entonces

γ
′(0) =

n

∑
i=1

r′i(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣
γ(0)

.

(d) Mostrar que para todo p ∈ M y todo v ∈ TpM se cumple que v = σ ′(0) para alguna
curva diferenciable σ en M con σ(0) = p.

2. Sea π la proyección canónica de S2 al proyectivo P2. Mostrar que la función f : P2→ R
dada por f (π(x,y,z)) = x6yz+ 3x4y3z está bien definida y es diferenciable. Probar que
v( f ) = 0 para todo v ∈ Tπ(1,0,0)P2.

3. Sean M y N variedades diferenciables, y sean π1 : M×N → M y π2 : M×N → N las
proyecciones canónicas. Considerar en M×N la estructura diferenciable producto.
(a) Mostrar que una función f de una variedad diferenciable en M×N es diferenciable si

y sólo si π1 ◦ f y π2 ◦ f lo son.
(b) Fijamos p∈M y q∈N. Se definen iq : M→M×N por iq(p′)= (p′,q), e ip análogamente.

Se definen también las aplicaciones F : TpM×TqN→ T(p,q)(M×N) por

F(X ,Y )( f ) = X( f ◦ iq)+Y ( f ◦ ip),

y G : T(p,q)(M×N)→ TpM×TqN por

G(v) = (dπ1(v),dπ2(v)).

Mostrar que, en efecto, F(X ,Y ) ∈ T(p,q)(M×N). Probar que G ◦F = idTpM×TqN y
deducir de allı́ que T(p,q)(M×N) y TpM×TqN son isomorfos.

4. Mostrar que si f : M→ N es una función diferenciable, entonces d f : T M→ T N es dife-
renciable.

5. Probar que T S1 es difeomorfo al cilindro S1×R.
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6. Sea (R3, id = (x,y,z)) el sistema coordenado canónico de R3. Encontrar otro sistema co-
ordenado (R3,ϕ = (ξ ,η ,ζ )) con x = ξ pero tal que ∂

∂x

∣∣∣
0
6= ∂

∂ξ

∣∣∣
0
. De hecho, usualmente

abusamos de la notación no escribiendo a cuál sistema coordenado corresponde un vec-
tor tangente dado. Cuando esto no está claro, como en este caso, conviene indicarlo, por
ejemplo, con un supraı́ndice,

∂ id

∂x

∣∣∣∣
0
,

∂ ϕ

∂ξ

∣∣∣∣
0
.

7. Demostrar que la función definida por

f (t) =

{
e−1/t , si t > 0
0, si t ≤ 0

es de clase C∞. Sugerencia: Probar que para t > 0, f (n)(t) = qn(1/t)e−1/t para cierto
polinomio qn.

8. (a) Dar explı́citamente una partición de la unidad subordinada al cubrimiento

{S1−{(0,1)},S1−{(−1,0)}}
de S1.

(b) Sea {Uα} un cubrimiento abierto de una variedad diferenciable. Mostrar que existe un
refinamiento abierto localmente finito {Vα} tal que V̄α ⊂Uα para todo α . Sugerencia:
usar particiones de la unidad.

9. (a) Sea M una variedad diferenciable. Mostrar que M admite una estructura riemanniana,
es decir, existe una aplicación B que a cada punto p ∈M le asigna un producto interno
Bp en TpM de tal forma que si (U,(x1, . . . ,xn)) es un sistema coordenado de M, en-

tonces se cumple que la función de U en R dada por p 7→ Bp

((
∂

∂xi

)
p
,
(

∂

∂x j

)
p

)
es

diferenciable para todos i, j. Sugerencia: usar particiones de la unidad.
(b) ¿Cómo se definirı́a la longitud de una curva diferenciable α : [0,1]→M?


