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Práctico 5
Álgebra Exterior

En lo que sigue, {ei : i = 1, . . . ,n} denota la base dual de la base canónica de Rn.

1. (a) Sean v1, . . . ,vn ∈ Rn y sea P = {t1v1 + · · ·+ tnvn : 0 ≤ ti ≤ 1} el paralelepı́pedo gene-
rado por v1, . . . ,vn. Verificar que vol(P) = |det(v1, . . . ,vn)|.

(b) Calcular el área del triángulo en R2 con vértices (0,0), (1,3) y (2,5).

2. (a) Simplificar las siguientes expresiones:

(e2∧ e3 + e3∧ e1)∧ (5e1− e2); e1∧ e5∧ e4∧ (e1∧ e4 + e4∧ e2).

(b) Mostrar que si a,b,c ∈ Λ1(Rn∗), entonces a∧b+b∧ c+ c∧a = (a−b)∧ (b− c).
(c) Sea f ∈ Λp(V ∗). Mostrar que si p es par, entonces f conmuta con todos los elementos

de Λp(V ∗).

3. (a) Mostrar que el subconjunto {θ1, . . . ,θm} de V ∗ es linealmente independiente si y sólo
si θ1∧·· ·∧θm 6= 0.

(b) Mostrar que 2e1 +3e2− e3, e1 +2e2, e1−2e3 son linealmente dependientes.
(c) Probar que dos conjuntos linealmente independientes {θ1, . . . ,θr} y {ξ1, . . . ,ξr} son

bases del mismo subespacio r-dimensional de V ∗ si y sólo si

θ1∧·· ·∧θr = cξ1∧·· ·∧ξr,

para algún c 6= 0; y en tal caso c = detB, donde θi = ∑ j Bi jξ j.

4. Sean ϕ1 : Λ1(R3∗) → R3, ϕ2 : Λ2(R3∗) → R3 y ϕ3 : Λ3(R3∗) → R, los isomorfismos
canónicos, i.e., los isomorfismos dados por ϕ1(ei) = ei, para i = 1,2,3; ϕ2(e1 ∧ e2) =
e1, ϕ2(e1 ∧ e3) = e2, ϕ2(e2 ∧ e3) = e3; y ϕ3(e1 ∧ e2 ∧ e3) = 1. Probar que las siguientes
igualdades valen cualesquiera sean ω,θ ,ξ ∈ Λ1(R3∗):
(a) ϕ2(ω ∧θ) = ϕ1(ω)×ϕ1(θ), en donde × es el producto cruz en R3;
(b) ϕ3(ω ∧θ ∧ξ ) = 〈ϕ1(ω),ϕ1(θ)×ϕ1(ξ )〉.

5. Un elemento α de Λp(V ∗) se dice descomponible si existen θ1, . . . ,θp ∈V ∗ tales que α =
θ1∧·· ·∧θp (dimV = n).
(a) Mostrar que α ∧α = 0 si α es descomponible.
(b) Mostrar que e1∧ e2 + e3∧ e4 no es descomponible (V = R4).
(c) Suponer que V tiene dimensión n y sea ω una función n-lineal alternante no nula en

V . Probar que la aplicación F : V → Λn−1(V ∗) definida por F(v) = ιvω = ω(v, . . .) es
un isomorfismo de espacios vectoriales.

(d) Si dimV = n, entonces toda α ∈ Λp(V ∗) es descomponible si p = 1, n−1 o n.
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6. (a) Sean ω1, . . . ,ωk ∈ Λ1(V ∗) y sea v ∈ V . Desarrollando el determinante por menores
complementarios probar que

ιv(ω1∧·· ·∧ωk) =
k

∑
i=0

(−1)i+1
ω1∧·· ·∧ωi(v)∧·· ·∧ωk.

(b) Concluir que la multiplicación interior ιv es una antiderivación de Λk(V ∗), es decir que

ιv(ω ∧η) = ιv(ω)∧η +(−1)k
ω ∧ ιv(η)

para todas ω ∈ Λk(V ∗), η ∈ Λ`(V ∗).

Ejercicios opcionales.

7. Una forma simpléctica en V es una 2-forma ω ∈Λ2(V ∗) tal que ω(x,y) = 0 para todo y∈V
implica que x = 0 (i.e., ω es no-degenerada). Probar que V admite una forma simpléctica
si y sólo si dimV es par. Exhibir una forma simpléctica “natural” en R2n.

8. Sea Θ : Rn→M(n,R), x 7→ Θx, una transformación lineal tal que Θx es una matriz anti-
simétrica para cada x. Supongamos que Θxx = 0 para todo x ∈ Rn.
(a) Probar que ω(x,y,z) = 〈Θxy,z〉 define un elemento en Λ3(Rn∗).
(b) Asumamos que n es par. Probar que si para cada x ∈ Rn, Θx conmuta con la multipli-

cación por i =
√
−1 en Rn ' Cn/2, entonces Θ = 0.


