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Practico 1
Espacios Topolégicos

1. Sean x = (x1,...,x,),y = (¥1,...,yn) € R". Verificar que las siguientes aplicaciones son
distancias en R".
e d(x,y) = max |x; —y;|.
(x,y) lgign‘ i — yil

n
ed(x,y) =Y Ixi—il.
i=1

1/2
n
ed(x,y) = Z(x,- — y,~)2 , llamada distancia usual o euclidea (Sugerencia: usar la
i=1
desigualdad de Cauchy-Schwarz).
Para cada una de estas distancias en R? graficar B(0,1).

2. Consideremos Cla,b] = {f : [a,b] — R : f es continua}. Probar que

b
a(f.g)= [ 11(0) - go)las
a
es una métrica en C[a,b|. Ver en un grafico qué mide esta distancia.

3. Dado un espacio métrico (X,d) y A C X no vacio, definimos el didmetro del subconjunto

A como
diam(A) = sup d(a,b).
a,beA

Por otro lado, dado x € X, la distancia de x al conjunto A se define como
d(x,A) = infd .
(x,4) = infd(x,a)

Finalmente, si B C X, también no vacio, definimos la distancia entre A y B como
d(A,B)= inf d(a,b).
( ) acA,beB ( )

Probar que:

(a) x € Asiy sélosid(x,A)=0.

(b) La desigualdad d(A,B) < d(A,C) +d(C,B) puede no valer (dar un ejemplo). Sin
embargo, se verifica que d(A,B) < d(A,C) +diam(C) +d(C,B).

(c) Existen A, B tales que d(A,B) =0y ANB=0.

(d) |d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y), lo cual implica que, fijado A, la funcién dy : X — R
definida por d4 (x) = d(x,A) es continua.

4. Hallar todas la topologias en X = {a,b} y X = {a,b,c}.

5. Sea X un conjunto. Probar que las siguientes son topologias en X.
(a) T={A C X :A es finito} U {0}.
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(b) T={A C X :A°esnumerable} U{0}.

(c) Ty ={A C X :x0 € A}U{0}, donde x es un punto fijo en A.
(d) —xy={ACX:xo €A} U{X}.
.S
(

6. Sean I, el intervalo (—o0,a) y D, el intervalo (a, o).
) Probarque 7; ={l,:a e R}U{O,R} y 1, = {D, :a € R} U{0,R} son topologias en R.

a
(b) Sien 7; y T, hacemos variar a € Q, ;las familias resultantes son topologias en R?

7. Consideremos en N la topologia 7 formada por el conjunto vacio y los conjuntos E, =
{n,n+1,n+2,...},neN.
(a) Encontrar los puntos de acumulacién de A = {4,13,28,37}.
(b) Determinar los subconjuntos cerrados (N, 7).
(c) Determinar la clausura de los conjuntos {7,24,47,81} y {3,6,9,12,...}.
(d) Determinar aquellos subconjuntos de N que son densos en N.

8. Supremo e infimo de topologias. Probar que:
(a) La interseccién de una coleccion arbitraria de topologias en un conjunto X es una
topologia en X.
(b) La unién de dos topologias en X no necesariamente es una topologia.
(c) Para cualquier coleccién de topologias en X, hay una tnica topologia en X, denomi-
nada infimo (resp. supremo) tal que es la mas fina (resp. la menos fina) de todas las
topologias en X, menos finas (resp. més finas) que todas las de la coleccion dada.

9. Sean X un espacio topoldgico, A, B C X. Probar que:
) A°UB° C (AUB)°.
A°NB°=(ANB)°.

A=
A°=A—Fr(A).
X-A)P=X-AyX -A=X-A°.

)
) Fr(A°) C Fr(A) y Fr(A) C Fr(A).
(i) En los puntos (a), (d) y (h) dar ejemplos donde no se cumpla la igualdad.
)
)

disjunto con su frontera.

10. Dar ejemplos de subconjuntos de R? tales que
(a) Fr(A) =A.
(b) (Fr(A)UFr(B)) —Fr(ANB) ¢ Fr(AUB).

11. Sean X un espacio topoldgico, Y C X y A C Y. Probar que:
(a) A escerrado enY siy solo si existe un cerrado F en X tal que A = FNY.
(b) Sia €A, Besunentorno de a enY siy solo si existe un entorno U de a en X tal que
B=UnNY.
(c) Si(A)y eslaclausurade A en Y, entonces (A)y =ANY.
(d) (Qué relacién existe entre (A°)y y A° y entre (Fr(A))y y Fr(A)?

12. Probar que el conjunto de semiplanos abiertos de R? forma una sub-base de la topologia
usual de R?. ;Qué topologia generan en R? el conjunto de rectas paralelas a los ejes
coordenados?
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13. Consideramos a R con la topologia T generada por los conjuntos C, = {x € R : x > a}.
(a) ¢Cuales son los abiertos en esta topologia? ;Cudles son los cerrados?
(b) Dar la clausura e interior de los siguientes conjuntos:

{a}U(c,d), sia & (c,d); [a,b]; {xeR:x>a}; {xeR:x>a}—-N.
(c) Probar que (R, ) es separable, Ny, Lindeloff, pero que no es N,.

14. Topologia del orden. Sea X un conjunto ordenado por una relacion < antirreflexiva (es
falso x < x). La topologia del orden tiene como sub-base a los conjuntos de la forma
{x:x<a}o{x:a<x}paraalgina € X.

(a) Probar que la topologia del orden es la minima topologia en la cual el orden es con-
tinuo. Es decir, si a,b € X con a < b, entonces existen entornos U de a 'y V de b tales
que six € U,y € V se tiene que x < y.

(b) (Cuadl es la topologia del orden de R?

(c) Sea X un conjunto ordenado e Y un subconjunto de X (hereda el mismo orden). Probar
que la topologia del orden de Y puede no ser la topologia relativa de X.

15. Sea X = R y sea 7 la topologia que tiene como base a la familia de todos los intervalos de
la forma [a,b) (con a,b € R). Probar que:
(a) Los miembros de la base son simultdneamente abiertos y cerrados.
(b) El espacio (X, ) es separable, Nj pero no es Na.
(c) SiA esunsubconjuntode Ry ¢(A) denota el conjunto de puntos limites de A, entonces
A —/{(A) es numerable.
(d) Todo subespacio de (X, T) es separable.

16. ;El conjunto de los ndmeros irracionales con la topologia usual es separable?

17.Sea X = R xR y sea 7 la topologia generada por los conjuntos de la forma A x B, con
A =|a,b) y B=c,d). Probar que:
(a) (X,7) es separable.
(b) (X,7) contiene un subespacio cerrado que no es separable.
(c) (X,7) no es Lindeloff, pues admite un subespacio cerrado que no es Lindel6ff.

18. Definimos en R? el orden lexicogrdfico: (a,b) < (c,d)sia<coa=cyb<d. Seatla
topologia del orden en R?.
Analizar cuédles son los abiertos en esta topologia y decir si es 7.
Considerar el conjunto X = [0,1] x [0,1] con la topologia inducida por el orden lexi-
cografico. Determinar la clausura de los siguientes conjuntos:
(a) {(1/n,0):neN};
(b) {(1—1/n,1/2):ne N},
(c) {(x,0):0<x<1}.



