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Practico 2

Funciones Continuas

1. Sean X,Y espacios topoldgicos y f: X — Y. Probar que las siguientes condiciones son
equivalentes:
(i) f es continua.
(i) Para todo x € X y para todo U € %(y), existe V € %, tal que f(V) C U.

(iii) Para todo BC Y, f~1(B) C f~'(B).

(iv) Paratodo A C X, f(A) C f(A).
(v) Si 2 es una base para la topologia de Y, £~ (U) es abierto en X para todo U € 2.
(vi) Si .7 es una sub-base para la topologia de ¥, f~! (U) es abierto en X paratodo U € ..

2. Sea {A;}ics un cubrimiento abierto de X y f : X — Y una funcién tal que para todo i la
restriccion de f a A; es continua. Probar que f es continua.

3.Sea {F;}ic; un cubrimiento cerrado de X, y f; : F; — Y funciones continuas tales que
filEnr; = filFnF; para todo par i # j. Sea f: X — Y la funcién tal que f|r, = fi.
(a) Probar que si I es finito, entonces f es continua.
(b) Encontrar un ejemplo donde I sea numerable y f no sea continua.
(c) Una familia {F;};c; se dice localmente finita si para cada x € X existe U € %, tal que
U N F; # 0 solo para finitos i € 1. Probar que en tal caso f es continua.

4. (a) Encontrar espacios topoldgicos X,Y y una funcién f : X — Y tal que f no es continua
en ningdn punto, pero que existe A C X tal que f|4 es continua.
(b) Sean A,B dos subconjuntos tales que X = AUB. Sea f : X — Y una funcion tal que
flay f|B son continuas en x € AN B. Probar que f es continua en x.
(c) Encontrar una funcién f : X — Y y X = AUB, tales que A y B no son disjuntos, f|4 y
f|B son continuas pero f no es continua.

5.Sea X un conjunto y sean 71,7, dos topologias en X. Probar que la funcién identidad
Id: (X,71) — (X, 1) es continua si y s6lo si 7, < 7j; y es abierta si y s6lo si 7] < 7.

6. Sean X,Y dos espacios topoldgicos, donde Y es 7. Sean f,g : X — Y dos funciones
continuas.
(a) Probar que {x € X : f(x) = g(x)} es cerrado en X.
(b) Concluir que si f,g coinciden en un subespacio denso, entonces f = g.

7. Sea X un conjunto, consideramos en €l la topologia de los complementos finitos.
(a) Probar que si f: X — X es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.
(b) Dar todas las funciones continuas f : X — R.



FaMAF-UNC Topologia - 2012

8. Sean f, g : X — R dos funciones continuas y sea a € R. Probar que las siguientes funciones
son continuas:

f+ga f_g7 fg7 gv Slg#oa
af, max{f,g}, min{f, g}, /-

9. Sean X,Y conjuntos ordenados con la topologia del orden. Demostrar que si f : X — Y es
biyectiva y preserva el orden, entonces f es un homeomorfismo.

10. (a) Probar que dos intervalos del mismo tipo (abiertos, cerrados, semiabiertos) son ho-

meomorfos.
(b) Probar ademds que si f: R — R es una biyeccién continua, entonces f es un homeo-

morfismo.

11. Sea f : X — Y una funcién. Consideremos en el producto X x Y la topologia generada por
{U xV :U es abiertoen X y V es abierto Y }. Sea
G(f)={(x,f(x)):xeX} CXxY.
Probar que F : X — G(f), definida por F(x) = (x, f(x)), es un homeomorfismo si y sélo si
f es continua.

12. Sea X un espacio vectorial normado'. Probar que f: X — B(0,1), f(x) = 1+1HXH X, €s un

homeomorfismo.

IRecordar que una norma en un espacio vectorial real X es una aplicacion II-1l : X — R que satisface: ||x|| >0
para todo x € X; ||x|| = 0 si y sélo si x = 0; ||ax|| = |a|||x|| para todos a € R, x € X; y |lx+y| < ||x]| + ||y para
todos x,y € X. Un espacio vectorial normado X se convierte en un espacio métrico definiendo d(x,y) = ||x— ]



