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TOPICOS DE GEOMETRIA RIEMANNIANA HOMOGENEA

Isabel G. Dotti

Introduccidn.

Estas notas contienen el material de un curso de posgrado sobre Geome-
trfa Homogénea dictado durante el Segundo Semestre de 1986 en el Departamento
de Matemdtica de FAMAF. Dicho curso fue pensado para que estudiantes de licen-
ciatura y doctorado adquiriesen nociones sobre curvatura de métricas invarian-

tes que le permitieran acceder a varios articulos especializados en el drea.



INDICE

CAPITULO I. PRELIMINARES.

. Grupos y algebras de Lie.
. Homomorfismos.

. Exponencial.

. Subgrupos de Lie.

w W W ;n W wn

1
2
3
4. Representaciones. Representacidn adjunta.
5
6

. Espacios homogéneos.

CAPITULO II. GEOMETRIA RIEMANNIANA HOMOGENEA.

§ 1. Métricas G-invariantes.
§ 2. Grupos de Lie con métricas bi-invariante.
§ 3. Submersiones riemannianas.

CAPITULO III. CURVATURAS DE SUBMERSIONES RIEMANNIANAS.

§ 1. Tensores candnicos asociados a una submersidn.
§ 2. Curvatura seccional.

§ 3. Curvatura seccional en g/H .

CAPITULO IV. CURVATURAS DE RICCI Y ESCALAR DE SUBMERSIONES
RIEMANNIANAS.

§ 1. Preliminares.

§ 2. Curvaturas de Ricci en Q/h .

§ 3. Curvatura escalar en g/h .

REFERENCIAS.

Pag.

13
17
20

27

27
34
38
46

46
53
59

69

69
71

78

86



CAPITULO I

PRELIMINARES

§ 1. Grupos y algebras de Lie.

En este seccidn enunciaremos algunos resultados basicos de grupos de
Lie y espacios homogéneos con el propésito de establecer un lenguaje minimo

para que el curso "resulte' autocontenido.

Definicidn l.l1. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable que tiene la

estructura de un grupo de tal forma que la aplicacién Y : G x G~ G ,

(x,y) = Xey , X,y € G es diferenciable (du3 .

Definicidn 1.2. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial V junto con una

aplicacién [ , ] : Vx V>V tal que

() [alv1 + aZVZ,W] = al[ Vl,W] + a2[ vz,w] R

(11) [V,W] = -[ W’V]

(i) [V[V,,Vg0] + [V,0V,, V1] + [V3[V},V,]] = 0

para Vl’VZ’VB’W en V y al,a2 en IR .
Ejemplos 1.3.

. n . had .
(1) (R ,+) es un grupo de Lie. En efecto (x,y) *x -y es C . Sien

R" consideramos [x,y] = O entonces (m“,[ , ]) es un dlgebra de Lie.



(ii) (c - {0},*) y (s',*) , donde *+ denota producto de nimeros comple-
jos son grupos de Lie. Esta afirmacidn, en el caso C - {0} , sigue de

observar que

-1 xy (e +ix)) (v - 1y,) _ 5 T XY, . X291 T X192
Xy =772 2 . 2 2 . 2 A )
|yl yi + 9, y; * Y5 y] *+ Y,

- o0

.o . . . . 1
de donde resulta la funcidn (x1 + ix,y,¥, + 1y2) I (x1 + 1x2)(y1 + 1y2) C

Para demostrarlo en el caso de S' recordemos que si en el diagra-

sLx~s'->c-{o}xc-{o}->c-{o}

-
-~

o~ t

o0
la aplicacién superior es C y la diagonal es continua, haciendo el
. - - . - had
diagrama conmutativo, entonces resulta la diagonal una funcion C ; ver

[w, pdg. 26].

(iii) si G1 y G2 son grupos de Lie entonces G1 X G2 con la estructura

producto, algebraica y diferencial, es un grupo de Lie. Resulta de &sto
y (ii) que ™ es un grupo de Lie.

Observacidén 1.4. Es posible demostrar que los inicos grupos de Lie conexos con-

. . . n k
mutativos son, salvo isomorfismos, los productos RO xT .

(iv) El "primer" ejemplo de &lgebra de Lie no conmutativa estd dado por

g€(n,R) , matrices n X n con coeficientes reales donde se define

[A’B] = AB - BA .



(v) Si M es una variedad diferenciable y Y. (M) es el espacio de campos
o0 .
C sobre M entonces X(M) con [X,Y](f) = X(Y(£)) - Y(X(f)) es un

dlgebra de Lie de dimensidn infinita.

Describiremos ahora el dlgebra de Lie asociada a un grupo de Lie G .

Si x € G las aplicaciones Lx : GG, z>xz ¥y Rx : GG,
z > 2x son difeomorfismos de G denominados traslacidn a izquierda y a dere-

cha respectivamente.

Definicidén 1.5. Un campo vectorial X € X(G) se dice invariante a izquierda

(respectivamente invariante a derecha) si X = (de)eXe (reSp X = (de)eXe) .

. . . . L
Es claro que los campos invariantes a izquierda, que denotamos )L © ,

forman un subespacio vectorial de ,X(G) . Ademds, la aplicacién natural
Y > T.(6) ; XX
e ’ e

es lineal e inyectiva. (Te(G) denota al espacio tangente al grupo de Lie G

en la identidad).

Proposicidén 1.6. Si v E'Te(G) entonces X = (de)e(v) es un campo c (y
b3

por definicidn es invariante a izquierda).

o0
Demostracidn: Debemos mostrar que x Xx(f) = v(f ° Lx) es C para

o0
f € C (G) . Para ello consideremos ¥ : G x G > G 1la multiplicacidn, ii e

i: de G—+ G x G definidos por ii(x) = (x,e) 3 ii(z) = (x,2) . Sea Y cam-
o0
po C en G tal que Ye = v . Entonces

[ o] o il = (0,D (5 =

(x,e)



b=

.1 .2
ox(f o\ o 1e) + Xe(f o o 1x) = V(f o Lx)

o0
lo que exhibe a x =>V'(f o Lx) como composicién de funciones C . ||

Resulta de esta proposicidn que la aplicacidn X *’Xe , XL(G) - Te(G),
es un isomorfismo de espacios vectoriales. En lo que sigue probaremos que el
corchete de Lie de campos vectoriales invariantes a izquierda es invariante a
izquierda. Como consecuencia XL(G) :fTe(G) tienen una estructura natural de
dlgebra de Lie que denotaremos por ¢ . Diremos que g es el dlgebra de Lie

asociada al grupo de Lie G .

o0
Definicién 1.7. Sean M,N variedades diferenciables y Y : M>N C . Campos

vectoriales X € X(M) e Y € X(N) se dicen W-relacionados si d¢ o X =Y o g.

) o0
Proposicidén 1.8. Sea § : M>NC . Si df o X =Y o y df o X, =¥, ° Q,

X,X; € x(M) , Y,Y, € X(N) entonces [X,Xl] estd Y-relacionado con [Y,Yl]

o0
- Demostracidn: Sea f € C (N) y m € M, entonces

@) _[%,X]_(£) = [X,X] (£ ¢)

X (X (£ o @) = (X)) (X(£ 2 ¢))

X_(Y, () °¢) = (X)) (Y(E) =)

= Yo 9(m

= [Y’Yllq(m)(f)' I

Corolario 1.9. Si X e Y son campos invariantes a izquierda en un grupo de

Lie G entonces [X,Y] es invariante a izquierda.

Demostracidn: De la definicidn de campo invariante a izquieda resulta que X

e Y estan Lx relacionados con X e Y respectivamente. De la proposicidn

1.8 resulta que dL_ ° [X,Y] =1[X,Y] o L . I



Observacidn 1.10. Como consecuencia de 1.6 un grupo de Lie G es una variedad

paralelizable o sea existen Xl, ooy Xd ’ Xi € X(G) , d=dim G tal que en

cada x € G constituyen una base del espacio tangente a G en X .

§ 2. Homomorfismos.

pefinicidn 2.1. Sean Gl’GZ grupos de Lie. Una aplicacién ¥: G1 i G2 es un

homomorfismo de grupos de Lie si es un homomorfismo de grupos y es dn . Si ¢
es ademas un difeomorfismo decimos que ¥ es un isomorfismo (de grupos de Lie).
Si 9;-9, son dlgebras de Lie, una transformacidén lineal ¢ es un homomorfis—-
mo de dlgebras de Lie si w[XI,XZ] = [wxl, wle » XpsX, € gy - Si { es ade-
mis un isomorfismo de espacios vectoriales se dice que Y es un isomorfismo

de &lgebras de Lie.

La siguiente proposicién muestra que un homomorfismo de grupos de Lie

induce naturalmente un homomorfismo entre las dlgebras de Lie asociadas.

Proposicidn 2.2. Si ¢ . G1 > G2 es un homomorfismo de grupos de Lie, (dw)e ,

la derivada de Y en la identidad e € G, es un homomorfismo entre las dlge-

braz de Lie 9, ¥ 9, de G1 y G2 respectivamente.

Demostracidn: Debemos mostrar que

(a9) [X),%,] = [(aP X;,(a9) X,)]
para xl,x2 en g, = Te(Gl) .

~ A~ “?
Sean Xl,X2 (X1

tales que en la identidad toman los valores Xl,X2 ((dW)exl,

bt . . . . .
,X2) los Gnicos campos invariantes a izquierda en

G, (G

1 2)

’ )
(dW)eXZ, . Entonces



(dW)e[xl,le = (d@)etxl,leé =df e [X,X,](e) .

Por otro lado Xl,X2 estan Y relacionados con X?,Xg respectivamente. En

efecto, si i =1,2
df o X, (y) = (dQ)y(dLy)e(xi) = d(§ ° Ly)exi

= d(L ° ) X, = (dL\p(y))e((d%exi)

t(y)

Q
= x; ° ¥y ,
y como consecuencia de la proposicién 1.8, sigue que
af o [X,5,] () = [K],5]] o We) =
1272 1°72

= [ (@ X, (@ X1 -

En lo que sigue veremos que si G es un grupo de Lie conexo, el cubri

miento universal G admite una estructura de grupo de Lie de manera que la

~

aplicacidn candnica 7 : G> G es un homomorfismo de grupos de Lie tal que

(d1r)e : Te(ES - Te(G) es un isomorfismo.

(2.3) Sea G un grupo de Lie conexo. Como G es localmente euclideo, G

~

tiene un cubrimiento simplemente conexo G ; mds alin existe una finica estructu

~
ra diferenciable en G de manera que la aplicacidn de recubrimiento

ﬂ:‘E > G es d” y con derivada inyectiva. Con el propdsito de darle a
G una estructura de grupo de Lie consideremos al(x,y) = 7(x)n(y), B(x) =

~ _ ~ 1 .
=q(x)7', Si fijamos e € W (e) existen Unicos levantamientos

Z: E x G~ G, B: G > G



~ ~ A~ A

tales que Toa=0, @ eR=pR y o(e,e) =e = B(e) .

~ A~ ~ A~ A

~ ~r ~_1 ~ ~
Para x,y en G sea xy = a(x,y) , x = B(x) . ;

No es diffcil verificar que de esta forma definimos una estructura de grupo
de Lie en G de manera que 7 es un homomorfismo de grupos de Lie. Como

es un difeomorfismo local, resulta (d7)_ un isomorfismo.
e

~ -

Nota: Si tomamos e € wrl(e) el grupo de Lie que se obtiene es isomorfo al

obtenido antes.

§ 3. Exponencial.

Es nuestro propdsito mostrar el siguiente resultado:

Proposicifn 3.1. Sea X € g . Existe un Gnico homomorfismo de grupos de Lie,

6 : R>G tal §(0) = X .

La demostracidn que daremos en estas notas, aparece en [H, pdg. 102],
usa resultados bidsicos de geometrfa, a saber, exponencial de una conexidén afin,
geodésicas, etc. Para el lector que no haya visto dichos resultados referimos
a [W, pag. 101). En &l aparece una demostracidn usando formas diferenciales in
variantes, que no han sido introducidas pues 'creemos' no serén usadas en lo

que sigue del curso.

Definicifn 3.2. Sea G un grupo de Lie y V wuna conexidén afin en G . Diremos

que V es invariante a izquierda si Lx , X€ G, son transformaciones afines

de G .
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~

~
Sean }&, cees Xn elementos de una base de TeG y X, v Xn los campos
invariantes a izquierda asociados. Si V es invariante a izquierda entonces

Ll
V. Xj es invariante a izquierda. En efecto, recordemos que un difeomorfismo

X.
i

oMM esafinsi ()% = yt? para XY € x(0 donde si z €x00 ,

Z¢ °o¢p=dp o Z o sea Z¢ es el campo ¢ relacionado con Z . Por lo tanto
o~ ~ Lx ~Lx ~
(de)y(vz.xj)y - (V;(,’xj)xy - (V;{I-x X )y = (v;{-xj)xy
i i i i

donde la #iltima igualdad se verifica pues Xi , i=1, ..., n son campos in-

variantes a izquierda.

Recfprocamente podemos definir una conexifén invariante a izquierda en

G pidiendo que V_ Xj sea invariante a izquierda y extendiendo de manera que
X,

1 ~ ~

V sea una conexidn afin. Esto es posible pues X., ..., X es una base global
1 n

de campos (ver 1.10).

Lema 3.3. Existe una correspondencia biunivoca entre conexiones invariantes a
izquierda en G y transformaciones bilineales o : g * g - g dada por

a(X;Y) =(V“X)e . M3s atn a(X,X) = 0 si y solamente si la geo&ésica t > yx(t)
X

[~}
es un homomorfismo C de R en G .

Demostracidn: Es claro que o(X,Y) = (V~.Y)e define una transformacidén bili -
X

neal de gxg-—>g . Reciprocamente, dada o definamos V_Y = a(X,Y) donde
~ X
con Z denotamos el Ginico campo invariante a izquierda cuyo valor en e es

Z .

~
Sea X invariante a izquierda. Existe € > 0 y una curva



y" :[0,e]l > G tal que

Y0 = e Yie) =X,
Y (s8)

Sea tE€R, t>0.Entonces ne < t < (n+ 1)e para algin n € N . Defini-

mos, por induccidn,
+ + +
y (t) =Y (ne)y (t - ne)

+ : - 1
Resulta entonces Y una extensién a t > 0 que satisface

o d + _ Lot d
v Ez|t LY+(n€) e L-ne i d(LY+(n€) Y L—ne)t (dt]t
(e i) @, IE
Y+(n€) t-ncldtj t-nc | Y+(n€) Y+(t-n€)
= X .
Y+(t)

Supongamos 0.(X,X) = 0 ., Entonces V_X = 0 pues V y X son invariantes a
X

- - » + - »
izquierda. Como consecuencia Yy (t) , t > 0 es geodésica.

Si repetimos el argumento anterior con =X obtenemos una curva y_(t)
definida para t > 0 , que es curva integral de -X y que resulta geodésica

para t > 0 . Como

Y+(t) t>0

y(t) =

Yy (~t) t <0

es C' resulta vy(t) = Yx(t) donde ¥x(t) es la geod&sica tal que



Yg(0) = e ¥y ?e(e) = X,
Para ver que t - yx(t) es un homomorfismo consideremos las geod&si-
cas t - yx(s +t) y t- yx(s)yx(t) , 8 €R ., El valor de ambas en t =0

es yx(s) y
d) . _
d(YX(S)YX(t))o(dt]o - (d I'YX(S))e(X-) XYx(s) ?

d(yx(s + t))o [_;E]
0

d d
d(YX ° Ls)o{az}o = dCYX)s{EE]s
) XYX(S)

Luego resulta la afirmacion.

Supongamos ahora que la geod&sica t - yx(t) es un homomorfismo. Por

ser geodésica, V, 7Yy
¥
(t + 8) = yg(E)yg(s) = L (8) . Luego (dyy),|S| = dlyglt + ) |5], =
Yx Y\ ¥x yx(t)YX : 8 Yx/ti{ds|t Yx oidsio

0 a lo largo de yg(t) . Por ser homomorfismo

) _ > - _ .
= (dLYX(t))e(dYX)o{Eg}o = xYx(t) y como consecuencia (V;X YX)Y(t) = (v, in(t) :

Yx
en particular a(X,X) = (V_ x)e =0. |
Yx

Demostracidén de la proposicién 3.l. Sea X€ g y o : g xg=>4g bilineal tal

que a(X,X) = 0 . (Notar que a(X,X) = [X,Y] , ao(X,X) = 0 son ejemplos de traus
formaciones bilineales de g x g = g que satisfacen a(X,X) = 0) . Entonces si-
gue del lema que la geodé@sica Yy ? relativa a la conexidn invariante que o

define, es un homomorfismo que satisface QX(O) =X,

Para probar la unicidad consideremos un homomorfismo de grupos de Lie
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8 : R>G tal que é(O) =X . De O(t +s)=20(t)6(s) sigue que é(t) = ié(t)

y como consecuencia (V. é)e(t) = (V. ije(t) = 0 . De la unicidad de geodési.-
C X

cas resulta 0(t) = Yx(t) , tE€R.I

Definicién 3.4. Para cada X € g escribimos exp X = 6(1) donde 6 es el ho-

momorfismo de la proposicidn 3.1l.
Notemos que exp(t + s)X = exptX expsX . Esto resulta pues yx(t) = ytx(l) ya

que s -~ yx(ts) y s - YtY(s) son homomorfismos con igual derivada en t = 0 .

De la definicién de exp : g = G y usando resultados conocidos de geo

metria se obtiene

Teorema 3.5. Existe un entorno No de 0 en g Yy un entorno abierto Ne de

e en G tal que exp es un difeomorfismo de No sobre Ne,.

Una relacidn entre la exponencial y homomorfismos de grupos de Lie la

da

Proposicidn 3.6. Si ¥ : G1 - G2 es un homomorfismo entonces ¥ (exp X) =

= exp((dw)ex) .

Demostracidn: Es consecuencia inmediata del hecho

t >¥(exp tX) , t -~ exp(t(dW)eX)

son homomorfismos de R - G2 con igual derivada en t =0 . |

Ejemplo 3.7. Sea GL(n,R) el grupo de matrices n x n inversibles con coefi-
cientes en R y sea gf£(n,R) el dlgebra de Lie de matrices n X n , con coe-

ficientes reales donde [A,B] = AB - BA (ver 1.3, iv), A,B en gf£(n,R)
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Si le damos a GL(n,R) 1la estructura diferencial que hereda como subconjunto
2 ©0

abierto de R®  no es diffcil verificar que producto e inversidén son C ¥y

por lo tanto GL(n,R) es un grupo de Lie. Veremos en lo que sigue que g&(n,R)

es el 3lgebra de Lie de GL(n,R) y que exp : g£(n,R) * GL(n,R) coincide con

la exponencial de matrices.

Sea X € Te(GL(n,R)) y X el campo invariante asociado. Denotemos

~ 2

a,.(x) = X (x,.) donde x,. son las funciones coordenadas de GL(n,R) C R"
ij e ij ij

Es claro que la aplicacion X (aij(x)) , Te(GL(n,R)) - g&(n,R) es lineal e

inyectiva y por lo tanto surjectiva por razones de dimensidn. Para verificar

que es un homomorfismo de &lgebras de Lie consideremos X(xij)(x) = (d Lx)e X(xij)

= X(xij ° Lx) . Como

(xij ° L)) = % Gxy) ='§ X (0% () = (= xik(X)xkj)(y)

resulta

X(xij)(X) = f xik(X) Xe(xkj) = i xik(X)akj(X)

Por lo tanto

~ S~ - z

Ye(x(xij)) z a;, (1) a0,
y como consecuencia

[%,¥] (x;) = Za (0 2, (D) -2, (O a ;X = [(aij(x))(aij(Y))](i,j)

Para obtener exp : g&(n,R) + GL(n,R) observemos que

(XE) (exp €X) = Yy () (£) = (£ exp )
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©0
para f wuna funcién C . Como consecuencia

—g-(xij ° exp tX) = (i

pre )(exp tX) = f xik(exp tX) akj(X)

X, .
1]
Sea Y(t) = exp tX . Entonces Y(0) =e y

d - -
-a-t-(Y(t))ij =z xik(y(z:))xkj = (Y(t)x)ij ,
(identificando akj(X) = ij) .

Como la exponencial de matrices

también satisface la ecuacidén diferencial
Y(0) = e , Y'(t) = Y(£)X

resulta ex = exp X .

§ 4. Representaciones. ‘

Representacidn adjunta.

Si G es un grupo de Liey p : G~ GL(V) , V espacio vectorial de
dimensifén finita, es un homomorfismo de grupos de Lie decimos que £ es una

representacién de G . Andlogamente, un homomorfismo de dlgebras de Lie

T :9 > gl(V) se dice una representacién de g

Dado un grupo de Lie G , existe una representacidn 'natural” asocia-

da a G, la representacidn adjunta, definida como sigue:



-y~

Sea Ix = Lx ° R -1 Entonces Ix es un isomorfismo de G > G ,
' X

cualquiera sea x € G . Por lo tanto (dlx)e : g—>g es un isomorfismo de al-

gebras de Lie. Definimos
Ad : G~ GL(g) x> (ar], -

Es claro que Ad es un homomorfismo de grupos y satisface

exp Ad(x)X = x exp Xx_1 (ver 3.6), cualquiera sea x en G . La demostracidn

o0
de que Ad es un homomorfismo C es consecuencia inmediata del teorema a

continuacidn.

Sea M una variedad diferenciable y G 'un grupo de Lie. Una aplica-

que satisface
U(xy,m) = U(x,uly,m)) u(e,m) = m

se denomina accién a izquierda de G en M.

Teorema 4.1. Sea 1 : G x M > M una accidn a izquierda de G en My m €M
un punto fijo de dicha accidn o sea p(x,mo) =m cualquiera sea x € G .

Entonces la aplicacidn

Yy : G- GL(TmOM) , P(x) = (dpx)mo

es un homomorfismo de grupos de Lie. (ux : M> M denota al difeomorfismo

u () = uGeom) .
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Demostracifn: ¢ es un homomorfismo pues

xlx2)mo i d(uxl ) uxZ)mo i (duxl)mo ) (dUXZ)mo

o0 o0
Para probar que y es C basta mostrar que f oy es C para f funcidn

conrdenada arbitraria de GL(Tm M) . Un sistema coordenado para GL(Tm (M))
o )

se obtiene fijando una base {vi} de T (M) e identificando, a través de
o

esta base, una transformacién lineal T con su matriz. El coeficiente (i,j)
de dicha matriz se obtiene calculando vIT(vj) donde {v;} es la base dual.
Por io tanto debemos mostrar que

x = vz[dux)m (vj)
o)

o - * oo .
es C . Como la funcidn (Tm M) X Tm M>R, (a,v) >a(v) es C es sufi-

o (o}
©0

ral

ciente mostrar que Yy ¢ X = (dpx)m (v) es C para v E€ Tm M . Para ello
o o

consideremos

G~ T(G) x T(M) - T(G x M) S TH YOV
N )

ST M)
m
o]

donde la primera aplicacidén horizontal es x - ((x,O),(moy)) y la segunda es

“ - - - - - - m
el difeomorfismo candnico. Como las aplicaciones horizontales son C y

m

o]

T (M) es una subvariedad, con la topologia inducida, resulta Yy ¢ (ver

[w, pdg. 26]). |
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Corolario 4.2. E1 homomorfismo Ad : G > GL(g) es C

[ _l m - > -,
Demostracidon: Como P ¢ G XG> G, H(X,y) = xyx es C , la afirmacidén

resulta del teorema anterior. ||

Denotemos por ad : g > gf(g) 1la derivada de Ad en la identidad.
Resulta de 2.2 que ad es una representacidén de g y de 3.6 que el siguiente

diagrama conmuta

¢ A% GL(g)

-1

g 24+ g2(g)

Proposicibén 4.3. 8i X,Y € g entonces ady(Y) = [XY]

Demostracidn: Por definicidén ady = (dAd)e(x) luego

(4Ad) (%) @¥) = [f; Ad (exp tX)](y)
t=0

adXY

d

E|t=0 )]

[Ad(exp tX)(¥)] = —;El [ (dIexp tx)e
t=0

d

'EE|t=O [(dRexp-tX)exp tX )]

° (dLexp tx)e

d

_d_Elt=o (dRexp—-tX)exp tx(Y(exp tx))

~

donde Y denota el campo invariante a izquierda tal que Ye =Y .

Notemos que exp tX es la curva integral de X pasando por e vy

Rexp ex  ©S el grupo a un paradmetro de difeomorfismos asociados a X . Por lo
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tanto la dGltima expresidn coincide con (L“'Qje o sea [X,¥] como querfamos
X

demostrar, ver [W, pag,69. |l

Si p : G > GL(V) es una representacidn y W es un subespacio de V

decimos que W es p invariante si p(g)W C W cualquiera sea 8 € G . (Ana-

loga definicidén si p es una representacidn de &lgebras de Lie).

Proposicifn 4.4. Si G es un grupo de Lie conexo, p : G~ GL(V) una repre-

sentacidn, dp : g = g&(V) 1la representacién derivada y W un subespacio de

V entonces W es p invariante sI y solamente si es dp invariante.

Demostracidn: Sea X€g y w€ W . Si p(exp tX)w E W para t € R entonces

(dp) (X)w = éL exp t(dp) (X)w = 4 p(exp tX)w € W . Reciprocamente,
£l t=0 4t =0

’ 2
p(exp tX)w = et(dp)(x)w =w+ t(dp)X)w + %r (dp)(x)zw + ... EW.

A
Usando que un entorno de la identidad genera un grupo de Lie conexo (ver [w,

pég. 93]) y que p es una representacidn, la proposicién resulta. ||

§ 5. Subgrupos de Lie.

Un subgrupo de Lie (H,y) de un grupo de Lie G es un grupo de Lie

o0
H y ¢: H->G tal que ¥ es un homomorfismo inyectivo, C vy regular. Se

identifican (H1,¢l) y (H2,¢2) si existe VY : Hl > HZ isomorfismo de gru -

pos de Lie que hace conmutativo el siguiente diagrama



~18-

Ejemplos 5.1.

(i) Sea G° la componente conexa de la identidad en G . Es claro que
(Go,i) , 1 inclusidn, es un subgrupo de Lie de G , invariante en G

osea x G x"1 =G , X€G.
o o

(ii) si 0(n) = {A € GL(n,R) : AAY = I} entonces 0(n) es un subgrupo de
Lie compacto de GL(n,R) .‘En efecto sea o : GL(n,R) = Sn(R) , afa) =
= AAt donde Sn(R) denota al espacio vectorial de matrices simétricas.
Como (da)A es sobre, A € 0(n) , resulta O(n) subvariedad de GL(n,R) ,
compacta pues es un cerrado y acotado en Rn2 . Ademd@s producto e inver-
sidn son operaciones continuas y por [W , teorema 1.32] son d” . La com-

ponente conexa de 0(n) es SO(n) = {A€ 0(n) : det A =1} .

(iii) Sea G un grupo de Lie conexo y G su cubrimiento universal con la es-
tructura de grupo de Lie dada en (2.3). El niicleode 7 : G > G es un

~

subgrupo cerrado, normal y discreto de G . Como consecuencia Nuﬂ es

~

un subgrupo de Lie contenido en 2(63 , centro de G .

(iv) El ndcleo de un homomorfismo ¥: G1 - G2 de grupos de Lie es un subgru-

po normal y cerrado de G1 .
Como el rango de (d¢0x es constante, x € G1 , sigue del teorema de la
funcidn implicita que N,# es una subvariedad (con la topologia relati-
va) de G1 y por lo tanto Nu¢ es un subgrupo de Lie de G1 .
o0

Cabe observar que existe una {inica estructura C en Nu¢ tal que
Nu¢ es un subgrupo de Lie de G (con la topologia relativa). Mis ain Nu¢
no admite dos estructuras d” y N2 no equivalentes que lo hacen subgrupo de

Lie. Estas afirmaciones son consecuencia de los siguientes resultados que enun-

ciamos sin demostracidn. Para una prueba referimos a [H, pdg. 115, 119].



Teorema 2.3 en [H, pdg. 115]. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo abs -
tracto de G . Supongamos que H es un subconjunto cerrado de G . Entonces
o0

existe una Gnica estructura C en H tal que H es un subgrupo de Lie (con

la topologia relativa) de G .

Corclario 2.8 en [H, pdg. 119]. Sea G un grupo de Lie y H,,H, dos subgru-

pos de Lie con topologia N2 . S8i Hl = HZ (como conjuntos) entonces H1 = HZ

como subgrupos de Lie de G .

Sea g algebra de Lie y hc g un subespacio vectorial. Decimos que

h es una subdlgebra de Lie de g (respectivamente h ideal de g) si

[X,Y] € h , para X,Y €h (resp. [X,Y] €1 cualquiera sea XE€h e Y € g)

Proposicidén 5.2. Sea (H, ¥) un subgrupo de Lie de G . Entonces (d¢)e(h) es

una subdlgebra de Lie de g , (9§ y h denotan las dlgebras de Lie de G y
H respectivamente). Si ademds ¢ (H) es normal en G entonces (d?)e(h) es

un ideal de g .

Demostracidén: Como ¢: H—=> G es un homomorfismo de grupos de Lie resulta de

2.2 que (dw)e(h) es una subdlgebra. Supongamos ahora que ¥(H) sea normal

en G ysea X€h e Y€ g . Entonces

. d
exp adY((dw)eX) = Ad(exp Y) ((dV’)eX) = (dIexp Y)e[gs—l o exp s(d‘ﬂ)ex}
= é%l (exp Y) (¥(exp sX))(exp -Y)
s=0

es un elemento de Te(W(H)) = (d¢)e(h) . Como

2
exp ad . ((d¥) X) = (d¥) X + t[Y¥,(d9 X] +;—! [Y[Y,(d9 XI] + ...

es una curva en (d¢)e(h) resulta [Y,(d‘P)eX] € (d‘F)e(h.) <
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§ 6. Espacios Homogéneos.

Sea G wun grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de G , G/H el es-
pacio de clases a izquierda con la topologia cocientey 7 : G~ Q/H la proyec
cidén candnica. Como ﬂ_l(w(A)) = U A x la aplicacién 7 resulta abierta y

x€H
como el grafico de la relacién

Go={(x,y) : y'x€H, x,y € G}

coincide con a_l(H) sy (@:6G6xG6>6G6, (x,y)~> x—ly) resulta g/H un espa-

cio T2 .

Los difeomorfismos Lx : G>G, x€G inducen homeomorfismos
(%) : €/H - Q/H tales que T(X) e T =17 o Lx . En esta seccifn nos ocuparemos
de estudiar una estructura d” candnica en G/H que hace de las aplicaciones
T(x) difeomorfismos. Consideraremos en H la Gnica estructura C (H con

la topologia relativa) que lo hace subgrupo de Lie de G .

Lema 6.1. Si g algebra de Lie de un grupo de Lie G, M y N subespacios
vectoriales de g tal que g =M & n existen entornos abiertos acotados y
conexos Um y Un del cero en M y n respectivamente tal que la aplicacidn
¢: (A,B) > exp A exp B es un difeomorfismo de Um X Un sobre un entorno abier

to de la identidad en G .

Demostracidn: Sean Wl,W2

torno de e en G tal que exp W

entornos de 0 en m y »n respectivamente, U en~

exp W, CU y exp : W, xW, >U es un di-

1 2 1 2

feomorfismo con inversa que denotaremos Log . Tomemos Xl’ ens Xn una base

de g tal que Xi €Em l1<ic<r, Xj €n, r<j<n. La funcién ¢ resul-

ta
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¥ (x X, + ... + xnxn) = exp(xlXl + .00 F xrxr)-exp(xr+lxr+l + ...+ xnxn)

171
y
d(Log o ”)O(Xi) = d(Log o~¢)6té%l txi]
t=0
= é%- | (Log o P(tX.)) = X, .
It=0 1 1

Por lo tanto Log ¢ ¢ (luego ¥ ) es un difeomorfismo local. {

Sean G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado con &lgebras de
Lie g vy h respectivamente. Denotemos con M un subespacio vectorial de

g tal que g = h @ my con Y 1la restriccidn de la exponencial a M .

‘Proposicidn 6.2. Existe un entorno U del cero en M tal que ¢ : U ~> y(U)

es un homeomorfismo y = : Y(U) - Q/H es un homeomorfismo sobre un entorno

de ®n(e) en Q/ﬁ .

Demostracidn: Sean Um y Uh los entornos de O en M y h del lema anterior.

Como ¢: (Y,¥) > exp X exp Y es un homeomorfismo de Uh X Um en un entorno
de e en G y la topologia en H es la relativa resulta exp Uh entorno
abierto de e en H . Por lo tanto existe V. abiertoen G, e €V tal que

exp U = VN H ., Sea U entorno de 0 en Um tal que exp(~U) exp UC V . En-

h
tonces Yy : U - Y(U) es un homeomorfismo tal que 7|Y(U) es inyectiva. En
efecto si w(exp Xl) = 7w(exp XZ) resulta exp -X2 exp X1 €EVNH-= exp Uh .
Luego existe Z € Uh
¢'(0,-X2) = %(Z,-Xl) en U

tal que exp O exp(-Xz) = exp Z exp(-Xl) O sea

h X Um contradiciendo inyectividad de ¥ a menos

que Z =0 , X1 = X2 .
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Ademé@s, siendo Uh X U entorno de (0,0) en Uh X Um y T abierta
resulta w(Y(U)) entorno de 7(e) en G/h . Tomando U compacto obtenemos

el homeomorfismo deseado entre U y (® o¥Y)(U) . |l

Observacidn 6.3.Notar que como’ 7 : Y(U) = 7 (Y(U)) es un homeomorfismo existe

una funcidn contfnua o : m(Y(U)) > G tal que T o 0 es la identidad.

Teorema 6.4, Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de G , 9/3 el
espacio de clases a izquierda con la topologia cociente. Existe en g/H una
estructura de variedad ¢ tal que G x Q/H - %/H , (x,yH) = xyH = T(x)(yH)

o0
es C .

Demostracidn: Sea N° el interior de 7 (Y(U)) (ver proposicibn 6.2) y sea

X ... X basede m . Si x €G la aplicacidn
s+1 n

ﬂ(x exp(x oo +Vxn Xn)) -

s+1is+1 T (xs+1’ e 7n)

. . n-s
es un homeomorfismo entre 'r(x)N° y un abierto de R . Para ver que esto

o0
define una estructura de variedad C debemos verificar la condicién de compa-
tibilidad en interseccidn de cartas. Equivalentemente, si N, = T(x)N° N T(y)NO

debemos verificar que

id : (ﬁl,a ° r(x-l)) - (Na e T(Y_l))

o0 ° °
es C donde o es la inversa de 7 ¢ Yy : U = N° , U interior de U .

o0
Como O : (No,a) -+ G es una seccién C (ver observacidn 6.3) resul-

ta o, * (T(z)No,a ° T(z_l)) -G, o, = Lz °© Qg o T(Z-l) seccidn c , cual-

quiera sea z € G . Ademd3s el siguiente diagrama conmuta
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T T(z)N —Z2 . T(z)N , O o T(z 1)) x H

N/

T(z)N , O © T(z

-1 ©0
donde wz(x) = (W(x),(ozﬂ(x)) x) y todas las flechas son C

o0
Consideremos la siguiente composicidn de funciones C

- o - v -
(Nl,a o T(x 1) —E g 1(Nl) —L—v[r(y)No,a o T(y 1)) x H

Pl -1
——————>(T(y)N°,a o T(y 1))

y observemos que

- ~1
PO, ®) = UL, 20 o TG D) =T oL o0 e T(x D) -

o0
luego la id es C como querfamos demostrar.

Observacidn: Probamos que con esa estructura diferenciable en g/h resulta

. o0
mT: G~ g/H un fibrado C

Resta mostrar que G X g/ﬁ - g/ﬁ , (X,yH) = t(x)yH es ¢~ . Para

ello sea yH en un entorno 'r(yo)NO y consideremos

ixg
y
er(yo)No———c’—+ G x ¢ —2—>g—=% >G/H

o0
donde 0o es el producto. Es claro que la composicidén considerada es C ¥y

coincide con la funcidn buscada. ||
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De la proposicidn que sigue resultard que existe una -Unica estructura

o0

o0
C en G/H tal que G X G/H--"G/H , (x,yH) > T(x)yH es C .

pefinicidn 6.5. Una accibn a izquierda u : G X M~>M se dice transitiva si

cualquiera sean m,,m, € M existe g € G tal que u(g,ml) =m, . En este caso
decimos que el grupo de Lie G es un grupo de Lie transitivo de transformacio-~

nes de la variedad M .

Proposicidn 6.6. Sea G un grupo de Lie transitivo de transformaciones de M ,

M variedad d” y sea Gp = {g €6 : u(g,po) = po} , isotropia de G en
)

P, Entonces Gp es cerrado y si o ¢ G/b > M, a(gcp ) = u(g,po) =g *p,

) P, °
resulta
(i) Si G es N2 , 0O es un homeomorfismo;
(ii) Si a es un homeomorfismo entonces o es un difeomorfismo (G/b con
Po
la estructura del teorema 6.4).
(iii) Si o es un homeomorfismo y M es conexa la componente conexa G°

actida transitivamente en M .

Demostracidn: Como todo grupo de Lie es N1 sea g > 8,8, € Gp , entonces
(o]

U(gn,Po) =p, "~ u(g,po) y Gpo resulta cerrado.

(L) Sea B: G—->M, B(g =g,-p° . Como B_l(po) Gp resulta o 1inyec-

(o}

tiva y contfnua. o es suryectiva pues la accidén es transitiva. Veamos
que B es abierta (luego o abierta). Sea V entorno de g€ G y
U entorno compacto de e en G tal que UU_1 CU y guUCV . Como

G es N, resulta G =L)x U, x €G, luego M =L)(x U)sp_ . Por el
2 n n n o
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teorema de Baire (M es localmente compacto) existe X p, €EWC in'po ’

W abierto en M . Luego g'p_ va.-lx;lWCgU_lu,po CVi.p,

[~ -] o0
(ii) Como o om=f, B y ® son C y existen secciones locales C
. . e
resulta & una funcidén C
Sea H = Gp y h el dlgebra de Lie de H . En lo que sigue veremos
o .

que Nu(d7r)e = Nu(dB)e h . Sean X,Y en g , dlgebra de Lie de G ,

tal que (dw)eX = (dB)eY = 0 . Entonces

4 (w ex -0=24
P tX) =0 = exp tYep
dtlt=0 dt £=0 ( O)
Como 4 (r exp sX) = d(w(exp sX)) Ji} = d(m(exp(t + 8)X) Jij
ds]t tidsjt oids)o

- 4
= d(7(exp tX exp SX))o[ds]o
= d(molexp £0)_(X) = drexp tX) g (dm) X
=0

y o (exp sY-p_) = d(B(exp sY))t{fs—]t

= d(B(exp tY exp sY))O[é%JO
= d(B ° L exp tY)e(X)

d(“exp tY ° 6)e(x)
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resulta exp sX , exp sY en H para s €R, luego X,Y € h .
J

Como la otra inclusidén es inmediata resulta la afirmacién.

T = i = i 1 i -
De Nu(d )e Nu(aB)e h se obtiene (dOL)eH inyectiva y por lo tan
to (da)xH inyectiva, x € G pues a ° T(x) = My oo Como O es

un homeomorfismo, M ¥y G/H tienen igual dimensidén y como consecuen-

cia o es un difeomorfismo.

Si o es abierta resulta B abierta. Existen entonces xi €EG,

con (Goxi).po

i€1, tal que G=UGx, , luego M= Ll) (Goxi]-po

i

abiertos tales que coinciden o son disjuntos. Como M es conexa resul-

ta la afirmacién. |l
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CAPITULO 1II

VARIEDADES RIEMANNIANAS - HOMOGENEAS

§ 1. Métricas G-invariantes.

Sea G un grupo de Lie conexo, H un subgrupo cerrado y G/H el es-
pacio cociente con la estructura d” estudiada en el Capitulo anterior. Nos
ocuparemos del estudio de métricas riemannianas en G/H tal que T(x) @ G/H -
- G/H sean isometrias cualquiera sea x € G . A tales métricas en G/H las
denominaremos métricas G-invariantes. Veremos en 1.9 y 2.3 que existen cocien-

tes G/H que no admiten métricas G-invariantes.

Haremos a seguir un andlisis que "justificar3" la hipdtesis G conexo.

Para ello precisaremos de

Teorema l.1l. (ver [MSZ]). Si M es variedad riemanniana N, entonces el grupo
o0
de isometrias I(M) con la topologia compacto abierta admite estructura C

tal que I(M) es un grupo de Lie de transformaciones de M .

Supongamos que M = G/H admite una estructura riemanniana G-invarian-
. . ‘ )
tey M es N2 (no suponemos G-conexo), Sea G el grupo de isometrias de

M y Ma una componente conexa de M . Entonces

.. * . .
Proposicidn 1.2. Go la componente conexa de G¥ » €5 un grupo de Lie transi-
tivo de transformaciones de Ma . Mas afn, Ma es isométrica a un cociente con

- - - . 3
métrica invariante de un grupo de Lie conexo por un subgrupo cerrado.
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Demostracidn: Sea G; = {f €G*: fMﬁ = Ma} . Entonces G; es un subgrupo ce-
rrado de G* y por lo tanto un subgrupo de Lie topoldgico de G* , ver [H,

pdg. 115]. Ademds de

G*xM = G*xM->M
a ¢ o x
o

y de la transitividad de G*¥ en M resulta que G; es un grupo de Lie tran-
sitivo de transformaciones de .Ma . Sea Ha la isotropia en G; de un punto

P de M_ . Como c* > M es un homeomorfismo (pues la topologia en c*
a a a/H o

a
es NZ) sigue de 6.6, Cap. I, que la componente conexa (G;)o es un grupo de

Lie transitivo de transformaciones de Md y que Ma es difeomorfa a

(G*) . Si le copiamos al cociente la métrica de M 8sta resulta
o’/o * o
By 0 (G)o

(G;)o invariante.

. o * * . .
Observacion: Go - Ga cualquiera sea o . Mas aun G: = (G;)o luego resulta

la proposicidn. |

Sea entonces M = G/H , G grupo de Lie conexo, H subgrupo cerrado
y supongamos que M admite una métrica G-invariante. En varias situaciones
conviene asumir que la accidén de G en G/H es efectiva o sea T(x) = id im
plica x = e . Esta hipStesis no es restrictiva como muestra la proposicidn si-

guiente.

Proposicidn 1.3. Sea M= G/H con métrica G-invariante. Entonces M es isomé-

trica a G
Ly 1 :

con métrica G, invariante y la accidn de G1 en G1 es
1 /1

efectiva.
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Demostracidn: Sea N = {x € G : T(x) = id} . Entonces N es un subgrupo normal

y cerrado de G contenido en H . Mds alin, N es maximal con esa propiedad.

No es dificil verificar que G1 G/N con la estructura cociente, algebraica

o0
y C , es un grupo de Lie; H1 H/N es un subgrupo cerrado de G1 ; la accidn

es difeomorfo a Q/h . Ademds la métri

de G1 en Gb/ es efectiva y Gﬁ/
H1 H

1

ca que hereda G, es G, - invariante. I

Yy
1

Si la accién de G en G/H es efectiva, G conexo y G/H posee una

métrica riemanniana G-invariante entonces G es un subgrupo de Lie de

*=
G I(G/H) . En efecto
T: 66 R x 2> T(x)
es un homomorfismo inyectivo. La continuidad de T es consecuencia de

Lema 1.4. (ver [BG] 8 [H]). Sea M una variedad riemanniana conexa y {fn}
una sucesidn en I(M) que converge puntualmente sobre M a una funcidn |

f : M> M . Entonces f es isometria y fn > f en IM) .

La diferenciabilidad de T es consecuencia de que todo homomorfismo
‘ o0
contfnuo de grupos de Lie es C (ver por ejemplo [H] & [W]). Veamos ahora que

(d"r)e es inyectiva, Sea X € g , dlgebra de Lie de G , tal que (dT)eX =0 .

Entonces él T(exp tX) = 4 T(exp t X exp tX) = (d
tlt dt|t=0 (o]
o

d =
L ) = t(exptX)=0
T(exp toX) e dtlt=0

Luego T(exp tX) =e o sea exp tX=e y X =0 . Cabe observar que T no es
necesariamente un homeomorfismo sobre la imagen. Para ver ejemplos donde la to-

pologia de G es estrictamente mids fina ver por ejemplo [DM].



Denotemos con g y h las d1lgebras de Lie de G y H respectiva -

mentey T : G~ Q/H s PG g/h las proyecciones al cociente.

Proposicidn 1.5(i). El conjunto de métricas G-invariantes en Q/H estd natural

mente identificado con el conjunto de productos internos en Q/h invariantes

por Ad(h) en g/h , hE€H.

(ii) Si G : G/H es efectiva entonces G/H admite una métrica riemanniana
G-invariante si y solamente si la clausura de {Ad(h) : h € H} en GL(9)

es compacta.

Demostracidn: (i) Vimos en la demostracidén de 6.6(ii), Capitulo I, que el ni -

- . a - . . . .
cleo de (d )e g TeH Q/H es h . Por razones de dimension, (d1r)e induce
un isomorfismo (E;)e tal que el siguiente diagrama conmuta

(dm

1
1 /,//”///;Z;)e

Para cada producto interno en TeH(G/H) consideremos el correspondiente en
g/, (via (dm).
Sea h€H. Como Ad(h) : h - h , existe una representacidn de
H -~ GL(%/%) que denotamos Ad(h) y satisface Ad(h) o p = p o Ad(h) . Mas afn,
el siguiente diagrama es conmutativo
(dm)

g/h ——__e_+ TeH (G/H)

Ad(h) (dr(h)

(am)
g/h TeH(G/H)
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En efecto (dT(h))eH(E;)ex = (dT(h))eH(E;)e(le) = (dT(h))eH(dﬂ)eXl =

(am) _(dL,) X; = (am) _(dr,) X, = (@M (p Ad(n)X)) =

(Er')e(Ad(h)pxl) = (dm) Ad(h)X .

por lo tanto una métrica G-invariante en Q/H produce un producto interno

Ad(h) invariante en g/h , h€H,.

Reciprocamente, dado un producto interno Ad(h) invariante en Q/h s

lo copiamos (via (Eﬁ)e) en TeH(G/Hj . Definimos en TXH(G/H) :

(XYY . = (drx bHx, darx Hyo

H eH ’

La buena definicidn de ese producto internoc en TxH(G/H) resulta pues (d"r(h))eH
son transformaciones ortogonales respecto del producto interno fijado en

TeH(Q/H) . Resta mostrar que para cada par de campos X,Y la funcidn

G/y > R , xH > (X,Y)

es C

o0
Sea U entorno en G/H , 0 seccibn local C definidaen U vy

X € x(U) . La funcidn
U~ T . (G/) z » dt(o(z)") X
eH /H i z' z
es diferenciable pues coincide con la diagonal de

v 30 x T(ofy) > (6 x 6/ 16y

—~—
~—
—
—~—
—

B ) \*IEH(G/H)

~
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donde, la primera aplicacidn horizontal es 2z »-((c(z)'l,o;xz) , la segunda
es el difeomorfismo canSnico y U : G X G/, = G/H es la accidn a izquierda
(x,yH) = T(x)(yH) . Como consecuencia, si X e Y son campos en U , la fun-

o0

. -1 -1
cidn 2z = (dt(o(z2) )Xz , dt(o(z) )Yz >eH es C .
Para demostrar (ii) precisaremos de

Lema 1.6. Si H es un grupo de Lie compacto y 0 ¢ H - GL(V) es una represen
tacidn, existe un producto interno en VvV tal que p(h) es ortogonal, para

todo hE€H.

Demostracidn: Sea ( ) un producto interno arbitrario en V . lLa media

((X,Y ) =f (p(h)X,p(h)Y)
H

define un nuevo producto interno en V . Como en un grupo de Lie compacto 1la
integral es invariante a izquierda y a derecha (ver [W, pag. 152]) las trans -
formaciones p(h) resultan ortogonales. i

Observacidn: Sigue de 1.5(i) y 1.6 que si G es conexo y H cerrado entonces

at—

{Ad(h), h € H} tiene clausura compacta en GL(Q/h) s y solamente si el cocien

te 9/H admite métrica G-invariante.

(ii) Vimos, previo al enunciado 2.5, que si G :'G/h es efectiva y Q/H posee
métrica G-invariante entonces G es un subgrupo de Lie de G* . Como

H* = {f € G* : f(eH) = eH} es un subgrupo compacto de G¥ (ver teorema 3.22

en [BG] & [H, pag.204]) existe en g* , 8lgebra de Lie de ¢ , un producto in-
terno tal que Ad(h*) es ortogonal, cualquiera sea h* en H* .Si T: G->G*

es el homomorfisme x - T(x) entonces definimos en g , (X,Y) = ((dT)eX,(dT)eY)
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y no es difficil verificar que Ad(h) , h € H, son transformaciones ortogona-

les o sea {Ad(h) : h € H} C 0(g,¢{ ?}) y este iltimo grupo es compacto.

Reciprocamente, por 1.6, existe en g un producto interno tal que
Ad(h) : g - g es ortogenal, cualquiera sea h € H . Sea M el complemento
ortogonal de h 'y restrinjamos el producto interno a M , Como M es preser-

vado por Ad(h) , h €H el siguiente diagrama conmuta

m__éé_(bi)__g. m

p P

Ad(h)
*9/p >3/

Sigue ahora de (1) que Q/H admite métrica G-invariante. |l

Observacién 1.8. Probamos en (ii) de 1.5 que si G : G/H es efectiva y G/H

admite métrica G-invariante entonces Q/H es un espacio homogéneo reductivo

o sea h C g admite un complemento M tal que M es preservado por Ad(h) ,
h€H. Siel grupp H es conexo sigue de 4.4, Capitulo I que M es Ad(H)

invariante si y solamente si [hA,m] Cm .

(ii) Cuando el cociente G/H es reductivoy m es un complemento Ad(H)
invariante de h , es fdcil ver que las métricas G-invariantes en
G/ﬁ se corresponden con productos internos en p tales que ad(h)

es ortogonal cualquiera sea h € H .

Ejemplos 1.9. Sea G = SL(n,R) = {A € GL(n,R) : det A = 1}

*
11 ]
N\ i :
H = . T 2., = lr y n impar.
0 a | J
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Entonces G : G/H es efectiva y h c g no admite complemento Ad(H)-invarian-
te. Luego G/H no es un espacio homogéneo reductivo y por lo tanto no admite
métrica G-invariante. Sin embargo G/H es difeomorfo a SO(?>/{e} y este al-

timo si es reductivo.

Para demostrar que la accidn de G en Q/H es efectiva notemos que
N={x€G: t(x) = id} es normal en G y por lo tanto discreto, pues G es

simple. Sigue entonces que N C Z(G) = {e} .

Supongamos ahora que g =h ® m . Es ficil ver que h =a #n donde
a es la subdlgebra de matrices &iagonales de trazo cero y N es la subdlge-
bra de matrices triangulares superiores. Sea Xij », 1> 3 , la matriz con 1
en (i,j) y cero en los restantes. Si X.. = U.. + Zij donde Uij €Eh y

ij  ij

Zij €m y [h,m] Cm entonces

€ €En na en) cn: Em
[in’xij] a , [in,Uij] (pues [n,a on] )y [in’zij] . Por

lo tanto deben ser todos nulos lo que es un absurdoe pues [in’xij] #0.

§ 2. Grupos de Lie con métrica bi-invariante.

Esta seccifn tiene por objetivo dar la demostracidn que aparece en

[M] de la clasificacidén de los grupos de Lie que admiten métricas bi-invariantes.

Una métrica en un grupo de Lie G se dice invariante a izquierda

(resp. invariante a derecha) si las traslaciones a izquierda (resp. traslacio-

nes a derecha) son isometrias. Decimos que una métrica en G es bi-invariante

si ella es invariante a izquierda y a derecha.
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Proposicidn 2.1, Una m@trica invariante a izquierda en un grupo de Lie conexo

G es bi-invariante si y solamente si adX :g>g, X€g, es antisimétrica.

Demostracidn: Sea { , ) métrica invariante a izquieda en G . la métrica es

- . . - - - _1
ademis invariante a derecha si y sblo si Ad(x) = d(Lx ° Rx ]e es ortogonal,

para todo x € G . En particular, si X € g,
(Y,2) = (Ad(exp tX)Y, Ad(exp tX)Z)

Derivando respecto de t obtenemos

tady tady
(e Y,e zy = ([X,Y),Z) + (Y,[X,2]) .
| t=0

=4
0= 3¢

Reciprocamente sea x € G, x =exp X y adx antisimétrica. Entonces

-ad a t
Ad(x)-1 = Ad(exp -X) = e X = {e dx] = Ad(x)t .

Siendo G conexo, existe un entorno de la identidad que lo genera (ver [W,
pag. 93]), y como producto de transformaciones ortogonales es ortogonal, la

proposicidn resulta. |l

Sigue de 1.6 que si H es un grupo de Lie compacto existe en h , su
dlgebra de Lie, un producto interno tal que Ad(h) , hE€H es ortogonal. Si
trasladamos a izquierda en H dicho producto interno, la métrica que se obtie-
ne es bi-invariante. Ademds si A es un grupo de Lie abeliano Ad(a) = id ,
cualquiera sea a € A y por lo tanto toda métrica invariante a izquierda es
bi-invariante. No es dificil verificar que la métrica producto en A X H es
invariante a izquierda y a derecha.

La reciproca vale, para grupos conexos, Ccomo lo muestra el siguiente

Teorema 2.2. Un grupo de Lie conexo G admite métrica bi-invariante siy so-
2Eoteme Lt

. . n
lamente si G es isomorfo a R x K , K compacto y conexo.
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Demostracidn: Ya vimos que un grupo de la forma R® x K admite una tal métrica.
Para la reciproca sea G un grupo de Lie con métrica bi-invariante. Como adX s
X € g , es antisim@trica (ver 2.15 enténces g=a & (& bi) donde @ es ideal
abeliano, bi es un ideal simple de dimensién > 1 y la descomposicidn es or-
togonal. (Recordemos que un &lgebra de Lie es simple si solo posee ideales tri-
viales). En efecto, si g no posee ideales no triviales entonces g es abelia
nasi dimg=1 8 g es simple con dim >1 . Si U es un ideal de g ehtog
1

L . . . - -
ces U~ también es ideal pues si X €U, YE€g y Z €U, la antisimetria

de adY implica

([x,¥),2) = (x,[¥,2})=0

y como consecuencia g = U & U'L . Repitiendo el proceso, si necesario, y obser-
vando que todo ideal unidimensional es simple, terminaremos por obtener la des-
composicifn ortogonal buscada.

.Sea Bi grupo de Lie simplemente conexo tal que su dlgebra de Lie es bi (ver

[J, pag. 199]). De la antisimetria de ad, , Z € bi resulta para X,Y € bi

1

(Vy Y,2) = 3

(adX Y,Z) .
Luego, si X,Y € bi es un sistema ortonormal

k(XY = 7 M%7

y si X es unitario y Xi es una base ortonormal de bi

z II[x,xi]IIZ .

=1
Ric X 4

Ahora bien, Ric X > 0 pues de lo contrario X es un elemento del centro de

bi que es trivial pues bi es simple y de dimensién > 1 . Sigue entonces

del teorema de Myers que Bi es compacto.

Usando que grupos de Lie simplemente conexos con dlgebras de Lie iso-
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morfas son isomorfos (ver [W, pdg. 10l]) obtenemos que R® x B , B ='1rBi es

el cubrimiento simplemente conexo de G .

Sea T :R°xB~>G la aplicacidn de recubrimiento con niicleo N y

k
sea p : R®xB~>R®. Como N es discreto, p,(N) ={ Z n.e., , n, €Z ,
1 1 j=1 T30 i
€15 cees & linealmente independientes} . 81 V= Rel ® ... Rek entonces
~ (RS ~ ot oL
Cx (R x B)/y = (V2 x VXB)fy =V x (vx 3B/
donde V X %/N es - compacto. |l

Ejemplo 2.3. El cociente SL(n'R}/%L(n-l,R) no admite méfrica SL(n,R) inva-
riante. En efecto si admitiese, como la accién de SL(n,R) es efectiva en el
cociente, existiria en S&(n,R) el dlgebra de Lie de SL(n,R) wun producto
interno Ad(SL(n-l,R)) invariante (por 1.5(ii) y 1.6). En particular
SL(n-1,R) admitirfa una métrica bi-invariante. De 2.2 seguiria que SL(n-l;R)
(que es conexo) seria isomorfo a R® x K , K compacto lo que es un absurdo
pues SL(n-1,R) es simple (luego R® = {0}) y no acotado. Es importante des-
tacar que como consecuencia del teorema de Weyl (ver [V, pdg. 222]) el cocien-
te SL(n’R)/SL(n-l,R) es reductivo. En efecto sigue del teorema de Weyl que
toda representacidn de un 3lgebra de Lie simple es semisimple o sea todo sub-

espacio invariante tienme complemento invariante. |l
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§ 3. Submersiones riemannianas.

En el Capitulo III realizaremos una exposicidn detallada del articulo
de 0'Neill [0'N], obteniendo como consecuencia curvaturas de m€tricas invarian
tes en G/H . Como dicho trabajo versa sobre relaciones de curvaturas en los
casos de submersiones riemannianas introduciremos aqui este concepto y veremos
ademis varios ejemplos de submersiones, entre ellos 7 : G~ G/H donde G y

G/, poseen métricas G-invariantes.

Definicidn 3.1. Una submersidn es una funcidn diferenciable 7 : M - N

tal que en todo x € M, (d‘lr)x tiene rango n .

Sigue del teorema de la funcidn implicita que ﬂ_l(p) es una subva-

k

riedad de M*®  de dimensién k para todo p € N . Sea Vq el espacio tan-

gente a ﬂ-l(p) en q € ﬂ-l(p) , supongamos M y N son riemannianas y sea
1

. H =V . Llamaremos a Hq y a Vq los espacios horizontales y verticales

respectivamente.

Definicidn 3.2. Una submersién @ : M> N , M,N riemannianas se dice submer-

sidén riemanniana si (dm) ¢t H - T N es ortogonal cualquiera sea
a4 q ™

q

q€ M.

Ejemplo 3.3. Sea G/H con métrica G-invariante y supongamos 9 = hem,

AdE)mcm, Si () en 9J estd definido como ( )=« )h + ¢ )m donde

{ >h es cualquier producto interno en h y « )m es el que proviene de

TeH(G/H) entonces T : G > G/H es una submersifén riemanniana donde la métri-

ca en G es traslacién a izquierda del producto interno en g . En efecto

Vxh - (deh)eh ) Hxh = (deh]e my ((dﬂ)xh(deh)ex ! (dﬂ)xh(deh)eY) )



((dT(Xh))eH(dﬂ)eX, (dT(xh))eH(dn)eY)

= ¢ (dL,,) Xy (L) Y) o sea dm) o

Cuando la accifn de G en Q/H es efectiva es posible tomar en h

to interno Ad(H)
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((dﬂ)eX, (dn)eY> = (X,Y)

es ortogonal./

-~

un produc

invariante y como consecuencia, el producto interno en g

satisface ady antisimétrica, cualquiera sea X € h . Cuando esto ocurre H

(luego =xH) es totalmente geodésica pues si X,Y €h y 7Z€m entonces

N =

(VX¥,Z)

=

=0 . |

Si # : M~ N

{([X,Y] ,2) - ([Y,z1,%) +<[2z,x] ,Y)}

{([X,Y] ,2) +4z,[Y,x]) -<z,[1,x] >}

es una submersidén entonces es posible contruir un fi -

brado vectorial Kﬂ sobre M a partir de los niicleos de (dTr)x . Mds afin si

M es riemanniana, su fibrado tangente

(Kﬂ) L

Consideremos ahora el diagrama

TN
|»
N

n*IN >
M

w
—r

donde T*IN = {(x,y) € M X IN : 7x = py} . Como dﬂl(

fibrados tal que

T(M) es suma de Whitney de K,’r y

K ]l es una aplicacidn de
g
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Kl dm ™
T
ql lp
M — N
T

resulta K# isomorfo a w*IN (ver [MSl, pég. 26)).

Estamos ahora en condiciones de estudiar levantamiento horizontal de

campos en N .

Sea X campo en N , definimos Xm como el {nico vector en Tmﬁ
i T X = N -
perpendicular a Nu(d )m y tal que (d‘lr)mxm Xﬂ(m) Para probar que la co

- o0
rrespondencia m ™ Xm es C observemos que

m - (m,Xﬂ(m)) € w*TN

es diferenciable pues @*IN es una subvariedad (con la topologia relativa)
1 -
de M X TN . Como el isomorfismo entre K,’r y T*IN estd dado por

g: z~ (q(z),(dm)z) resulta

-1

lp -
m - (m,Xﬂ(m)) —_— Xm

. . oo . -1
o sea el levantamiento horizontal es C . Notar que sobre ‘la fibra n “(p)
el campo X es "constante". Ademds no es diffcil verificar que todo campo en
qe oo . .
M puede escribirse como suma de dos campos C , uno vertical y otro horizon-

tal.

Ejemplo 3.4. Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo cerradoy w : G~ G/H
la aplicacidén cociente. Vimos en el Capitulo I que 7 : G~ G/H es una submer

sidn. Veremos ahora que si g es una métrica invariante a derecha en G ella
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induce naturalmente una métrica gy» en G/H tal que 7 : (G,g) ~ (G/H,gl)

es una submersidén riemanniana.

El espacio vertical es V. = (deh)e(h) , h 3lgebra de Lie de H .

Respecto de g , consideremos Hxh = Vih . Como (dRh)xVx = d(Rh ° Lx)e(h) =
= dng ° Rh]e (d(Rh_1 ° Lh)eh] = th y (dRh)x es ortogonal el siguiente dia-
grama conmuta

(ar,)

H — H
(4™ \\\\\ I/// (dm)) o
T7'(1‘:)(G/H]
Esto nos permite definir para v,w € Tﬂ(x)(G/H) un producto interno
g, (v,w) = g, (V,W)

y w son los levantamientos horizontales.

<1

donde

Si X e Y son campos en G/H , sean i,? los levantamientos horizontales
ysea 0 :U—>G seccion local, U entorno en G/H . Entonces sigue de la

definicidn que 2z gl(Xz,Yz) coincide en U con z = o(z) g(xo(z)’YO(z))

y por lo tanto g; es una métrica riemanniana en G/H . Por comstruccién de

gy > resulta 7 submersifn riemanniana. ||

o0
Supongamos que tenemos ahora una accién C

BL:GxM->M,

(G grupo de Lie, M variedad diferenciable) no necesariamente transitiva. Si
















































































































































