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1. Introduccion.

Este capitulo estd basado en un trabajo de T. Ando [1], aparecido en 1987. En
la seccion 3 se introducen las nociones de positividad total y regularidad de signo,
asi como criterios efectivos para la positividad total. La seccién 4 esta dedicada al
estudio de varios métodos de produccion de nuevas matrices totalmete positivas a
partir de otras, dadas. Se da en la secciéon 5 un criterio simple para que una matriz
totalmente positiva tenga una potencia estrictamente totalmente positiva. En la seccion
6 se estudian la relacién entre la regularidad de signo de una matriz y la propiedad de
disminucién de variacion que tiene el mapa que ésta induce. En la seccién 7 los teoremas
mejorados del tipo de Perrén Forbenius son establecidos para matrices totalmente
positivas. Finalmente se presentan ejemplos, algunos sin demostracion, de matrices
totalmente positivas en la seccion 8.



2.

Productos alternados.

Comenzaremos fijando ciertas convenciones de notaciéon conocidas.

1.

Para cada n > 1, llamaremos H, = C" (o R"), el espacio vectorial (real o
complejo) de vectores = (x;);er,, con el producto interno usual. Denotaremos

por eﬁ"), cee e%") a los vectores de la base canénica de H,.

. Un vector z € M, es positivo (respectivamente, estrictamente positivo), en

simbolos, z > 0 (resp. z > 0), si x; > 0 (resp. x; > 0) para todo i € I, .
Dados ay,as,...,a, € C" denotaremos por [ay,as,...,a,| a la matriz A €
M;,.m(C) tal que C;(A) = a;. Notar que A el la matriz inducida por la aplicacién

A H,, — H, dada por a; = Aegm) j €1, , relativa a la base canénica de ambos
espacios.

Un matriz A € M,,,,(C) se dice positiva (estrictamente positiva), en simbolos
A >0, si transforma todo vector positivo no nulo a un vector positivo (estricta-
mente positivo). Entonces A es positiva (estrictamente positiva) si a; >0 (resp.
a; > 0), i € L,,, o equivalentemente, si a;; > 0 (a;; > 0),i€1L,,j€l,.

Para cada k € N, sea ®k H,,, el espacio k-tensorial sobre H,,. El producto interno
sobre ®" H,, esté determinado por

i=1

<$1®l’2"'®xlmy1®y2"'®yk>:H<$iayi> ; (1)
k

para Ty, ..., Tg, Y1,.-., Yp € H, .

La base canénica ortonormal de " H,, es por definicién

{e&"l) ®eg;) ®---®6g;) Pa= (o0, qp) € ]I]ri}

Todo operador A : H,, — H,, induce un operador de ®k A ®k H,, — ®k H,,,
llamado potencia k-tensorial, determinado por la férmula

k
®A($1®x2-~~®xk):Ax1®Ax2®~-®Axk, (2)

para x1,..., xp € H, .

. Si B es otro operador lineal de H; a H,,, se sigue que Q" (AB) = (R" 4)-(Q" B).

Sea Sy, el grupo simétrico de grado k, esto es el grupo de todas la permutaciones de
I, = {1,2,...,k}. Cada 7 € S, da lugar a un operador linear P\ € U(®"H,,),
dado por

Pin) (21 @2 @ Tp) = Tr1(1) @ Tr-1(2) - * @ Tr—1(ky (3)

para x1,..., xp € H, .



Definiremos a continuacién las nociones basicas de productos alternados
Definiciéon 2.1. 1. Un k-tensor = € ®k H,, se dice alternado si
P"Wg = sgn(m)z  paratoda m€S, .
donde sgn(m) = 1 de acuerdo a si 7 es una permutacién par o impar.

2. El subespacio de todos los k-tensores alternados sobre H,, es llamado el espacio k-
alternado (o k-ésimo Grassmann) sobre H,,, y denotado por A*H,. La proyeccién
ortogonal P? de ®" H,, sobre A*H, estd dada por

., 1
Py = o Z sgn(m) P
S Sk
3. Dados x1,..., xx € H,,, se define el k-tensor
T ANx ANz :=P) (11 @x9... @ xp).

llamado k-ésimo producto alternado de la k-upla ordenada {x1, x5 . ..,z }. Luego,
se sigue de la definicién que

Tr1(1) N Tr-1(2) Ao A Tpor() = 8gN(T) 1 AT+ -+ A T (4)

donde sgn(7) es el signo definido anteriormente. O
Proposicién 2.2. Sean xq,...,x, € H,,. Entonces

<.’L’1 Nxg N--- N Tk, 1 A Y2 ARRRNA yk) = E det (<‘rlayj> >i,j€]lk (5)

En particular, se tiene que el conjuntos {x1,xs,..., T} es linealmente dependiente si

y solo st xy Nxog A--- Nxyp = 0.

Demostracion. Es consecuencia de la ecuacién (1), por la definicién de determinante.
En efecto, si D = (x1 -+ Az, y1 A -+ A yx), entonces

1 1
D= <E Z Sgn (M) Tr-1(1) @« * @ Tr-1(k), i Z sgn(0)Yo-11) @ -+ ® ya—l(k)>

TES " o€eSy,

1
= Ty X sea(msen(o H<~%‘n 1) Ui ()

T,0€Sg
k
B 1
= CIE Z sgn(om™ H Tor1(5)s
T,0ESE 7j=1

k
1 1
=m0 o w) =5 det (@), e, -

En donde la ultima igualdad surge de considerar la aplicacién Sy x S — Sy dada por
(0,7) — v = or ! Notar que cada v € S, es imagen de k! elementos, a saber, los de
la forma (ym, ), parametrizados por m € Sy. O
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Observacion 2.3. Se sigue de (2) y (3) que, para cada operador linear A : H,,, — H,,
su k-potencia tensorial “mezcla” P! y P en el siguiente sentido:

k k
| 2k <® A) = <® A) P paratoda weS.

Asi, ®k A mezcla las proyecciones P,gn) y P,(Cm):
k k
p" <® A) - (@ A) P

k
Por lo tanto ® A(A*HL,) C AMHL, . &

Definicién 2.4. La restriccién de @" A al espacio alternado AYH,, es llamada la
k-potencia exterior de A, y denotada por A*A € L(A*H,). Por (2), la potencia ex-
terior A*A estd determinada por la férmula:

(A*A) (g Aag Ao A ) = (Axy) A (Azg) A -+ A (Axy), (6)

para xi,...,x € H, . %

Observacion 2.5. Si [, es la identidad de H,, entonces
A*IL, = Ly, (7)
Se sigue de (2) o (6) que si B : H; — H,,,
A*(AB) = (A"A)(A*B) (8)
Una consecuencia de (7) y (8) es que si A € Gl(n), entonces A¥A es inversible y
(AFA)™t = AFA! 9)

&
Definicién 2.6. Seane Ny kel,.

1. Notamos por @, al conjunto de sucesiones estrictamente crecientes de k enteros
elegidos en I, = {1,2,...,n}:

Qk,n:{a:(al,ag,--- ,ozk)E]IfL 1<y << <o <n }
2. Se define la relaciéon de orden entre dos elementos a y 3 de Qy, dada por

a<fB si o<pf, paratodo €]l.



3. Dado o € Qpp, se define su complemento o = 1, \ «, ordenado de manera
creciente. Notar que o € Qg -

4. Dados a € Q. ¥ B € Qi tales que aN B = 0, su unién a U (3 estard siempre
ordenada crecientemente para ser un elemento de Qg4p.

5. Para cada a € Qy, su nimero de dispersion d(a) esta definido por:

=

d(a) = ; (g1 —a;—1)=a —a; — (k—=1), (10)

i=1

con la convencién d(a) = 0 para o € ()1,,. Entonces d(a) = 0 significa que «
consiste de k enteros consecutivos.

6. Para a € Qp.n, la a — proyeccién de un vector z = (z;) € C" es el vector en C*
con entradas Zo,, Tay, - - -5 Tay-
7. El espacio de todas las a-proyecciones es denotado por H,,. Es decir, H, = C* =
Hy, pero indexado por (g, as, ..., ax). O

Notaciones para submatrices: Sean A € M,,,,(C), a € Qkn, y 5 € Q1. Entonces
denotaremos por Alw|f] a la submatriz de & x [ de A que se obtiene usando filas
numeradas por « y columnas numeradas por 3. Si se considera a A como una funciéon
de H,,, en H,, entonces A[e|5] denota a la funcién inducida, de Hg en H,. Cuando
a = [, Ala|f] es simplemente denotado por A[a]. En més, utilizaremos las siguientes
notaciones:

AlolB) := Alo]), Alol] = Ale'|5),
Alalf) = Al'|), Af) = Alo/|a]
y
Al-|B] = A[1,2,...,n|4], Ala|—] := Ala|1,2,...,m],
Al—|8) == A[1,2,...,n|F], Alal—] = Ald'|1,2,...,m].

Dada a € @y, usaremos la abreviacion:

e} = o N im el A el A el (11)
Luego, por (5), {VE! € : o € Qp.} es un sistema ortonormal completo del k-espacio
alternado sobre Hl,, v se toma como la base candnica ortonormal de A¥H,. Asf las
nociones de positividad para un k-tensor alternado y un operador linear entre espacios
alternados siempre se refiere a estas base candnica. De acuerdo a (5) y (11), para un
operador linear A de H,, a H,, la entrada («, 3) de la matriz A¥A estd determinada
por:

k! <(A'f,4)eg”>, egy>> — det Alal]. (12)



De hecho,
(AkA)aﬁ = <Akm e(ﬁm), VE! e&m)> = k! <e(ﬁ eﬁ > = det [(Aeg,, €4, )] = det A[a|f].

Asf A¥A es positiva (estrictamente positiva), en simbolos A*A > 0 (> 0), si y sélo si
det A[e|5] > 0 (> 0), para todo & € Qkn, B € Qk.m, 0 equivalentemente si ag, A ag, A

-~Aag, > 0 (> 0) para todo 5 € Q. En lo que resta de esta seccién, asumiremos que
n =m, con lo que A y B serdan matrices en M, (C). Primero, la ley de multiplicacién
(8) produce, via (12):

det(AB)[a, B8] = k! <AkABe(6m),e&m)> — K <AkAA’“Beg”) (m)>

= (A*AA'B) = > (A*4),, (A"B),

'Yer,'n

— Z det A[a|y] det B[y|].

'Yer',n
Tenemos entonces la llamada férmula de Cauchy Binnet:
det(AB)[a|8] = > det Alafw]det Blw|8] a, B € Qun - (13)
wer n

Dada A € M,,(C), es a veces conveniente considerar su adjunta A* y su conversion
A% cuyas entradas (4,j) estan dadas por @;; ¥ @n_it1.nj+1, respectivamente. Luego
es inmediato de la definicién que para a, f € Qg se tiene det A*[r|5] = det A[5|a], lo
cual sale de la férmula (12) y detA#[a|3] = det A[a#|3%], donde (a¥); = n—a;+1,i =
1,...,k y andlogamente para (3%. Podemos ver esto de la siguienete manera:
det A¥[a]f] = (N"A#), = k! (AFA%e", el)
= kI (A%es A+ NAPes ea, Ao Aea,)
= k! <A€m_51+1 VANPIRAN Am—b;ﬁ-b €ay VANRIERWAN €ak>
k! <AkA#eg“;>,egm>> = (AFA) , ., = det A[a#|#]

ot gt

ya que la columna 3; de A* es la columna n — 3; + 1 de A, reordenada por .
Enunciamos ahora el siguiente teorema, cuya demostraciéon hemos visto anteriormente:

Teorema 2.7. Sea A € M,,(C) con autovalores \(A), ..., \,(A). Entonces para cada
1 < k < n, los autovalores de la matriz A*A estin dados por

k
o(AA) =] Mai(4) . @€ Qin,
i=1

contando las multiplicidades. Notar que dim A*H,, = < Z ) = #Qkn -



3. Complementos de Schur e identidades asociadas
a determinantes.

Definicién 3.1. Sea A € M, (C), k€, y a,5 € Q-

1. Cuando A|«|f] es inversible, el complemento de Schur de A[a|f] en A, es la matriz
A/la|B] € Mp,—i(C), indexada por o y ', dada por:

A/lalf) = Alal?) - Alalf1Ala|5] Alalf) (14)
2. Cuando o = 3, usaremos A/« en lugar de A/[a|a]. &
Definicién 3.2. Sea a € Q.

k
1. Llamaremos tr o = Z Q; .
i=1
2. Llamaremos sgn(«) al signo de la permutaciéon 7 € S,, dada por 7(«;) = i para
i€,y m(a)) =Fk+jparaj€l, . Porlo tanto,
k
sen(a) = [J (=) = (myrerktenr, (15)
i=1
En efecto, se puede ver que
T=(k,...,05)(2,...,00)(1,2,... 1),

donde (ay,...,a,) denota al r-ciclo asociado. Esto se deduce de que el primer
ciclo (que consta de a; — 1 trasposiciones) manda «; al lugar 1. El segundo (que
consta de ap—2 trasposiciones) manda oy al lugar 2 (observar que (1,2, ..., a3) no
movib a aw ). Se sigue asi hasta mandar oy, al lugar k. Lo demaés (los valores que
toma en ') queda armado para producir la permutacién 7, porque se mantuvo
su orden interno, y van a donde deben ir.

3. Sea T, € U(n), la matriz de permutacién asociada, dada por

T.e; = eq, sio1=1,...,k
' o (16)
Taekﬂ-:ea; si jg=1,...n—k.
Tenemos entonces que

det T,, = sgn(«). (17)

Teorema 3.3. Sea A € M,(C), kel, ya,B € Qrn. Si Ala|f] € Gl(k), entonces
det A = sgn(«) sgn(B3) det Ala|g] det(A/[a|F]). (18)

Si, ademds, A € Gl(n), entonces A/|ca|f] € Gl(n —k) y
-1

(4/1018)) = A7 (Bla) . (19)



Demostracion. Empecemos con el caso particular a = [ = I,. Como A admite la
factorizacion

B L[] 0 Al 0 I.[a] Ala] ' Alala)
A=1 A(ala]Ala]! 1n<a)H 0 A/aH 0 L) (20

la ecuacién ((18)) es inmediata, porque los factores de la derecha y de la izquierda
en el lado derecho de (20) tienen determinante 1, mientras que el factor central tiene
determinante igual a det A[a] det(A/«). También, (19) sale de (20), tomando inversas
a ambos lados.

Para probar el caso general, consideremos las matrices T, 7 definidas en (16). Luego,
se sigue inmediatamente de (??) y (16) que, con una identificacién de indices adecuada,

(T ATH) 1) = Alalf] (T ATp) () = A(alB), (21)
(T ATS) (W] = A(alBl, vy (T, ATp) [fTk) = AlelB); (22)

de donde
(T, ' ATp) /[T = Af[alB). (23)

Veamos (21), y las demés igualdades se muestran de manera anéloga: dados i,j € I,
tenemos que

((TPATE) k] ), = (T, ' ATgej, ei) = (ATpe;, Toes)

= <A€/8j’eai> = Aa,p, = Ala|f]y; -

ij

Ahora, (18) se sigue del caso particular probado arriba, usando (17). Finalmente, (19)
resulta de la relacién:

AT (Ble) = (T A7) (1) = (T, AT T) T (Ty) (24)
y del caso particular citado. O

En el siguiente enunciado veremos que toda matriz A € M,,(C) puede ser aproximada
tanto como se quiera por matrices tales que todas sus submatrices cuadradas son
inversibles. Esto sera usado para obtener varias identidades de determinantes a partir
del Teorema 3.3.

Lema 3.4. Dada A € M,(C) ye >0, existe B € M, (C) tal que
1. ||A— B| <e¢, donde || | es una norma en M, (C).

2. Todas las submatrices cuadradas de B son inversibles.

Demostracion. La cantidad total de submatrices cuadradas de A es M = Z ( Z )2.
k=1
Consideremos la funcién ¢ : M,,(C) — R que asigna a cada B € M,,(C) la lista de



los determinantes de todas sus submatrices cuadradas, en algin orden prefijado. Notar
que ¢ es una funcién continua. Llamemos

F:qﬁ’l({aeRM:ai#O para todo iE]IM}>.

El enunciado del Lema equivale a decir que I' es denso en M,,(C). Llamemos, para
cada i € Iy,

Fi:¢_1< {CLERMICLZ'#O} >
M
Es claro que todos estos conjuntos son abiertos y que I' = ﬂ I'; . Por otra parte, cada

i=1
I'; es denso en M,,(C), porque Gl (k) es denso en My(C) para todo k € N. Por ejemplo,
si ¢(A); = det A, entonces I'y = Gl(n). El resultado se sigue de que una interseccién
finita de abiertos densos es densa. En efecto, si U y V son abiertos densos y Z es abierto,
entonces Z NU es un abierto no vacfo. Entonces (ZNU)NV =ZN(UNV) # () para
todo abierto Z. Por lo tanto U NV es denso. O

3.5. Si A € Gl(n), entonces se cumple la identidad de Jacobi:

det A(f|a)

det A~ [a]f] = sgn(a)sgn(p) det A

para a7ﬁ € Qk,n . (25>
Esto se sigue de (19) y (18), aplicados a o/ y 3"

det A™' = sgn(a)sgn(3) det A a|] det A~ /[a| ]

= det A~ o] = BUEO). or 41 faf ) = BUOIBUI) . gop (5.

det A det A
Cuando k = 1, (27) induce la identidad:
_ - .det A(j]7) .
AN = (1) /L I 2
( )lj ( ) detA ) W, € n ( 6)
conocida como la regla de Cramer. &

3.6. Sean Jn = dlag (1’ _L ]-7 _]-7 sy (_1)n71 ) € U(n)a yw,a € Qk,n . Luego
det Jn[a|w] = 5aﬁ Sgn(&)(_l)k(k_l)/Q ,

donde 6,3 =1 0 0 de acuerdo a si &« = 5 0 a # (. En efecto, si a # w, en J,[o|w] hay
una columna de ceros, y por lo tanto su determinante es cero. Cuando o = w tenemos
que, si p, denota al nimero de elementos pares de «, entonces

k
Do = Z(&i —1)=tra—k (médulo 2).

i=1



Luego
det J,[a] = (=1)P* = (=1)" % = sgn(a) - (=1)PEFD/27F — gon () (—1)kE-D/2 |

lo que culmina la prueba. La siguiente igualdad se sigue de (25), usando (13):

det A(S|a
det(J, A J,)[alf] = % para o, € Qg , (27)
dado que det J,[a] - sgn(a) = det J,[3] - sgn(B) = (—1)F¢==1/2, O
3.7. La siguiente igualdad es vélida para toda A € M,,(R): dados a, 8 € Q.
Z sgn(w) det Alarjw] det A(B|w) = 0q,5 sgn(F) det A . (28)
WEQk,n

De hecho, cuando A es inversible, por (25), el lado izquierdo de la (28) es igual a

sgn(B) detA Y det Alafw] det A~ (w|B) .
WEQK,n

que coincide con el lado derecho por (13). &

3.8. Dados a, 8 € Q. vy, ademds, w, T € @y, tales que w C o/, 7 C [/, sean
p=aUw= (1, o, k) Yy v=BUT= v,V Vest) € Qriin -
Existen entonces vy 0 € Q4 tales que oy = i, y 5 = Vs, , @ € I}, . Luego definimos

sgn(a/aUw) = sgn(y) = (~1)" /2 gn(8/3U7) = sgn(o) . (20)

Con estas notaciones, se tiene que
det Afa|g] det ( (A/[am])[wm) — sgn(a/a Uw)sgn(3/8 U 1) det Aja Uw|GUT] (30)

En efecto, consideremos la matriz B = (a,,,,)ijer,,, € Mi+1(R). Entonces vemos que
(30) coincide con (18) para B,~, 0 en lugar de A, «, 3, respectivamente. De hecho, como
B = Alulv] = Ala Uw|B U 7], entonces Bly|o] = Ala|f] y, por otra parte,

B/[ylo] = B(v|lo) — B(y|o] Bly|o] ™! Bly|o)
— A(a|B)w|7] — A(a|8] Ala]8) " Ala|B)[w|r]
— (A/[a|B)w|7] .

Una consecuencia inmediata es la siguiente caracterizacion de las entradas de un com-
plemento de Schur: Dados «, 8 € Q,, se tiene

det Al U {}}[B U {5}}]
det Ala|g]

{A/[lB] } (a1 37 = senle/aU{ai}) sen(B/6 U {5;}) (31)

10



3.9. Més atin, dados A € M, (R) y a, 8 € Qn, se cumple la identidad de Sylvester:
det ({ det Ala U {a}[8U {81}, ., ) = det A det Ala|g]" " (32)

De hecho, con &, = sgn(a/aU{ai}) v ng = sgn(B8/BU{3}}), 1,7 € Loy, se sigue de
(31) que el lado izquierdo de (32) es igual a

det [det Ala|B] (A/[a]B]);; sgn (/o U {a}}) sgn (B/B U {ﬁé})} =

det Ala|8]" " det[diag(Ear, Eays - -5 Ear ) A/ [0l Bldiag(ng, gy, - - mg )] =

n—k n—k
det Afar|8)" " det Afer|8] det(A/[a]]) | [ sen(a/a U {ai}) x [ [ sen(s/5u0{5}) .
i=1 i=1

La férmula (32) se sigue de (18) y el siguiente resultado: &

Lema 3.10. Sea o € Q.. Entonces

T sen(o/o U o)) = sen) 63)

Demostracion. Para cada i € I, y, sea v° € Qpri1, vdeﬁnido como en 3.8 para a y

aU{at}. Luego sgn (a/a U {a}}) = sgn(y?) = (—1)"7"~k¢+10/2  Entonces

(k+2)(kE+1)
2

(k+2)(k+1)
2

= Sial < ap,entonces try' =2+ -+ k+(k+1) = — 1.

lSiO[1<Oé;<O[2, tr7121+3++k+(k+1): _ 9

(k +2)(k + 1)

s Sipg<al<ay tryi=1+2+4-+(k—1)+(k+1)= 5 — k.
; kE(k+1
s Siap<al, try' =142+ 4+ k= (;)
Resumiendo tenemos que, llamando ag =0y apy1 = 00,
- k(E+1 E+2)(k+1) Ek(k+1

2 2 2
Como #{i: o) < aq} = (a1 — 1), #{i : aj_1 < &} < oj} = (j — aj_1 — 1) (para todo
2<j5<k),y#{i:ar <al} =n— a, entonces

n—k k
o k(k+1 .
( )> = Z(k—j+1)(&j—aj,l—l)—l—()-(n—ak)
i=1 j 1
. k(k+1
= Z&] Z —j+1l)=tra— (2 ),
J=1
lo que prueba la férmula (33). O
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3.11. SiAe M,(C), 0 € Qu1n,w € Qn_2, y w C a, entonces para todo 1 < ¢ < n,
det Alw|1,n) det Ala|q) = det A[w|1, q) det Ala|n) + det Alw|q, n) det A[a|1).  (34)

En efecto, fijemos p € wy sean pu:=w—{p} y v :={1,¢,n}. Ademds sea {m} = a\ w
y B := Alu|v]. Por (30) y (31), dividiendo ambos lados de (34) por det A[u|v]? tenemos
que el lado izquierdo de la igualdad es

det Blp U {p}|v U {q}] det B[ U {p, m}|v U {1,n}]
det Blu|v)?

y el derecho,

det Blu U {p}v U{n}]det Blp U {p,m}|v U{1,q}]
det Blu|v)?

det Bl U {p}|v U {1}]det Blp U {p,m}|v U {q,n}]
det Blu|v|?

_|_

=00 .

Notar que
o= (B/lulv)), 1 det ( (B/lulv])p.ml1.n]) |

donde & = sgn 1/ U {p}) sgn (/v U {g}) sen (u/pn U {p,m})sgn (/v U {1,n}). Por
otra parte,

00 = (B/[ulv]),, €2 det B/[ulv][p,m|1,q] + (B/[ulv]),, es det B/[u|v][p, mlg,n]

donde
£2 — sgn (/U {p}) sen (v/v U {n}) sgn (/0 U {p,m}) sgn (v/v U {1,q})

£3 = sen (/u U {p}) sgn (/v U {1}) sgn (/U {p, m}) sen (v/v U {g,n}) .

Sacando como factor a sgn(u/pU {p})sgn(p/pU{p,m}), se ve que (34) es equivalente
a la siguiente relacion:

sgn(v/v U{q})sgn(v/v U{1,n})b,, det Blp,m|1,n] =
sgn(v/vU{n})sgn(v/v U{1,q})b,, det Blp,m|1l,q] +
sgn(v/v U{1})sgn(v/v U {q,n})b, det B[p,m|q,n| .

Por otra parte, se sigue de (29) que

sen(v/v U{q))sen(v/v U{Lin}) = sgn(v/vU {n})sen(v/v U{L,q})
— sgu(v/v U {1})sgn(v/v U {g,n})
(—1)
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En efecto, supongamos que v = (v4,...,V,_3), con 2 < vy, v, 3 < n. Entonces

vU{q} = (v, .., Vy-2,q, Vg1, Vn—3), vU{1}=(L,v),
vU{n} = (v,n), vu{l,n}=(1,vn),

vU{l,q} = (L, .., Vg2, @, Vg1y--,Vn—3) ¥

vU{qg,n} = (V... ,Vp2,q Vg1, VUn_3,n) .

Asi,

sgn(v/vUu{q}) = 1+...+q¢—2+q¢—1+...4n—-2—-(1+...n—3)
— n-2-(g-1)
sgn(v/vu{l}) = 24+...4n—-2—-(1+...4n—-3)=n—-2—-1=n-3
sgn(v/ru{n}) = 1+..n=3—-(14+...4n—-3)=0
sgn(v/vU{l,n}) = 24+...+4n—-1—-(1+...+n—3)
= n—24+n—-1-1=2n—-4
sgn(v/vU{l,q}) = 24+...+¢q—14+q¢+1—-(1+---4+n—-3)
= n—24n—-1—-¢g=2n—-2)—(¢—1)
sgn(v/vu{g,n}) = 1+...4q¢—2+q¢+...+n—-1—(1+...+n—23)
= n—24n—-1—-(¢—1)=2n—-3)—(¢—1).

y de estas igualdades se deduce lo buscado. Por lo tanto (34) es finalmente equivalente
a la siguiente relacion :

b,y det Blp,m|l,n| = by, det Blp,m|l,q]+ by, det B[p, m|q,n] ,

que se verifica facilmente (notar que son determinantes de matrices de 2 x 2). %
El siguiente teorema no sera usado explicitamente en lo subsiguiente:

Teorema 3.12. Sea A € M,,(C) y supongamos que Ala|f5] es inversible para algin
a,0 € Qrp. Siw, T € Qrp,w Ca' y1 C [, entonces la inversibilidad de (A/[o|5])[w|7]
es equivalente a la de Ala Uw|BUT|. En este caso se cumple:

(A/lalB))/lwlr] = AflaVw|fUT]. (35)

Demostracion. La primera afirmacién es inmediata de (30). Y (35) es equivalente a la
relacién

det((A/[a|A])/[wlr))p|v] = det(A/[a Uw|F U T])[ulv]. (36)

para cualquier p, v € @, tales que u C («Uw) y v C (BUT)". Pero, nuevamente, por
(30), el lado izquierdo de (36) es igual a

det Alo UwUv|fUTUY|
det Ala Uw|BUT] ’

13



donde € = sgn(w/wU p)sgn(a/aUw)sgn(a/aUwu)sgn(r/TUv)sgn(8/8UT)sgn(5/5U
7 U ), mientras que el lado derecho es igual a

det Alo UwUv|fUT UV

seufa Uw/aUwUrjsen(FUr/BUTUv)— e st

Se ve por (29) que

sgn(w/w U p)sgn(a/aUw)sgn(a/aUw U p) =sgn(aUw/aUw U p)

segn(T/T7 Uv)sgn(G/BUT)sgn(B/fUTUY) =sgn(BUT/FUTUY) .

Veamos que la primera de estas igualdades es cierta (la otra es andloga) y habremos
entonces probado (36), y, por lo tanto, (35). Si la igualdad vale, esto dice que la suma
de los exponentes de —1 de ambos términos es par, esto es, congruente a 0 médulo
2. Llamemos |ﬁ| al exponente de —1 correspondiente al signo de este elemento y
hagamos lo mismo para los demas. Queremos ver entonces que:

« w Qo alJw
’ ‘ + = 0 (mdédulo 2)
alJw wUp aJwUp aUwUp
Ademds, si |-8-| = try—k(k—1)/2, como en 3.8, notaremos try = |-4—| . Supongamos
que a € Qp N, W € Qum.N, it € Q1.n. Entonces valen
rripr il rrvrm
aUwl wUa
w B w m(m + 1)
wUp|  jwUpl, 2 ’
«Q B wUpu o w u
aUwUp| aUwUp|, |aUwUp|, |jaUwUp|,
aUw _ i
aUwUp| aUwUpl,
Sumando,
‘ o ‘ w o aUw |
aUw wUpu aUwUpu aUwUp|
w w w m(m + 1
:( + _mim+1) (37)
wUalt  jwUpl, aUwUpl|, 2
Ahora,
w w -
— = s < w;
alUwU ‘onu ;#{M Hi !
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w

wUpu

(m—l—l).

= Z(#{NJ <wit+1) Z #{MJ My < wi} + B

‘ m
=1

Por lo tanto, (37) =0 (2).
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4. Criterios para la positividad total.

En esta seccion introducimos las nociones fundamentales del trabajo: regularidad de
signo y positividad total. Por una sucesion de signatura denotamos a una sucesiéon real
(infinita) € = (&), con |g;| = 1,4 = 1,2,.... El multiplo de una sucesién de signatura
e® = (551)) por un nimero real de médulo 1 ey el producto de e por otra sucesién
de signatura ¢® = (81(2))

(el

son aquellas sucesiones de signatura definidas por (55(1))) y

i

)) respectivamente.

Definicién 4.1. Sean A € M,, ,,,(R) y € una sucesion de signatura. Sea r = min{n, m}.

1. Decimos que A es de signo regular con signatura € si
e -AFA>0, kel,, (38)
La regularidad de signo de A es equivalente a la condicion
ep-ag Nag, N---Nag, >0, para [E€ Qrm k€L, (39)
o, por (12), en forma de determinantes,
erdet Ala|f] >0 para @€ Qgn, fE Qrm kel (40)

ya que
erhAeg = epag, Ao A ag, y (gkAkA)aB =k <(AkA) ©:€a) = gkd%jw

2. A se dice estrictamente de signo regular con signatura € si en (38) (o, equivalen-
temente, en (39) o (40)), reemplazamos > por >.

3. Decimos que A es totalmente positiva si si es regular de signo respecto de la
sucesion € = 1, es decir, si

ANA>0, kel,, (41)

o equivalentemente si
ag, Nag, N---Nag, >0, para (€ Qrm ke, (42)

o equivalentemente si
det Alo|f] >0 para a€Qn, B€Qkm kel . (43)

4. A se dice estrictamente totalmente positiva si > es reemplazado por > en (41),

(42) o (43). o
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Para la regularidad de signo de A se requiere chequear los signos de un nimero muy
grande de determinantes. Pero si el rango de A es conocido, en particular si A es in-
versible, el niimero necesario de determinantes a chequear puede ser considerablemente
reducido.

Teorema 4.2. Sea A € M, ,,(R), de rango r, y sea € una sucesion de signatura.
Entonces, para que A sea de signo reqular con signatura €, es suficiente que la ecuacion
(39) (0 (40)) se verifique en los casos en que d(5) < m —r.

En particular, si (42) (o (43)) es vdlida en esos casos, entonces A es totalmente
positiva.

Demostracion. Probamos (40) por induccién en k. Cuando k = 1, (40) es cierto porque
d(f) = 0 para 8 € Q1. Supongamos que (40) es cierto con k — 2,k — 1 en lugar de k
pero no para k. Tomemos 3 € Q) para el cual hay un a € @y, tal que

e det Ala|] < 0 (44)

y que tiene un minimo d(3) = [ sobre el requerido. supongamos primero que d(a) = 0.
Entonces (44) es posible sélo si
[>m—r. (45)

Afirmamos que Vp : B <p < fryp ¢ 5,
apNag, N---Nag,_, =0 (46)

Para esto, fijemos tal p y sea 7 = {02, 03, ..., Br_1}. Entonces la afirmacién significa
que A[—|7 U {p}] tiene rango < k — 2. Usemos (34) en la forma que Vw € Qg_1,, con
wCa«

epep_1 det Alw|T U {p}| det Ala|m U {51, Br}] =
exer—1 det Alw|TU{B}] det Ala|TU{B1, p}]+erer—1 det Alw|rU{1}] det Ala|rU{p, Bi}]
(47)
Como TU{fy, Bk} = B, d(tU{0,p}) <l—1yd(tU{p, Br}) <1—1, sesigue de (44),
la hipdtesis inductiva y la propiedad minimal de [ que la identidad arriba mencionada
solo puede ser valida cuando

det Ajw|T U{p}] =0, Yw € Q—1n, w € (48)

pues el lado derecho de la igualdad (47) es > 0 y en el izquierdo hay, por hipétesis, un
factor < 0 y otro (det Alw|T U {p}]), > 0. Por otro lado, de acuerdo a (28), por (44),
existe v € Q—_2n, tal que v € a y detA[y|7] # 0. para probar la afirmacion, esto es,
rankA[—|T U {p}] < k — 2, es suficiente mostrar que todo vector fila de A[—|r U {p}] es
una combinacién lineal de los vectores fila con indices en 7, o equivalentemente que

det A[yU {q}|r U {p}] =0, paragq ¢~. (49)
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Cuando ¢ € a, (49) sale de (48), ya que v U {¢q} € Qr—1,. Fijemos entonces ¢ ¢ a, y

sea p = {fi1, pa, 3} = (=) U{q}, y v = {51, p, Bk }. Notemos que d(a) = 0 implica
que ¢ = 3 0 ¢ = pg. Consideremos la matriz 3-cuadrada B = (b;;), definida por

bij = det A[’)/ U {,uz}"]' U {I/j}], Z,j = 1, 2, 3.

Entonces por hipdtesis inductiva todos los b;; tienen el mismo signo ex_1, y, por (32),
todos los subdeterminantes de matrices 2 x 2 de B[—|1) y B[—|3) tienen el mismo signo
eg_o&k. Por otro lado, (48) implica que b,y = 0 siempre que u; # ¢. La afirmacién dice
que by = 0. Si by # 0, las condiciones superiores solo son consistentes cuando b;; = 0
siempre que p; # q o b3 = 0, siempre que u; # g de acuerdo a que ¢ = 1 0 ¢ = 3. Ya
que, por ejemplo, si p; = ¢ (es andlogo para ug3), tenemos que

det Ay U{g} |t U{Bi}] det AlyU{q}lrU{p}] det AlyU{q}|mU{G}]
B = | det A[y U {u2}|m7 U{51}] 0 det Aly U {p2}|T U{Bk}]
det Aly U {us}|m U {61}] 0 det Aly U {ps}|7 U {Gr}]

Entonces, por ejemplo

ep—ocr det B[1,2|3) = —ep_aer det A[y U {u2}|m U {01} det A[y U {q}|T U{p}] >0

ep_ocr det B[1,2|1) = ep_oer det A[y U {q}|7 U {p}| det A[y U {u2}m7 U{B}] > 0,

lo que determina una contradiccion. Aplicando nuevamente (32) vemos que cada caso
lleva a la contradiccién detA[a|5] = 0, tomando Ala|f] y Ale|S][y|7] = Aly|7] en lugar
de Ay Ala|f], respectivamente. Asi by, lo que establece (46). Como (46) es valido para
I a,s conp g {Ba,...,0 1}, tenemos 0 < rankA < m —1, lo que contradice (45). Esta
contradiccién muestra que (40) es valido para k siempre que d(a) = 0. Esto completa
la induccién. La restriccion d(a) = 0 puede ser liberada apelando nuevamente a (34) y
observando cuentas similares a las hechas arriba. O]

Definicién 4.3. Una matriz A € M,,(C) es llamada una matriz de Jacobi (o tridiag-
onal) si a;; = 0 siempre que |7 — j| > 1

Corolario 4.4. Una matriz n-cuadrada inversible, triangular inferior A es totalmente
positiva si det A[a|1,2,...,k] > 0 para cada k € L, y cada o € Qyp, -

Demostracion. Sea A triangular inferior. Como el rango de A es n, de acuerdo al
Teorema 4.2, basta mostrar que detA[a|d] > 0, para a, 3 € Qgn, con d(B) = 0.
Si a1 < [, entonces detAfa|f] = 0 por ser A triangular inferior. Si oy > [, sea
T ={1,2,...,0; — 1}. Entonces, por hipétesis y la triangularidad inferior,

0 < detAlaUT|1,2,...,0;] =det Al UTSUT]
B1—1
= det A[r]det Aa|3] = J] aidet A[o|8].

=1

Como detA = [}, a;; # 0, y cada a; > 0, se sigue que detA[a|3] > 0. O]
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Teorema 4.5. Sea A una matriz de Jacobi n-cuadrada. Si A > 0, y todos los menores
principales son no negativos, esto es, detAla] > 0 siempre que d(a) = 0, entonces A
es totalmente positiva y para cualquier t = (tq,1a,....,t,) € RZ, ,

det (A + diag(t) ) > det A+ [ ]t (50)
i=1
Demostracion. Por induccién en n. La afirmacién es trivial para n = 1. Asumamos
que la afirmacion es valida para n — 1 en lugar de n. Podemos obviamente suponer que
a;; > 0. Entonces por (30), A/{1} es nuevamente una (n — 1)-matriz de Jacobi con
menores principales no negativos, ya que det(A/{1})[2,3,...,k] = W
que por hipétesis inductiva A/{1} es totalmente positiva y

con lo

n

det(A/{1} + diag(ts, ..., £,)) > det(A/{1}) + [ ] t: -

=2

Por lo tanto, por el Teorema 3.3, det(A + diag(tq,ts,...,t,)) =

= (a1 + 1) det (A/{l} + diag(ty + 22020 AR L) )
aiy ay + 1

=1 =1

Resta ver que A es totalmente positiva. Pero el argumento de arriba muestra que,
sumando pequenos t; > 0, podemos asumir que detA > 0. Por el Teorema 4.2, tenemos
que chequear

det Ala|5] > 0 para  «a,( € Qrn, con d(B)=0.

Para k = n, esto es la hipdtesis. Para k£ < n — 1, esto se deriva de la positividad
total asegurada en la hipétesis inductiva. O

Corolario 4.6. Si una matriz de Jacobi n-cuadrada A es totalmente positiva, también
lo es A+ diag(ty, ..., t,),Vt; >0,i=1,...,n.

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.5, aplicado a las submatrices principales, que A+
diag(ty,...,t,) es una matriz de Jacobi positiva con menores principales no negativos.
O

Ahora pasemos a los criterios para la regularidad de signo estricta. El nimero de
determinantes se reduce atin mas.

Teorema 4.7. Una matriz A € M, ,(C) es estrictamente de signatura regular con
signatura € si g det Ala|5] > 0 para todo par o € Qpn, B € Qrm tal que d(a) =
d(B) = 0,k = 1,...,min(n,m). En particular A es estrictamente totalmente posi-
tiva si det Ala|5] > 0 siempre que o € Qpp, 3 € Qrm, y dla) = d(f) = 0, k =
1,2,...,min(n,m)
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Demostracion. Probemos las desigualdades
e det Al 5] > 0 para a € Qgp, 0 € Qrm, k=1,2,...,min(n,m). (51)

por induccién en k. Cuando k = 1, esto es trivial porque d(«) = d(5) = 0 para
a € Qip, B € Q1. Asumamos que (51) es cierto con k£ — 1 en lugar de k. Primero
fijemos un @ € @, con d(a) = 0, y probemos (51) para este o por induccién en
[ := d((). Cuando | = 0, esto se sigue de la hipdtesis del teorema. Supongamos que
e det Ala|y] > 0 siempre que v € Qpm, d(y) < 1 —1. Sea 8 € Qpm con d(f) =1
Entonces existe p tal que £; < p < Bk, d(t U{01,p}) <1l -1,y d(t U{p,Gx}) <1—1,
donde 7 = {f3s, 033, ..., Bk_1}. Se sigue de (34), como en (47) de la prueba del Teorema
42,
det Alw|T U {p}] det Ala|7 U{p1, Bk} =

det Afw|T U {0 }] det Ala|7 U {51, p}] + det Ajw|T U {51}] det Alalr U {p, Gi}]

para cualquier w € Qx_1,, con w C a. Entonces se sigue de las dos hipdtesis inductivas
que el lado de la derecha de la identidad superior es no nulo con signo €;_1€;, mientras
que detAjw|T U {p}] en el lado izquierdo es no nulo con signo £,_;. por lo tanto la
igualdad es consistente sélo cuando ey det A[a|f] > 0. esto prueba (51) para esta a €
Qk.n con d(a) = 0. Luego aplicamos el mismo argumento sobre las filas para concluir
que (51) es cierto en general. O

El mismo argumento, combinado con el corolario 4.4, genera lo siguiente:

Corolario 4.8. Una matriz n-cuadrada triangular inferior A es totalmente positiva si
se verifica que det A[a|1,2, ..., k] > 0 para cada k y o € Qy,, con d(a) = 0.

Concluimos esta secciéon con un teorema de aproximacion de una matriz totalmente
positiva con otras estrictamente totalmente positivas.

Teorema 4.9. Toda matriz reqular de signo puede ser aproximadada arbitrariamente
cerca por matrices estrictamente requlares de signo con la misma signatura.

En particular, toda matriz totalmente positiva puede ser aproximada arbitraria-
mente cerca por matrices estrictamente totalmente positivas.

Demostracion. Sea A una matriz n X m regular de signo con signatura . Podemos
asumir que n = m, considerando [A,0] o [%] si es necesario. Como veremos en la
Seccién 8, existe una sucesién {G)} de matrices n-cuadradas estrictamente totalmente
positivas tales que G, — I,,, cuando p — oo. Ahora procedamos por induccién hacia
atras en el rango de A. Notemos que (8) implica

;- N'(G,AG,) > 0si i <rankA y = 0 si i > rankA. (52)

Cuando el rango de A es n, la afirmacién se sigue inmediatamente de (52). Asumamos
que la afirmacién es cierta para todas las matrices regulares de signo de rango k£ + 1.
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Sea rankA = k, y tomemos un p para el que B := G,AG, estd suficientemente cerca
de A. De acuerdo a (52) y (13), B tiene la propiedad

gidet Blo|f)] >0 para o€ Qi, i€l (53)
Sea )
;= min ~ )
1<i<k MAXy, req,_,., | det Blw|7]|
Entonces, para cualquier 0 < t < §, la matriz C' = B +tegepi1[er, 0,0, ..., 0] es regular

de signo con signatura € y de rango k + 1 porque, por un lado, B es regular de signo
con signatura ¢ y, por otro lado, porque

det C[a|f] = det Bla|f] + tegeprr det Blao — {1} —{1}] si a1 =01 =1,

y det Cla|f] = det Bla|3]  en otro caso.

Para t chicos, la matriz C' esta suficientemente cerca de B, y por lo tanto de A. Ahora,
por hipédtesis inductiva C' puede ser aproximada arbitrariamente cerca por matrices
estrictamente regulares de signo con signatura . Esto completa la induccién. O]

5. Permanencia de la positividad total.

Esta seccion estd dedicada a métodos candnicos de produccion de matrices total-
mente positivas nuevas a partir de otras dadas. Es claro que si A es de regular de signo
con signatura e, también lo son su adjunta A* y su conversién A¥.

Teorema 5.1. 5i A es una matriz n X m regular de signo con signatura €4 y B es una
matriz m X | reqular de signo con signatura €p, entonces el producto AB es regular
de signo con signatura €4 - €g. En este caso AB se convierte en estrictamente regular
de signo si A lo es y B es de rango min(m,l), o si A es de rango min(n,m) y B es
estrictamente regular de signo. En particular si A, B son (estrictamente) totalmente
positivas, tambien lo es AB.

Esto es una consecuencia inmediata de (8) o (13). La suma de dos matrices totalmente
positivas no es en general totalmente positiva. Por lo tanto una matriz cuadrada A
puede pocas veces generar un semigrupo totalmente positivo de un pardmetro, esto es,
exp(tA) casi nunca es totalmente positivo V ¢ > 0.

Teorema 5.2. Una matriz A € M,(R) genera un semigrupo de un pardmetro total-
mente positivo exp(tA) siy solo si A = &I, + B para algin nimero real § y una matriz
de Jacobt totalmente positiva B.

Demostracion. Supongamos primero que A es de la forma mencionada. Entonces, como

t p
exp(tA) = e exp(tB) = €' lim (In + —B) ;
p

p—0o0
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la positividad total de exp(tA) resulta del Teorema 4.5, ya que, para la matriz de Jacobi
totalmente positiva B, I,, + éB es nuevamente totalmente positiva por el Corolario 4.6.

Supongamos reciprocamente que exp(tA) es totalmente positiva para todo t > 0. por
el Teorema 5.1, basta mostrar que A es una matriz real de Jacobi con elementos no
negativos fuera de la diagonal. Como

o1
A= lim g{exp(m) — I},

todas las entradas fuera de la diagonal de A son no negativas porque exp(tA) > 0.
Finalmente a;; = 0 siempre que |i — j| > 1. De hecho, si, por ejemplo, i + 1 > j,

det exp(tA)[i,i + 1|i+1,7] > 0 parat >0,
lo que implica que

(I—I—tA

0 < lim det
t—0

[i,i+ 1]i + 17j}) = lﬁ% {taiiv1aiv1;—(1+taipi1)as } = —ai; -
O
Teorema 5.3. Sea A € M,,,,(R) regular de signo con signatura e.
1. Ala|f] es regular de signo con signatura € para cada & € Qin Y B € Qrm.-

2. A/d’ es regular de signo con signatura €, = (En—kEn—t+i)i Sin =m, @ € Qkn
con componentes consecutivas (i. e. d(a) =0), y A(«) es inversible.

3. J, AT, es reqular de signo con signatura €; = (Enen_i)i, con la convencion
ej=1s537<0,sin=my A es inversible.

En particular, si A es totalmente positiva, también lo son Ala|f], AJa’ y J, A7 ,.
Demostracion. 1. Es trivial, ya que

epdet Alo|fl[w|T] = ¢, det Alw|r] >0, para w, 7€Qp,, TCH, wla.

2. Se sigue de (30):

det Ao/ Uw|a/ U T]

det A/ [w|7] = sgn (o’ /o’ Uw)sgn (o' /a' U T) det A/|o]

paraw, 7 C (/) = ay det A[o/ Uw|o/ UT] > 0 tiene signo &, _x1;; detA(a), €,
y, dado que d(«) = 0, sgn(a//a/ Uw) = sgn(a//a/ UT).

3. Tenemos que ¢, det A > 0y, por (27),

det A(B|a)
detA

y en—1det A(f|a) = g,-1 det A[F'|a/] > 0. O

det (JnA_IJn) [a]B] =
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Corolario 5.4. Sea A = (a;;) = [a,a2,...,a,] € M,(R) totalmente positiva. Si

ayy # 0, entonces resulta totalmente positiva la matriz B = [by, by, ..., b,| definida por
. a1 .
bj=a;1=1,,2,....kyb;=a0;,— —, 1=k+1,...,n.
aik

Demostracion. Por el Teorema 4.9 podemos asumir que detA > 0. Como obviamente
det A = det B, de acuerdo al Teorema 4.2 basta mostrar que

i. e. la positividad para los « tales que d(a) = 0. Si j < k 0i < k < j, entonces
bi/\bi+1/\"'/\bj :aiAaHl/\'--/\aj,

y (54) es vélido porque A es totalmente positiva. Si k < i, consideremos la matriz
n-cuadrada C' = [ag, Gi1, - - -, a0n,0,...,0]. Entonces se ve facilmente de la definicién

de C'/{1} que

Bin, bsos 0,0 = {C’/%l} }

En efecto,

Ci+11C1j5+1 Qi 1kA1k45 . .
(C’/{l})ij = ciﬂjﬂ—c—n = ainﬂ-—a—lk sil<j<n—ky = 0en otro caso,

entonces

= (C/{1});_y; = Qir+j — Likki i q <j<n—ky =0en otro caso.

[ C/%l} L i,

y esto es [bri1,...,b,,0, ... ,O]ij . Ahora la ecuacion (54) se deduce de la positividad
total de C'/{1} por el Teorema 5.3 O

Una factorizacién A = BC es llamada una LU-factorizacion (resp, U L-factorizacién)
si B (resp. C) es triangular inferior y C' (resp. B) es triangular superior.

Teorema 5.5. Sea A € M, ,,(R) totalmente positiva con n > m. Entonces A admite
una LU—factorigacz’én A= AL Ay y una UL-factorizacion A = A Ay, donde Ap, Ay €
M, (R) y Ay, A, € M,y (R) son totalmente positivas.

Demostracion. Considerando la matriz [A, 0] € M, (R), podemos confinar la prueba
al caso n = m. Ademas, usando conversiones, basta tratar sélo la factorizaciéon LU.
Cuando n = 1, es trivial. Asumamos que la afirmacién es cierta para n — 1 en lugar de
n. Ahora, sea

Sj = [61,62,...,€j,1,0,€j,€—j+1,...,€n,1], jE]In,1 .
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Es claro que S; es una matriz de Jacobi positiva, triangular superior, y por lo tanto

totalmente positiva por el Teorema 4.5. Si a; = as = ... = a1 = 0 pero a; # 0,
entonces

A= [ag, Gy, ..., 0n,0,...,0] SF1,
y la matriz [ay, agy1,--.,an,0,...,0] es totalmente positiva. Aplicando este proced-
imiento a {ai1,Grs2,...,a,} y asi en adelante, llegamos a una factorizacién, para

algin w € Qi y ki > 0,7 €1,

A=BShgh-1...8h

Wy wWi—1

Donde B = [by, by, ..., b,] es una matriz totalmente positiva tal que b; = 0 implica que
bj =0, para j > i. Si B[1|—] # 0, tomemos el mayor ¢ para el cual by; # 0. Afirmamos
que by ;—1 # 0. En caso contrario, se tendria que

bii 0, bi;.1=0 'y detB[l,j|i —1,4] = b1i—1bj; — bisbji1 = —bibji1 >0,

lo que implicaria que b;;,—1 = 0 para todo j € I,,. Luego b;_; = 0, lo que contradice
que b; # 0. Ahora B admite una factorizaciéon B = CU, donde

by
C:=1[by,...,bi_1,b; — = bi—1,bit1, .., by
bi,i—1
y
b1,
U:=ler,...,e1,7——€1+¢€,ei1,... e
bi,i—1

Notemos que ahora C; = 0. U es una matriz de Jacobi positiva, triangular superior, y
por lo tanto totalmente positiva por el Teorema 4.5. La positividad total de C' se sigue
del corolario 4.6, porque por la propiedad maximal de i:

b

1,i—1

bj:bj—b bi_l,j:i+1,i+2,...,n.
Repitiendo este procedimiento, llegamos a una factorizaciéin B = DU,U,_, - - - Uy, dode
cada U; es triabgular superior, tridiagonal, y totalmente positiva mientras que D es
una matriz totalmente positiva tal que D[1|1) =0 :
_ k
A=DUU, ---UShSk-1...5M. (55)

Apliquemos el correspondiente procedimiento a los vectores fila de D para obtener una
factorizacion:

A= SIS S Ly LgFUUpy -+ UpSELSE-1 - SEL (56)
Donde cada L; es una matriz de Jacobi positiva y triangular inferior, y 7; € Qmn,j =

1,....myyj >0,i=1,2,...,m, mientras que F' es una matriz totalmente positiva
tal que F[1]1) = F(1]1] = 0. Como F(1) es una matriz (n — 1)-cuadrada totalmente
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positiva, de acuerdo a las hipétesis inductiva admite una factorizacién LU F(1) =
FyEy, donde Fy y Fj; son matrices (n —1)-cuadradas totalmente positivas. Ahora, por
(56), las matrices n-cuadradas Ay y Ay definidas por

A= sz, | V0D
L

Vi 0 ki ok k

AU = |: 0 FU UpUp_l UlSw;Swﬁ 1 s Swi
son totalmente positivas y producen una factorizaciéon LU A = ApAy. Esto completa
la induccién. 0

Corolario 5.6. Toda A € Gl(n) triangular superior (inferior) y totalmente positiva es
producto de un cierto nimero de matrices de Jacobi triangulares superiores (inferiores)
y totalmente positivas.

Demostracion. Por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Asumamos que la afirma-
cién es cierta para n — 1, y sea A € Gl(n) triangular superior (inferior) y totalmente
positiva. Mirando la prueba del Teorema 5.5 vemos que las S’s no aparecen (porque
los a;’s son no nulos ya que a; # 0, ¢ € I,,) y la matriz D en la factorizaciéon (55)
es también triangular superior (porque también lo son las U;’s), por ser A triangular
superior y no modificar en el procedimiento las entradas de A. Como

= o]

y D(1) € Gl(n—1) es totalmente positva y triangular superior, por hipétesis inductiva
tenemos D(1) = Wy W, - - - W, para algunas matrices de Jacobi totalmente positivas y
triangulares superiores W; € Gl(n — 1), i € I,. Sean

1/s

W, = dll 9 , 1€ I .
0 W

Entonces A = W Wy --- W,U,U,_1 - - - Uy es una factorizacién como la buscada. ]

Ademas de la relacién de orden usual A > B entre matrices en M, (R), introduzcamos
una més fuerte: A >! B significa, por definicién, que A*A > A¥B para k € N. En otras
palabras,

det A[a|] > det Blor|f] paratodo k€N y a,0 € Qg - (57)

En esta notacién, A >0 significa que A es totalmente positiva. La relacién A>'B
implica A[a|f] = Bla|S] para cualquier o, 3 € Q.,, pero no que A — B >'0, como
puede verse con las matrices

21 10
a=ta)oe-lot]
Tampoco A>' B >'0 implica A/{1} >'B/{1} o J,A""J, <' J,B7'J,.

25



Lema 5.7. Sea B € M,,,(R) totalmente positiva. Entonces
det B < det B[1,2,...,5]detB[j+1,j+2,...,m] para j€L, ;. (58)

Demostracion. Probemos (58) por induccién en m. Cuando m = 2, esto es cierto
porque by > 0, by > 0 implica

det B = bi1bay — b12ba1 < bi1bas.

Asumamos que la afirmacién es cierta para todos los casos de orden menor que m.
La matriz m-cuadrada B bajo consideracién puede asumirse que posea by; > 0, por
reordenacion. Por lo tanto, si k > 1, por (18), tomando A = B[1,2,...,k],

det B[1,2,...,kldet Bk + 1,k +2,...,m] =det(B/{1})[k+ 1,k +2,...,m].

Notar que B/{1}[2,...,k] = B[1,2,...,k]/{1}. Como la matriz B[1,k+1,k+2,...,m]
de orden menor que m es totalmente positiva, la hipdtesis inductiva produce:

biidet Blk+1,k+2,...,m] > detB[l,k+1,k+2,...,m]

Usando nuevamente la hipdtesis inductiva en la matriz B/{1} de orden m — 1, que es
totalmente positiva por el Teorema 5.3, obtenemos

det B[lx] det Blk + 1,...,m] biidet(B/{1})[2,...,k]det B[Ll,k+1,...,m)]

>
> by det(B/{1})[2,...,m] =det B .
Si k =1, entonces
det B = det B[m] det(B/{m}) < by, det(B/{m}[1]) det(B/{m}[2,...,m — 1])

Ahora, det(B/{m}[1]) = by; — 2=bnl < by por ser B totalmente positiva y, se ve de la

difinicién, que B/{m}[2,...,m — 1] = (B[2,...,m])/{m}. Asi,

det B < byibymdet B[2,...,m]/{m}
= byydet B[2,...,m| = det B[l]det B[2,...,m] ,

lo que completa la prueba. O

Teorema 5.8. Si A € M,,(R) es totalmente positiva, y o« =1, o v = {k, k+1,...,n},
entonces, si A(a) es inversible, se cumple que

Ala] =* A/d, (59)

26



Demostracion. Prueba para el caso a = {1,2,...,k}: Por (30), (59) es equivalente a
las desigualdades

det Alw U /|t U] < det Alw|r]det A(o) para w,7€Q, con w,7Ca,
ya que queremos probar que det Ala][w|7] > det A/ [w|7] v, por (30),

Ao/ Uwlo/ U T]

det A/o’ [w|T] = det A(a)

Fijemos w, 7 y consideremos la matriz Ajw U /|7 U &/] en lugar de A. Como
Alw|t] = Al Uwld' UT] [1,...,]] v Ala)=AldUw|d'UT] [I+1,...,n],
el resultado se deduce del Lema 5.7. O

Corolario 5.9. Si una matriz n-cuadrada A totalmente positiva es inversible, entonces
det A[a) >0  para cada kel, ycada € Q. (60)

Demostracion. Por inducciéon en n. El caso n = 1 es trivial. Asumamos que la afirma-
cién vale para n — 1. Si oy > 1, entonces detA[a] > 0 se sigue de la hipdtesis inductiva
aplicada a A(1), la cual es inversible por (58) y totalmente positiva. Si a; = 1, entonces
por (58) ai; > 0y por (59) aplicado a Ala] = Al[(a — {1}) U {1}],

det Aa] = ay det(A/{1})[a — {1}].

Ahora detA[a] > 0 sale de la hipétesis inductiva aplicada a A/{1}, que es inversible
por (18) y totalmente positiva por el Teorema 5.3. O

La aplicacion de las factorizaciones LU y UL en el Teorema 5.5 da lugar a otras
desigualdades.

Teorema 5.10. Si A es una matriz n-cuadrada totalmente positiva, y o = I 0o a =
{k+1,k+2,...,n}, entonces, si A(a) es inversible

Ala] — AJa’ =10 (61)

Demostracion. Prueba para el caso a = {k + 1,k + 2,...,n}: Sea A = A Ay una
factorizacion LU con Ap, Ay totalmente positivas, garantizada por el Teorema 5.5.
Entonces por definicion

Ala] — AJd’ = Ala|a)A(a) P Alala] =
Aglafa)Ay(a)(AL(a)Au(a) " AL (@) Au(ala] = Arfala)Av(ala],

ya que Ala|a) = Ap[ala)Ay(a). Como Ap[ala) v Ap(ala] son totalmente positivas,
también es su producto Apla|a)Ay(ala]. Finalmente, una prueba para el caso a =
{1,2,...k} se logra usando una factorizacién U L. O
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6. Matrices oscilatorias.

Una matriz n-cuadrada A se dice oscilatoria si es totalmente positiva y una cierta
potencia AP es estrictamente totalmente positiva. en esta seccion presentaremos un
criterio simple para que una matriz totalmente positiva sea oscilatoria.

Observemos que una matriz oscilatoria es inversible, y su adjunta es también oscilatoria.
por lo tanto, por el corolario 5.9, si una matriz n-cuadrada A es oscilatoria, entonces
detAfa] > 0 para a € Q.

Teorema 6.1. Sea A una matriz n-cuadrada oscilatoria. Entonces
1. J,A7'J, es oscilatoria.

2. Ala] y A/’ son oscilatorias para cada o € Q. con componentes consecutivas,
i.e., tal que d(a)) =0

Demostracion. Supongamos que A es totalmente positiva y AP es estrictamente total-
mente positiva.

1. J,A7'J, es totalmente positiva y (J,A™1J,)? = J,(AP)"1J, es estrictamente
totalmente positiva por el Teorema 5.3. Asi, J,A~1J, es oscilatoria.

2. Probemos primero que A[a] es oscilatoria para el caso a = {1,2,...,n — 1}. Sea
B = A[l,2,...,n—1]. Tomemos 3,7 € Qrn-1,y sea p:= fU{n} yv:=7U{n}.
Por (13), detAP[u|v] > 0 implica que existe una sucesion w® € Qpi1m, i =
0,1,...,p, tal que w® = p, W® =v, y

P
H det A[wVw®] > 0
i=1

Llamemos @® & Qrn—1 a la k-upla obtenida eliminando la tltima componente
de w®. Como A[wV|w®] es totalmente positiva con determinante positivo, por
(58)

det B[o® VoD >0, i =1,2,...,p.

Entonces nuevamente, por la positividad total de B y (13),
p ~ .
det B7[3|7] > [ ] det Blw-D[2®] > 0,
i=1

lo que prueba la positividad total estricta de B. El caso A[2,3,...,n] se trata de
manera analoga. Que Ala] para o € Qy,,, con d(a) = 0 se prueba por induccién
hacia atras en k, tomando como en el caso {1,...,n — 1}, al que le agregamos
n, « ={ay,...,q} y agregando ag41 0, como en el otro caso, a; — 1 si oy, = .
Finalmente, que A/a/ es oscilatoria se sigue de (19), por (1), ya que

Jn(A) ) = T A a) T, (62)
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entonces J,,A71[a]J,, es oscilatoria, lo que implica que (A7'[a])™! = A/’ es
escilatoria. Veamos (62). En general, (J,,AJ,);; = (—1)"*7a;;. Ahora,

(JmAla]Im)ij = (JmBJm)aiaj Y (ImATm)[a])ij = (JmAJm>a¢aj = <_1)ai+ajAa¢aj>
pero a; + o =i+ j (2),yaqued(o) =0:sia= (ag+1,...a0+ k), a; + o =
agtitat+ji=i+j(2)

[

Lo siguiente da un criterio para la “oscilatoriedad”.

Teorema 6.2. Una matriz n-cuadrada totalmente positiva A = (a;;) es oscilatoria si
y solo si es inversible y

Qji+1 > O, Qjy1,4 > O, = 1, 2, e, = 1 (63)

Demostracion. Para una de las implicaciones, notemos que, si A es oscilatoria, por el
Teorema 6.1,

B = A[¢,¢+1]:[ Qi it ]

Ait+1i  Aitlitl
es oscilatoria, y B? > 0 para algun p. Pero esto es posible sélo cuando a;;41 > 0y
ait1; > 0, ya que si alguno de los dos se anula, entonces (B?);;41 = 0 0 (B?);11; =0
para todo p. La otra implicacion sera probada como consecuencia de un resultado mas
general, hacia el fin de la seccién. O

Corolario 6.3. Sean A, B matrices n-cuadradas totalemente positivas. Si A es oscila-
toria y B es inversible, entonces AB y BA son oscilatorias.

Demostracion. Como B es inversible, b; > 0 para 0 = 1,2,... n. Entonces por (13)
tanto AB como BA satisfacen la condicién (63) junto con A ya que son inversibles por
serlo A (por ser oscilatoria) y By

(AB)jit1 = Z aijbjir1 > 0 > ajip1bip1ip1 >0
j=1
y andlogamente para (i,7 + 1) y BA. O

El siguiente teorema presenta una extensién de la condicién (63) para matrices oscila-
torias.

Teorema 6.4. Sea A una matriz n-cuadrada totalmente positva. Si A es inversible y
satisface (63), entonces detA[e|f] > 0 para cada par o, 3 € Qy.p, tal que

|Oéi - 6i| < ly max (Oéz‘;ﬁi) < min (Oéz'+15¢+1) (64)

donde a1 = Bry1 = 00.
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Demostracion. Por induccién en k. El caso k = 1 se sigue de (31) y la suposicién
(63). {Caso k=27 Fijemos k, y supongamos que la afirmacion es cierta para cada par
en Qi_1, que satisface (64) con k — 1 en lugar de k. Tomemos un par o, 3 € Q.
cumpliendo (64). Si d(«) = d(5) = 0, entoces (64) es consistente sélo cuando o = S.
Entonces en este caso detA[a|f] > 0 resulta de (60), lo cual es valido para toda matriz
inversible totalmente positiva. Ahora, asumiendo que d(3) > 0, sea B = Al«a|f] =
[bs,, by, - .. bg,.], donde cada bg, es un k-vector. Tenemos que mostrar que detB =
detAlar| 5] = 0 produce una contradiccién. Primero, se sigue de la hipétesis inductiva
que

detB[Oél,CYQa"'7ak71‘B17527"'7/6k71] >0 y detB[OQvO@?"-704k‘527ﬁ37'-'7ﬂk] >0

lo que implica, junto con la positividad total,
bﬂl/\b52/\.../\bgk_l>0yb52/\b/33/\.../\b5k>0. (65)

Entonces det B = 0 garantiza que para ciertos & € R

k—1
b, = Y &b, con & #D. (66)
=1

Ahora sustituyamos la expresién (66) por bg, en (65) para obetener
<_1)k72£1b51 A bﬁz ARERRA bﬁk—l > 0. (67)

Como d() > 0, el conjunto ordenado v := {j ¢ ( : 1 < j < [} es no vacio.
Mostremos que para cada j € 7 la a-proyeccién b; de a; es linealmente dependiente
con bg,,ba,,...,bs,_,, 0 equivalentemente

bj Nbg, Nbg, N...Nbg,_, =0 (68)

Para esto, tomemos i tal que 3; < j < f;41. Entonces, como A[a|GU{j}] es totalmente
positiva,

bg, ... Nbg, NbjNbg,  A...Nbg, >0 vy Dbg,...Nbg Ab;jAbg,,, A...Nbg, > 0. (69)
Ahora sustituyamos la expresion (66) para b, en (69) para obtener
(=1)F"€1bg, Ao Abg, Abj Abg, A Abg_, > 0. (70)

es claro que (65), (67), (69), (70), y & # 0 son consistentes sélo si la igualdad se
da en (70), o equivalentemente si (68) es vélido. El argumento muestra que la matriz
Ala|B U 7] tiene rango k — 1. Consideremos el conjunto ordenado 7 :={i ¢ a : a; <
i < ay}. Ahora, el argumento anterior aplicado a los vectores filas dice finalmente que
Al U T|B U~] tiene rango k — 1. Por tltimo, se sigue de (64) y d() > 0 que hay un
w € Qpn tal que d(w) =0, w C aUT, y w C fU~. Entonces como AlaUT|FU~] es de
rango k — 1, detAw] = 0, lo cual es una contradiccién, como fue mostrado antes. Esto
completa la prueba ]

30



La “ida” del Teorema 6.2 se verd como consecuencia del siguiente resultado mas general.

Teorema 6.5. Sean A;, i =1,2,...,p matrices n-cuadradas, inversibles y totalmente
positivas, con p > n— 1. si cada A; satisface (63), entonces el producto A;Ay--- A, es
estrictamente totalmente positivo.

Demostracion. Por el Teorema 4.7 basta mostrar que
det(A1 Ay -+ - A))[a|f] >0V a, B € Qrn, con d(a)=d(3) =0. (71)

Asumamos que 8, > a; y sea w® = a y w® = 3. Definamos w® € Q,,, para
[=1,2,...,p—1 como

wﬁl) = min{fF;, ; + max(l + 71— k,0)}, i =1,2,... k.
Entonces vemos que cada para w1, w® satisface (64), de donde por el Teorema 66,
det A;[wV|w®] > 0,1 = 1,2,...,p. Por lo tanto, se sigue de (13) y la positividad
total que

P
det(A; Ay -+ Ay)[e| 8] > [ ] det AjfwV]w] >0,
I=1
lo que prueba (71) O

Corolario 6.6. 1. Si A es una matriz oscilatoria n-cuadrada, entonces A"™! es
estrictamente totalmente positiva.

2. Si A es una matriz reqular de signo, inversible,, n-cuadrada tal que a; # 0, 1 =
1,2,...,nya 1041 >0,1=1,2,...,n—1, entonces A2 es estrictamente
totalmente positiva.

Demostracion. 1. Se sigue inmediatamente del Teorema 6.5.

2. A? es totalmente positiva por ser A regular de signo y (A?);41, (A%);41; por
hipdtesis. Entonces satisface (63). Finalmente, usamos (1).
]

7. Variacion de signos.

En esta seccién estd dedicada a caracterizaciones de la regularidad de signo de una

matriz en términos de algunas propiedades de disminucién de variacion del operador
linear que ésta induce.
Por un sucesion de signo de un n-vector real x entendemos cualquier sucesion de sig-
natura ¢ para la cual g;z; = |x;], i = 1,2,...,n. El nimero de cambios de signo de
x asociado a e, denotado por C(g), es el numero de indices i tales que g;6,41 < 0,
1 <i<n—1, esto es,



Ahora la mdzima (minima) variacion de signos V., (x) (V_(z)), es por definicién el
maximo (minimo) de C'(g) cuando ¢ recorre todas las sucesiones de signo de z. Vemos
que

0<V_ (z)<Vi(x)<n—1 para ze€R"

Si ninguna componente de x se anula, una sucesién de signo de x estd univocamente
determinada, y por lo tanto V_(z) = V, (x). Este valor comun es llamado la variacién
de signo exacta y denotado por V(x). Se tiene que

Vi(x) +V_(Jpz) =V () + Vi(Jpx) =n—1 (72)

De hecho, cuando ¢ recorre todas las sucesiones de signo de x, J,e recorre todas las
sucesiones de signo de J,x, y

n—1 n—1
1 1
C(E) + C(Jnéf) = 5 (1 — €i€i+1) + 5 (1 — (Jnﬁ)i(Jn€>i+1) =
i=1 i=1
1 n—1 1 n—1
3 121(1 —gi€ip1) + (1 — (1" Ngi(—1)'g) | = 3 ;(1 —&i€iy1) + (1 +eigin) =n—1.
Si una sucesiéon x, —— x, entonces
p—o0
Vo(z) <lminfV_(z,) y  limsupVi(x,) < Vi(x). (73)
p—0o0 p—00

Esto también es inmediato de la definicién, de hecho, existe py tal que |(xp,); — @] <
min{|z;| : z; # 0}. Entonces, si z; # 0, sgn(z,); = sgn(x;). Si z; = 0, y (x,); # 0,
podemos elegir ¢ tal que C(e) < C(g,). Asi, para todo p > py, existe una ¢ tal que
C(e) < C(gp). Por lo tanto, V_(z) < liminf, .. V_(x,).

Lema 7.1. Sean ay,aq,...,a, € R", conn > m. Sea £ = (&1,...,&n) € R™ tal que
o1&l # 0. Entonces son equivalentes:

1V (oL &ai) <m—1.
2. a=a; Nag A\ --- N\ ay, es estrictamente definido (como vector), i. e. +a > 0.

Demostracion. Para ver la suficiencia, supongamos que a > 0y que Vi (3"1" | &a;) > m
para alguna eleccién de £ € R™ tal que Y .-, [&| # 0. Sea b= """, &a;. Entonces b es
no nulo, porque ay, as, . . . , Gy, son linealmente independientes. Como V. (b) > m, es facil
ver que existe a € @41, tal que la a-proyeccién de b tiene variaciéon méaxima m. Es
claro que las a-proyecciones a; de a;, i = 1,2, ..., m también cumplen aj AajA- - -Aal, >

0. De hecho, si a; = 37, ajje;, entonces

n

a=ai NNy = g (@1, -~ Amy) €3 N Nej, >0
jl?"'?jm:l
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m—+1

R .o,
lo que implica que, si a; = ) , | a;j;¢;,, entonces
m—+1
/ / p— . “ .. . . DY .
jklz"'7jkn:1

por tener algunas de las entradas de a. Por lo tanto, considerando la a-proyeccién si es

necesario, podemos suponer que n =m+ 1y (=1)"19; > 0,7=1,2,...,m. Més atn,
los e(Ai) =e AN~ ANegNeg1 A Nep, @ = 1,2,...,m forman una base completa

ortogonal de A™R", con lo que
al/\ag/\---/\amzzgef\i) para ciertos  (; > 0,71 €1, .
i=1

Por otro lado, como b es una combinacién lineal de aq, as, ..., ap, y b= ., bie;, por

()
Ozb/\al/\ag/\---/\am:{Z(—l)i_lg bz}ez/\eg/\/\en

i=1
Entonces ¢; > 0y (—=1)71b; > 0,i=1,2,...,m, (porque V, (b;) > m = n—1), implican
que b; = 0,7 =1,2,...,n, y por lo tanto b = 0, una contradiccién. Esto completa la
prueba de la suficiencia.

Probemos ahora la necesidad. Como V,(0) = n — 1 y m < n, la hipétesis implica
que a;, as, - . ., 4, son linealmente independientes, esto es, a; Aas A --- A a,, # 0. Sea
A =lay,as,...,a,]. Entonces, por (5)

arNag A=+ A ay, = Z det Ala|—]el,
aeQm,n

y tenemos que mostrar que detA[a|] > 0 (o < 0) uniformemente para todo o € Q..
Dos a, 3 € Q. cualesquiera pueden ser unidos por una sucesion w® € Q,,n, p =
0,1,...,k tal que « = w®, 3 = w* yparacadai =1,2,...,k existe 7)) € Qm+1n tal
que WY c 700 y w® c 7@, Como la desigualdad detA[a|—]detA[3|—] > 0 se sigue
de las desigualdades

det Alw V] det A[w®|—-] >0, i=1,2,...,k,

pues
sgn(det Ala|—] det A[B]—]) =

sgn(det Ala|—] det Ajw™|—] det Ajw®|=]---det Ajw*V|—] det A[w*~!|-]det B) > 0,

considerando, en el paso i, la proyeccién 7, podemos asumir que n = m + 1, ya que
en cada paso estamos trabajando en los subconjuntos de algin 7. Ahora, como antes,

arNag A\ N a, = de@) con (; = det A(i|—]
i=1
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y tenemos que mostrar que (;¢; >0, ¢,7 = 1,2,...,n. Si ¢; = 0 para algin 4, entonces
e; se convierte en una combinacién de aq,ag, ..., ay,, pero Vi(e;) = n —1 = m, una
contradiccién. Ademads, si no todos los (; tienen el mismo signo, entonces ;41 < 0
para algtin [. Entonces, como arriba,

(Cl+161+€16l+1)/\a1 Nag N\ Nay, = ((—1)l_iCl+1Cl—l—(—l)lQQ_H) -~ egANeaA. .. Ne, =0,

y Cir1€+(epy se vuelve una combinacién lineal de ay, as, . . ., a,,. Pero como (;(; 11 < 0,
tenemos V. ({111 + (ery1) = n — 1 = m, una contradiccién. Esto completa la prueba
de la necesidad. O

Teorema 7.2. Sea M un subespacio de R™ tal que 0 < dim M < n. Entonces, las
siquientes dos condiciones son equivalentes:

(1) Vi(z) <dimM — 1 para 0 # z € M.
(2) V_(y) > dim M para 0 #y € M.
Demostracion. Tomemos bases completas ortonormales
{ai,as,...,a,} para M, v  {ami1,Gms2,...,0,} para M> .

Si A = [ay,a9,...,a,], entonces A es unitaria y podemos asumir que detA = 1. De
acuerdo al Lema 7.1, la condicién (1) implica que a3 Aag A+ Aay,, > 0 (o bien < 0), lo
que es equivalente, por (12), a que detA[all,,] es no nulo y tiene el mismo signo para
todo a € Q. Usando (27) y que detA =1,

det(J,AJ,) (L) = det(JnA*flJn)(aUIm):detA*[]Im|a]

det AlalL,,].
Por ende, det(J,AJ,)[T|m + 1,...,n] es no nulo y tiene el mismo signo para todo
T € Qn_mn. Equivalentemente, si notamos b, := J,AJ,e;, © = m + 1,...,n, tenemos

que b1 Abmya A+ Ab, > 0 (o bien < 0). Pero es claro que b; = (—1)*J,a;, de donde
Jnmir N Jppmao A - A Jpa,, es estrictamente definida. Entonces nuevamente por el
Lema 7.1, Vi (J,y) < n—m —1 para 0 # y € M*. Ahora aplicamos (1) para obtener
(2). La implicacién (2) = (1) se prueba de manera similar. O

Una versién local del Teorema 7.2 da la siguiente caracterizacion de la regularidad de
signo estricta en términos de una propiedad de disminucién de variacion.

Teorema 7.3. Sea A una matriz real n x m con n > m. Entonces A es estrictamente
reqular de signo si y solo si el operador linear A de R™ a R™ disminuye la variacion
de signos, en el sentido que

Vi(Az) <V_(z) para 0#ze€R™ (74)
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Demostracion. Supongamos que A = [ay, as, ..., ay] es estrictamente regular de signo
con signatura €. Tomemos cualquier 0 # = € R™, y sea k := V_(z). Entonces existen
B,w € Qrt1,m tales que §; <w; < Biy1,i=1,2,k+1 (con B4 = 00) para los cuales,
para cada ¢ = 1,2, k+1, las componentes z; tienen signo constante para todo j entre [3;
y w;, alternando el signoen iy xz; = 0sij < (1, J > Wit1, 0 w; < J < P41 para algun 7.
Sea b := ZBiSj<Wi zja;, i =1,2,k+1. Entonces Az = Zfill bi, ya que Ax = >"" | za
yx;=0s1j¢ {8 <j<w;}. Ahora la regularidad estricta de signo de A implica que

€kl Ay Nag, N+ Naj, > 0para §; < j; <w;, i =1,2,k+1
con lo que
by Nbog A -+~ Abryr > 00 < 0; dependiendo de los z;.

Entonces el Lema 7.1 dice que
k+1

Vi (Az) =V, (Z bi> <k=V_(x),

lo que prueba (74).
Supongamos reciprocamente que A = [aq, ag, . . ., a,,| satisface la condicién (74). Para
cadaw € Qrmy€R,i=1,2k, con Zle |&i| # 0, obviamente

k
V. (Z fiawi> <k-1.
=1

De donde por hipdtesis

k k
V. (Z {iawi> =V, (AZ@%) <k-1.
=1 =1

Entonces se sigue del Lema 7.1 que a,, A aw, A -+ A a,, es estrictamente definida. A
serd estrictamente regular de signo si a,,, Aay, A- - -Aa,, depende sélo de k. Para k = m
esto es trivial. Fijemos 1 <k <m —1y tomemos «, 8 € Q. Como observamos en la
prueba del Lema 7.1, existe una sucesién w® & Qrm, p=0,1,...,1, tal que o = w©,
B = w® y hay una sucesiéon 77) € Qpy1.m con W@ C 70 WD 7O =12 ... 1
Por lo tanto,para nuestro proposito basta probar que, para cada 7 € Qpy1m y 1 <7 <
E+1, Grauy N+ Nag,_  Nag, N+ Trg1 Y G Ao N Nr, N+ - Try tienen el mismo
signo. Mediante un argumento de continuidad esto sera establecido si

ary A Nag A1 —=t)agu, +tan,  } A Gr , N Tiga

es estrictamente definido para cada 0 < ¢t < 1, ya que en 0 y 1 dan lo que buscamos.
Pero esta definicién estricta sale del Lema 7.1, via (74), porque para todo & € R,

1=1,2,...,k, con 2521\547&0,

il k+1
V_ (Z Eietau, +&((1—t)er, +leq, ) + Z 5j67j> <k-1
j=1

j=i+2
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La regularidad de signo esté caracterizada por una propiedad de variacién de signo
mas débil.

Corolario 7.4. Sea A una matriz n X m real de rango m: Entonces A es reqular de
signo si Yy solo si

V_(Ax) < V_(x) para 0 # z € R™. (75)

Demostracion. Como veremos en la Seccién 7, hay una sucesion de matrices n cuadra-
das, estrictamente totalmente positivas G, p = 1,2,..., tales que G, — I,, cuando
p — 00. Supongamos primero que A es regular de signo. Como A es inyectiva por
hipétesis, G A es estrictamente regular de signo, y G,A — A cuando p — oo. Entonces
el Teorema 7.3 garantiza que

Vi(G,Az) < V_(x) para 0 # z € R™,
lo que da (75) via (73), ya que tenemos

V_o(Az) <lim, _  V_(GpAzx) <V, (GpAz) < V_(x)

p—00 ¥ —
Supongamos ahora que (75) es valido. Por el Teorema 7.3, aplicado a G,
Vi(G,Az) < V_(Az) 0 # 2z € R™,

porque A es inyectiva. Ahora (75) combinado con el Teorema 74 muestra que G,A es
estrictamente regular de signo para p € N. Entonces A es regular de signo. O]

Usando la relacién de dualidad (72), podemos hablar de algunas propiedades de au-
mento de signo.

Corolario 7.5. Sea A una matriz real n X n de rango m. Entonces J,AJ,, es estric-
tamente regular de signo (respectivamente, reqular de signo) si y sélo si

n—m+Vy(z) <V_(Az) (Vi (Az)) para0 # X € R™.

Cuando n = m, la regularidad de signo admite varias caracterizaciones equivalentes.

Teorema 7.6. Sea A una matriz n-cuadrada inversible. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. A es reqular de signo.

2. Vi (Ax) < Vi (z) para todo x € R™.
3. V_(Azx) <V, () para todo x € R™.
4. V_(Azx) < V_(z) para todo x € R".

Demostracion.
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1= 2: Si A es regular de signo (e inversible), también lo es J,A~'J, por el Teorema
5.3. Entonces 2 se sigue del Corolario 7.5, reemplazando A y = por A™! y Az
respectivamente.

2 = 3: Trivial.

3 = 4: Resulta de reemplazar « por Gz y tomar el limite cuando p — oo, donde G, es
una matriz estrictamente totalmente positiva como en la prueba de el Corolario

7.4.

4 = 1: Se sigue del Corolario 7.4. O

8. Autovalores y autovectores.

En esta seccion estudiaremos propiedades espectrales de las matrices regulares de
signo o totalmente positivas. La herramienta clave para esto son los resultados de
Perron y Frobenius para matrices positivas. Formulamos aqui la parte mas elemental
del teorema de Perron-Frobenius, la cual es la necesaria para nuestro proposito. Dada

A € M, (C) llamaremos A (A),..., A\,(A) a sus autovalores, ordenados de forma que
A= Ae(A)] = -+ = [Aa(A)].

Lema 8.1. Sea A € M,,(R) tal que A > 0. Entonces el primer autovalor de A es real
y no negativo, i.e., A\;(A) > 0, y hay un autovector positivo u; > 0 correspondiente
a A\ (A). Si A es estrictamente positiva, A > 0, entonces A\;(A) > |[A2(A)[, vy cada
autovector corrrespondiente a A\ (A) es un multiplo escalar de un u; > 0, estrictamente
positivo.

Teorema 8.2. Si A es una matriz n-cuadrada estrictamente reqular con signatura €,
entonces todos los autovalores de A son reales y distintos. Mds ain,

Em

Am(A) > [Ny (A)|,  para todo me€l,, (76)
Em—1
donde usamos la convencion g = 1 y Apy1(A) = 0. Ademds, los correspondientes
autovectores uy, usg, . . ., U, pueden ser elegidos en R™, y de modo tal que
Uy Aug A+ Aup, >0 (como vector) , para todo m €1, (77)

Demostracion. La prueba se hard por induccién en m. El caso m = 1 es consecuencia
del Lema 8.1 porque €A > 0 por hipdtesis. Supongamos que el resultado es cierto para
1 <i<m-—1. Como &, - A"™A > 0 por hipdtesis, y M\ (g,,, - A" A) = e,, [[1, Mi(A) por
el Teorema 2.7, se sigue nuevamente del Lema 8.1 que

M(A) = 2n T > [T s (4)] > 0.

i=1 1=

&

Eim
=1 1
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Entonces (76) para m se deduce de la hipétesis inductiva, que en particular nos dice
que == Ai(A) = [A(A)], para i < m. Ahora, como A, (A) es real, u,, puede ser elegido
real. Por lo tanto tenemos que u; A ug A - -+ A u,, es autovector no nulo de ¢,, - A™A
correspodiente a Aj(g,, - A™A), y tiene cordenadas reales. Entonces, por el Lema 8.1,
tomando & = 1 o bien £ = —1, tenemos que £ - u; A ug A ug A --+ A u,, > 0. Ahora,
reemplazando a u,, por u,, en caso de que sea necesario, obtenemos (77) para todo

mel,. ]

El conjunto con autovalores reales {uj,us,...,u,} conseguidos en el Teorema 8.2
posee propiedades oscilatorias interesantes. Para sus formulaciones, necesitamos al-
gunas definiciones.

1. A cada z € R" le asignamos la funcién linear a trozos z(t) : [1,n] — R™ definida
por:

x(t)=(k+1—t)xg +(t—k)zger st kE<t<k+1, kel,,. (78

2. Los nodos de x(t) son las raices de la ecuacién z(t) = 0, ordenados de manera
creciente.

3. Dos sucesiones ordenadas & < & < -+ &y < mg--- < Mgy se dicen entre-
lazadas si
e < & < Mgr1, paratodo kely.

Teorema 8.3. Sea A una matriz n-cuadrada, estrictamente regular de signo. Entonces
su autovector real uy, correspondiente al k-ésimo autovalor, tiene exactamente k — 1

variaciones de signo:
Viug) =k—1, k=1,2,...,n. (79)

Ademds los nodos de uy(t) y los de ug1(t) estdn entrelazados.

Demostracion. Por el Teorema 8.2, para cada k tenemos u; Aug A---Aup > 00 < 0; de
donde V (ug) < k—1 por el Lema 7.1. Para ver que V_uy > k — 1, de acuerdo a (72),
basta mostrar que V. (J,ux) < n — k. Consideremos J,A'J,, la cual es nuevamente
estrictamente regular de signo por el Teorema 5.3. Como J,u; es un autovector de
JA71 T, correspondiente a 1/A,(A) = N\y_gy1(J,A71,), el argumento anterior da que
Vi(Jpug) < n — k. Esto prueba (79). Ahora afirmamos que para 1 <k <n —1

Vi (€up + ) — 1 < Vo (€ug + Cupsr) siempre que €,C € Ry €] +[¢] £0. (80)
Como nuevamente uq A -+ Aup Augrp > 00 <0, el Lema 7.1 garantiza que

Apliquemos el mismo argumento a J,uy,, Jyt,_1, ..., J,Ug, los cuales son los primeros
n — k + 1 autovectores de las matriz estrictamente regular de signo J,, A~'J, para ver

Vi (&Jpur + Clpukst) <n — k.
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Entonces (72) determina (80):
V_(§up + Quig1) = n — 1 = Vi (EJpup + (Jptupgr) > k — 1> Vi (EU + Cupqr) — 1.

Ahora pasemos a la prueba de la segunda afirmacién. Sea x(t) = uy(t) e y(t) = upy1(t).
Por (79), z(t) e y(t) tienen k — 1 y k nodos respectivamente, y ninguno de estos nodos
es entero, por ejemplo, para z, los nudos solo se dan si

Z(.Iz —+ |l’i+1|) + ZT;

) ] ) , < <1 1
sgn(z;) # sgn(w;sq) en 1 P i+

(si ; = —x;41, no hay nodos por que x(t) = x;). Sean t; < ty < --- < t; los nodos
de y(t). Entonces para la segunda afirmacién basta probar que x(t) tiene al menos un
nodo en cada intervalo abierto (t;,t41), [ = 1,2,...,k — 1. Para esto, (80) sera usado
en la siguiente forma: si [§| 4+ |[(| # 0y 1 < j < n,

{62 =D+l -G+ 1)+ + 1)} <0, (81)

siempre que £x(j)+Cy(j) = 0, ya que, para un vector x dado, se cumple que V. (z)—1 <
V_(z) sélo si por cada componente nula x; de z, tenemos que i = 1,n 0 x;_1x;11 < 0.

Supongamos que z(t) no tiene nodos en el intervalo (;,%41), esto es, z(t) > 0, por

ejemplo, en este intervalo. Afirmamos que x(t) > ¢ > 0 uniformemente en el intervalo

cerrado [t;, t;41]. De otro modo, si por ejemplo z(;) = 0, tomemos i tal que i—1 < j < i.

Como z(t) es lineal para i — 1 < t < 7, tenemos que x(i — 1)z(i) < 0, y con la eleccién
y(i)

52_%’

El paper dice —%

Ex(t)+y(t) se anula para todo i —1 < t < i, ya que {x(i)+y(i) = Ex(t;) +y(t;) =0,
y es una funcién lineal en (7,7 + 1). Esto contradice (81). Ahora, por la definicién de
nodos, y(t) es definido, supongamos > 0, en el intervalo [, ;1]. Ahora sea 1 el minimo
de los > 0 para los cuales —ny(t) + x(t) tiene un nodo s, t; < s < t;;;. Como por la
propiedad minimal, —ny(t) + x(t) > 0 en el intervalo, y porque —ny(t) 4+ x(t) es linear
a trozos como (78), esto es posible sélo cuando s es un entero o —ny(t) + x(t) se anula
en todo el intervalo 7 — 1 <t < j conteniendo a s. Pero cada una de estas psibilidades
produce una contradiccién a (81) O

Si A € M, (R) es estrictamente regular de signo, su adjunta A* es también estricta-
mente regular de signo. Por el Teorema 8.2, los autovectores reales {vy, va, ..., v,} de
A* pueden ser elegidos de forma tal que

AUV A- A >0, k=1,2,...,n. (82)

Las propiedades (77) y (82) de los autvectores de A y A* caracterizan en algun sentido
la regularidad de signo estricta.

39



Teorema 8.4. Si A € M,(R) es inversible, tiene n autovalores reales de distinto
mddulo, y los autovectores reales uy, de A y vy de A*, correspondientes a \i(A) =
A:(A%), son elegidos de forma tal que satisfagan (77) y (82):

U Aug A Auy >0 y viAveA---Avp >0, para todo kel,,
entonces alguna potencia de A es estrictamente reqular de signo.
Demostracion. Sea A\, = A\(A), k=1,2,...,ny sean
U=u,ug,...,u,] 'y V=[v,v9,...,0,].
Entonces U y V son inversibles,

A=U-diag(A;, Aoy, \) - U™, A =V - diag(M, Aoy, An) - VL (83)

A1) > Ao >+ > [A\] > 0. (84)

Como claramente (u;,v;) = 0 para i # j, i. e. V*U diagonal, (83) implica que

U_l = diag(ph P2y - 7pn>V* (85>

para algunos p; no nulos, i = 1,2,...,n, ya que resulta, si A = diag(Aq, Ay, ..., \y),
A=UANU' = V-VAV* de donde V*UAU V1" = A. Estos p; son todos positivos,
porque

O<(ul/\ug/\---/\uk,vl/\uz/\---/\vk>:Hpi_l, kE=1,2,...,n

Por (13), para todo entero positivo p y «, 5 € Q. se sigue de (83) y (85) que

det AP[a|f] = Z det Ular|w] - (HA) - det U™ w]| ]

wer n

= Y detUlofw]- (ﬁAwZ> (Hm) det V[B|w]

wer n

k p
= (HA%) -(sz) det Ula1,2,... k] det V[B|1,2,... k] +
=1

=1

+ Z det Ula|w] - (Hﬂw) det V[5|w].

u)EQk’n

w¢{1,2 77777 k}
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Notar que (84) implica que

k k
[T x> Tl para w; € Qup, w # {1,2,... K},
=1 =1

mientras que (77) y (82) implican que
Ula|l,2,...,k] >0y VIB1,2,...,k] >0 parac, f € Qpn.

Entonces para un p suficientemente grande, detAP[«|3] es no nulo y tiene el mismo
p
signo que (Hf:1> para cada o, € Qpn, esto es, AP es estrictamente regular de

signo. 0

Ahora compararemos los autovalores de A con los de A[a], para un « adecuado. El
siguiente teorema generaliza un hecho que sabiamos para A € H(n) y a € Qn_1,
(entrelace de Cauchy) y que habfamos mencionado para también para Q.

Teorema 8.5. Si A es una matriz n-cuadrada oscilatoria, entonces para cada o € Q.
(1 <k <n-—1) con componentes consecutivas, i. e. d(a) =0,

A(A) > N(Ala]) > Auyon(A), = 1,2, k, (86)

A(A) > \(A/) > Mgion(A), 5= 1,2,... k. (87)

Demostracion. Probaremos (86) por induccién hacia atrds en k. Cuando k = n — 1,
tenemos o = {1,2,...,n—1} 0= {2,3,...,n}. Supongamos o = {1,2,...,n—1}, y sea
B = Ala]. Claramente \; := \;(A), j = 1,2,...,n son los tnicos nodos del polinomio
da(t) = det A; donde A; := tl, — A, mientras que \;(B), j =1,2,...,n — 1, son los
tnicos nudos del polinomio dg(t) := det B;, donde B; := tI, — B. Para ver (86) para
este a, basta mostrar que

dB<)\i)dB()\i+1> < O, 1= 1,2,...,%— 1. (88)
Consideremos los vectores z;, con parametro real ¢, definidos por

= (1) det Adfoli)]

1<i<n
Entonces (25) muestra que Ayx; = da(t)e,, con lo que
Ay, = Ny, j=1,2,...,n. (89)

n-ésim mponente z,(n Ty colincl ndg mientr u rimer m-
La n-ésima componente de z; coincide con dg(t), mientras que la era co
ponente x;(1) admite la representacién

xt<1):ZtH > det Alw — {n}w — {1}]. (90)

wEjm
w1=1l,w;j=n
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Esto ultimo sale del hecho de que (tI, — A)[1,...,n—1,2,... n] tiene la forma:

—Q12 —Q23 - —Q1n—1 —Q1n
t—as —ax ... — Q2,1 —Qay
—azy t—az ... —A3n—1 —A3n

L —Qp—-12 —0ap-13 ... t— Ap—1n—1 —Ap—1n i

y viendo que subdeterminantes le correponden a cada potencia de t.

Afirmamos que z¢(1) > 0 para todo ¢ > 0. De hecho, como dp(t) tiene sélo n — 1
nodos, para algin j tenemos x,(n) = dgA; # 0. Entonces por (89), x); es un vector no
nulo de la matriz oscilatoria A, correspondiente a A; = X;(A), y su primer componente
7y,;(1) no se anula, porque ), tiene exactamente j — 1 variaciones de signo segin el
Teorema 8.3. Por otro lado, como A es totalmente positiva, (90) muestra que x;(1) es
un polinomio de ¢ con coeficientes no negativos. Entonces x;(1) > 0 para todo ¢ > 0.
Ahora por (89), para cada i, x,, es el i-ésimo autovector de A con componente primera
positiva. Luego se sigue del Teorema 8.3 que la n-ésima componente tiene signo (—1)""1.
Esto establece (78), porque zy,(n) = dg(N\;), i =1,2,...,n.

Para o = {2,3,...,n}, tomamos nuevamente B = A[a] y ahora

y = [(—=1)"F" det A[ali)] \<icn”
En este caso tenemos A,y = da(t)e1, lo que implica que Ay, = Ajyx,. Aqui, la primera
componente de y; coincide con dg(t), mientras que la ultima admite un representacién
como la anterior. Entonces la primera tioene signo (—1)"~! y obtenemos as{ (86).
Supongamos que (86) es cierto para k > 1 y tomemos o € Qy_1, con d(a) = 0.
podemos asumir que « = {i,i +1,...,i+k —2} ei+ k —1 <n. Ahora aplicamos el
argumento anterior la matriz oscilatoria k-cuadrada Al U {i + k — 1}] para obtener

N(AlaU{i+k—1}]) > N(Ala]) > N (AlaU{i+k—1}]), 7=1,2,...,k— 1L
Por otro lado, la hipétesis inductiva implica
Ni(A) > Nj(AlaU{i+k—1}]) > Myji(A), 7=1,2,.. .k

Estas desigualdades prueban (86) para el caso k—1 completando la induccién. Resta ver
el casoen que i+k—2=mn,i.e.a = {i,i+1,...,n}, que se obtiene de manera andloga,
aplicando el segundo argumento a la matriz Ao U {i — 1}]. Finalmente (87) se sigue de
(86). De hecho, J,, A~ J,, es también oscilatoria y (J,A™'J,)[a] = J,(A/a’)~ T, por el
Teorema 6.2. Observemos que J, A1 J,T = A% si y sélo si A~z = Az y 2J,2. Ahora
aplicamos (86), notando que

= /\n—j+1(JnA_1Jn) y m = )‘k—j-&-l((‘]nA_l‘]n)[O‘])‘

Aj(A)
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De hceho, de la desigualdad \;(J, A1) > N (L, A L [la) > Ay j—i(Jn A1), ten-

emos que

1 1
Ai(A) = >
) AT T N (AT
1
= MN(A/d) > = Atj—k(A),
J( /Oé) /\k—j—l-l(JnA_lJn) +J k( )
lo que completa la prueba. O

Con la ayuda del Teorema de aproximacion 4.9, algunos de los resulatdos anteriores
pueden ser genarlizados al caso en que A es regular de signo o totalmente positiva.

Corolario 8.6. Si A es una matriz n-cuadrada, reqular de signo con signatura €,
entonces todos sus autovalores son reales, y

8—k)\k(A) >0, k=1,2,...,rank(A).

€k—1

Si A es totalmente positiva, entonces para cada o € Qi (1 <k <n—1) con compo-
nentes consecutivas, i. e. d(a) =0,

/\J(A) = )‘J<A[a]) > )\n+j—k(A)7 J=12..k

Dado un n-vector z = (x;), denotemos por x* a su reordenacién decreciente:
Ty > x5 > > X Y X = Tr) para alguna m € S,,. (91)

Teorema 8.7. Sea A € M,(R), y sea §(A) := (a;;) € R, la diagonal de A. Si A es
totalmente positiva, entonces §(A) < A(A) (mayorizado por).

Demostracion. Por induccién en n. para n = 1, es trivial. Asumamos que vale para
n—1.Como Y "  Ni(A) =30 6i(A), y M(A) = A (A), i =1,2,...,n, por definici “on

y por el Corolario 8.6, basta mostrar que

k

k
> X(A) =) 6r(A)parak=1,2,....n— L. (92)
=1

i=1

Sea 61(A) = 65(A) y 0.(A) = 0;(A). Tomando la conversién de A en caso de que sea
necesario, podemos asumir que p > q. Sea B = A(n) y C' = A(1). Como By C son
matrices (n — 1)-cuadradas totalmente positivas, la hipdtesis inductiva determina que

k k n—1 n—1
=1 =1 i=k i=k
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Como 67 (B) = §7(A), i = 1,2,...,p, por definicién y porque \;(A) > N(B), i =
1,2,...,n — 1 por el Corolario 8.6, (93) implica (92) para i = 1,2,...,p. En lugar de
probar (92) para k > p, mostremos la igualdad

S ) < Y arA). (94)

i=k+1 i=k+1

Como 7 (A) =67(C),i=p+1L,p+2,...,n, vy \i_1(C) > Ni(A), i =1,2,...,n, por el
Corolario 8.6, (93) implica (94). O

9. Algunos ejemplos.

En esta seccién presentamos algunos ejemplos de matrices totalmente positivas y
la caracterizacion de estas matrices.

9.1 (Ntcleos totalmente positivos). La mayor parte de las matrices totalmente positivas
no triviales surgen de la restriccién de nicleos totalemnte positivos a conjuntos finitos
adecuados. Estas son algunas féormulas de produccion de niicleos totalmente positivos.
Sean I', A conjuntos totalmente ordenados (en general, subconjuntos de R o Z). Una
funcién a valores reales K (s,t) para s € I', t € A es un nicleo totalmente positivo si la
matriz [K(s;,t;)]ij=12..n € totalmente positiva para toda eleccién s; < s9 < ... < s,
yt <ty <...<t,. Lapositividad total estricta de un nticleo se define analogamente.

Si K(s,t) es totalmente positivo y f(s), g(t) son funciones positivas en I' y A re-
spectivamente, entonces el nicleo f(s)K(s,t)g(t) es totalmente positivo. Si K (s,t) es
totalmente positivo y ¢(s) es un operador monétonamente creciente de un conjunto
totalmente ordenado I'y a I', y 1(t) es un operador monétonamente creciente de un
conjunto totalmente ordenado A; a A, entonces K (¢(s),(t)) es un nicleo totalmente
positivo en I'y x A;. Si dos nucleos L(s,t) y M(s,t) son totalmente positivos y do(+)
es una medida en I', entonces el nicleo

K(u,v) := / L(s,u)M(s,v)do(s), u,v € A, (95)
T
es totalmente positivo en A x A, si la integral existe. Esto es sélo una modificaciéon del

Teorema 5.1. Pasemos ahora a la construccion de ejemplos concretos

1. Para cualesquiera oy, k = 1,2,...,n, el nicleo K(s,t) := > ,_, aus"t* es total-
mente positivo en Ry x Ry. De hecho, K(s,t) es una composicién del tipo (95),
con L(k,t) = M(k,t) =t* en Z, x R,. La positividad total del nticleo L(k,) es
una consecuencia del determinante de Vandermonde:

det [t;]i;(),l ,,,,, ne1 = H (t; —t;). (96)

7=1,2,...,n
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2. Para cualquier ¢ > 0 el nicleo K(s,t) = exp(ost) es totalmente positivo en
R, xR, , como limite de nicleos del tipo 1. este nicleo es estrictamente totalmente
positivo en R x R también. En consecuencia exp[—o(s — t)?] es estrictamente
totalmente positivo en R x R porque

exp [—o(s — t)*] = exp(—0s) exp(20st) exp(—at?).
3. Para p=1,2,..., las matrices n-cuadradas

oo (52)]

son estrictamente totalmente positivas por 2., y G, — I, cuando p — oo. Esta
sucesion ha sido usada varias veces en secciones anteriores.

4. Para cada 0 < A\ <1y 0 # p € R, consideremos el promedio pesado en Ry x R,
My, i= {\s? 4 (° = NP}/, (97)

Entonces M) ,(s,t) o 1/M) ,(s,t) es totalmente positivo de acuerdo a si p <0 o
p > 0. Esto se sigue de la observacién de que para cualquier v > 0

1 1/ d
/ 6us€ut U (98)

s+t T Jow [u[1=

donde I'(+) es la funcién gamma, y el nicleo exp(us) es totalmente positivo en
R, xR,.

5. El nicleo K (s,t) := min(s,t) es totalmente positivo en R, x R, , porque
K(s,t) =lim,_ M) ,(s,1) (99)
6. Si f(t),g(t) son funciones positivas en R tales que h(t) := f(t)/g(t) es no de-
creciente, entonces el nicleo
K(s,t) := f(min(s,t))g(méx(s,t))
es totalmente positivo en R, x R, porque
K(s,t) = min{h(s), h(t) }g(min(s,t))g(max(s,t)) = g(s) - min{h(s), H(t)} - g(t).

Para o > 0, con g(t) = exp(—ot) y h(t) = exp(20t), el nicleo exp(—a|s —t|) es
totalmente positivo en Ry x R,.

7. Sean {b;}i—12,. . ¥ {Ci}iz12..n sucesiones positivas. Entones la matriz n-cuadra-
da [Dmin(i,j)Cmax(i,j)] €S totalmente positiva siy sélo si by /c; < by/cy < ... < by/cyp.
esto se sigue inmediatamente de (6), ya que podemos considerando las funciones
ft)=by,sii—1<t<iyg(t)=c,sii—1<t<i Unamatriz de este tipo es
llamada matriz de Green. &
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9.2 (Matriz de Hurwitz). Es un conocido teorema de A. Hurwitz que un polinomio
p(z) = doz" +d1 2" + ...+ d, a coeficientes reales (dy > 0) tiene todos sus ceros en
semiplano abierto Re z < 0 si y sélo si la matriz n-cuadrada

[ dy ds ds di do 0
dy dy dy dg dg 0
0 dy ds ds dr 0
H = [defl] - 0 do d2 d4 d6 0 (1OO>
| 00 0 0 0 - dn |
donde dj, = 0 para k < 0 o > n, tiene menores principales positivos:
det H[1,2,...,k] >0, k=1,2,... n. (101)

Un tal polinomio p(z) es llamado un polinomio de Hurwitz y la matriz H es la matriz
de Hurwitz asociada a él.

Mostremos, por induccion en n, que la matriz de Hurwitz es totalmente positiva. Cuan-
do n = 1 es trivial. Supongamos que es cierto para n—1. Como d; > 0 para una matriz
de Hurwitz (100), se sigue de (30) que la matriz (n—1)-cuadrada G := H/{1}, indexada

por 2,3, ..., n tiene también menores principales positivos:
det G[2,3,...,k] >0, k=2,3,...,n. (102)
Sean g;, j = 2,3,...,n los n — l-vectores fila de G y ¢ = dy/d;. Entonces las matriz
(n — 1)-cuadrada F', indexada por 2,3, ..., n, cuyos vectores fila f; estan definidos por
J2:= G2, ¥ foj-1:= g2j-1, [2j = Goj — CGaj—1 para j > 2, (103)

también tiene menores principales positivos. Haciendo la cuenta vemos que F' es una
matriz de la forma (100) con n — 1 en lugar de n, y d; en lugar de d;, donde

dy; = doj1 y doj1 = doj — cdojir, §j=0,1,2,... (104)

Entonces de acuerdo a la hipdtesis inductiva, F' es totalmente positiva, y también lo es
la matriz n-cuadrada

~ 0 0

F = )

Ahora se ve, haciendo la cuenta, de (104) que

H@Z“Wn—ﬂzdﬂn—Ln%:QS+§UW—%ﬁSF$>M—1m% (105)

donde S =[0,e1,€3,...,e,_1]. Las matrices S y S* son totalmente positivas, y lo es la
matriz triangular superior S + £(1,, — J,,).
Ahora la positividad total de H sale de (105) por los Teoremas 5.1 y 4.2, ya que de
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alli deducimos que H[1, ..., n—2] es totalmente positiva. Pero de esto se puede deducir
la positividad total de H, por la forma de esta matriz. Veamos cémo se realiza esto en
el caso n = 3. En este caso,

dy ds 0
H=|dy dy 0
0 di ds

Tenemos que
1. dy >0,
2. dydy — dyds > 0,
3. detH > 0.

Basta entonces chequear que detH[«|] > 0 para § con d(3) = 0. Si 5 € @13, sabemos
que dy,d; > 0y, si dy <0, por (2),

dldg < dpdzdy = d3 <0

pero
detH = dsydet di g\ ds > 0.
dy ds
Si g€ Qa3 y d(f) = 0, tenemos dos posibilidades, 8 = (1,2) o § = (2,3). En el
primer caso, si @ = (1,2), tenemos la positividad por hipétesis, y, si @ = (1,3) o (2, 3),

obtenemos 0 o
1 3 ) 0 2 _
o ([ ] =, an ([ %) =

Finalmente, si § = (2, 3), para cada a = (1, 2), (1,3), (2, 3) tenemos, respectivamente,

d30 d3072 d207
aer ([ 0) =0 ([ 2 O]) =tz ([20]) =ty =0

y por lo tanto H resulta totalmente positiva. &
9.3 (Matrices de Toeplitz). Para una sucesién (bi-)infinita {a, : —co < n < oo}, la
matriz (a;_j);j=12,. es llamada su matriz de Toeplitz, y la funcién f(z) = > a,2",

su funciéon generadora. Un matriz de Toeplitz es totalmente positiva si y sélo si su
funcion generadora es de la forma

IR0+ 0 I (14 22)
[170Q = 82) I (1 - %)

donde & es un entero, C' > 0, y1,7-1 > 0y vy, B, P, 0, > 0 son tales que Y 7" (ay, +

B + pn + 0,) < 00.

f(2) = CFexp (12 + 1)
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Cuando a, = 0 para n < 0, la matriz de Toeplitz es totalmente positiva si y sélo si su
funcion generadora es de la forma

zHClxj(l + O‘nz)
— yez2l M T/
R TR (RS

donde C' >0, v > 0, y &y, B, > 0 son tales que Y °(a, + (,) < co. Las pruebas de
estos hechos, basadas fuertemente en la teoria de funciones analiticas estan mas alld del
alcance de este trabajo. Cuando es aplicada a un polinomio la caracterizacion anterior
implica que un polinomio p(z) = dpz"+d; 2" ' +. . .4+d, (dy > 0) tiene todos sus ceros en
eje real no negativo si y sélo si la matriz infinita (dy,4;—;)i j=1,2,.. €s totalmente positiva,
donde dj, = 0 para k < 0 o > n. Notemos que la matriz de Hurwitz H introducida
antes es una submatriz de 7', mas precisamente H = T'[n+1,n+2,...,2n|2,4,...,2n].

&

9.4 (Funcién de frecuencia de Pélya). Una funcién f(t) en (—oo,00) es llamada una
funcién de frecuencia de Polya si el nicleo K (s,t) := f(s—t) es totalmente positivo. La
siguiente caracterizacién se debe a Schoenberg (1953), f(t) es una funcién de frecuencia
de Pélya si y solo si su transformada bilatera de Laplace existe en una tira abierta que
contenga al eje imaginario y tiene la forma

f(2)

51 f()ds = Cexp(t? + ot) - T] SRLCnt)
[ esas = comae v TTTEET
donde C' > 0,7 >0, § y , son reales tales que 0 < > |a,|? < 0o. La prueba de este
resultatdo estda mas alla del alcance de este trabajo. &
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