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Prefacio

El andlisis matricial (AM) es una continuacién natural del dlgebra lineal, pero considerando
que el cuerpo de escalares son los numeros reales o los complejos, y con una mirada basada
en la problematica de las teorias de espacios de Hilbert y de sus operadores acotados.

Muchos problemas del andlisis, la geometria diferencial, el anélisis funcional, los sistemas
dindmicos, la fisica tedrica y otras importantes teorias, pueden “bajarse” al caso de matrices.
Y eso sin mencionar todas las ramas de la matematica aplicada, que suelen tener a este tipo de
reducciones como herramienta principal. En general, poder reducir y reformular un problema
al caso matricial es un éxito, porque es mucho maés viable resolver un problema de matrices
que el problema de origen.

Por todo lo anterior, mencionar aplicaciones del AM es innecesario. Cualquier matematico
quiere poder aplicarlo, y trata sistematicamente de hacerlo. Porque es un contexto donde las
cuentas se pueden hacer (o la mayorfa cree a priori que deberfan poder hacerse). Mds aun,
cuando la reduccién a matrices de un problema P sigue siendo dificil, se puede concluir que
P tenia una dificultad intrinseca. Pero con dificultad o sin ella, el tema es como resolver P en
matrices.

Para poder hacerlo, hay que desarrollar a fondo una teoria de matrices, o al menos una
extensa serie de herramientas para trabajar con ellas, que pueda resolver los inmumerables
problemas que le “caen” de arriba. Podria decirse que eso es el AM.

Lo mds interesante del AM es que es el contexto mds basico (un alumno de segundo
ano de la licenciatura ya puede entender la mayoria de los enunciados) en el que se pueden
plantear problemas matematicos bien dificiles, muchos de ellos no resueltos ain. Pero para
entender a fondo este tipo de problemas, sus ramificaciones, y las técnicas que se suelen
aplicar para resolverlos, hace falta hacer un curso especifico de AM, que pueda ser atendido
tanto por matematicos formados como por estudiantes de la licenciatura. Otra particularidad
remarcable, es que con ese solo basamento, alcanza para leer y entender (y porqué no hacer)
una gran cantidad de publicaciones actuales. Un tipico trabajo final para un curso de AM, es
estudiar un paper de los tdltimos 2 o 3 anos del tema. Y en muchos casos, con los contenidos
de este texto se tienen (casi) todas las herramientas para poder entenderlo a fondo.

Por otra parte, como toda teoria matematica, el AM tiene su problematica propia. El tema
mas tipicamente matricial son las desigualdades, que involucran normas, autovalores, valores
singulares, determinantes, trazas, etc. El estudio de desigualdades de matrices y operadores
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es de una gran sutileza y forma una especie de mundo aparte. Sus especialistas son unos tipos
especiales, una especie de gremio de artesanos. Las técnicas que se usan suelen ser intrincadas
y de un gran ingenio. Se aplican ideas de toda la matematica, pero la teoria tiene sus reglas
propias y toda una gama de herramientas y métodos espcecificos. Una de esas herramientas,
fundamental y no muy conocida, es otro tema central para el AM: La teoria de mayorizacién
(de vectores y matrices), y sus multiples ramificaciones. Esta teoria, elemental pero dificil,
estd poco difundida entre los matematicos, por lo que ha sido y sigue siendo redescubierta
innumerables veces en distintas areas, muchas veces con terminologias ad hoc. Si bien la
mayorizacion aparece como una forma de comparar vectores de R", cuando se la piensa en
vectores de autovalores o de valores singulares, se percibe rapidamente que es una nocién
intrinsecamente relacionada con la teoria de matrices. Estos dos aspectos: mayorizacion y
desigualdades, son desarrollados con profundidad en este texto.

Una rama muy diferenciada del AM, la de matrices de entradas no negativas, llamada
teoria de Perron y Frobenuis, podria tener el rango de area independiente. De ella daremos
un capitulo con las bases principales de la teoria, y otro capitulo exponiendo una de sus ramas:
las matrices totalmente positivas.

Este libro es el resultado de méas de una decena de cursos, dictados en diversos departa-
mentos de matemética (FCEN-UBA, FI-UBA, FCE-UNC y, sobre todo, en la FCE-UNLP) y
en varios congresos, en los tltimos anos. Es importante aclarar que se asumen como conoci-
dos (y no se exponen en este texto) todos los contenidos de un curso inicial de dlgebra lineal.
Para comodidad del lector, y para fijar notaciones y prerrequisitos, se enumeran al pricipio del
primer capitulo todas las nociones y resultados especificos de un tal curso que seran usados
a lo largo del texto. Cualquier libro de algebra lineal (y hay miles) sirve como referencia
para los mismos. Si me dan a elegir, yo recomiendo el de K. Hoffman y R. Kuntze [6] para
algebristas, y el de P. D. Lax [10] para analistas.

Debo mencionar que este libro esta fuertemente basado en cuatro excelentes textos que
son la bibliografia bésica en el tema: los dos tomos Matrix Analysis [7] y Topics of Matrix
Analysis [8] de R. Horn y C. Johnson, el reciente libro [4] y, sobre todo, el maravilloso libro
Matrix Analysis [3], ambos de R. Bhatia. Sin embargo, hay varios aspectos que lo diferencian.
Por un lado, el presente texto estd pensado como base para un curso elemental, y organizado
efectivamente para que todo el material pueda darse en un cuatrimestre. Por otro lado, hay
fuertes diferencias en la manera de encarar muchos de los temas, y se incluyen resultados mas
modernos y numerosas pruebas simplificadas de resultados clasicos, en base a publicaciones
recientes o al aporte de alumnos, ayudantes y profesores de todos los cursos antes mencionados.

Los temas elegidos son solo una pequena parte de la teoria, pero son la base principal sobre
la que se edifican la mayoria de las dreas no incuidas en el texto. Hay muchas técnicas de
analisis, funciones analiticas y geometria diferencial que suelen ser efectivas para problemas de
matrices. Ese tipo de interacciones no estdn incluidos porque el texto estd pensado para una
audiencia no necesariamente experta. Una referencia escencial para esa clase de recursos son
los libros mencionado de R. Bhatia [3] y [4]. Otra teorfa aparte, poco desarrollada aqui, es la
de perturbaciones de matrices (autovalores, autovectores, etc). Sobre estos temas, se podrian
mencionar varios capitulos de [3], y también el monumental tratado de T. Kato [9]. Tampoco
se hace mucho incapié en este texto en los métodos algoritmicos, que vendrian a ser la otra pata



de la teoria. Bajado un problema a matrices, hay dos alternativas: resolverlo teéricamente
(para ese lado va este texto) o resolverlo aproximando, dado que en matrices se puede (si no
son muy grandes). La bibliografia sobre aproximacién mediante algoritmos es inmensa, y nos
limitaremos a citar el excelente tratado Matrix computations [2] de G. Golub y C. F. Van
Loan, y la bibliografia que alli aparece. La mayoria de las herramientas necesarias para los
algoritmos mencionados, y muchos de los procedimientos especificos que ellos usan, si estan
expuestos en el texto; pero sin hacer hincapié en la 6ptica de la velocidad de convergencia o la
robustez ante perturbaciones, siné en la problematica tedrica que presentan. Otros temas que
no tratamos son los de matrices diagonalizables, polinomios minimales y formas canonicas,
en particular la forma de Jordan. Esto es porque ese tipo de resultados no se usaran en el
resto del texto, y porque suelen estar incluidos en un buen curso béasico de algebra lineal. Los
dos libros antes mencionados ([6] y [10]) dan excelentes tratamientos de estos temas.

Muchos de los resultados que expondremos siguen siendo validos en contextos mas ge-
nerales que las matrices reales o complejas. Por ejemplo matrices a coeficientes en cuerpos
generales o en anillos, algebras de Banach, operadores en espacios de Banach o de Hilbert,
agebras de operadores (C* y de von Neumann). Esto sucede particularmente con resultados
de los capitulos 1 (en las secciones 5, 7y 9), 3, 6, 7, 8 (seccién 3), 9, 10 y 12. La decisién
que tomamos para presentarlos fue dar demostraciones especificas para el caso matricial y,
por lo general, mencionar luego los contextos donde siguen valiendo, y las técnicas diferentes
para cada uno de ellos. La principal razén que justifica este enfoque es que el libro busca ser
autocontenido en un nivel elemental, y que las teorias mencionadas son muy variadas, lo que
harfa muy dificil dar las demostraciones generales sin largas secciones introductorias de cada
una de ellas. Ademads, las pruebas para el caso matricial suelen ser muchisimo més simples
y breves, y brindan un manejo interesante de las técnicas propias del AM. Por otra parte,
opinamos que es muy tutil el enfrentarse con una primera versién de enunciados complicados en
un ambito menos complicado, para después poder entender el significado de esos enunciados
en los contextos més especificos (ademds de su nueva demostracion).

Sin embargo, este enfoque tiene un limite. Por lo tanto, una parte importante del AM
hemos decidido desarrollarlo en el ambiente mas general de operadores en espacios de Hilbert.
Se seleccionaron para esa parte aquellos resultados cuyas pruebas difieren poco al aumentar
la generalidad, y que forman una rama imporante de la teoria de operadores, aunque man-
tengan un espiritu claramente matricial. Sin embargo, ese trabajo se realizard en un segundo
volumen, dado que el contenido del presente libro ya es suficiente para un curso cuatrimestral,
y porque la segunda parte requiere una introduccién especifica de espacios de Hilbert que no
consideramos necesaria para este texto puramente matricial.

Los contenidos del libro estan suficientemente explicitados en los titulos de las secciones
del indice. A continuacién haremos algunos comentarios sobre el enfoque aplicado en cada
capitulo. Como se dijo anteriormente, al principio del capitulo 1 se enumera una serie de
notaciones y resultados del algebra lineal elemental. En la seccién 5 se presentan varias
férmulas elemetales, pero no demasiado conocidas, para operar con matrices. De particular
importancia es el manejo de matrices de bloques y las técnicas para operar con ellas. Luego
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se presenta el teorema de Schur que muestra la equivalencia unitaria de toda matriz con una
triangular superior. Este teorema, si bien suele estar incluido en los textos elementales, es
presentado en detalle porque serd de importancia clave para numerosos resultados a lo largo
de todo el libro. El capitulo culmina con tres secciones de resultados elementales, que también
seran muy usados méas adelante: polinomios aplicados a matrices, descomposicién QR y las
propiedades bésicas de las matrices de rango uno.

Los capitulos 2 y 3, sobre matrices normales, autoadjuntas y positivas, empiezan con
material basico, desarrollan en detalle las propiedades variacionales de los autovalores de
matrices autoadjuntas, y dan una versién finitodimensional de los principales resultados de la
teoria de operadores en espacios de Hilbert, pero con las notaciones tradicionales del AM. Se
propone un estudio exhaustivo de las propiedades y caracterizaciones de las matrices definidas
positivas, dado que suelen ser las protagonistas de las méas interesantes desigualdades que se
estudiaran mas adelante. Por otra parte, muchos problemas generales de matrices pueden
reducirse al caso positivo, a traves de yeites como tomar partes reales e imaginarias (ahf se
cae en las autoadjuntas) y luego positivas y negativas, usando matrices de bloques de 2 x 2,
o bien usando la descomposicién polar.

Los capitulos 4 y 5 tratan sobre mayorizacién, primero en su version vectorial, y después
en sus primeras aplicaciones a las matrices. El tratamiento es muy detallado, porque con-
sideramos que es un tema poco difundido, y que es sumamente util en muchas ramas de la
matematica, ademds de ser escencial para el AM. El capitulo 6, sobre monotonia y convexi-
dad de operadores, incluye una introduccién al célculo funcional para matrices autoadjuntas,
en el estilo del de operadores en espacios de Hilbert, pero con pruebas ad hoc. Luego se
dan las principales caracterizaciones y propiedades de las funciones mencionadas, que son
herramientas escenciales para estudiar desigualdades de matrices y operadores. Este capitulo
esta fuertemente basado en la exposicién de estos temas que se hace en el libro de Bhatia [3].
Sin embargo, hay importantes diferencias de enfoque, se presentan muchas pruebas diferentes,
y la seleccién de resultados presentados es distinta.

En el capitulo 7 se da una introduccién bésica a la teoria de productos tensoriales y al-
ternados, como siempre con pruebas adecuadas al contexto matricial. Esta teoria, por ser
bastante ardua de exponer, suele aparecer mencionada sin mucho detalle en los libros, en
funcién de poder aplicar los recursos que brinda (escenciales para entender las propiedades de
los determinantes y como herramienta para probar desigualdades) sin meterse en camisa de
once varas. Aquf intentamos dar una exposicién detallada y (casi) autocontenida, dado que
el contexto matricial lo permite sin que el esfuerzo sea excesivo, y porque en capitulos poste-
riores necesitaremos trabajar con propiedades muy especificas del determinante de matrices
y submatrices. El tema es que una buena presentacién de los productos alternados permite
justificar completamente todas esas propiedades, trabajo que se inicia en la seccion 3, y se
continuia en el capitulo 12.

El capitulo 8 trata sobre productos de Hadamard. Aqui también el tratamiento es muy
detallado, porque es un area que aparece poco en los tratados del tema, es un tema fuerte de
investigacion dentro del AM, y tiene ademé&s muy intereantes aplicaciones en otras disciplinas.
Se presenta una pueba completa del teorema de Haagerup que caracteriza la norma del ope-
rador de multiplicacién (de Hadamard) por una matriz fija, relativa a la norma espectral de



matrices.

El capitulo 9 presenta una serie de importantes desigualdades de matrices, y puede pen-
sarse como lugar en el que se concentran las técnicas y desarrollos realizados en los capitulos
anteriores. La lista no es exhaustiva, pero da una idea de las principales lineas de la teoria, y
presenta la mayoria de las técnicas usuales que se utilizan para mostrar este tipo de desigual-
dades.

En el capitulo 10 se estudian las principales propiedades del rango y del radio numéricos
de matrices. Los teoremas més importantes que desarrollamos son el de Hausdorft-Toeplitz
sobre la convexidad del rango numérico, y el de T. Ando sobre caracterizaciones matriciales
del radio numérico.

Los ultimos tres capitulos enfocan la teoria de Perron-Frobenius sobre las matrices de
entradas positivas, y las totalmente positivas. En el 11 se exponen los resultados clasicos
sobre matrices estrictamente positivas, no negativas e irreducibles. En el 12 se introducen los
complementos de Schur y numerosas técnicas con determinandtes que, ademéas de tener un
interés propio, son la herramienta clave para desarrollar, en el capitulo 13, una introduccién
a la teoria de matrices totalmente positivas. Esta capitulo se basa en un trabajo de T. Ando
[20], v estd escrito utilizando como punto de partida al trabajo final de A. Iglesias para un
curso de AM dictado en La Plata.

Todos los capitulos tienen una ultima seccién de ejercicios. Se proponen ademas numerosos
ejercicios a lo largo del texto de cada capitulo. Al principio de las secciones finales se los
reenumeran, agreagandose a continuacién series de ejercicios nuevos.

Qerriamos agradecer a Gustavo Corach por haber iniciado y habernos incluido en el trabajo
de investigacion de nuestro grupo del IAM en los temas de Anadlisis Matricial. También va
nuestro agradecimiento a Celeste Gonzélez, a partir de cuyo trabajo [25] se comenzo a escribir
la primera version de este libro, a Pedro Massey, que nos aporté invalorables comentarios e
ideas (ademds de muchos ejercicios), y a Agustin Iglesias e Ivan Angiono, de quienes hemos
tomado algunos fragmentos de texto. También agradecemos a los alumnos de los distintos
cursos que hemos dictado en estos afos, que han aportado una infinidad de sugerencias,
correcciones e ideas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Generalidades

1.1.1. Para empezar, enumeraremos las notaciones y convenciones mas basicas, sobre vectores
y matrices, que usaremos a lo largo de todo el texto:

1.

2.

10.

Usaremos a C o R como cuerpo de escalares.

Llamaremos R, al conjunto de nimeros reales no negativos, y R al conjunto de
numeros reales positivos.

. Dado n € N, usaremos el simbolo I,, para denotar al conjunto {1,2,...,n} C N.
. Llamaremos M,, ,,(C) = C™*™, al espacio de matrices rectangulares de n x m.

. Cuando n = m, notaremos M,,(C) = M,, = M,, ,(C), a las matrices cuadradas de

n x n sobre C.

. Para matrices reales escribiremos M,, ,,(R) = R"*™ y M,,(R) = M,, ,,(R).

Para denotar las entradas de una matriz A € M,, ,,,(C), usaremos indistintamente, por

conveniencia del contexto, las notaciones A = (A;;)ier, 0 A = (aij)ier, -
J€Im JE€lm

. Dada A € M, »(C), denotaremos por AT € M,, ,(C) a su matriz traspuesta, dada

por AL, = Aj;, parai €l y j € l,.

. Dado n € N, denotaremos por I € M,,(C), o bien I, , si es que hace falta aclarar su

tamafo, a la matriz identidad, dada por I;; = 1sii=je [;; =0sii# j.

La suma y producto de matrices (cuando sus tamafios lo permitan) se hacen con las
definiciones usuales del dlgebra lineal. Por ejemplo, si A € M, ,,(C) y B € M,, (C),
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

entonces AB € M,, .(C) y sus entradas son

m
(AB);; = Z Air Br; , paratodoi€l, ytodojel, . (1.1)
k=1

Dada A € M,,(C), diremos que A es inversible si existe A~ € M,,(C), la tnica matriz
que cumple que AA™' = A~1A = I. Denotaremos por

Gl(n) ={A € M, (C): A es inversible } ,
que es un grupo (de Lie) con la multiplicacién usual de matrices. Su neutro es I, .

Asumiremos como conocidas las propiedades del “determinante”, que denotaremos det :
M, (A) — A, para cualquier n € N y cualquier anillo conmutativo A. En el Capitulo 7
sobre productos tensoriales, se dardn definiciones precisas, y se demostraran la mayoria
de dichas propiedades. En el Capitulo 12 se profundizara ese estudio. Sin embargo,
usaremos desde ahora esas propiedades, ad referendum de sus pruebas (esperemos que
no haya circulos muy viciosos).

Dada A € M, (C), consideremos la matriz zI, — A € M, (C[z]). El polinomio carac-

teristico de A estd dado por la férmula P4(z) = det(xI — A) € C[z]. Es un polinomio

monico de grado n.

Dada A € M,,(C), su traza es el nimero tr A = Y A;; . Usaremos el hecho conocido
i=1

de que, si B € M,,(C), entonces tr AB = tr BA.

Sea A € M,, n(C). Las columnas de A se pueden pensar como vectores de C", y
sus filas, como vectores de C™. Se usard la notacién C;(A) € C™ (respectivamente
F;(A) € C™) para denotar a la i-ésima columna (resp. fila) de A.

Los vectores de C™ seran pensados como vectores columna, es decir que identificamos
C™ con C™ . Sin embargo, a lo largo del texto los describiremos como una fila (estilo
z = (x1,...,x,) € C"), para ahorrar espacio. Por ejemplo, si A € M, (C) e i €1,,
entonces C;(A) = (a1;,a2i,...,a,;) € C™.

Sia=(a,...,a,) € C" denotaremos por diag (a) a la matriz diagonal
aiq 0 0
diag (a) = diag (a1,...,a,) = | ¢ .. 1| € My(C).
0 0 ap
Por ejemplo, si tomamos 1 = (1,...,1) € C", entonces diag (e) = I, .

Por otra parte, si A € M,,(C), llamaremos d(A) € C™ al la diagonal de A pensada como
vector, i.e. d(A) = (A11,.-., Ann)-
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1.1.2 (Matrices y operadores). Enumeraremos a continuacién las propiedades de las matrices
cuando son vistas como transformaciones lineales:

1.

Dados dos C-espacios vectoriales V 'y W, llamaremos L(V, W) al C-espacio vectorial de
transformaciones lineales T': V. — W. Si V =W, ponemos L(V) = L(V, V).

. Dado un C-espacio vectorial V y un conjunto X C V, denotaremos por Gen {X}

al subespacio de V generado por X. Si X = {x1,...,2,,}, escribiremos también
Gen{X}=Gen{z1,...,zm}

. Si A € M,, n(C), la pensaremos también como un elemento de L(C™, C™) actuando por

multiplicacién: si z € C™ = M,, 1(C), entonces A(z) = A-x € C", usando el producto
de la Eq. (1.1). En este contexto usaremos las notaciones conocidas:

kerA={xeC™: Az =0} y R(A)=AC™)=Im(A).

Se denotard por £ = {e1,...,en} a la base candénica de C™. A veces seremos més
explicitos, poniendo &, = {egm) - ,es,T)}, para aclarar el contexto.
. Si A € My, (C), entonces se tiene que

Ael™ = Ci(A) eC™, paratodo €L, .

(2

Por lo tanto, tenemos que R(A) = Gen{C1(A),...,Cn(A) }.

. Por el teorema de la dimensién, si A € M,,(C) ~ L(C™), entonces

Aegl(n) < kerA={0} < R(A)=C".

El rango de A € M,, ;,,(C) es tk(A) = dim R(A) = dim Gen {C4(A), ..., Cpn(A) }. Més
adelante, en la Observacién 3.7.4 (ver también el Ejercicio 1.1.15), veremos que coincide
con el rango fila de A, que es la dim Gen {F1(A),..., F,(A) }.

. Algunas veces pensaremos a ciertas matrices como operando en espacios vectoriales mas

generales. Por ejemplo, si S C C™ es un subespacioy A € M., (C) verifica que A(S) C S,
entonces se puede pensar a A (o su restriccién a §) como un operador en S. En tal caso
diremos que “pensamos” a Alg € L(S).

Espacios de Hilbert finitodimensionales

1.1.3. En C™ consideraremos el producto interno (o escalar) comin, dado por

<$7y>zzxky77 x7y6(cn (12)
k=1

Es claro que (-, -) : C"* x C™ — C verifica las propiedades que definen a un tal producto: Dados
v,v,w € C" y A € C, entonces
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1. (v,0) >0y (v,0) =0siysélosiv=0.
2. (u,v) = (v, ).

3. (v, u+w) = (v,u) + (v, w).

4. (u,v) = Mu, v), pero (u, \v) = Au, v).

Dado x € C™, definiremos su norma Euclidea, a la usual:

1/2
Izl = llz]l, = {z,2)"/* = <Z|xk|2> -

A z se lo llama unitario, si ||z|| = 1. Muchas veces consideraremos otras normas de vectores
y matrices. Por ello damos una definicién general:

Definicion 1.1.4. Sea K = C o R y V un K-espacio vectorial. Una norma en V es una
funcion N : V — R que verifica las siguientes condiciones: Dados u,v € Vy A € K,

1. N(v) > 0y, ademés, N(v) =0 siy sélo si v =0.
2. N(u+v) < N(u) + N(v).
3. N(\v) = |A] N(v).
Definicién 1.1.5. Sean V un K-espacio vectorial, con K = C o R, y N una norma en V.
1. Cuando N proviene de un producto interno (-, ), diremos que
el par (V,N), obien (V,{,-)) esun K-espacio de Hilbert .

Cuando K = C, también diremos que V es un “espacio de Hilbert” a secas. Ojo, acé se
asume que dimV < oo. Siné hay que pedir que V sea completo.

2. Usualmente usaremos letras H o K para tales espacios y notaremos por L(H,K) al
espacio de operadores lineales de H en K (acotados, si dimH = o).

3. Si H =K, escribimos L(H) en lugar de L(H,H).
4. Si A € L(H, K) notaremos por ker A a su nicleo y R(A) a su imagen.
Definicién 1.1.6. Sea H un espacio de Hilbert.

1. Dados z,y € H, decimos que son ortogonales, y escribimos = L y si (z,y) = 0.

2. Sea X C H. Denotaremos por X+ = {y € H:y L z para todo x € X}, al subespacio
ortogonal a X.

3. Los vectores z1,...,2; € H forman un conjunto ortogonal cuando (z;,z;) = 0, para
todo i # j.
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4.

o.

Si ademés los vectores estan normalizados, es decir ||z;||? = (z;,2:;) = 1 (i € L),
entonces el conjunto se dice ortonormal.

Usaremos las siglas BON para denotar a una base ortonormal de H. Por ejemplo, la
base canénica &, es una BON de C™ con el producto interno de la Eq. (1.2).

Definicién 1.1.7. Sean H y K espacios de Hilbert y sea A € L(H,K). Se llama adjunto de
A al dnico operador A* € L(K,H) que satisface

(Az,2)g = (, A" 2)g , z€H, zeK (1.3)

La demostracién de que A* existe es un resultado béasico de la teoria de espacios de Hilbert.
En el caso finitodimensional, se puede construir a A* usando BONes, como veremos.

1.1.8 (Propiedades de la adjunta). Sean A, B € L(H). Usando la Eq. (1.3) (y la unicidad)
se verifican facilmente las siguientes propiedades:

1.

4.

5.

6.

Supongamos que dimH = n. Si para cualquier BON fija B = {v1,...,v,} de H, se
identifica a los operadores de L(H) con matrices en M,,(C) via

Aij = <Avj7vi> y 7’7] S Hn 5

entonces la matriz de A es AT | 1a traspuesta conjugada de la matriz de A. En otras
palabras, A7, = Aj; , para todo par i, j € I, .

(A% = A

. Dado X € C, se tiene que (AA + B)* = X\ A* + B*.

ker A = R(A*)1 y, si dimH < oo, también R(A) = (ker A*)+.
(AB)*=B* A*eI*=1.

A es inversible siy sélo si A* es inversible. En tal caso, (4*)~! = (A71)*.

Definicién 1.1.9. Dado A € L(H) un operador en un espacio de Hilbert, decimos que A es:

1.

2.

Hermitiano si A = A*.

anti-Hermitiano si A = —A*.

. unitario si AA* = A*A = 1.

normal si AA* = A*A.

. definido positivo si (Az,z) > 0 para todo € H. En tal caso de escribe A > 0.

. semidefinido positivo si (Ax,x) > 0 para todo « € H. En tal caso de escribe A > 0.
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Los mismos nombres tendrdn las matrices de M,,(C), al ser pensadas como operadores en
H = C" con el producto escalar y la norma usuales. En este contexto recordar que, si
A € M, (C), entonces A* = AT. Ademés usaremos las siguientes notaciones:

1. H(n) = {A € M,(C): A= A*}.
2. U(n) = {U € My(C) : U es unitaria }.

3. N(n) = {N € M,(C) : N es normal }.

4. M,(C)t ={A e M,(C): A>0}.

5. Gl(n) = {A € M,(C) : A es invertible } y GI(n)* = GI(n) N M, (C)*.

Lema 1.1.10 (Polarizacién). Sea H un C-espacio de Hilbert y sea A € L(H). Entonces

(Az,y) =

»-b\*—‘
M"“

1 < x+iky)7(x+iky)> para todo par x,y € H . (1.4)
k=1

Demostracion. La cuenta es directa, y se deja como ejercicio.

Proposicién 1.1.11. Sea H es un C-espacio de Hilbert y sea A € L(H). Luego, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. A=0.
2. (Az,y) = 0 para todo par x,y € C™.
3. (Az,z) =0 para todo z € C™.

Demostracion. Es claro que 1 — 2 — 3. La implicacién 3 — 2 es consecuencia directa de
la férmula de polarizacién (1.4). Si asumimos 2 y, para cualquier x € H, tomamos y = Az,
obtenemos que ||Az||? = (Ax, Az) = (Az,y) = 0, por lo que A = 0.

Observacion 1.1.12. Es importante senalar que el item 3 no implica a los otros en el caso
de que H sea sélo un R-espacio de Hilbert. Observar que no puede valer la polarizacién.
0 -1
1 0
(Az,x) = 0 para todo x € R?. Veamos ahora una aplicacién a matrices:

Peor atin, tomando como A = [ } € L(R?) (una rotacién de 90 grados), es claro que

Corolario 1.1.13. Sea A € M,,(C). Entonces
1. A€ H(n) siysdlosi({Az z) €R para todo z € C™.

2. Mn(C)* C H(n).
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Demostracion. Si A € H(n) y z € C", entonces (Az,z) = (2, Az) = (Az, z). Si suponemos
que (Az, z) € R para todo z € C", entonces

(Az,z) = (Az,2) = (2, Az) = (A% 2,2) , V2€C" = ((A—A")z,2)=0,Vze€C".

Por la Proposicién 1.1.11, deducimos que A = A*. Por la definicién de M,,(C)™, si se tiene
que A € M,,(C)", entonces (Az, z) € R, C R para todo z € C".

Ejercicio 1.1.14. Sean A, € M,, ,(C). Entonces se tiene que

A*A e M, (C)T y (A*A);; =(C;(A), Ci(A)), paratodo pari,j€l, .

En particular, tr(A*A) = Z 1C; (A2 = > |aiz]?
j=1

ij=1
Ejercicio 1.1.15. Sean A, € M,, »,(C) ~ L(C™,C"). Mostrar que entonces
ker A = Gen {Fy(A),...,F,(A)}- cC".

Deducir que rkp(qy = dim Gen {Fi(4),...,F,(A)} = rk(A), o sea que los rangos fila y
columna de A coinciden.

1.2 El espectro

Definicién 1.2.1. Se llama espectro de una matriz A € M, (C) al conjunto de todos los
autovalores de A:

o(A)={A € C: \esautovalor de A} = {\ € C: ker(A — A\I) # {0} },

que es un subconjunto finito y no vacio de C.

1.2.2 (Propiedades del espectro de matrices). Sea A € M,,(C). Valen:

1. A€o (A) siy sélo siexiste z € C" tal que z # 0y Az = Az
2. SipeC,entonces o(A+pl)=c(A)+p={A+p: Aeo(4)}.
3. A€ Gl(n) siysélosi0¢o(A). Més atin, A ¢ 0 (A) siysélosi A— A € Gl(n).

4. Sea Ps(z) € Clx] el polinomio caracteristico de A. Luego A € o(A) si y sélo si
Pa(X) =0, o sea que 0(A) es el conjunto de raices de Pa(z).

5. Como gr(P4) = n, se tiene que 0 < |o(4)| < n.
6. 0(A*) = o(A). En efecto, usando 1.1.8, tenemos que

A-M¢&Gln) + (A-N) =A"-XI1¢Gln).
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7. Si A € Gl(n), entonces o (A7!) = o (A7 ={A"1: X € o(A)}. En efecto, es conse-
cuencia de la igualdad ker(A — A\I) = ker(A=* — A\~11) (Ejercicio: probarla).

Observacién 1.2.3. Vimos que los autovalores de A € M,,(C) son las raices del polinomio
caracteristico Pa(z) = det(zI — A) y que gr(P4) = n. Pero P4 puede tener raices multiples,
por lo que o (A) puede tener menos de n elementos (en tanto conjunto, sus elementos sélo
pueden contarse de a uno). Muchas veces es necesario usar a cada A € o (A) tantas veces
como multiplicidad tiene como raiz del caracteristico. Para hacer eso, factorizamos en C[z] a

Py(z) = l_n[ (x—N) = l_n[ (x — A\i(A)), y diremos que

i=1 i=1
“los autovalores de A son A\1,...,A,” , o0 “AA) = (M(A), ..., 0 A4),

donde estaremos repitiendo cada autovalor de A tantas veces como multiplicidad tiene como
raiz de P4, y disponiéndolos en algin orden de C fijado previamente (por ejemplo, el lex-
icogréifico en las coordenadas polares, con el cero al final). Por eso quedan n. Al vector
A(A) € C™ se lo llama “vector de autovalores de A”.

Observacién 1.2.4. Sean A,B € M,(C) y S € Gl(n) tales que B = SAS™!. Luego B
difiere de A en un cambio de base. Se suele decir que A y B son similares y se nota A ~ B.
Por las propiedades del determinante, se tiene que

Pg(x) = det(x] — SAS™!) = det S(xf — A)S™! = det(x] — A) = Pa(x) ,
por lo que A(4A) = A(B) y también o(A) = o(B).
Definicién 1.2.5. Sea A € M,,(C).
1. El radio numérico de A se define como

w(A) =méx{ |(Az,x)| : ©€C", |z||=1}.

2. El radio espectral de A se define como

p(A) = méx{ [N : ) € o (A)} .

3. La norma espectral de A es su norma como operador, inducida por la norma euclidea
de C™. Es decir,

|A]lsp = méx{||Az|| : x € C",||z|| = 1} = min{C > 0: ||Az|| < C||z||, z€C"}.

4. La norma 2 o norma Frobenius de A es su norma euclidea, si la pensamos como un
vector largo. Por el Ejercicio 1.1.14, tenemos que

1AIZ = Jai;|* = tr(A"4) . (1.5)

4,j=1
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Observar que, analizando los autovectores (unitarios) de A, se muestra facilmente que

p(A) Sw(A) < [[Allsp - (1.6)
Tomando la matriz A = { 8 (1) } , se ve que las desiguadades pueden ser estrictas. En efecto,

pA) =0, wA)=1/2 y [Al,=1.

Ejercicio: verificarlo.

1.3 Matrices unitarias

Recordemos que U € M,,(C) es unitaria si UU* = U*U = I, y que U(n) denota al conjunto
de matrices unitarias en M, (C).

Teorema 1.3.1. Si U € M,,(C), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U elU(n).

2. U* eU(n).

3. UeGln) yUt=U".

4. U preserva el producto escalar, o sea que

Uz, Uy) = (x,y) , para todo par z,y € C" .

5. Si B es una BON de C™, entonces U(B) tambén lo es.
6. Las columnas de U forman una BON de C™.
7. Las filas de U forman una BON de C™.

8. Para todo x € C", se tiene que |[Ux| = ||z|| (o sea que U es una isometria,).
Ademds, U(n) es un grupo con la multiplicacion de matrices.

Demostracion. Ejercicio. Se sugiere usar el Ejercicio 1.1.14 y, para probar que 8 implica todo
lo demas, usar la Proposicién 1.1.11.

Definicién 1.3.2. Dadas A, B € M,,(C), se dice que A es unitariamente equivalente a B y
se nota

A>B siexiste Uel(n) talque A=U"BU .

Observar que, como U(n) es un grupo, se tiene que = es una relacién de equivalencia.



10 Preliminares

Teorema 1.3.3. Sean A y B € M,,(C) tales que A= B. Entonces
AMA) =AXB) , |AlL=1BlIl. ,» lAlsp=11Bllsp y Aes* siysdlosiB esx,
donde x puede significar: Hermitiana, anti-Hermitiana, normal, definda positiva o unitaria.

Demostracion. La primera igualdad se sigue de la Observacién 1.2.4. Sea U € U(n) tal que
B =UAU*. Entonces, por la Eq. (1.5),

|B||? = tr(B*B) = tr(UA*U* UAU*) = tr(UA* AU*) = tr(A*A) = [|4)? ,

donde la pentltima igualdad se deduce del hecho de que tr(XY) = tr(Y X) para todo par
X,Y € M,,(C). Con respecto a las normas espectrales,

I1Bllsp = X [UAU )| = X 1Ayl = [Allsp

va que U*({z € C" : |jz|| = 1}) = {y € C" : |ly|| = 1}, porque U y U* son isometrias
sobreyectivas. Las afirmaciones sobre x se prueban directamente de las definiciones, porque
B* = (UAU*)* = UA*U*, con la misma U € U(n).

1.4 Matrices triangulares

Definicién 1.4.1. Sea T € M, (C). Diremos que

1. T es triangular superior (abreviamos TS) si verifica que T;; = 0 para ¢ > j. Es decir
que T tiene ceros por debajo de su diagonal.

2. T es estrictamente TS si T;; = 0 para ¢ > j. Acd también d(T") = 0.

3. Andlogamente se definen las matrices triangulares inferiores y estrictamente triangulares
inferiores.

4. Denotaremos por 78(n) = { T € M, (C) : T es triangular superior }.

1.4.2 (Propiedades de las matrices triangulares). Tenemos las siguientes propiedades (enu-
meraremos los resultados, y las pruebas no escritas quedardn como ejercicio para el lector):

1. Sea & = {e1,...,e,} la base candénica de C". Notemos Hy = Gen{e;,...,er}, para
cada k € 1,,, y Hy = {0}. Dada T € M,,(C) se tiene que
TeTS(n) < TMH;) CHy, paratodo kel,, (1.7)

y T es estrictamente TS <= T(Hj) C Hy_;, para todo k € I, .
2. Usando la Eq. (1.7) sale facil que 7S8(n) es un subanillo de M,,(C). Es decir que
T, Ts € TS(?’L) = T +1Ty vy ThTh € TS(’H) . (18)

También son subanillos los otros conjuntos de matrices triangulares, pero las estricta-
mente triangulares no tienen uno.
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3. Ademés, dadas S, T € 7S(n), se tiene que
d(ST)=d(S)-d(T) :=(S11 -Ti1s---,Smn Ton) - (1.9)
Esto se muestra directamente calculando (ST);; por la férmula (1.1).
4. SiT € M,,(C) es estrictamente triangular, entonces 7" = 0.

5. Si T € TS(n), entonces su polinomio caracteristico cumple que

Pr(z) =det (I —T) H T;) = XMT)=d(T) (salvo el orden) . (1.10)
=1

Lo mismo pasa para su transpuesta 77, que es una trianagular inferior genérica. La
prueba es por induccién, desarrollando el determinante por la primera columna.

6. SiT € TS(n), entonces trT = Z Ty ydetT = H T;; . Para la parte del determinante,
i=1 i=1
se sugiere mirar la prueba de la Proposiciéon 1.5.4.

7. SiT € TS(n) es inversible, entonces
eTSm) y AT ) =d() =D)L da(T) ) (1.11)
En efecto, por la Eq. (1.7) y el hecho de que T' € Gl(n), sabemos que
T(Hy) =H, = T '(H)=Hy, paratodo k€l, = T 'e€TS(n).
La igualdad d (T71) =d (T)~" se deduce ahora de la Eq. (1.9).

1.5 Herramientas para operar con matrices

En esta seccién veremos varias estrategias para operar con matrices:

1.5.1. Sean A € M,, ,(C) y B € M,, -(C). Enumeraremos los resultados, y las pruebas no
escritas quedaran como ejercicio para el lector.

1. La entrada (AB);; es el producto de la F;(A) € M (C), porla C;(B) € M, 1(C).

2. Six=(x1,...,2m) € C™, entonces Az = A( o ei> => z; Ciy(A).
i= i=1
3. El producto AB € M,, (C) representa la composicién Ao B : C" — C", cuando se las
piensa como operadores. Sus columnas se describen por la acciéon de A en las columnas
de B:
Ci(AB)=A- Ci(B) eC*, paratodoiel, . (1.12)

Esto se puede probar directamente por la férmula (1.1) del producto, o bien observando
que C;(AB) = (AB)eET) =A-( Begr)) = A- C;(B), lo que se sigue de pensar a AB
como una composicion.
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4. Anélogamente puede verse que

Fi(AB) =F;(A)- B €¢C", paratodoiel, . (1.13)

5. Si alguna C;(B) = 0, entonces C;(AB) = 0 (con el mismo ). Anédlogamente, si se tiene
que F;(A) = 0, entonces F;(AB) = 0. Esto se usa para identificar los ideales (a izq. y
der.) del anillo M,,(C), cuando n = m.

6. Fijemos una columna C;(A). Alguna entrada de C;(A) aparece al calcular cualquier
entrada de AB. Pero siempre multiplicada por alguna entrada de la F;(B) (recordar la

formula (1.1): (AB)st = > Agi Bt ).
i=1

7. Por lo tanto, si F;(B) = 0, entonces podemos cambiar la C;(A) sin que ello afecte al
producto AB. Andlogamente, si C;(A) = 0, se puede cambiar impunemente F;(B) .

8. Sean A € C"y p € C™. Si Dy = diag(\) € M,,(C) y Dy = diag (1) € M,,(C), entonces

DlA = ()\, a}ij)ieﬂn 5 AD2 = (aij 'uj)ielln y D1AD2 = (Az uj aij)ieﬂn . (114)

JEIm JE€Im JE€EIm
Bloques
1.5.2. Seakel,,talque0 <k <nyllamemos I =1,y J =1, \Ix ={k+1,...,n}. Dada

A € M,,(C) notaremos su representacién en bloques como sigue:

Ar A Ck
A= |: AJII AIJJ :| (Cn—k' s donde AIJ = (A"‘l)"l‘g]l c Mk:}nfk;((c) ,

y en forma similar se definen A; € My(C), Ay € My, x(C) y Ay € M, _;(C). Mas
adelante (en la seccién 2.4 y, sobre todo en los Capitulos 12 y 13) se usard una notacién més
detallada, tipo Ary = A[I|J] = A[I|I) y asi. Para fijar ideas observemos que, por ejemplo,

AETS(n) — A eTSk), AjeTSm—k) vy Ay =0. (1.15)

Es extremadamente 1til el hecho de que esta notacién es consistente con las operaciones de
matrices. Por ejemplo: Si B € M,,(C):

Ar+B;  Apj+Bpy ] CF
1. A+ B=
* [ Ajr+ By Aj+ By crk
2. A* = A*I A{f ¢ _, , una especie de transpuesta adjuntada. Luego
A, An | cn

A=A" < AjeHk), AjeHn—k v A=A}, .
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3. La mas importante es la férmula del producto:

ArBr+ AryByr AiBry+ A By ] CF

AB =
Ay Br+AyByr Ay Bry+A;B; | Cvk oo

(1.16)
que reproduce la férmula del producto de matrices en M4 (C). Observar que los tamanos
de todos los productos que aparecen son los adecuados al bloque donde viven. La
prueba de esta férmula es straightforward. Hay que usar la férmula (1.1) para (AB)
dividiendo cada suma en sus primeros k sumandos, y en los otros n — k.

ij s

4. Por ejemplo, cualquiera sea C' € My, ,,—;(C), se tiene que

I, -C

0 In—k

_ Ik C z -1 _
A—[ 0 I, } €Gl(n) vy, ademds, A —[

} €gGl(n). (1.17)
L, o 17 Iy 0
. . k _ k
Anélogamente, si X € M,,_j, (C), luego [ X I, ] = [ X I, ]
5. Otra aplicacién: Si U e U(k) y V € U(n — k), entonces

UA;U* UA;V*
VA;U* VA;V*

U 0

0 v (1.18)

W:[ }GU(n) y WAW*:[

6. Si uno parte a I, en r mitades (con r > 3), para cada A € M,,(C) se pueden definir
sus 7 X 1 bloques relativos a esa particion. Y valen propiedades andlogas a las del caso
2 x 2. En particular, vale algo similar a la férmula (1.16), pero imitando el producto en

M,(C).

Observacion 1.5.3. Sea & C C™ un subespaceio con dimS = k. Todo lo que se hizo
recién se puede generalizar exactamente igual a una representacién de M,,(C) en matrices
de 2 x 2 de bloques, pero teniendo en cuenta la descomposicién C* = S & S*. El caso

anterior corresponderfa a tomar S = Gen{ey,...,ex}. La manera mds econémica de verlo
es tomar una BON {v;,...,v,} = B de C" tal que S = Gen{vy,...,v} (por lo que S+ =
Gen {vg41,...,v,} ). Tomando coordenadas de las matrices en la base B, el laburo anterior se

extrapola a cualquier descomposicién. Pedimos que B sea una BON y no una base cuaquiera
(que empiece por una base de §) para que valgan las férmulas relativas a A*, en particular
(1.18). Las demds valen tomando coordenadas en cualquer base de aquel tipo. La notacién
que usaremos para estas representaciones es

A As As st S
. I 0 S .
Observar que, si Ps es el proyector ortogonal sobre S, entonces Ps = 0 0 St Ademas,

As = PsAPs = P3A|S , 0 sea pensado en L(S) (sin los tres ceros). Al operador As € L(S)
se lo llama la compresién de A a §. Su matriz concreta (de k x k) depende de la BON B
elegida, pero en tanto operador en L(S), nuestro As sélo depende del subsepacio §. Férmulas
semejantes se tienen para los otros tres bloques de A.
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Proposicién 1.5.4. Sean >2, A€ M,(C) y S C C" un subespacio propio. Si

A:[Jg IC)} gL — detA=detB detD y Pa(e) = Po(z)Pp(z) . (1.19)

Por lo tanto A(A) = (A(B), A(D) ). Una férmula similar vale si A es triangular inferior de
bloques (para S).

Demostracion. Eligiendo bases de S y S+, y usando que la similaridad no cambia ni el det
ni el caracteristico, podemos asumir que S = Gen{ey,...,e;}, donde k = dimS. Mds atin,
va que elegimos una BON cualquiera de S, podemos suponer su primer elemento era un
autovector 1 € § de B para cierto A € o(B). Observar que entonces también se tiene que
Axq = Azq . Al tomar matrices, queda que

A x A = _| Bt 1
A—[O Al} y B—[O Bl] con Al—[o D}EMnl(C).

Ojo que si k era uno, queda que A; = D y que B = [)] (en ese caso *, By y Cy no existen).
Si k > 1, desarrollando por la primer comumna, queda que

det A=Xdet A; , det B=Adet By, Pa(z) = (x —\) Pa,(z) v Pp(z)=(x—\)Pp,(x) .

T — A — %

0 I'In,l — Al
ahora induccién en n > 2 (o en k, va por gustos), estamos hechos. Otra manera de probarlo
es via la definicién con permutaciones de S,,, porque las permutaciones que no pasan por
el bloque nulo de abajo, son todas las del tipo o € Si x S,,_;. Este camino queda como
ejercicio.

Las dos tltimas salen porque 1, — A = ] , v lo mismo para B. Haciendo

Como ejemplo del uso de estas técnicas, mostraremos a continuacién la relacién que hay entre
el espectro del producto de dos matrices, en sus dos érdenes posibles. Se suguiere tratar de
probar el siguiente enunciado directamente, para ver cuanto mas facil puede hacerse con la
técnica de bloques, y la primera aparicion del famoso truco de 2 x 2.

Proposicién 1.5.5. Dadas A, B € M,,(C), entonces 0 (AB) = 0 (BA). Mds ain, AB y BA
tienen el mismo polinomio caracteristico, por lo que A(AB) = A\(BA) € C".

Demostracion. Por la Eq. (1.17), sabemos que la matriz

I A

=l 7]

€I, yaw M7=|

Ademés, usando la ecuacién (1.16), nos queda que

AB 0 ] I—A]

B 0|

SN
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Usando la Proposicién 1.5.4, podemos deducir que Pap = Ppa, porque si se tienen dos
polinomios P, @ € C[z] que cumplen 2" P(z) = 2"Q(x), entonces P = Q.

Observacién 1.5.6. Sean A € M,, ,,(C) y B € M, »(C) con m > n. Con casi la misma
prueba que la Proposicién 1.5.5 puede mostrarse que o (BA) = o (AB) U {0}, puesto que sus
polinomios caracteristicos cumplen Pg4(x) = 2™ " Pap(x).

1.6 El Teorema de Schur y sus corolarios

El siguiente resultado, el primero de los varios debidos a Schur que enunciaremos, es suma-
mente 1til, y serd usado sistematicamente en todo este trabajo.

Teorema 1.6.1 (Schur 1). Sea A € M, (C) con vector de autovalores N(A) = (A1, ...y An),
dispuestos en cualquier orden prefijado. Entonces

1. Ezisten matrices U € U(n) y T € TS(n) que verifican:

a. A=UTU".
b. d(T) = XA), i.e. T;; = X\, para todo i €1, .

2. 81 A e M, (R), el teorema sigue valiendo (con U € M,,(R)) siempre que o (A) C R.
3. Si B € M,,(C) conmuta con A, existen U € U(n), yT1, To € TS(n) tales que
A=UTU", B=UThU* (conlamismaU) y d(T1)=X(4).
La d(T3) tendrd a los autovalores de B, pero en un orden que no podremos elegir.

Demostracion. La prueba la realizaremos por induccién sobre la dimensién n. Sin = 1, el

resultado es trivial. Sin > 1, tomemos x; € ker(A — A1) con ||z1]| = 1. Completamos a una
BON de C" con vectores xs,...,Z,, y los ponemos en las columnas de una matriz U; . Por
el Teorema 1.3.1, U; € U(n). Como Ui (e1) = x1 y Uy (x1) = e1, es facil ver que
Cl(UfAUl):UfAUl e1 :>\1 e1 = UfAUl = )\1 ¥ (Cn_l s
0 Ay | C

donde As € M,,_1(C). Por la Observacién 1.2.4, sus polinomios caractristicos cumplen
Py(z) = Pyrav,(z) = (x — M) Pa, () = MA2) = (A2,..., ) € crt.
Por HI, existen V € U(n — 1) y To € TS(n — 1) tales que V* A,V = Ty y d(Tz) = A(42).
10 ] € U(n). Sea U = U;U; . Entonces,

0V
usando las ecuaciones (1.18) y (1.15) sobre productos de matrices de bloques, nos queda que

1 0 ][A 1 0
U*AU = U (U AUY) Us :[0 VH N ZQHO V}

Podemos extender V' a otra matriz U =

S * I .V
{o V*AgV}[O TZ}TET‘S(”)’
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y se tiene que d(T) = (A1, d(Ts) ) = (A1, A(42)) = A(A).

El caso real sale igual. Notar que se puede elegir 1 € R" siempre que A\; € R. El caso de
dos matrices que conmutan, se deduce de que ker(A — A1) es invariante para B (cuenta fécil,
ya que conmutan), por lo que el vector x; se puede elegir como un autovector de B actuando
en ker(A— ;1) (no se sabe cuales de los autovalores de B en C™ pueden elegirse ahi). El resto
de la prueba sigue igual, usando que las matrices achicadas As y By siguen conmutando.

Corolario 1.6.2. Sea A € M,,(C) con vector de autovalores A(A) = (A1,...,An). Entonces

trA:i/\i y detA:ﬁ)\i.
i=1 i=1

Demostracion. Por el Teorema 1.6.1 sabemos que podemos escribir A = U*TU, donde se
tiene que U e U(n), T € TS(n) y A(T) = A(A). Luego tr A =trT y det A = det T

Corolario 1.6.3. Sea U € U(n). Entonces |detU | = 1.

Demostracion. Basta notar que o (U) C {z € C: |z| = 1}, dado que U es una isometria.

Observacién 1.6.4. Sean A,B € M, (C). En general, no se tiene la menor idea de qué
pueden ser los espectros 0(A + B) y 0(AB). Sin embargo, cuando A y B conmutan, el
Teorema 1 de Schur nos da alguna informacion al respecto. El siguiente resultado vale también
el dlgebras de Banach de dimension infinita, pero con una prueba mucho mas sofisticada.

Corolario 1.6.5. Sean A, B € M,,(C), tales que AB = BA. Entonces
1. 0(A+B)Co(A)+o(B)={N+pu:A€o(A) yucoa(B)}.
2. 0(AB)Co(A)-o(B)={ -p:A€o(A) yueao(B)}.

Mds ain, existen ciertas ordenaciones de los vectores de autovalores N(A) y A\(B) tales que

(operando en esos ordenes), N(A+ B) = A(A) + A(B) y

AAB) = MA) - A(B) = (M (A (B), .. A(A)An(B)) - (1.20)
Demostracion. Probaremos solamente la igualdad (1.20). Las cuentas para A(A + B) son
iguales (y mas féciles). Por el Teorema 1 de Schur 1.6.1, existen U € U(n), y Ty, To € TS(n)

tales que A=UT,U*, B=UTyU*, d(T1) = MA) y d(Tz) = A(B), aunque los 6rdenes en
que aparecen A(A) y A(B) no lo sabemos. Pero en esos 6rdenes, tenemos que

por las férmulas (1.8), (1.10) y (1.9). Pero AB = (UT, U*)(UT,U*) = U(T1T2)U*. Luego,
por el Teorema 1.3.3, y en el orden que habia, \(T1T3) = A(AB).

Corolario 1.6.6. Sea A € M,,(C) con vector de autovalores A(A) = (A1,...,An). Entonces
MAY) = AA) = (A1, )

Esto generaliza la igualdad o(A*) = o(A) ya vista.
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Demostracion. Sean U e U(n) y T € TS(n), con d(T) = A(A), tales que A = U*TU. Luego
A* = U*T*U, por lo que A(A*) = X\(T*). Pero T* es triangular inferior, as{ que también se
tiene que A(T*) = d (T*) = d(T) = A(A).

1.7 Polinomios y matrices

Observacién 1.7.1. Si A € M,,(C) y P(z) = 3 by 2* € C[z], entonces P se puede evaluar
k=0

en A de la siguiente manera:
P(A) =) by A¥ € M, (C),
k=0

dado que las potencias (enteras) A* se definen con el producto de matrices, y viven en M., (C).
Ademsds, se tiene las siguientes propiedades:

1. Como las potencias de A conmutan entre si, se deduce facilmente que la aplicacién
Ey4 : Clz] — M,,(C) dada por P+ P(A) (o sea la evaluacién en A) es un morfismo de
anillos. Por lo tanto, si se tiene una factorizaciéon P = QR, con @, R € Clz], entonces
P(A) = Q(A)R(A), ahora con el producto de matrices.

2. Si S € Gl(n), entonces (SAS™!)* = SA*¥S~! para todo k € N. Luego, es facil ver que

P(SAS™') =S-P(A)-S™', paratodo P Clz] . (1.21)

3. Si T € TS(n), hemos visto que T? € TS(n) y que d (T?) = (T4,...,T2,) = d(T)°.
Esto se extinede a potencias enteras, por induccién. Por lo tanto,

P(T) e TS(n) y P(T)y = P(Ty) para todo i €1, | (1.22)
o sea que d (P(T)) = P(d(T)) = P(A(T)) = (P(T11) ,. .., P(Ton) ).
Corolario 1.7.2. Sea A € M,(C) con vector de autovalores N(A) = (A1 ,. .., \n). Entonces,
A(P(A)) = P(A(A)) := (P(\1), .., P(\n))  para todo P € Cla]
En particular, o (P(A)) = P(o (A)) == {P(\): A€o (4)}.

Demostracion. Supongamos que T € TS(n). Recordemos de la Eq. (1.10) que d (T') = X(T).
Por la Eq. (1.22), sabemos que P(T) € 7S(n) y d(P(T)) = P(d(T)). Luego,

(1.10)
AP(T)) ="d(P(T)) = P(d(T)) = P(MT)) ,
lo que prueba el Corolario en este caso. Si A € M, (C) es cualquier matriz, sean

Uel(n) y TeTS(n) talesque A=UTU y MNA)=d(T)=XT) .
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Por la Eq. (1.21), tenemos que P(A) = U*P(T)U. Luego, por la Observacién 1.2.4 (que
decia que cambiar de base no cambia el vector A) y el caso anterior, sabemos que

Se sugiere otra manera de hacerlo, aplicando cuentas de polinomios. Por ejemplo, factorizar
el polinomio Q(x) = P(z) — p, para u € P(o (A)) o u € o (P(A)), y analizar qué pasa con
Q(A). Esta prueba es la que sirve en dimensién infinita. Pero tiene el defecto que no da
informacién sobre multiplicidades.

Corolario 1.7.3 (Hamilton-Cayley). Sea A € M,,(C). Luego Ps(A) es la matriz nula.

Demostracion. Por el Teorema 1.6.1, la Eq. (1.21) y la Observacién 1.2.4, sabemos que
existen U € U(n) y T € TS(n) tales que UTU* = A, Pp(x) = Pa(x) y Pa(A) =UPp(T)U*.
Luego basta probar que Pr(T) = 0 para matrices T € 7S (n). En este caso, por la Eq. (1.10),
sabemos que

Pra)=J[(@-Tw) = Pr(O)=]]T-T:1).
i=1 i=1
Llamemos T; = (T — Ty I) y H; = Gen{ey,...,e;}, para cada i € I, . Todas las T; estan en
7S(n), comnutan entre si, y cumplen que (7;);; = 0. Luego, si Hy = {0}, se tiene que

T;(H;) =T; (Hiq @ Gen {ei}) = Ti(Hifl) + Gen{Te;} CH;_y paratodo i€, .

Si al producto de ellas Pr(T) = [][ 7; lo ordenamos asi: T1 T, ... T}, (total las T; conmutan),
i€,
vemos inmediatamente que

[H T)(c") = [H n)@) < | [T Tt €. € TTa(H) € T1(HL) = {0} .

i€l i€ln i€l
O sea que Pp(T) = 0.

Observacién 1.7.4. El Teorema de Hamilton Cayley vale para matrices en cualquier cuerpo.
La prueba anterior es simple, pero para generalizarla hace falta subir a una clausura algebraica
(o aun cuerpo de descomposicién de P4(x)), porque necesita del Teorema 1 de Schur, que
solo vale para cuerpos algebrdicamente cerrados (se necesitan los \;(A4), que son las raices
que factorizan a Pa(z)). A nadie se le ocurra postular la siguiente prueba general:

Pa(A) = det(A T — A) = det 0 = 0,

porque es desastrosamente errénea. En palabras del maestro Enzo Gentile, “es peor que
pegarle una patada a una vieja en la cara” (sic).
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1.8 QR

Otra aplicaciéon importante de las matrices triangulares es el denominado método QR.

1.8.1. Repaso: Recordemos lo visto en los ftems 6 y 7 de 1.5.1. Sea A € M,,(C) y fijemos
una columna C;(A). Observar que alguna entrada de C;(A) aparece al calcular cualquier
entrada de AB. Pero siempre multiplicada por alguna entrada de la F;(B) (recordar que

(AB)st = > Ag Bt ). Por lo tanto, si F;(B) = 0, entonces podemos cambiar a piacere la
i=1
C;(A) sin que ello afecte al producto AB. Anélogamente, si C;(A) = 0, se puede cambiar

impunemente a F;(B).

Teorema 1.8.2. Sea A € M, (C). Entonces existen Q € U(n) y R € TS(n) tales que
a. A=QR.
b. R;; >0, para todo j € I, .

Si A € Gl(n), entonces tales Q y R son tnicas.

Demostracion. Caso A € Gl(n): Por el método de Gramm-Schmidt, si notamos x, = C(A),
existe una BON B = {uy,...,u,} tal que Gen{zy,...,z5} = Gen{uy,...,us}, para todo
k € 1,,. Ademds, por la construccién de B por Gramm-Schmidt,

-1
Tj— Z (g, ui) wi j -1

Uj = ;:i - T = Z’I“ij U; , CONTjj = I wj—z<xj,ui> wi || >0. (1.23)
lz; — Z (5, uq) ug| i=1 i=1

=1

Tomemos Q) € U(n) con columnas C;(Q) =u; , i €L, . Y tomemos R € 7S(n) dada por
R = (rij)i, jer, , donde ponemos r;; = 0 cuando 7 > j. Como se vié en 1.5.1, tenemos que

n J
CJ(QR) = Q . CJ(R) = Z’I‘ij CZ(Q) = Z’I“ij Uj = Tj = CJ(A) s para todo j el, .
i=1 i=1

Por lo tanto A = QR.

Unicidad: Si hubiera otro par @', R’ cumpliendo las hipétesis, llamemos C;(Q’) = v; para
cada i € I,,. Es facil ver que Gen{x1,...,zr} = Gen{vy,...,vx}, k € I,, (usar la Eq. (1.7)).
De ahi se deduce que existen constantes ¢; tales que |¢;| = 1y v; = ¢;u; para todo i € [,,.
Como 7}; > 0, de la Eq. (1.23) y del hecho de que A = Q' R/, se deduce que

7 7
/ / / Tii
xi:E rsivS:E Ty Cslls = T GG =Ty — ¢=—F—>0 = ¢ =1,
po— /-

s=1 (32
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para todo 7 € I, . Luego Q = Q' y, por lo tanto R’ = Q*A = R.
Caso general: Si A ¢ Gl(n), el proceso es similar, salvo que, cada vez que aparece un
g € Gen{z1,..., 251} ,
se pone uy = 0 en la Cx(Q), y, en la Eq. (1.23), ponemos r1; = 0 para todo j € I, , dado que
el uy = 0 no aporta para generar a los z; (j > k). Luego Fi(R) = 0.

Asi queda que R € TS(n), A = QR y r; > 0 para todo i € I,,, pero Q ¢ U(n). Esto se
arregla de la siguiente mantera: se cambian las Cy(Q) = ur = 0 del proceso anterior por
una BON de R(A)* = Gen {u; : uj # 01" (observar que la cantidad es la correcta). Como
se vi6 en el repaso 1.8.1 (o bien en 1.5.1), al multiplicar la @ cambiada por R, cada una de
las nuevas Cx(Q) s6lo opera con la respectiva Fi(R) = 0. Luego sigue pasando que A = QR,
pero ahora Q € U(n).

Ejercicio 1.8.3. Sea A € M,,(C). Usando QR, probar que

[det A < T Il Ci4) Il . (1.24)

i=1
y que son iguales si y sélo si A*A es diagonal (o sea que R lo es). Se sugiere interpretarlo
también como un célculo de volumenes.

1.9 Matrices de rango uno

Recordemos que, si A € M,, ,(C), notamos rk(A) = dim R(A). A continuacién daremos una
caracterizacién muy util de las matrices con rango uno.

Definicién 1.9.1. Dados z € C" e y € C™ consideremos la matriz

o
rQy:=xy = 1 | [V, Tm ] = (%E)zgl € My m(C) . (1.25)
Ty "
Observar que = ® y actia en C™ de la siguiente manera:
rOyz)=(xy)z=2y" 2)={(z,y)x para todo z € C™ . (1.26)

Por lo tanto, se tiene que R(z ® y) C Gen {z}, por lo que rk(z ©® y) < 1.

Por ejemplo, si A € M,, ,,(C) cumple que su tnica columna no nula es C(A), entonces se ve

facilmente que A = Cx(4) © elim) , tanto por la Eq. (1.25) como por la Eq. (1.26). Observar
que todo M,, ,,(C) es el span de este tipo de matrices, porque se tiene la igualdad

A=Y G@oeg™ =Y eV oF;j(A) , paratoda A€ My, (C). (1.27)
k=1 =1

La segunda igualdad se sigue de un argumento similar al anterior.
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Proposicién 1.9.2.

1.

Si A € My, 1, (C) tiene tk(A) < 1, existen x € C* ey € C™ tales que A=z 0y.

2. Mpm(C)=Gen{z0y:2€C"eyecCm"}.

Demostracion.

1.

2.

Sea x € C™ tal que R(A) = Gen {z}. Luego existe una funcional lineal
p:C" —C tal que Az = ¢(2) - =, para todo z € C" .

Es sabido que existe un unico y € C™ tal que ¢(z) = ¢, (2) = (z,y), para todo z € C™

(basta poner y; = (e;), para cada i € I,;,). Luego, por la Eq. (1.26), podemos concluir
que A=x0y.

Se deduce de la Eq (1.27).

1.9.3. Estudiaremos a continuacién las propiedades de las matrices x ® y. Enumeraremos
los resultados, y las pruebas no escritas quedaran como ejercicio para el lector. Tomemos dos
vectores x € C" e y € C™. Luego:

1.

2.
3.

La norma espectral: [z ® yllsp = [l ly]l, ya aue [loyllsp = max oy ()] = [yl

El adjunto: (z ©@ y)* = (zy*)* = yax* =y O z.
SiAe M,(C),setienecque A- (z0y)=A -z -y* = (Az) Oy.

4. Si B € M,,,(C), entonces (x @ y) - B=x ©® (B*y) (usar 2y 3, 0 la Eq. (1.26)).

5.

Dados v € C™ y w € CF, se tiene que (x ®y) - (v ©w) = (v,y) -7 ©w € M, 1(C).

A partir de ahora supondremos que n = m, o sea que x @y € M, (C).

6.

10.

. En general, si z # 0, el proyector P, =

El espectro: El tnico autovalor de x ® y que puede ser no nulo es A; = (z,y) (adivinen
quién es el autovector). Més atun, A(z ©® y) = ((z,9),0,...,0). Para verlo basta tomar
la matriz de x ® y en una base que empiece por x, y usar la Proposicién 1.5.4.

Si ||z|| = 1, entonces * @ © = P, es el proyector ortogonal sobre Gen {z}. En efecto,
observar que z @ z(2) = (z,x) - z, la conocida férmula de dicho proyector (se usa el
hecho de que z — (z,2) - x € {z}+).

T T 1

= o — =
el = el fl]?

rOT.

. Autoadjuntos: Se tiene que A € H(n) si y sélo si A se descompone como una suma

algebrdica (i.e. con + 1) de matrices x; ® x; (elegir los x; entre los autovectores de A y
esperar hasta el Teorema 2.2.1).

Positivos: A € M, (C)* siy sélo si A se descompone como una suma de matrices
x; ® x; (ver Proposicién 3.5.6 de bastante més adelante).
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1.10 Ejercicios

Ejercicios que aparecen en el texto
1.10.1 (Polarizacién, Lema 1.1.10).

Sea H un C-espacio de Hilbert y sea A € L(H). Entonces

4
1
(Azx,y) =1 Z i* <A(x+iky),(x+iky)> para todo par z,y € H .

1.10.2. Demostrar los 7 items de 1.4.2 (sobre matrices triangulares).
1.10.3. Demostrar los 8 items de 1.5.1 y los 6 items de 1.5.2 (sobre matrices de bloques).

1.10.4. Demostrar la Proposiciéon 1.5.4 usando la definicién del determinante con permuta-
ciones de S,,. Usar que las permutaciones que no pasan por el bloque nulo de abajo, son
todas las del tipo 0 € S, X S, .

1.10.5. Demostrar los 10 items de 1.9.3 (sobre matrices tipo = ® y).

1.10.6. Sean A, € M,, »,(C). Entonces se tiene que

A*A e M, (C)F y (A*A), ; =(C;(A), C;(A) ), paratodopari,jel,.

En particular, tr(A*A) = > |C;(A)|?> = X ai|*
j=1 ;

7,7=1

1.10.7. Sean A, € M, n(C) ~ L(C™,C™). Mostrar que entonces
ker A = Gen {Fy(A),...,F,(A)}" cC".

Deducir que rkp(A) := dim Gen{F;(A),...,F,(A)} = rk(A), o sea que los rangos fila y
columna de A coinciden.

1.10.8. Sea A € M,,(C). Usando QR, probar que
[det A] < T Il C(A) |l
i=1

y que son iguales siy sélo si A*A es diagonal (o sea que R lo es). Se sugiere interpretarlo
también como un calculo de volimenes.
Ejercicios nuevos

1.10.9. Mostrar que una matriz diagonalizable A satisface una ecuacién polinomial de grado
igual al |o(A)|, y no menor.
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1.10.10. Usar el Teorema 1 de Schur para probar que si, A € M,,(C) tiene vector de auto-
valores A(A) = (A1,...,\,), entonces tr A¥ = >~ A\¥ para todo k € N.
i=1

1.10.11. Deducir que, si A, B € M,,(C) cumplen que tr A¥ = tr B para todo k € N, entonces
A(A) = A(B) (si usamos el mismo convenio para ordenarlos).

1.10.12. Dadas A, B € M,,(C), notemos C = AB — BA. Probar que si C' conmuta con A,
entonces C' es nilpotente.

1.10.13 (Triangulares). Si T € TS(n) es inversible, probar que
Tl eTS(m) y d(TH=d@) =AD" .
1.10.14. Sea A € M, (C). Demostrar:

1. Para todo € > 0, existe una matriz diagonalizable D, tal que ||[A — D||sp < e.

2. Para todo € > 0 existe una matriz inversible S tal que T = SAS~! es una matriz
triangular superior que satisface

n—1
YD TP <e
i=1 j>i

Notar que se suman los cuadrados de los médulos de las entradas que estéan estrictamente
sobre la diagonal, por lo que puede decirse que T esta muy préxima a ser diagonal.

1.10.15. El objetivo de este ejercicio es probar que las “matrices de matrices”, cominmente
llamadas matrices de bloques, se comportan del mismo modo que las matrices con entradas
escalares. Una matriz de bloques es una matriz A, de n x m, tal que sus entradas son
matrices: para cada i, j,

Aij S MmeJ (C)

Para que tenga sentido multiplicarlas como matrices de bloques, es decir que valga la férmula
n
(A-B)ij = > AiBy; ,
k=1

hay que restringirse a conjuntos de matrices donde las condiciones sobre los tamanos de los
bloques son mas especificas. Hallar estas condiciones. Explicitar en el caso m =n = 2.

1.10.16. Considerar la matriz de bloques

— A11 0 ..
A= 2] avemn@

Mostrar que o(A) = 0(A11) U (Ass). Sila matriz es triangular de bloques, es decir

| A A - L
A[ 0 Aﬂ}, Ay e M, (C), i=1,2,

.qué se puede decir del o (A4)?.
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1.10.17. Explicar cudl es el error en cada una de las siguientes “demostraciones” (falsas) del
Teorema de Hamilton-Cayley:

1. Como p4(A) = 0 para cada autovalor A de A, y como los autovalores de ¢(A) son los
g(A\) para cualquier polinomio, se sigue que los autovalores de p4(A) son todos nulos;
por lo tanto, pa(A) = 0.

2. Como pa(t) = det(tf — A), pa(A) = det(AIl — A) = det(A — A) = det0 = 0. Por lo
tanto, pa(A4) = 0.

1.10.18. Sea E, € M, (C) la matriz cuyas entradas son todas iguales a 1. Hallar los auto-
valores de Iy y B3 . Generalizar para I, .

1.10.19. Probar que cualquier familia de matrices que conmutan dos a dos tiene un autovector
comun a todas, mediante los siguientes pasos:

1. Probar que si A, B € M,,(C) conmutan, entonces tienen un autovector en comun.

2. Si F = {A4,..., A} es una familia finita de matrices que conmutan dos a dos, usar
induccién para probar que hay un autovector comin para todos.

3. Si la familia tiene cardinal no finito, encontrar algin curro para que dé.

1.10.20. Sean A, B € M,(C), y suponer que una de las dos es no singular. Si AB es
diagonalizable, mostrar que BA es diagonalizable. Hallar un contraejemplo si A y B son
singulares.

1.10.21. Sean z,y, z,w € C™ todos vectores unitarios. Probar que

(x,y) = (z,w) = existe Uel(n) talque Uz=2 y Uy=w.

1.10.22. Sea A € M, (C). Una factorizacién A = BC con B,C € M,(C) es llamada

1. LU-factorizacion si B es triangular inferior y C' € 7S8(n).

2. U L-factorizacién si C' es triangular inferior y B € 7S(n).

Probar que siempre existen tales factorizaciones.

1.10.23. Sean A, B € M,,(C). Definamos las transformaciones lineales

Lay Rp: M,(C)— M,(C) dadas por Ly(X)=AXy Rpg(X)=XB, X € M,(C) .
1. Probar que o(Ly) = o(A) y que o(Rp) = o(B).
2. Probar que o(La — Rp) ={A—p: A€o(A)y peoa(B)}.

3. Deducir que las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) Para todo Y € M,,(C), existe un tnico X € M, (C) tal que AX — XB =Y.
(b) o(A)Neo(B) = 2.

1.10.24 (Proceso QR). Sea A € Gl(n). Asumiremos que todos los autovalores de A tienen
modulos distintos. Definiremos recursivamente tres sucesiones

{Am}meN en Mn((c) ) {Qm}meN €1 Z/I(n) y Y {Rm}meN €n TS(”) )

donde todas las factorizaciones que haremos seran la tinica QR del Teorema 1.8.2:

1. Pongamos Ay = A=Q; R;.
2. Definimos As = R; @1 y lo factorizamos As = Q2 Rs.
k. Definido Ax = Rp—1 Qk—1, lo factorizamos A, = Qp, Ry, y definimos Ax11 = Ry Q-

m. Asi seguimos definiendo y factorizando para todo m € N.
Probar que estas sucesiones cumplen lo siguiente.

(a) A2 =QTAQ1 y A3 =0Q3A4:Q2 = Q5Q1 AQ1 Q2.

(b) Dado m € N, sea U, = kﬁl Qr € U(n). Entonces A1 =US, AU, .
(¢) Se cumple que Q. — I. Més ain, U, — Uel(n).

(d) R — T € TS(n), y también A,, = Qm R — T.

(e) T =U*AU, por lo que A\(T) = A(A).

Este proceso es facil de aplicar, porque hacer QR es barato computacionalmente. Observar
es un algoritmo para realizar el Teorema 1 de Schur 1.6.1, por lo que que permite calcular los
autovalores de A, cosa que en general es bien complicada. Sin embargo, las pruebas de los
items (c), (d) y (e) son bastante dificiles, y se enuncian mas a titulo informativo que como
verdadero ejercicio. Sugerimos asumir (¢) y probar todo lo demés.
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Capitulo 2

Matrices normales y
Hermitianas

2.1 Matrices normales

2.1.1. Repaso: Sean A € M, (C) y a = (ay,...,a,) € C".

1. Recordemos que una matriz A € M,,(C) es normal si A*A = AA*, es decir si A conmuta
con su adjunta.

2. Sia=(ay,...,a,) € C" recordemos que diag (a) denota la matriz diagonal
al 0 0
diag (a) = diag (a1,...,a,) = | ¢ .. | € My(C).
0 0 apy

3. El Teorema 1.3.3 decia que si B € M,,(C) cumple que A = B, entonces
MA) =XB), |All, =B, s l|Allsp =IBllsp v Aes* siysélosi Besx, (2.1)
con * = Hermitiana, anti-Hermitiana, normal, definda positiva o unitaria.

Teorema 2.1.2. Sea A € M, (C) con vector de autovalores A(A) = (A1, ..., A\p). Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es normal.
2. Para todo x € C", | Az|| = ||A*x]|.

3. A= D para cierta matriz diagonal D € M, (C) .
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4. A= diag (A(A)).

5. Existe una BON B={vy,...,v,} de C" tal que Av;, = \; v; para todo i €1, .
2 _ ¢ 2
6. [IA[l; = > [Ail
i=1
Demostracion. 1 — 2: Para cada = € C", se tiene que

[Az|* = (A" Az, )y |A%2|]® = (AA™2,z) .

2 — 3: Por el Teorema 1 de Schur 1.6.1, existen U € U(n) y T € TS(n) tales que T = U*AU.
Luego, también se tiene que || Ty| = ||T*y||, para todo y € C". Aplicando esto a la base
canénica, se deduce inductivamente (fila por fila) que T' debe ser diagonal.

3 — 4: Si A~ D, con D diagonal, la Eq. (2.1) asegura que A(D) = A(A4). Pero como D es
diagonal, \(D) = d (D) salvo el orden. Conjugando con una matriz de permutacién (o sea
que tiene a la base candnica en algin otro orden en sus columnas, por lo que es unitaria),
reordenamos la diagonal de D, obteniendo que D 2 diag (\(A)).

4 « 5: Llamemos D = diag(A(A)). Si existe U € U(n) tal que D = U*AU, tomemos
B={CiU),...,Cn(U)}. Como AU = UD, la férmula (1.12) decia que AC;(U) = \; C;(U)
para todo ¢ € I,,. Reciprocamente, si existe B como en 5, tomar la U € U(n) dada por
C;(U) = v;, para todo i € [, , y hacer la misma cuenta.

4 — 6: Si A=diag(\(A)), la Eq. (2.1) muestra que ||A|? = [[diag (A\(4)) |2 = > [Xif*
i=1
6 —1:SiUeld(n)yT eTS(n) cumplen T = U*AU y d (T) = A(A), entonces
Do = AN = 1T = D0 Il + D [t
i=1 i=1 i<j

Por lo tanto t;; = 0 para i < j, o sea que T es diagonal, y por ende normal. Por la Eq. (2.1),
también A debe ser * (o sea normal).

Definicién 2.1.3. Sea A € M,,(C) una matriz normal. Diremos que
B={vy,...,u,} esuna BON adaptada a A(A)
si B verifica el item 4 del Teorema 2.1.2, es decir que B es una BON de C", y Av; = A\;(A) v;

para todot¢ €1, .

Hemos visto en la Eq. (1.6) que si A € M, (C), entonces p(4) < w(A) < ||A]lsp , ¥ que en
general estas desigualdades pueden ser estrictas. Pero no es asi cuando A es normal:

Corolario 2.1.4. Si A € M,,(C) es normal, entonces ||Allsp = w(A) = p(A).
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Demostracion. Sea A(A) = (A1, ..., \,) el vector de autovalores de A. Llamemos D =
diag (A(A) ). Por el Teorema 2.1.2, existe U € U(n) tal que A = UDU*. Por un lado, la Eq.
(2.1) asegura que ||A|lsp = ||D|lsp v que p(A) = p(D), pues tienen el mismo espectro. Por
otro lado, si © = (z1,... ,) € C™ es unitario (i.e. ||z]| = 1), entonces

1Dl = > IiPlail” < md Nl = 3 laaf? = p(4)”
por lo que ||A||sp = ||D||sp < p(A). Las otras desigualdades las vimos en la Eq. (1.6).

Corolario 2.1.5. Sean A, B € M,,(C) matrices normales. Si tomamos un orden fijo en C
para ordenar los vectores \(A) y A(B), se tiene que

MA) =AB) <= existe U € U(n) tal que B=UAU* , ie. A=B.
En otras palabras, si definimos la drbita unitaria U(A) == { UAU* : U € U(n)}, entonces
UA)={BeN(n) : \(B)=XA4) }.

Demostracion. La Eq. (2.1) asegura que si A 2 B, entonces A(A) = A(B). Reciprocamente,
si D = diag (A(A)) = diag (A\(B) ), el Teorema 2.1.2 dice que A = D = B.

2.2 Matrices Hermitianas

Por lo general no es facil calcular los autovalores de una matriz. Pero en muchos casos es
suficiente saber que ellos estdan en un intervalo especificado. En el resto de este Capitulo estu-
diaremos algunas de las principales caracteristicas que distinguen a las matrices Hermitianas,
en particular los principios variacionales que se utilizan para localizar su espectro, sin la
necesidad de conocer los autovectores asociados en forma exacta. Recordemos las notaciones

H(n) ={AeM,(C): A=A"} vy M,(C)T={AeH(n): A>0}.
Teorema 2.2.1. Sea A € M,,(C). Luego son equivalentes:
1. Ae H(n) .
2. A es normal y o(A) CR.
3. MA) € R" y existe una base ortonormal B adaptada a A(A).
4. MA) e R" y A= diag(A(A)), i.e. existe U € U(n) tal que U*AU = diag (A(A)).
5. (Az,x) € R para todo x € C™.

Demostracion. Por el Corolario 1.6.6, se tiene que A(A*) = A(A). Por lo tanto, si A € H(n),
vemos que o(A) C R. El resto se deduce del Teorema 2.1.2 y del hecho de que una matriz
diagonal en M,,(R) debe ser autoajunta. La equivalencia entre el item 5 y los demds se sigue
del Corolario 1.1.13.



30 Matrices normales y Hermitianas

Definicién 2.2.2. Sea A € H(n). Por el Teorema anterior, o (A) C R. Por lo tanto, sus
autovalores pueden ordenarse usando el orden de R. En adelante usaremos las siguientes
notaciones:

1. Escribiremos A(A) = (A1(A),..., Ay (A)) para denotar al vector de autovalores de A
ordenados en forma creciente, es decir A (A) < Ap41(4), k € I—1 .

2. w(A) = (11 (A),..., un(A)) serd el vector de autovalores de A ordenados en forma
decreciente, es decir pug(A) > pr+1(A), k € I,—1 . También py(A4) = A—kr1(A).

3. Se llamarin

Amin(A) = A (A4) = pp(A) =mino (A) vy Amax(4A) = A (4) = 1 (A) = méxo (A) .

Asi, cuando escribamos A;(A) o, directamente \; (si el contexto es claro) estaremos asum-
iendo que al enumerar los autovalores de A lo hemos hecho en forma creciente. Y en forma
decreciente si escibimos p;(A) o p; .

Proposicién 2.2.3. Sea A € H(n). Entonces se tiene que
[Allsp = p(A) = max{An(A), =A1(A)} . (2.2)

Demostracion. Como H(n) C N(n), la igualdad ||Al|s, = p(A) se sigue del Corolario 2.1.4.
La otra se deduce de que o(A) C [A1(A4), A\,(A4)] C R, y contiene a los bordes.

2.3 Principio minimax

Para matrices generales la tinica caracterizacién conocida de sus autovalores es que son las
raices del polinomio caracteristico de la matriz. Pero cuando las matrices son Hermitianas,
el hecho de poder establecer un orden entre ellos nos permite obtener caracterizaciones mas
interesantes. Los préximos teoremas describen al vector A(A), para A € H(n), en funcién de
(Az, x)
(z,z)

Teorema 2.3.1 (Rayleigh-Ritz). Sea A € H(n). Entonces

las expresiones , para x € C™ \ {0}, conocidas como cocientes de Rayleig-Ritz.

1. Para todo x € C" se tiene que Amm(A)||z|? < (Az, ) < Amax(A)|z]]2.
(Az, z)

2. dmax(A4) = A(A) = médx——F = max (Az,z).
(4) (4) o p \lz\|:1< )

. (Az, ) ,
S Amin(4) = M(4) = = Az, x).
(4) 1(A) st Hgﬁg( z, )

En particular, si A € H(n), tenemos que

AeEM,(CO)F = Aum(4) >0 <= o(A)CR

+ -
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Demostracion. Sea B = {v1,...,v,} una BON de C" adaptada a A(A), o sea que Av; =
Ai(A)v; para todo i € I,,. Por lo tanto, dado 2 € C", se tiene que

Zx v v, ) = Z\ z,u)|? y (A:c,x>:Z)\i(A)|<x,vi>|2. (2.3)

Luego, si asumimos que ||z|| = 1, tenemos que

n

(Az, ) Z/\ (z,v;)]* < )\n(A)Z|<as,vi>|2 =M (4) = (Avp,vy) .

i=1

Analogamente, (Az,z) = > N(A) | (@, v;)]2 > M(A) = (Avy,v1). Es claro que estas de-
i=1
sigualdades muestran los tres items a probar.

Observacién 2.3.2. Dada A € H(n), las caracterizaciones del Teorema anterior se pueden
reescribir de la siguiente forma: A\ (A) I < A < A\, (A)T

MA) =mdx{AeR: AT <A} y MA)=min{AeR:A<\I}.
En efecto, para mostrarlo basta recordar que dados B, C € H(n), vale que

B<(C <= (Bx,z) <(Cx,z) para todo = unitario en C" .

Notaciones: En el resto de esta seccién usaremos las siguientes convenciones:

1. Las letras M y S denotaran subespacios de C™.

2. Dado M C C", escribiremos
Mi={zeM:|z| =1}

al conjunto de elementos de M de norma uno.

Teorema 2.3.3 (Courant-Fisher). Sea A € H(n) y sea k € I, . Entonces,

M(A) = min  méx (Az,z) = max min(Az, z) .
dim M=k zEM; dim S=n—k+1 z€S;

Demostracion. Sea B = {v1,...,v,} una BON de C™ adaptada a A(A). Como en la prueba
del Teorema 2.3.1, cualquier z € C" verifica la Eq. (2.3). Dado r € I,,, notemos por
H, = Gen{vy,...,v.} y K, = Gen{v,,...,v,}. Notar que dimH, = r y dimK, = n—r+1.
Por la Eq. (2.3) vemos que, si z € Ky,

n

Az, z) = (A NE A)= min (A Az, z) .
(Az, z) ;Az( )@, v)|* = A(A) zé?ﬂéf)< T < - méx | min{dz,z)
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Por otro lado, si dimS = n — k + 1, entonces S N Hy, # {0}. Pero si y € (SNHy)1, la Eq.
k

k
(2.:3) asegura que (Ay,y) = 35 Ai(4)] (y,vi)|? y que [|y||*> = 2| (y,v:)|> =1 . Luego
1= 1=

(Ay,y) < \(4) = ;rrelgi (Az,z) < A\ (A) = M(A4) > dimSH;éL)ikJrl ;Iég} (Az, ).
La otra férmula se demuestra en forma analoga: el @ mj{/rllik se alcanza en M = Hj, , y cualquier
otro tal M cumple que M NKy # {0}.

Observacion 2.3.4. La versién tradicional de las férmulas de Courant-Fisher seria la sigu-
iente:

., x* Az , , x* Az
M (A) = min max = max min
WL, W yee ey Wy —  EC™ z#0,z€C” x*x W1 ,W2,..., W1 ECP x#0,2€C™ x*x
rlwi,wa,..., Wn—k zlwi,wa,...,Wk—1

Teorema 2.3.5 (Teorema de Weyl). Sean A, B € H(n). Entonces:

A (A)+ XA (B) <A (A+B) <X (A)+ X, (B)  para todo j €1, . (2.4)
Demostracion. Por el Teorema 2.3.1, para todo « € C™ tal que ||z|| = 1, se tiene que

(Az,z) + M\ (B) < (Az,z) + (Bz,z) < (Az,x) + A\, (B).
Por lo tanto el teorema se puede deducir de las férmulas de Courant-Fischer.
Observacion 2.3.6. Una reformulacién del Teorema de Weyl, que es bastante comin en sus
aplicaciones, es la siguiente: Sean C, D € H(n), entonces:
M(C—-D)< X \(C)=A (D)< A, (C—D), paratodo jel,. (2.5)

Para mostrarla, basta tomar A = Dy B = C — D, observar que ambos viven en H(n), que
A+ B = Cy, por dltimo, aplicar la Eq. (2.4).

Corolario 2.3.7. Sean A, B € H(n) tales que A< B, i.e. B— A € M,,(C)*. Entonces
Aj(A) <X (B)  para todo j €1, .
Demostracion. Llamemos C' = B — A. Por el Teorema 2.3.5, tenemos que
NA)+MCO)SNA+C)=XA+(B-A))=X(B) .

Por otra parte, como C' € M,,(C)*, entonces \; (C') = Hml’n1<Cx7w> > 0.
oll=

Una consecuencia importante del Teorema de Weyl es el hecho de que, entre las autoadjuntas,
matrices muy cercanas tienen autovalores muy cercanos. Y con cotas bien claras:
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Corolario 2.3.8. Sean A, B € H(n). Entonces:
IACA) = A(B)lloo = max [A;(A) = A;(B)| < p(A — B) = |4 = Bllsp -

Demostracion. Por el Teorema de Weyl, en su versién dada por la Eq. (2.5), se tiene que
MA-B)< XA -\ (B) <M\ (A-B), paratodo jel,.
Por lo tanto, aplicando la Proposicién 2.2.3, se obtiene que
IAA) = A(B)lloc < max {|A: A€ [M(4 = B), \u(A= B)]} = p(A~B).
Ejercicio 2.3.9 (Aronszajn). Demostrar las siguientes afirmaciones:

1. Dados 51,52 y S3 subespacios de C", probar que
dlm(51 NSy N 53) > dim S + dim S5 + dim S3 — 2n .

2. Sean A, B € H(n). Dados i,j € I, tales que i + j < n + 1, se tiene que
pitj—1(A+ B) < pi(A) + p;(B) -

2.4 Entrelace de Cauchy

Una consecuencia directa del Teorema de Courant-Fisher es el llamado teorema de entrelace
de Cauchy, que relaciona los autovalores de una matriz Hermitiana con los de sus submatrices
principales. Antes fijaremos nuevas notaciones para estas submatrices:

Definicién 2.4.1. Sean A € M,,(C) y J C1I, . Si J tiene k elementos, notaremos
AlJ] = {aij}ijes € Mi(C) vy A(J) ={ai;}ijes € Mu—i(C) .

Si el contexto lo permite, a veces abreviaremos A[J] = A, como en la seccién 1.5. Con esa
convencion, se tiene que A(.J) = Ay \ ;. Observar que A[J] es la matriz cuadrada resultante
de borrar de A las filas y columnas con indices fuera de J. Para cada r € I, , llamaremos

A = A({r}) = {ai; bizrz; € Mn_1(C) (2.6)

a la submatriz principal obtenida de borrar la fila y la columna r-ésimas de A.

Teorema 2.4.2 (Entrelace de Cauchy). Sean A € H(n), r €1, y A, € M,_1(C) la subma-
triz principal de A obtenida como en la Eq. (2.6) . Entonces

Ae(A) < Ap(Ar) < A1 (4)
para cada k € I,_1 . Es decir que

)\1(14) S >\1(Ar) S >\2(A) S S )\n—l(A) S )\n—l(Ar) S An(A) .
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Demostracion. Supongamos, por simplicidad, que r = n. Los otros casos se prueban exacta-
mente igual, pero con notaciones algo mas engorrosas. Fijemos un k € I,_; . Sea

H,_ 1 ={e,}t =Gen{er,....,en1}={z€C":2, =0} .
Si z € H,,_;, notaremos z, = (z1,...,7,—1) € C"! a su parte significativa. Observar que
n—1
(Ap x,,z)) = > Ajjx;jT; = (Az, x), dado que z, = 0. Trabajando sélo con los subespacios
ij=1

M C H,,_1 que tienen dim M = k (que son menos que los subespacios de dimensién k de
todo C™, pero se identifican con todos los de C"~1), obtenemos, del Teorema 2.3.3, que

Ax(An) = dimm/\,/r(l:k wlgja:/}l(l (An 2o, 20) 2 dimm/gtl:k :prgfa\i/}l{l (Az, 2) = Au(A).
MC H,_4 MEcn

Tomemos ahora subespacios S C H,,_; tales que dimS =n—k. Comon—k=n—(k+1)+1
yalaves,n—k=(n—1)—k+ 1, obtenemos

Ar(An) = diﬁgi};fk :?égiul" To 1 To) S dimngi)fkk ;relgi (Az, 2) = Aerr(4)
C H.

n—1
lo que prueba el teorema.
Observacion 2.4.3. En forma andloga se puede probar versiones mas generales del Teorema

anterior: Dado A € H(n),
1. Si J C 1, cumple que |J| =, entonces para cada k € I,., se tiene
Ae(A) < A (ALT]) < Negn—r(4) -
Observar que, si 7 =n — 1, entonces k +n —r = k + 1, como en el Teorema 2.4.2

2. Més en general atin, si P € L(H)T es un proyector autoadjunto (o sea ortogonal) sobre
un subespacio § de dimS = r, entonces al producto PAP se lo puede pensar como
un operador en el espacio de Hilbert S (para que su vector de autovalores tenga sélo
r coordenadas, sacando los n — r ceros que “sobran”). A esta compresién se la denota
As = PAP ‘S € L(S). Entonces se obtienen desigualdades anélogas:

Ae(A) < Ap(As) < Mgyn—r(A) , paracada k €1, .

En efecto, basta cambiar coordenadas a una BON de C™ cuyos primeros r vectores
generen S. En esa base, As = A[l,] y se aplica el caso anterior.

Ejercicio 2.4.4. Escribir explicitamente cémo quedan los resultados de esta seccién (la
férmula minimax, el teorema de Weyl y los tres entrelaces) en funcién de los vectores p(A)
ordenados decrecientemente.

Ahora, como corolario del Teorema de entrelace, veremos una caracterizacién de positividad de
matrices en términos de submatrices principales. Para ello necesitamos el siguiente resultado
previo.
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Lema 2.4.5. Sea A € Gl(n)". Entonces A[J] € Gl(r)*, para todo J C 1, con |J| =r.

Demostracion. SiH; = Gen{e; : 1 € J} y0# x € Hy, llamemos z; € C" al vector resultante
de sacarle a x los ceros fuera de J. Entonces

0< <A£L’,’JJ>: Z Aijiﬂjl'ii: Z Aij$jﬁ:<A[J]£CJ,ZEJ> .

i,5€ln hjeJ
Como tales z; recorren todo C" \ {0}, vemos que A[J] € Gi(r)™.

Teorema 2.4.6. Si A € H(n), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A es definida positiva (i.e. A€ Gl(n)T).
2. Si llamamos Apy = A[li] = {aij}ijer, € Mr(C), entonces

det Ajp) >0 para todo k €1,

8. Si llamamos Ay = A(Ix) = {aij }ij>k € Mn—x(C), entonces

det Ay >0 para todo k €1, U{0},

Demostracién. El Lema 2.4.5 dice que 1 — 2y 3, porque es claro que si B € Gl(r)™", entonces
det B > 0. La reciproca se prueba por induccién sobre n. Si n = 1, entonces tenemos que
A = Apy = det(Ap)) > 0. Sin > 1, es claro que la condicién 2 se verifica también para
Ajp—1), porque tiene las mismas submatrices involucradas. Por hipétesis inductiva, tenemos
que Ap,—q) € Gl(n — 1)*, y por el Teorema 2.3.1 sabemos que 0 < A\ (Ap,_1}) . El Teorema
del entrelace de Cauchy 2.4.2 nos asegura que Az2(A) > A1 (Aj,—1j) > 0. Luego

0< JIM(4) ytambén 0 < det Ay =detA=[]A(4) .
k=2 k=1

De ahi deducimos que A;(A) > 0. Usando el Teorema 2.3.1, podemos concluir rdpidamente
que (Az,z) > 0 para todo = # 0, 0 sea que A € Gl(n)*. La prueba de la equivalencia con el
ftem 3 es exactamente igual, pero usando para la induccién a Ay € M, _1(C).

Ejercicio 2.4.7 (dificil). Probar que, dada A € H(n), entonces
AeEM,(C)T <«+= detA[J]>0 paratodo JCI,.

Se suguiere induccionar en n. Luego tomar un J de tamafio maximo para que det A[J] # 0y
aplicar varias veces la férmula det(B + ¢E;;) = det B + e det B(i), como en la Eq. (8.3).
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2.5 Ejercicios

Ejercicios del texto

2.5.1. Sea A € H(n) y sea k € I, . Probar que

A = 3 { A = i 3 A .
pp(d) = méx = min(Ag,g)=  min = mix(dsz)

2.5.2. Sean A, B € H(n). Demostrar las siguientes afirmaciones:
1. Para todo j € 1,,, se tiene que

pj (A) + pin (B) < pj (A+ B) < pj (A) + pa (B) (2.7)

2. Dados 51, S5 y S3 subespacios de C", ellos cumplen que

dim(51 NSy N 53) > dim S + dim S5 + dim S5 — 2n .

3. Dados ¢,j € I, tales que ¢ + 7 < n+ 1, se tiene que

titj—1(A+ B) < pi(A) + p;(B)

X D | nekr € H(n). Probar que

2.5.3 (Aronszajn). Sea A = { ¢ X } K
pitj—1(A) < pi(C) + p;(D)  para todo par i € I , j € Ly, .
2.5.4. Dado A € H(n), mostrar que:

1. Si J C 1, cumple que |J| = r, entonces para cada k € I, se tiene
p(A) = g (ALT]) = pesen—r(A) -
En particular, si r € I, , entonces p(A) > pg (AT) > uk+1(A) para todo k € I,,_1 .

2. Sea P € L(H)™ es un proyector autoadjunto (o sea ortogonal) sobre un subespacio S
de dimS =r. Sea Ag = PAP|S € L(S), la compresién de A a S. Luego

/,Lk(A) > Lk (As) > Hk+n—7-(A) s para cada k € 1. .

2.5.5 (Ejercicio dificil). Probar que, dada A € H(n), entonces

AeM,(C)T <= detA[J]>0 paratodo JCI,.
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Ejercicios nuevos

2.5.6. Mostrar que A es normal si y sélo si sus partes real e imaginaria conmutan.

2.5.7. Sea A € M,,(C) y p(t) un polinomio.

1. Probar que si A es normal entonces p(A) también lo es.
2. Sip(A) es normal, j puede asegurarse que A lo sea?.

2.5.8.

1. Mostrar que si A es similar a una matriz unitaria, entonces A" es similar a A*.

(g 1(/)2>

y mostrar que el conjunto de matrices que son similares a una matriz unitaria es un
subcojunto propio del conjunto de matrices A para las que A™! es similar a A*.

2. Considerar la matriz

2.5.9. Sea A una matriz normal. Mostrar:

1. La matriz A es autoadjunta si y s6lo si todos sus autovalores son reales.
2. La matriz A es unitaria si y sélo si todos sus autovalores tienen médulo 1.
3. Si la matriz A es nilpotente, entonces, A = 0.

2.5.10.

1. Mostrar que dos matrices normales son similares sii son unitariamente equivalentes.

2. Mostrar que A es normal sii conmuta con una cierta matriz normal con autovalores
distintos.

2.5.11. Dada A € M,,(C), probar que A es normal si y s6lo si hay un polinomio p de grado
a lo sumo n — 1 tal que A* = p(A4). Notar que esto da una buena explicacién “intuitiva” de
por qué una matriz normal conmuta con su adjunto. Si A es real, mostrar que se puede elegir
p con coeficientes reales, de manera que AT = p(A).

2.5.12. Sea A € H(n) y S € M,(C). Mostrar que SAS* es autoadjunta. Si S es invertible,
SAS~! ; es autoadjunta ?

2.5.13 (*). A lo largo de este ejercicio consideraremos la traza normalizada de modo que
1 n
tr(I) = 1, es decir, dada una matriz A de n x n, tr(A) = — E Ay .
n
k=1
Sean A, B € H(n). Demostrar:

1. tr(AB)? < tr(A?B?).
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. r(A) (tr A)?
2. Si A # 0, entonces, - > AT
(Pista: Usar la desigualdad de Jensen.)
2.5.14. Sea A € M,,(C) una matriz normal. Probar que w(A) = p(A4) = ||A4]sp -
2.5.15 (Gersgorin). Sea A € M, (C). Para cada i €I,,, sea R; = )_ |a;;| . Mostrar que
J#i
o(A)c |J{zeC:lz—ai| <R} .

Ze]ln

Deducir que, si R; < |a;;| para todo i € I,,, entonces A € Gl(n). Una tal matriz suele ser
llamada “diagonal dominante”.

2.5.16 (Este es bien dificil). Sea A € H(n). Para cada i € I, , mostrar que si
1/2
r; = Z|aij|2 - J(A)ﬂ[a“‘*n', aiiJrn-]#@ .
J#i

Esto mejora al Ejercicio anterior en dos aspectos: Primero observar que cada r; < R;.
Ademés, ubica al menos un autovalor en cada disquito (acd son intervalitos).



Capitulo 3

Matrices definidas positivas

3.1 Propiedades basicas

Recordemos que A € M,,(C)" si (Ax,z) > 0 para todo z € C".

Definicién 3.1.1. Dadas A, B € H(n), se dice que A < B si se tiene que B — A € M,,(C)™T,
o sea si (Az,x) > (Bx, ) para todo x € C".

Proposicién 3.1.2. Sean A,B y C € M,,(C). Entonces
1. Ae M,(C)" siysdlosiAeH(n) yo(A)CR,.
2. AcGl(n)* siysdlosi AcH(n)yo(A) CR.
3. Si A= B*B entonces A € M,(C)".
4. Si A,B € H(n) y A< B, entonces C*AC < C*BC.

Demostracion.
1. Si AcH(n)y o(A) CR,, el Teorema 2.3.1 asegura que
0 < A\ (A)|z]|* < (Az,z) paratodor € C" = A€ M,(C)" .

Por el Corolario 1.1.13, sabemos que M,,(C)* C H(n) (para que A € H(n) bastaba que
(Az,z) € R para todo # € C"). Por el Teorema 2.3.1, se tiene que, si A € M,,(C)T,
entonces A\ (4) = Hrrll‘l'n1<Ax, x) >0, porloqueo(4) CR,.
z||=
2. Sélo difiere del caso anterior en que en ambas situaciones 0 ¢ o (A). Notar que si A > 0,

como la bola de C™ es compacta, existe un € > 0 tal que A;(A) = Hnﬁl’n1<Ax,a:> > e.
2=

Luego 0 ¢ o (A), o sea que A es inversible.
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3. Para todo x € C™ tenemos que
(B*Bzx,z) = (Bx, Bx) = || Bz||* > 0.
Por lo tanto B*B € M,,(C)*.

4. SiB—A>0yx e C" entonces (C*(B — A)Cx,z) = (B — A)Czx,Cz) > 0. Luego
C*(B — A)C > 0, es decir C*AC < C*BC.

Teorema 3.1.3. Sea A € M,,(C). Entonces:

1. Ae M,(C)" siy sdlo si existe B € M, (C) tal que A = B*B.

2. En tal caso, existe una inica matriz B € M,,(C)* tal que A= B*B = B2.

Demostracion. Sabemos que si A = B*B entonces A € M,,(C)". Luego basta probar que
si A € M,(C)", entonces existe una raiz cuadrada B € M,,(C)" para A, y que la tal B es
tnica. Escribamos A = UDU*, con U € U(n) y D = diag (A(A)) € M, (C)*. Se toma

DY? .— diag </\1(A)1/2, . .,)\n(A)W) € M, (C)* .

Esto es posible por la Proposicién 3.1.2. Es claro que (Dl/g)2 = D. Finalmente se define
B = UDY2U*. Luego B € M,(C)* y B> = A. La unicidad es algo més complicada. El
problema es que la matriz U € U(n) que diagonaliza a A no es tnica. Sea otra C € M,,(C)*
tal que C% = A. Entonces, como C' y A conmutan, el Teorema 1 de Schur 1.6.1 asegura que

existe V € U(n) tal que V*AV = D y V*CV € M,,(C)T es diagonal .

Para lo anterior se usa que N (n) N7 8(n) consta de las matrices diagonales, como se vi6 en la
prueba del Teorema 2.1.2. Como (V*CV)? = V*AV = D, es claro que V*CV = D'/? (entre
diagonales la unicidad es trivial). Por otro lado,

UDU* =VDV*=A = (V*U)D=DV*U).

Aqui usaremos que D'/? se puede escribir como P(D) para cierto polinomio P € R[X]. En
efecto, basta elegir un P tal que P(\;(A)) = \;(A)/?, para todo i € I,, . Pero entonces V*U
conmuta con P(D) = D'/2. Por ello B = UDY?U* = VDY?V* = C.

Observacién 3.1.4 (El Grammiano). Dada una matriz B € M,,(C), llamemos f; = C;(B),
1 € I, . Notar que, entonces,

n

Glfiveoifu) = ((finfy) ). = B'BEeMu(O)F,

4,j=
La matriz anterior es conocida como matriz de Gramm (o Grammiano) de fi,..., f,. Del
Teorema 3.1.3 deducimos que una matriz es semi definida positiva si y sélo si es una matriz
de Gramm. Y que es definida positiva si y sélo si es una matriz de Gramm de un sistema
linealmente independiente (en nuestro caso, esto equivale a que B € Gl(n) ).
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Los mismos resultados son ciertos (la prueba es una ligera variacién de la del Teorema
3.1.3) silam-unpa fi, ..., f, vive en cualquier espacio de Hilbert H (anche infinitodimensional,
porque en tal caso B es un operador B : C* — H, que es automdticamente continuo). Notar
que la matriz de Gramm sigue estando en M,,(C)* (y en Gl(n)" si el sistema es LI), donde
n es el nimero de vectores en cuestion.

Corolario 3.1.5 (Cholewsky). Sea A € M,,(C)*. Entonces existe T € TS(n) tal que T;; > 0
para todo i, y tal que A =T*T.

Demostracion. Sea B € M,,(C) tal que A= B*B. Sea B=QT, Q € U(n), T € TS(n), una
descomposicion de B como en el Teorema 1.8.2. Entonces A = T*Q*QT = T*T.

3.2 Descomposicion polar y valores singulares

Definicién 3.2.1. Dada A € M,,(C)™, llamaremos A'/? a la tinica raiz cuadrada de A en
M, (C)T, que existe (y es tinica) por el Teorema 3.1.3.

Observacién 3.2.2. Sea A € M,,(C)*. En la prueba del Teorema 3.1.3 se muestran las dos
maneras usuales de describir a A'/2 :

1. Si A= Udiag(AA))U*, con U € U(n), se tiene que A/2 = U diag (A(A4)Y/?) U*.

2. AY/? = P(A) para culquier P € C[z] tal que P(\) = AY/? para todo A € o(A).
Definicién 3.2.3. Sea A € M,,(C),

1. Llamaremos “médulo de A” a la matriz

|A] = (A A2 e M, (C)F.

2. Llamaremos valores singulares de A a los autovalores de |A| ordenados en forma
decreciente, notandolos s1(A) > --- > s,(A) > 0. Notar que, por el Corolario 1.7.2,

si(A) = i (JA|) = ps(A*A)Y2,  para todo i e, . (3.1)

3. Llamaremos s(A) = (s1(A4),...,s,(A)) = u(|A]) v £(A) a la matriz diagonal

L(A) =diag(s(4) = | ..

0 0 sn(A)
Observar que |A| = 3(A).

Ejemplos 3.2.4. Sea A € M,,(C).
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1. Si A >0, entonces A = |A] y s(A) = p(A4).
2. Si A € M, (C) es normal, entonces s(A) = |A(A4)|, salvo el orden. En efecto, si A =
U diag (A(A) ) U* para cierto U € U(n), entonces
A*A = U diag ()\(A) ) diag (\(A)) U* = U diag (]\(A)?) U* .
3. En general (fundamentalmente, si A no es normal), los autovalores y los valores singu-

lares de una misma matriz pueden ser bien distintos. Por ejemplo, si A es un bloque
nilpotente de Jordan en M, (C) (i.e. Aex = ext1, k € I,_1 y Ae, = 0), entoces
o (A) = {0} porque A™ = 0, pero s(A) = (1,...,1,0), porque A*A es un proyector de
rango n — 1.

Teorema 3.2.5 (Descomposicién polar y en valores singulares). Sea A € M,,(C). Entonces

1. Para todo x € C", se verifica que ||Az| = || |Alx].
2. En particular, se tiene que ||Al|sp = || |A][|sp = p(|A]) = s1(A) = p1(A*A)L/2,
3. Eziste una matriz unitaria U € U(n) tal que
A=ulAl,
que es la llamada descomposicién polar (DP) de A, aunque no es siempre inica.
4. Cualquier U € U(n) que cumpla A = U|A|, verifica que
A*=U"A"|, AA*=UAAU", UAlU =|A" y A=|A"U.
Esto dice que U* es un unitario admisible para la DP de A*. O sea que A tiene una
descomposicién polar a derecha A = |A*|U con el mismo U que la otra.
5. Existen V,W € U(n) tales que A = WE(A)V*.
6. Las columnas C;(V') forman una BON de autovectores de |A| (y A*A), y las columnas
C;(W) forman una BON de autovectores de |A*| (y AA*).
Demostracion.
1. Dado x € C", se tiene que
[Az|* = (Az, Az) = (A" Az, 2) = (|A]Pz, 2) = (|Alz, |Ale) = |||A]z]*.
2. Se deduce de lo anterior, de la definicién de norma espectral y del Corolario 2.1.4.
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3. Podemos definir (con buena definicién) una isometria suryectiva
Ui : R(|A]) — R(A) dada por Ui (|Alr) = Az, para todo x € C" .
De hecho, |Alz = |Aly <= x —y € ker|A| =ker A <= Ax = Ay. Como
dim R(A)* = n — dim R(A) = dimker(A) = dimker(|]A]) = dim R(|A|)* ,

podemos extender la isometria U; a una matriz unitaria U € U(n), operando isomé-
tricamente desde R(|A|)" sobre R(A)L. Por la definicién de U, se tiene que A = U|A|.

4. Notar que AA* = U|A|?U* = UA*AU*. Sea P(x) € C[z] tal que P(\) = A\'/2, para
todo A € 0 (AA*) = 0 (A*A) (acabamos de ver que AA* = A*A). Luego

|A*| = (AA")Y/2 = P(AA*) = UP(A*A)U* = U|A|U*.
Luego A = U|A| = UJA|U*U = |A*|U, por lo que también A* = U*|A*|.
5. Sea V € U(n) tal que |A| = VE(A)V*. Si llamamos W = UV € U(n), tenemos que

A=U|A| = UVES(AV* = WS(A)V*.

6. Notar que X(A) = V*|A|V, por lo que cada C;(V) es un autovector de |A|, y todas las
columnas de V forman una bon, por ser V unitaria. La prueba para W es similar, dado
que también $(A)2 = W*AA*W.

Existe una versién de la caracterizacién minimax de Courant-Fisher 2.3.3 para los valores
singulares de una matriz:

Proposicién 3.2.6. Sea A € M,,(C) (no necesariamente autoadjunta). Con las mismas
notaciones (para subespacios) que en el Teorema 2.3.3, se tiene que

sp(A) = méx min [|[Az| = min méx ||Az|  para todo k €1, . (3.2)
dim M=k xzeM; dim S=n—k+1 z€S8S:

Demostracion. Basta notar que ||Az| = (A*Az,2)*/? y que s,(A) = ur(A*A)'/2. Luego se
aplica el Teorema 2.3.3 (y el Ejercicio 2.4.4 para traducirlo a p’es) para A*A.

Corolario 3.2.7. Dadas A,C € M, (C), para todo k € 1, se tiene que

sk(AC) <||A|lsp s&(C) . En particular  tr |AC| < ||A]|sp tr|C] . (3.3)

Demostracion. Se usa la Eq. (3.2) para calcular si(AC) y si(C), junto con la siguiente
desigualdad: ||ACz|| < ||Allsp [|Cz||, para todo z € C™.
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3.3 Parte positiva y parte negativa

Fijemos una matriz autoadjunta A € H(n), y tomemos A = U|A|, con U € U(n), una DP
de A. Supongamos, ademds, que U opera como la identidad en ker A = ker |A| = R(|A|)*.
Una tal U existe por la construcciéon hecha en el Teorema 3.2.5, y ademds es tnica (Ejercicio:
mostrar ambas cosas). Luego se verifican las siguientes propiedades:

1.

SiB={v1,...,0,} es una BON de C" adaptada a u(A), luego A*A = A% |A|, |A|'/?
y U son diagonales en la base B. Por lo tanto conmutan entre ellos (y con A).

En la base B, la matriz de U es diagonal con +1’s en la diagonal. Més especificamente,
Uvp, = v st pe(A) >0, v Uvp = —vg si up(A) <0, (3.4)
dado que |A|vy, = (u2(A))Y2 vy, = |ux(A)| vy para todo k € I, . Por lo tanto,

U*:[jv:(]_1 y —ISUSI.

Podemos deducir que —|A| < A < |A|. En efecto, |A|"2U|A|"? = A, y

—|A] = —|A]PIIA]? < |A]VPUIAR? < |A]YRIAY? = A

. Luego, si denotamos

A+ |A| Al — A
Ay = —— A =——
+ 2 y 2 3
se prueba facilmente que

(a) Ambas matrices Ay , A_ € M, (C)T.
(b) A=A, —A_y|A|= Ay + A_.
(c) ALA_ = A_A, —0.

Es facil ver que A, y A_ son las unicas matrices que cumples las tres propiedades
anteriores. Se las llama partes positiva y negativa de la matriz autoadjunta A.

Otras propiedades que verifican A} y A_ son:

(a) AA, = AL A= (A4)? (idem con A_).
(b) (-A)y =A_y (-A)-=Ay.

(¢) Por la definicién de A y la férmula (3.4), se tiene que

pr(Ay) =méx { ux(A), 0} , paratodo k€1, . (3.6)

(d) pe(As) = i (—A)4) = méx{pue(—A), 0} = —min{jin_g1(4), 0}, k € L.
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6. Si A=B—C con B,C € M,(C)*, entonces se tiene que
pe(Ay) < pe(B) y pe(A-) < pw(C) ;. paratodo k €I, . (3.7)

En efecto, si A < 0, entonces A, = 0 y la primera desigualdad es obvia. Si p1(A) > 0,
sea p = méax{k € I, : ux(A) > 0}. Luego, como B = C + A > A, se tiene que

pr(Ay) = pi(A) < pp(B) parak €T, vy  pr(Ay) =0< pux(B) parak >p,

por el Teorema de Weyl 2.3.5. La otra desigualdad en (3.7) se deduce de lo anterior
aplicado a la igualdad —A = C' — B, dado que (—A4); = A_ .

3.4 Normas en M, (C)

Se estudiardn en esta seccién distintas normas en el espacio vectorial de matrices M., (C).
Muchas de estas normas son ttiles en diversas desigualdades matriciales especificas. Pero no
olvidemos que, como dim M, (C) < oo, es un resultado conocido que todas las normas en
M, (C) son equivalentes.

En los siguientes ejemplos definiremos las normas maés clasicas para matrices. Dejaremos
como ejercicio para el lector la verificacién (en algunos casos altamente no trivial, pensada a
futuro) de que son, efectivamente, normas.

Ejemplos 3.4.1. 1. La norma espectral || - ||sp , definida del siguiente modo

141 =1l Allsp = méx [[Az] = 51(A),

donde la dltima igualdad surge de que ||A||sp = || |4] ||sp = p(|A]).

2. Las normas de Schatten. Dado 1 < p < o0

n 1/p
1Al = (Z S5 (A)p> = (tr |A|p)1/p .

La || - ||, se llama norma de Frobenius. Ella verifica que

JA]Z = tr A*A = Z |ai;|°

ij=1
y proviene del producto escalar en M,,(C) definido por (A, B) = tr B*A.
3. Las normas Ky-Fan. Dado k € {1,...,n}

k
146l gy =D _ s (4).
i=1

Notar que [|A]|q) = [[Allsp ¥ [[4ll(,,) = [[A]l1 (de Schatten).
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4. Toda norma N en C" induce una norma ||| - |||x en M,,(C) del siguiente modo:

[I|A]||x = méx N(Ax).
N(z)=1

Estas normas satisfacen que:

(&) [IH[x =1
(b) p(A) < l[A[ll~
(c) ABll|x < [I|Allln [[IB]l|n-

Ejercicio 3.4.2. Consideremenos en C" las siguientes normas:
n
|l = E ;| v ||#]|oc = méx |z;| , paratodox € C",
; iel,
=1
conocidas como las normas 1 e co. Como en el Ejemplo anterior, ellas inducen en M,,(C) las

siguientes normas matriciales: Dada A € M,,(C),

l[AlJee = méx [[Azflc v [[[Al[lh = méx [[Az], .

llzlloo =1 llzll, =1
Probar que estas normas pueden calcularse efectivamente mediante las férmulas:

Allloo = méx [Fi(A)[lx y  [[|Al[lL = méx [[C;(A)]lx - (3.8)
i€ll, i€l

para toda A € M, (C).

Definicién 3.4.3. Una norma || - || en M,,(C) se llama:

1. Matricial: si ||AB] < || 4| || B
2. Unitariamente invariante (NUI): si |[UAV|| = ||4]|, para todo U,V € U(n).
Ejemplo 3.4.4. Sea Ny (A) = 21&): la;;|, para A € M,(C). Sean 1,, = (1,...,1) e C* y
E,=1,61,. Como (1,,,1,) = n, tenemos que
E2=1,01,-1,61,=(1,,1,) 1, ®1, =nE, = N (E?)=n,

mientras que Noo(EE,) = 1. O sea que N, no es matricial en M,,(C) para ningiin n > 1. El
lector interesado puede demostrar que n Noo(+) si es una norma matricial en M., (C).

Teorema 3.4.5. Sea | - || una norma matricial en M,,(C). Dada A € M,,(C) se tiene que
1. ||[A—I|| < 1 implica que A € Gl(n) y A~! = Z(I— A"
n=0

2. SiBeGl(n)y||B—A| <||B7Y?, entonces, A € Gl(n).
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Demostracion. Comencemos notando que 1 = 2. En efecto,
IB-Al<[BH™ = [BT'A-I|=BH(A-B)| <[B! |A-B|<1.

Si valiera 1, luego B~!A serfa inversible y A = B(B~1A) también deberfa serlo. Para probar
el item 1, llamemos C = I — A. Tenemos que

- " [e.°] o0 1
Il <1 = [IC™I<|C|™ ¥ meN = Y lIC*| <Y |C|F = [ Tel
k=0 k=0
Luego, la serie Z C* converge. En particular, C* R 0. Luego
b1 — 00
N N N N+1
ko (71_ ko_ k_ k _ 1_ oN+1
AYCH=(1-0) Y Ch =3 CF -y CF =10V ——— 1
k=0 k=0 k=0 k=1
Analogamente (Z C’“) A=1
k=0
Proposicién 3.4.6. Sea A € M,,(C) y || - || una norma matricial. Entonces p(A) < ||A]|.

Mds aiin, | A™|Y/™ > p(A) para todo m € N.

Demostracion. Sean X € o (A) y x € C™ tales que  # 0y Az = \x. Llamemos X a la matriz
cuyas columnas son todas iguales al vector . Luego, AX = AX, y por ende

ALIXI = AXT < Al

de donde se deduce que |A| < ||A]. Como el autovalor era cualquiera, p(A) < ||Al|. Ademads,
por el Corolario 1.7.2, se tiene que o (A™) = o (A)™, y entonces también p(A™) = p(A)™.
Por lo tanto, usando la parte ya probada, obtenemos que p(A4) < [|A™|Y/™.

Observacién 3.4.7. Dada una norma matricial || - || en M,,(C) y una matriz S € Gl(n), la
formula ||Al|s := [|[SAS™Y||, A € M, (C), define otra norma matricial.

Proposicién 3.4.8. Dados A € M,,(C) ye > 0, existe una norma matricial N . en M, (C)
tal que N (A) < p(A) +e.

Demostracion. Sea A = UTU* con T una matriz triangular superior y U € U(n). Luego,
T = U*AU. Sea D, = diag (s,s%,...,s"). Entonces, (D,TD;');; = t;; s"~J para todo par
1,7 € I, (eso fue visto en la Eq. (1.14) ). Por lo tanto,

DSTDS_I En cualquier norma diag ()\1 (A) e, )\n (A)) )

Como ||diag (A1 (A), ..., A\n (A)) ||lsp = p(A), entonces, || DsTD;!||sp — p(A). Luego debe
§—00

existir un sg € R tal que | Dy, T'D;|sp < p(A) + €. Consideremos ahora la norma
Nae=(llw)p, v ©sea Nae(B)=|Ds, U BUD s, B € M,(C).

Luego N4 (A) = ||Ds, U* AUDS_O1||SP = || D, TDS_OIHSP < p(A4) +e.
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Corolario 3.4.9. Si A € M,,(C), entonces A™ — 0 si y sdlo si p(A) < 1.

Demostracion. Es claro que p(A) < 1 siy sélo si p(A™) = p(A)™ —— 0. Usando

m—00

que p(A™) < ||A™||sp para todo m € N, una implicacién es clara. Para probar la otra,
supongamos que p(A) < 1. Por la Proposicién 3.4.8, existe una norma matricial N tal que
p(A) < N(A) < 1. Como N es matricial, deducimos que N(A™) < N(A)™ —— 0.

m— 00

Teorema 3.4.10. Sea A € M,,(C). Entonces, para cualquier norma || - || en M, (C),
p(A) = lim_[A™|Y/™.

Demostracion. Supongamos primero que || - || es una norma matricial. Por la Proposicién
3.4.6, sabemos que se tiene p(A) < ||A™||/™ para todo m € N. Fijado £ > 0, consideremos

la matriz B = ———— . Como p(B) < 1, el Corolario 3.4.9 asegura que ||B™ 0. En
z oA) 1= p(B) gura que ||B™[| —

consecuencia existe un mg € N tal que, para todo m > my, se verifica
IB™|| <1, esdecir que [[A™]| < (p(A) +e)™ = [|A™|V™ < p(A) +¢,

lo que prueba el Teorema en este caso. El mismo resultado vale para normas no matriciales,
por ser todas las normas equivalentes.

Ejercicio 3.4.11. Sea A € M,,(C). Si N es una norma matricial en M,,(C), mostrar que
p(A) = inf N(A™)Y/™ Mis atin, probar que en tal caso, N(A™)Y/™ N, p(4) .
meN m— oo

Observacion 3.4.12. Todos los resultados de esta seccién, a partir del Teorema 3.4.5, son
también ciertos en algebras de Banach, donde las normas son matriciales por definicién. El
unico resultado propio de matrices es la Proposicion 3.4.8, que nos permite dar una prueba fécil
de la férmula del radio espectral (Teorema 3.4.10). Esta férmula vale también en dimensién
infinita, y la prueba usa herramientas de andlisis complejo. El curro es mostrar que la llamada
resolvente, que es la funcién

pa:C\o(A) —Gl(n) dadapor pa(z)=(2I—A)"', 2eC\o(A),

es analitica. La férmula dada surge del radio de convergencia de su serie de potencias alrededor
del “infinito”. Sin embargo, hemos incluido las demostraciones anteriores porque tienen un
buen sabor matricial, salvo el Teorema 3.4.5, que tiene la prueba standard (y no creo que
pueda mejorarse). Nétese que se asumié implicitamente que M,,(C) es un espacio completo,
porque usamos que una serie absolutamente sumable es convergente.

3.5 Algunas caracterizaciones

A continuacion daremos algunas caracterizaciones faciles de la positividad y la contractividad
de matrices. Al final incluimos una mini-introduccién al producto de Hadamard, mostrando
el Teorema de Schur 2. A lo largo de ésta Seccién abreviaremos ||A||s, = ||A]|. Usaremos la
Proposicién 1.5.5 que dice que dadas A, B € M,,(C), entonces o (AB) = o (BA). El primer
enunciado resume varias caracterizaciones ya mencionadas de esta norma.
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Lema 3.5.1. Sea A € M,, n(C) entonces
s1(A) = 1Al = [ Al = p(|A]) = p(A*4)/2 = | A 4|/ = || AA"|2 . (3.9)
Demostracion. Como |A| y A*A € H(n), la Proposicién 2.1.4 asegura que
AL = p(JA]) = s1(A)  y que  p(A*A)V2 = | A"4|/2.

Las igualdades || 4| = || |A] || = s1(A) se deducen de que ||Az| = || |Alz| para todo x € C"
(ftem 1 del Teorema 3.2.5). La igualdad p(|A|) = p(A*A)Y/? se sigue del Corolario 1.7.2,
usando que |A|?> = A*A. Observar que p(A*A) = p(AA*) porque o(A*A) = o(AA*).

Proposicién 3.5.2. Sea A € H(n), entonces —||Al| I < A< ||A|| I . Mds an,
“AM<A<KANT = A <A <= p(4) <X,

para cialquier A € R7 .

Demostracion. Notar que si A € H(n), entonces ||A|| = p(A) = méx{u1 (A), —p.(A)}. Por lo
tanto, p(A) < A <= —X < un(A) < p1(A) < A. Por el Teorema 2.3.1, tenemos que

A< up(A) = ”nhin (Az,z) <= —AM <A yademds
z||=1
HmHéx1<Ax,m> =m(A) <A <= A<A.

Proposicién 3.5.3. Dada A € M,,(C), se tienen las equivalencias

Al =51(A) <1 <= JA|<] < AA' <] < A'ALI. (3.10)

Demostracion. Es consecuencia del Lema 3.5.1 y de la Proposiciéon 3.5.2.
Proposicién 3.5.4. Si A€ M, (C)" y B e Gl(n)", entonces
A<B — |AYV2B Y% <1 < p(AB7H)<1. (3.11)

Demostracion. Notemos que
A<B < B Y2ABYV2 < «— (AV2B V2 AYV2B12 < T .
Luego se aplica la Proposicién 3.5.3 y el hecho de que o (B_1/2AB_1/2) =0 (AB_I).

3.5.5. Sea x € C™ con ||z|| =1 (a estos vectores los llamaremos unitarios). Entonces, como
vimos en 1.9.3, la matriz P, = 2 © « = za* = (2,T;);; € M,(C)T es el proyector ortogonal
sobre el subespacio Gen {z}. Por lo tanto, si B = {z1,...,2,} es una BON de C", vale que
n n
z= Z(z, x;)x; paratodo z € C" = I= le Oz, (3.12)
i=1

=1

por lo que {z; ® x; : i € I,} es un sistema de proyectores (ver Definicién 5.4.2).
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Proposicién 3.5.6. Sea A € M,,(C). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Ae M, (C)*
T T

2. Existen y1,...,yr € C" tales que A= > y; Oy = Y, yi -y .
i=1 i=1

Demostracion. La implicacién 2 — 1 es clara, porque cada matriz y; -y € M,,(C)™. Recipro-
camente, si A € M,,(C)", sea B ={z1,...,2,} es una BON de C" adaptada a u(A). Usando
la ecuacién (3.12), para todo z € C™ se tiene que

Az:A(zn:(z,wi)xi) :zn: (z,x)Ax; = Z“l (z,x:)x; [Z'“’ T O x|z
i=1 i=1

Luego basta elegir y; = u;(A)Y/? z; para aquellos i € I, tales que j;(A) > 0.

3.6 El producto de Hadamard

Definicién 3.6.1. Dadas A, B € M,, ,(C), su producto de Hadamard A o B es la matriz
Ao B = (aj; bij),.; € Mpm(C).

J€Lm

Notar que este producto tiene sentido tanto para matrices como para vectores.

A este producto de matrices, también llamado producto de Schur, le dedicaremos un capitulo
entero, porque tiene interesantisimas aplicaciones dentro y fuera de la teoria del Andlisis
Matricial. Pero vamos adelantando un resultado al respecto (otro teorema de Schur), porque
es elemental y compete a las matrices positivas.

Teorema 3.6.2 (Teorema 2 de Schur). Sean A, B € M,,(C)*, entonces Ao B € M, (C)*
Ademds, si A, B € Gl(n)", entonces Ao B € Gl(n)™

Demostracion. La segunda parte se deduce de la primera. En efecto, si A > 0y B > 0,
existen nimeros a,b > 0 tales que A > al y B > bl. Entonces, aplicando dos veces el caso
que atin no hemos probado, obtendriamos

AoB>aloB>alobl =abl € Gl(n)T . (3.13)
Supongamos entonces que A, B € M,,(C)*. Por la Proposicién 3.5.6 (ver también 1.9.3),
deben existir vectores v; € C", i € I, tales que A = Z v;vf . Como el producto o es

distributivo, basta mostrar que vv* o B € M,,(C)* para todo v e C"ytoda B € M,(C)T.
Y para ver esto, alcanza con hacer la siguiente cuenta:

vo'oB = (v By) = diag(v) B diag (1)’ € Mq(C)F

donde la igualdad del medio se testea haciendo la cuenta, o mirando la Eq. (1.14).
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Corolario 3.6.3. Sean A, B € M, (C)", entonces

1. pin(A)pn(B) < pn(Ao B).
2. | Ao Bllsp = (Ao B) < pn(A)u(B) = [|Allsp | Bllsp -

Demostracion. La primera desigualdad se deduce de la ecuacién (3.13), pero usando que
A > up(A)I y B > p,(B)I. La segunda, de una cuenta andloga, pero aplicando ahora las
desigualdades A < p11(A)I y B < p1(B)I (tadas fueron vistas en la Observacion 2.3.2).

Corolario 3.6.4. Si A € M, (C)T, entonces B = (|A;|?) € M, (C)*.

i,j€ln
Demostracion. Se deduce de que A" = A = (Ay), jer, € M, (C)*.

Ejercicio 3.6.5. Mostrar que el resultado anterior falla si uno no eleva los médulos al
cuadrado. En otras palabras, se debe encontrar un ejemplo de una matriz A € M, (C)*
tal que B = (|Ay]), jel ¢ M,,(C)*. Observar que hay que buscar para n > 3.

Corolario 3.6.6. Si A € M,,(C)* y P(z) € R[] tiene coeficientes no negativos, entonces

P(4):= (P(4y)) € M, (©)F.

i,j€l,

Demostracién. Por una induccién directa, podemos ver que A* = Ao Ao---0 A € M, (C)*
(se multiplica k veces) para todo k € N. Después se usa lo que cumple P(x).

Ejercicio 3.6.7. Probar que, si A € M,,(C)*, entonces €2 := (eA”' ) € M, (C)t .
ij€ln

3.7 El famoso truco 2 x 2

Cuando se trabaja con operadores y matrices, muchas veces una cuenta inmanejable termina
saliendo “méagicamente” y en un par de renglones, con el famoso truco de matrices de bloques
de 2 x 2. Ver, por ejemplo, la Proposiciéon 1.5.5, y tratar de probarla de otra manera. En
esta seccion juntaremos varios resultados que aportan técnicas para usar dicho método. Para
operar entre matrices de bloques, se usaran sistematicamente los resultados desarrollados en
la Seccién 1.5. En particular, las férmulas (1.16), (1.17) y (1.18).

3.7.1. Sea A € M,,(C). Entonces

A€ M,(C)F = A® = [ ﬁ ﬁ ] € My, (C)*.
En efecto, Si tomamos la matriz
1 -1 I
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cuentas elementales muestran que U = U* = U™, y que

) 2) 0 0
UADU* = UADy = [o QA}

Ahora si es claro que A > 0 siy sélo si A > 0. Dejamos como ejercicio la verificacién
de que si A®) € M, (C) se define en foma semejante a A, entonces A > 0 si y sélo si
AR > 0.

. | 1A A
3.7.2. Si A € M,,(C), entoces B = { A A

A = U|A|. Entonces
0 < U o |A] | A] u* 0| | UAl U4 Uu* 0
-1 0 I Al |A] 0 I | | |A 4] 0

_ { UIA[U* UJA| } _ { 1A% A ]
|A[U" |4 Ar |4

} > 0. En efecto, sea U € U(n) tal que

~

dado que U|A|U* = |A*|. El mismo resultado sigue valiendo si A € M, (C), o sea si A es
rectangular. En ese caso B € M1, (C)T (Ejercicio).

Proposicién 3.7.3. Sea A € M, ,,(C), y llamemos r = min{n,m}. Luego

sp(A*) = sk (A)  para todo k€T, . (3.14)
Demostracion. Como vimos en la Observacién 1.5.6, u(AA*) = u(A*A) salvo una cola de
m —n (o n —m) ceros. Usando el Corolario 1.7.2 (o sea que )\(P( )) = P(A(A)) para todo
?) = p(lA
3.14

polinomio P) y la definicién de |A|, vemos que u(A*A) = u(|A|?) = p(|A])2. De ahi sale que
s(A) = s(A*) salvo los ceros finales. Esto muestra la férmula (3.14).

Observacién 3.7.4 (El rango). Recordemos que, si A € M,, ,,(C) decimos que

rk A = dim R(A) = dim Gen {C1(A),...,Crn(A)} ,

lo que usualmente se llama rango columna de A. Llamemos r = min{n,m}. Sea U € U(n)
tal que A = U|A|. Es facil ver que

tk A=rk |A| =1k X(A) = méx{k €L, : sx(A4) #0}. (3.15)

El rango fila de A es, con esta definicién, la dim Gen {Fy(A),..., F,(A)} = tk AT = rk A*.
Por la Proposicién 3.7.3, s(A*) = s(A) (salvo ceros finales). Luego la férmula (3.15) muestra
que ambos rangos son iguales.

Proposicién 3.7.5. Sea A € M,,(C). Entonces

E::[/?* 61}2[2(0/1) —ZO(A) € H(2n) .

En particular, o(A) = {£s; (A)} (con las mismas multiplicidades). Es decir,

uA) = (s1(A), - sa(A), =sn(A), -+, =s51(A)). (3.16)
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Demostracion. Sean U,V € U(n) tales que X(A) = VAU* = UA*V*. Es facil ver que

1 vV U
W = \[{ v U]GU@n).
Entonces ) A
. y _ U * V* 7‘/*

waw 2{UA* —VAHU* U*}
1 UA*V* + VAU* VAU* —UA*V*
2| UA*V* —VAU* —VAU* —UA*V*

by

7w ]

Proposicién 3.7.6. Sea A € M,,(C). Entonces

como queriamos demostrar.

I A

Al <1 = M=| LY

E

Demostracién. Notar que M = I, + A. Usando que o(A) = o(—A) (por la Proposicién
3.7.5) y luego el Teorema de Rayleigh-Ritz 2.3.1 (o la Observacién 2.3.2), obtenemos que

[IA

A T ] >0 <— Ign+xz[20 <= fﬁgbn <— —Igngﬁglgn.

Por la Proposicién 3.5.2, esto equivale a que ||Allsp = s1(A4) = p(A 4) = HAHSP <1

Observaciéon 3.7.7. Notar que la Proposicién 3.7.6 sigue siendo vélida si A es rectangular,
por el simple recurso de agregarle ceros (arriba o a la derecha) para que A quede cuadrada,
lo que no cambia su norma.

3.7.8. Si A, B € M,,(C)*, entonces son equivalentes

1. A< B.

B A

2. La matriz M = { A B

E

En efecto, si B € Gl(n)™*, entonces M >0 siy sélo si

0 < B2 0 } {B A } {31/2 0 }_[ I B~1/2Ap~1/2

0 B Y] A B 0 B2 B~1/2AB~1/? I

lo que, por la Proposicién 3.7.6, equivale a que ||AY2B~1/2|> = |B~'/2AB~"/?|| < 1. Por
la Proposicién 3.5.2, se tiene que ||AY2B~1/2|| <1 siy sélo si A < B. Un ejercicio facil es
deducir que la equivalencia sigue valiendo si no se pide que B sea inversible (si uno cambia
B por B +¢l, entonces M pasa a ser M + el,,).
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3.7.9. Sea A € M,,(C) una contraccién, es decir que ||Al/sp < 1.
1. Se tiene que A*(I — AA*)Y/2 = (I — A*A)'/2A*,
2. Entonces las matrices

A (I — AA*)Y/2 A —(I — AA*)Y/?
(I — A*A)Y/? _A* Yo (1 — A A2 A*

son unitarias en Mo, (C).

En efecto, observar que A*(I — AA*) = A* — A*AA* = (I — A*A)A*. Por induccién vemos
que A*(I — AA*)* = (I — A*A)* A* para todo k € NN{0}. Luego se usa que a (I — AA*)Y/? se
lo puede realizar como un polinomio en (I — AA*), y lo mismo para (I — A*A), con el mismo
polinomio, dado que tienen el mismo espectro. La verificacién la segunda parte es directa, y
se deja como ejercicio.

3.7.10. Sea M € H(n), y representémosla por bloques M = [ 4 cC ] K

C* B| n—k°
1. Si A= M y B = ul,_j para ciertos \, u € Rj‘r, se tiene que

M, C

e[ E

]20 = CC*<Auly <= |IC|P<Ap.

2. En el caso general, dado € > 0, existe A > 0 tal que

A Cl_[A+eh 0
Cc* B | = 0 Mok |-

M C ATY2p, 0

Cr :u]n—k 0 N_1/2In—k

en el caso de la Proposicién 3.7.6 (para C' € My, ,,—(C) rectangular, donde también es cierto).
Luego, por las citas que se indican sobre los simbolos,

En efecto, si M = [ ] , conjugandola con D = [ } , CAemos

I )\71/2M71/2C
M>0 <= DMD = >0
= l: )\—I/QM—I/QC* Ik =
Prop. 3.7.6 Lema 3.5.1
= Ao = Athuttccr <1
Prop. 3.5.3
— CC*<Aplg.
C 2
Para la segunda parte, basta tomar A > Iel + || B]|. En efecto, en ese caso,
€
ICI?
B< Bk = My — B> (A= |B|| ) In—i = s Ik,

y, si llamamos m = n — k, se aplica el caso anterior a la matriz

el -C ely -C B A+ el 0 A
0= l —c+ ey, ] = [ ~C* M, - B ] - [ 0 A |~

3
W Q
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3.8 Cortocircuitos

Lema 3.8.1. Sean D, A € M, (C)*. Luego, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. D < A.
2. |DY2z|| < ||AY2z| para todo x € C".

3. Existe C € M,(C) tal que ||C|lsp <1 y DY?=CAY2,

Demostracion. Observar que ||[DY2z||?> = (D'/?x, DY/?z) = (D, x) y lo mismo vale para A.
Esto da la equivalencia 1 < 2. El hecho de que 3 — 1 se deduce de que ||C||sp < 1= C*C < T
(por la Proposicién 3.5.3). Asumamos ahora que vale 2. Entonces ker A2 C ker DY/2. Luego,
podemos definir (con buena definicién) la funcién

Co : R(AY?) — R(DY?) dadapor Co(AY?z) = D2z,  para cualquier z € C" .

Es facil ver que Cj es lineal. Extenddmosla a una C' € M,,(C) poniendo C,, 41,2 = 0. Ahora
podemos verificar sin dificultades que D'/2 = CA'/2 y, por la condicién 2, el hecho de que
|Cllsp <1 (acé se usa que ker A2 = R(AY/2)4).

Notacién: Recordar que, si M C C" es un subespacio, denotamos por Py € M, (C)T
al proyector ortogonal sobre M. Observar que 0 < Py < I, que Py (ML) = {0} y que
Py x = x para todo z € M.

Teorema 3.8.2. Sea A € M, (C)" y S C C" un subespacio. Sea
M(A,S)={DeM,(C)": D<A y R(D)CS}. (3.17)

Consiredemos el subespacio M = A=VY/2(8) y la matriz T = AY?Py A2, Entonces,

1. Te M(4,S).

2. Para cualquier D € M(A,S), se cumple que D <T.
En otras palabras, T = AY?PyAY? es el mdzimo de M(A,S) en el orden usual de H(n) .
Demostracion. Observar que T = AY2Py A2 < AV/2TAY? = A, Ademds, se tiene que
R(T) C AY2(M) C S. Luego T € M(A,S). Si D € M(A,S), en particular D < A. Por el
Lema 3.8.1, debe existir una contraccién C' tal que D2 = CAY2, o sea que DY/2 = AL/2C*,

Como AY2(R(C*)) = R(D'?) C 8, deducimos que R(C*) C M, o sea Py,C* = C*. Usando
que C*C < I (porque ||C||sp < 1), podemos deducir que C*C' = PyC*CPpq < Ppq. Luego

D= D1/2D1/2 _ AI/QC*CA1/2 < AI/QPMAI/Z =T,

lo cual muestra que 7' = max M(A4, S).
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Definicién 3.8.3. Sean A € M,,(C)* y § C C", un subespacio. Llamaremos shorted de
A al subespacio S, y lo notaremos X (A, S), al méximo del conjunto M(A4, S).

En la siguiente proposicién, recopilamos una serie de resultados mas o menos inmediatos de
la definicién y la demostraciéon del Teorema 3.8.2.
Proposicién 3.8.4. Sean A € M,,(C)* y S C C", un subespacio. Entonces:

1. ¥(A,S) < A.

2. Para todo a € R, se tiene que ¥ (A, S) = aX (4,S).

+

3. 8i B € M,(C)T cumple que A < B, entonces

M(A,S) S M(B,S) yporlotanto X (A,S) <3 (B,S) .

J. 8iS CT CC, entonces M(A,S) € M(A,T) y £(A,8) < £(A,T).
5. Si R(A) C S, entonces 5 (A, S) = A.
6. X(2(A,8),8)=X(4,S).
Demostracién. Ejercicio.
Proposicién 3.8.5. Sean A € M,,(C)T y 8,7 C C", dos subespacios . Entonces

(24,8, T)=X(A,8NT) .
Demostracion. Consideremos los conjuntos

MA,SNT)={D: 0<D<A RD)CSNT}
M(2(A,T),S)={D: 0<D<IT(A,T) R(D)CS})

Probaremos que estos conjuntos son iguales y por ende sus maximos también lo son. En
efecto, sea D € M(A,SNT), entonces se tiene que

RD)CT y D<A = D<3¥(A,7), ytambiénque R(D)CS.

En consecuencia, D € M(X(A,7),S). Reciprocamente, si D € M(X(A,7T),S) entonces
D <X (A,T), lo cual muestra que R(D) C T y en consecuencia R(D) C SN 7. Pero como
D <Y (A T)< Asetiene que D € M(A,SNT).

Calculo matricial del shorted: complementos de Schur

Se busca dar una expresién “en coordenadas” del shorted ¥ (A,S). Para ello necesitamos
seguir haciendo cuentas del estilo 2 X 2, que son interesantes en si mismas.
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Entonces M € M, (C)t si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:

Proposicion 3.8.6. Sea S C C" un subespacio, y sea M = [ 4 B } S
1. Ae L(S)" y D e L(SH)*.
2. Eriste una contraccién C € L(S*,S) tal que B = AV/2CD'/? .

En tal caso se tiene que R(B) C R(A) y que R(B*) C R(D).

Demostracion. Si se cumplen las condiciones pedidas, se observa que

4 B}:[Al/z 0 HIS CHAM 0

M:{B* D 0 DV2||Cr Ise 0 D2

| ey

por la Proposicién 3.7.6 y la Observacién 3.7.7. Si suponemos que M > 0, es claro que
A€ L(S)T y D € L(S')T. Asumamos que ambas son inversibles. Haciendo la cuenta

anterior al reves, si llamamos C' = A~/2BD~1/2 se tiene que
Is C ATY2 0 A B A2 0 4
{ Cc* Isi ] - { 0 D-1/2 B* D 0 D-1/2 € M, (C)" .

Luego queda que ||C|lsp <1y B = AY2CDY2. El caso general sale aplicando lo anterior a

las matrices M + 2 1. Se toma la sucesién C,, = (A+ 2 Is)"/2 B (D+ X I5.)7'/2, que consta

de contracciones. Como la bola de M,,(C) es compacta, hay una subsucesién C,, R C,
— 00

donde C' es también una contraccién. Ahora observamos que, para todo k € N,

1 1
B=(A+—1Is)'?C,, (D+ — Is)/? —— AY2CDY? |
Nk Nk k—oo

donde la continuidad de tomar raices cuadradas se deduce de que todas las matrices de cada
sucesion se diagonalizan en la misma base.

Proposicién 3.8.7. Sean A € Gl(k)*, C € M,,,(C)" y B € My, 1, (C). Sea

S Mk+m(C) .

M[A B] cn

B* C | Cm

Entonces se verifican las siguientes propiedades:
1. M €Gllm+ k)T <= B*A'B < C (0 sea que C — B*A™1B € Gl(m)™).
2. M € My1(C)F <= B*A7'B<C.

* *

: -1 _
3. Si M € Gl(m + k), entonces M~ = (C — B*A-1B)-1
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Demostracion. Sea X = —A™'B € My, (C). Entonces, haciendo cuentas elementales, obten-

€mos que
Lo 0, [ X ]_[A4 0
X* I 0 In.| |0 C=—B*A"'B |’

I X}_l_{lk X

0 I, 0 I, ], deducimos que

lo que prueba 1 y 2. Por otra parte, como [

I, —-X ML I 0 N Al 0
0 I, -X* I, | 0 (C—-B*A"'B)~!
y, por lo tanto, que
M-l — I, X A1 0 I 0 _ * *
0 I 0 (C-B*A7'B)~! X* I, | | * (C=B*A7'B)~1 |~
lo que prueba la parte 3.

Ejercicio 3.8.8. Dar otra prueba de la Proposicién 3.8.7, via la Proposicion 3.8.6.

Corolario 3.8.9. Sean M € M,,(C)T y S C C", un subespacio. Supongamos que

y que la compresion A= Mg € GI(ST)T |

A B st
M[B* c] s

0 sea que (Mx ,x) > 0 para todo z € S+ \ {0}. Luego se tiene que

0 0 S+
L %(M,8) = [ 0 C—B*A'B } s
2. M €Gl(n)* <= emiste un X € RY tal que A\ Ps < X (M,S).

Demostracion. Pongamos que dimS = m y llamemos k = n — m = dim S*. Trabajando en

una BON que empiece generando a S+, podemos asumir que S = Gen {egy1,...,€,} y que
estamos en las condiciones de la Proposicién 3.8.7 (en particular, que A € Gi(k)™). Si ahora
0 0 St
= C
llamamos T' [ 0 C_B*A-'B } S claro que R(T) C Sy que

A Bl Jo 0
M=T :[B* c]_[o CB*AIB}
A

[B

*

B B A1/2 0 A1/2 A—I/QB
*A—lB -

>
B B*A~1/2 ¢ 0 0 =0,
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porloque T <My Teée M(M,S). Tomemos un @ = [

A B
B* C-D

B*A'B<C-D = D<C-B*A'B = Q<T.

0 O}SL

oDl s € M(M,S). Luego

se tiene que M — Q = [ } € M, (C)*. Por la Proposicién 3.8.7 vemos que

Asi que T =X (M, S). La segunda parte surge de que
0 0 ] 0 0

2[0 A s

_ * A—1 + —
C—-B*A™'B € gl(S) @Z(M,S)—{O C— B*A-1B

| =ars

para cierto A € RY , volviendo a aplicar la Proposicion 3.8.7.

Observacién 3.8.10. La defincién més tradicional del shorted de un M € M.,,(C)™ se suele
hacer usando el complemento de Schur, segin la férmula que se desarrolla en el Capitulo 12 y se
muestra en el Corolario 3.8.9. La ventaja de la definicién que surge del Teorema 3.8.2 es que no
necesita que haya una submatriz inversible. Sin embargo, utilizando seudoinversas de Moore-
Penrose, se puede dar una férmula estilo la del Corolario 3.8.9 para cualquier M € M,,(C)™T,
reemplazando B*A~!'B por B*A'B, que en dimensién finita siempre existe (ver el Ejercicios
3.9.20 y 3.9.30). M4s alla de esto, la simpleza de las pruebas de las Proposiciones 3.8.4 y 3.8.5
da una muestra de que el enfoque basado en maximizar el conjunto M(M,S) tiene fuertes
ventajas metodoldgicas.

Todos los resultados de esta seccién siguen siendo validos en el contexto de operadores acota-
dos en espacios de Hilbert. Las pruebas son muy similares, pero necesitan técnicas especificas,
sobre todo para mostrar el Lema 3.8.1 y la Proposicién 3.8.6 (ojo con la bola compacta). Estos
temas se expondran, con mucha mayor profundidad, en el tomo II.

3.9 Ejercicios

Ejercicios del texto

3.9.1. Mostrar que las normas definidas en 3.4.1 son, efectivamente, normas.

3.9.2. Consideremenos en C” las siguientes normas:
n
lz|l, = Z lzi] v |7l = IiIéE%X |z;| , paratodox e C",
1:1 n

que inducen en M,,(C) las sendas normas matriciales: Dada A € M,,(C),

[[Allloo = méx [lAz]loc y [l[Allh = max Az, -

lzlle =1 lllly =
Probar que estas normas pueden calcularse efectivamente mediante las férmulas:

[Allloo = méx [[Fi(A)[lr vy [[|Al[[L = méx [[C;(A)]1 -
i€l, i€l,

para toda A € M,,(C).
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3.9.3. Sea A € M, (C). Si N es una norma matricial en M, (C), mostrar que

p(A) = ff N(A™Y™  yque NA™Y™ N p(A) .

meN m— o0

3.9.4. Encontrar una matriz A € M,,(C)* tal que B = (]4;;])
que hay que buscar para n > 3.

¢ M,(C)". Observar

1,j€l,

3.9.5. Probar que, si A € M,,(C)*, entonces eZ' := (eA”' ) € M, (C)t .
1,7€ll,
. |[A*] A n : .
3.9.6. Si A € M,, ,,(C), entoces B = A 1A € Mu+m(C)*. Se suguiere aplicar 3.7.2

agregandole ceros a A para que quede cuadrada.

3.9.7. Sea A € M,, ,,(C) una contraccidn, es decir que ||Al|sp < 1. Probar que
1. A (I, — AAY? = (I, — A*A)Y/2A* € M,,,(C).
2. Las matrices

A (I- AA*)1/2 A —(I - AA*)1/2
(I _ A*A)1/2 _A* y (I . A*A)l/Q A*

son unitarias en My, (C).

3.9.8. Demostrar los 6 items de la Proposicién 3.8.4.

Ejercicios nuevos
3.9.9. Sea A € M,, ,,(C). Probar que, para todo k € L, , se tiene que

A) = 4 in ||Ax| =
su(4) = mix  min|Aa

in max ||Az]| .
dim S=k zEM;y

m
dim M=n—k+1
3.9.10. Consideremos los conjuntos Ri(n) = {T € My, (C) : tk T < k}. Mostrar que

A€ Mpm(C) = si(4) = TénRin |A—T| paratodokel, .

k—1
3.9.11. Mostrar que si A, H € My,,,(C), y rk H = k, entonces
sj(A) > sjqx(A+H), paratodo jel,j.

3.9.12. Mostrar que, para cualquier A € M,,,,,(C) y para cada k € I,,, vale que

<ij 7yj> ’

k
= 1

k
sj(A) = max
1 =

J

donde el maximo se toma sobre todas las k—uplas ortonormales x1,..., 2 € Y1 ,..., Yk
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3.9.13. Sean A, B,C € M,,(C) tal que ||Al|sp < 1. Se definen
Dy=I—-A"AY2 vy Dy =(I—AANHY2,
1. Suponiendo que ||A||sp < 1, verificar:
(a) Si K = D;'C* y L = D! B, entonces
KK* <1 (resp. LL* <1) <= A*A+C*C <1 (resp. AA*+ BB* <1).

-1 D,? —D,!AD !
A* I} -

(b) Demostrar que [I 4
-D;'A*D}! D,?
(c) Sea X € M, (C). Demostar que las matrices

I 0 A B I A 0 B
0 I C X A* T C* 0
A* B* I 0 y 0 ¢ I X
cr X* 0 I B* 0 X* I

son conjugadas y ambas positivas.
2. (Parrot) Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

: A B
(a) Existe X € M,,(C) tal que {C X] .

<1

b) [|[4 B]| <1yH[ }

3.9.14 (Fejer). Sea A € M,,(C). Probar que

AeM,(C)F = Z AijBi; >0 paratoda BeM,(C)"

1,j€Ln

3.9.15. Sea A € M, (C). Probar que
ReA € M,(C)Y = Re(4oB) € M,(C)" paratoda Be& M,(C)"
3.9.16. Sea A = {Aj}ren una sucesién en H(n) tal que, para todo k € N,
1. Agy1 < Ag (es decir que A es decreciente)

2. Existe B € H(n) tal que B < Ay (o sea que A es acotada inferiormente). Observar que
esto equivale pedir que la sucesién {||Ax||sp}ren sea acotada.
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Entonces existe A = inf A, = lim Ay € H(n). Es decir que A, —— A, que A < Ay, para
keEN keN k—oo

todo k € Ny que, si un C € H(n) es menor que todos los Ay, entonces también C < A.
Probar un resultado similar si A es creciente y acotada superiormente.

Se suguiere definir (Ax,x) = ;131%<Ak$’$> para cada x € C", y extrapolar a (Azx,y) usando
€

polarizacién. Otro argumento (bien finitodimensional) seria diagonalizar a todas, aplicar el
Teorema de Weyl 2.3.5 y usar que U(n) es compacto, para construir A y ver que el limite de
arriba camina, y que es un infimo por hipdtesis.

Pseudoinversas y proyecciones oblicuas

Definicién 3.9.17. Sea A € M,,(C). Se dice que una matriz B € M,,(C) es una pseudoin-
versa de A si verifica que ABA= Ay BAB = B.

Observacion 3.9.18. En algunos libros, las matrices que cumplen las condiciones de la
definicién anterior se denominan g-inversas reflexivas.

3.9.19. Sea S un subespacio de C™. Demostrar que todas las proyecciones oblicuas sobre &
poseen la siguiente representacién matricial: Dada Q € M,,(C), se tiene que

Q*=Q y RQ =8 <— existe X € L(S1,8) tal que Q= {I(‘)S )0(] SSL .
Ya que estamos, probar que [|Q[|?, =1+ || X2, .

3.9.20. Sea A € M, (C)
1. Probar que para cualquier pseudoinversa B de A se cumple que
(AB)? =AB , (BA*=BA , R(AB)=R(A) y kerBA=kerA.
2. Dadas dos proyecciones oblicuas (o no) P, Q tales que R(P) = R(A) y ker Q = ker A,
probar que existe una unica pseudoinversa B (de A) tal que AB=Py BA=Q.

Definicién 3.9.21. Dada A € M,,(C), se definen:

1. La pseudoinversa de Moore-Penrose At de A, como la tnica que cumple que las proyec-
ciones AAT y ATA € H(n) i.e., son ortogonales.

2. El médulo minimo reducido de A como:
Y(T) ;== min {||Az| : =€ ker A* |z|| =1} .
3.9.22. Sea A € Gl(n). Probar que, en ese caso, AT = A7y ~(A4) = HA*1||;]D1 .

3.9.23. Sea A € M,,(C). Demostrar lo siguiente:
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L (A7) = (A1) y (AT)f = A,
2. AT = A*(AA*)T.
3. Sea B € M,,(C) tal que
R(B)=ker At , kerAB=kerB y R(AB)=R(A).
Entonces (AB)t = BT AT,

3.9.24. Sea {A,} € M, (C) una sucesién de matrices que poseen el mismo rango. Suponga-
mos que {A,} —— L € M,,(C) y que L posee el mismo rango que las 4,, .
n—oo

1. Probar que A, —— LT,
n—oo
2. Dar un ejemplo de una sucesiéon {A,} —— L pero tal que {Af} % Lt
3.9.25. Sea A € M,,(C). Probar:

1. AT = lim A* (el + AA*) L
E—

2. At=a) (I-ad"A)"A" =a) A*(I - aAA*)" para cualquier 0 < o < 2/[|A]%,.

n=0 n=0

. Deducir que

3.9.26. Sea A € M,,(C)*. Probar que A = { B 3 } d

0 ker A

-1
AT:[Aé 8] fe(réi yque ~y(A)=min{A€o(A4): X#0}.

3.9.27. Sea A € M,,(C) tal que su descomposicién en valores singulares es A = WX(A)V*.

Expresar Af en funcién de W, X(A), y V. ;Qué relacién hay entre los valores singulares de
Ay los de At?

3.9.28. Dada A € M,,(C) demostrar las siguientes propiedades:
L. 7(A)? = y(A*A) = y(AA*) = y(A4)%
2. 7(4) = AT,
3.9.29. Sean A, B € M,,(C)*. Probar que A < B <= p(AB'") < 1.

3.9.30. Sean M € M,(C)* y un subespacio S C C" tales que M = [ ;* g
0 0 S+

Probar que X (M, S) = 0 C_B*AB | S
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3.9.31. Sean A € M,,(C)T y § C C" un subespacio. Dado x € S, se tiene que

<Z(A,S) m m >:inf{<Am m > : yGSL} .
T x xT x
3.9.32. Sean A € M,,(C)* y 8 C C" un subespacio. Entonces existen tinicos

FyGeM,C)F talesque A=F+G, R(FY*»CS y RG*)nS={0}.

Més aun, F =X (A4,8)yG=A-X(4,S) .

. . . . D B St
3.9.33. § C C™ un subespacio. Consideremos la casimatriz M = B+ 9 S - Sea
D B
— + . +
P(M,S)={X e L(S)* : { B x ] € M,(C)"} .

Probar que P(M,S) # @ siy sélo si R(B) C R(D'/?). Mas atn, probar que en tal caso
existe Xo = min P(M, S), e identificarlo.

Definicién 3.9.34. Dada una matriz A € M,,(C)™, consideraremos en C™ el pseudoproducto
interno (-, -) 4 definido por

(¢, y) 4 = (Az, y) , paratodopar z,y € C".
3.9.35. Sea A € M,(C)T y S un subespacio de C". Demostrar las siguientes propiedades:
1. §ta = A-1(SH) = A(S)*L.
2. T € M,(C) es A-autoadjunto siy sélo si TA = A*T.

3. El conjunto de las proyecciones A-autoadjuntas con rango S, que denotaremos

PA,S)={QeMy(C): @*=Q, AQ=Q Ay R(Q)=S}#2.

, probar que la

1
3.9.36. Sea A € M, (C)" y S un subespacio de C". Si A = [bci b] g

proyeccién P4 s definida por

1 afp] St
Py s = {0 0 } s € M, (C)
tisf P A i P4 sllsp = { sp -
satisface que P4, s € P(A, S) y encima || P4, s||sp Qegl(lg s 1Qllsp

3.9.37. Dada una un proyeccién @ € M, (C), no necesariamente ortogonal, construir una
matriz A € Gl(n)T de modo que @ resulte A-autoadjunta.



3.9 Ejercicios 65

3.9.38. Sea A € M,,(C). Dada una matriz W € Gl(n)*, demostrar que B = (A*WA)TA*D
es una pseudoinversa de A tal que AB es una proyeccién ortogonal respecto al producto
interno (-, )y, v BA lo es respecto al producto interno usual.

3.9.39. Dado T € M,,(C) y A € Gl(n)™T, encontrar una expresién para la Moore-Penrose de
T respecto al (-, -) ,.

3.9.40. Sean A, B € M,,(C). Encontrar C' € M,,(C), tal que

AC — B|ls,= mi ||AX — Bl .
|AC = Bllyy = min _[[AX - B,

n

ra reemplazar la norm r r alguna otr ncontrar ra di norma.
Ahora reemplazar la norma espectral por alguna otra NUI y encontrar C' para dicha norma
1. Qué conclusion puede sacar?, ; puede extender su conclusién para otras normas unitariamente
invariantes?.

3.9.41. Dadas A, B € M,,(C), se dice que A<" B si BA* = AA* y B*A = A*A. Demostrar:
1. A<"B < A'A=DBtAy AAt = AB'.
2. At = mix {BeM,(C): BAB =B, (AB)* = AB, y (BA)* = BA}.
3. Al = min {BeM,(C): ABA=A, (AB)* = AB, y (BA)* = BA}.

3.9.42 (Ljance-Ptak.). Sea E € M,,(C) una proyeccién oblicua. Si P,@Q € M, (C) designan

las proyecciones ortogonales al rango y nucleo de E respectivamente, probar que

1

IPQlsp <1y que [E|® = —mzms
: 1—[[PQIIZ,
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Capitulo 4
Mayorizacion

Es este capitulo expondremos las nociones basicas de mayorizacion, y su relaciéon con combi-
naciones convexas de permutaciones, matrices doblemente estocascticas y funciones convexas.
En la secciéon 3 mostraremos el teorema de Birkhoff que asegura que las matrices de per-
mutacion son el conjunto de puntos extremales de las matrices doblemente estocascticas. En
la dltima seccién introduciremos las propiedades basicas de la mayorizacién logaritmica.

4.1 Definiciones y caracterizaciones
Notaciones: Sea = = (21, ...,2,) € R™.

1. Notaremos z! y 2! a los vectores obtenidos al reordenar las coordenadas de z en forma
decreciente y creciente respectivamente. Es decir, por ejemplo, que

ml:méxwi xl—l—xl:méxxi—km» etc.
1 ¢ y T 2 = i

Por ejemplo, si z es el vector de autovalores de una matriz A € H(n), entonces se tendrd
que o' = pu(A) y 1 = \(A).

2. Denotaremos por 1 = (1,1,...,1) € R™, al vector con todas sus entradas iguales a uno.
Si hace falta aclarar el tamano, escribiremos 1,, .

3. Escribiremos traz = (z, 1) = > z; .
j=1

Con estas notaciones podemos dar la definicién de mayorizacion:

Definicién 4.1.1. Sean z,y € R™.
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1. Se dice que y mayoriza a x, y se nota z < y si se verifica que

k
try =trax, y ademds ijl < Zyjl para todo k € 1, . (4.1)
; =

k n—~k
2. Dado que Y ij =trz— ), acjl para todo k € I, , la relacién x < y equivale a que
j=1 j=1

k
try =trax, y ademds Zm; > Zy; para todo k € 1, . (4.2)
: =

3. Si sélo se cumple la segunda condicién (4.1) (o sea que se permite que trz < try), se
dice que z estd submayorizado por y y se nota <, y.

4. Si sblo se cumple la segunda condicién (4.2) (aca se permite que tra > try), se dice
que z estd supramayorizado por y y se nota z <" y.

Ejemplos 4.1.2.

a a a a
1. Sea z € R™ . Llamemos a = trz. Entonces — 1 = (f T 7) < x . En efecto,
n n’' n n
’ a
supongamos que existiera un k € I, tal que > x} < — . En tal caso,
i=1 n

3l

N\H

k n . (TL . k)(l n .
> @ = > i< — = dozi<a.
i=1 i=k+1 i=1

2. Siz € R, entonces z < (trz,0,...,0).

3. Sean z,y € R™. Si sucediera que = < y e y < x, entonces es facil ver que ! = y!. Por
lo tanto, x e y sélo difieren en una permutacién.

Existe una relacién muy estrecha entre las relaciones de mayorizaciéon y las matrices doble-
mente estocésticas. Notaciones: Sea A € M,, ,,(C).

1. Diremos A >0 si A;; > 0 para todo par i € I,, j € L,,. En otras palabras, A>0si A
tiene entradas no negativas. Ojo con el simbolito, no el lo mismo escribir

A >0 (entradas positivas) que A > 0 (semidefinida positiva) .

2. Si z,y € R™, pondremos x >y si se cumple que z; > y; para todo i € I,,. También
escribiremos que x > 0 si x € R+".
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Definicién 4.1.3. Una matriz A € M,,(R) se denomina doblemente estocdstica si
A>20 , trF;(A)=1 y trC;(A)=1 paratodoiecl, .

Al conjunto de matrices doble estocésticas en M,,(C) lo denotaremos DS (n).

Ejercicio 4.1.4. Sea A € M, (R). Probar que A € DS (n) siy sélo si
A0, Al=1 y A*1=1,

donde 1 = (1,1,...,1) € R™. Deducir que DS (n) es un conjunto convexo, y que dadas dos
matrices A, B € DS (n), entonces también AB € DS (n).

Observacién 4.1.5 (Matrices de permutacién). Sea n € N.
1. Llamaremos S,, al n-ésimo grupo simétrico, es decir
S, ={o:1, =1, : o esbiyectiva },
con el producto dado por la composicién de funciones.
2. Dados 0 € S,, y x € C", llamaremos Ty = (T (1) -+ To(n))-
3. Dada o € S,, , llamaremos P, : C* — C"™ al operador dado por
P,z =2,, z€C".

Es claro que esta funcién es lineal, por lo que pensamos a P, € M, (C) como su matriz
en la base canédnica.

4. Observar que, dado x € R”, existen 0,7 € S, tales que ! = P, z y 2! = P, x.
5. Dada o € S,,, las columnas de P, estan dadas por

Ck(Pg) = Po‘(ek) = (ek)o' =€o-1(k) kel, .

6. Dadas 0,7 € S,, , entonces P, P, = P,,, porque (z,), = Z,, para todo x € C".

7. El grupo Up(n) = {P, : 0 € S, } estd incluido en U(n), dado que cada P, es claramente
isométrico. Por lo tanto, para cada o € S,, , P,-1 = P! = P: = PI.

8. Por otra parte, también se tiene que Up(n) C DS (n). En efecto, dada o € S, ,
Cr(Py) =Ps(ex) =€y v Fr(Py)= Crw(PL) = C(P,y-1) = Eo(k) s (4.3)

para todo k € I,,. Otra forma de verlo es notando que P, 1 = PT 1 = 1. Més adelante
veremos que Up(n) es ni més ni menos que el conjunto de puntos extremales de DS (n).
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9. Dadas A € M,,(C) y P, € Up(n), para cada k € I, se tiene que

Fk(PJA) = Fa(k) (A) ) Ck(APU) = Cafl(k) (A) y d (PUAP:) =d (A) (44)

o

En efecto, para todo i € I,,, tenemos que C;(P,A) = P,(C;(A)) = C;(A),. Luego
(PsA)ki = Ag(r)i » Para todo i € I, . Esto prueba la primera igualdad.

La seguna sale aplicando la de las filas a (AP,)T = P,-1 AT, La de las diagonales sale
porque cada

(Po AP )k = (P APj e ser) = (AP; ek, Pyer) = (Aeomy , €o(k) = Ao(k)o(k) -

En resumen, multplicar por P, a izquierda permuta las filas, hacerlo a derecha permuta
las columnas (con o~ 1), y conjugar con P, permuta la diagonal de las matrices.

Teorema 4.1.6. Sea A € M, (R). Luego se tiene que

AeDS(n) <= Ax <z paratodor € R" .

Demostracion. Supongamos que Az < x para todo x. Sea & = {e1,...,e,} la base canénica
de C". Para cada i € I, , se tiene que C;(A) = Ae; < ¢;. Esto implica que A >0y que

l=tre; =trAe; =trC;(A) para todo i €1, .

Por otra parte, sabemos que A1 < 1. Pero por el Ejemplo 4.1.2, como todas las coordenadas
de 1 son iguales, deducimos que 1 < A1. Y como no vale la pena permutar al 1, queda que

1=A1 = (tr Fy(A),... tr Fp(A)) .

Reciprocamente, supongamos que A € DS (n) y llamemos y = Axz. Queremos probar que
y < x. Se puede suponer que las coordenadas de x y de y estdn ordenadas en forma decreciente,
porque si P, @ € Up(n) son matrices de permutacién (ver Observacion 4.1.5), entonces QAP €
DS (n) (por el Ejercicio 4.1.4). Por otra parte, como y = Az,

k k n n k
Zyj = ZZ Qj; T; = Z (Zaﬁ)xi para todo kel, . (4.5)
j=1 j=1i=1 i=1  j=1
k
Fijemos un k € I, . Si para cada ¢ € I, llamamos ¢, = > a;;, entonces
=1

n k
OgtigtrCi(A)zl y Zti:ZtI‘Fi(A):k.
i=1 j=1
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Luego, aplicando la Eq. (4.5),

k k n k
PRI ZZ@W sz D tiwi— )
j=1 j=1 i=1 i=1

j=11i=1

= Ztimi—in—i—(l@—Zti)ggk
k
= thmt Z tim; — Zaﬁl—l—k‘xk—Zt T — Z tiz,
i=k+1 i=k4+1
= Zt—l xl—kak—thk—kZ i — 1)
i=k-+1

k
= Z a:z—&-Zl—t Tr + Z i — Tk)

=1 i=k-+1

k n
= Y (ti—1)(zi—ap)+ > ti(wi—ax) <0,

i=1 i=k+1

pues los dos sumandos del ultimo renglén son sumas de términos no positivos. Por lo tanto
Z y; < i x; paratodo k € I, . Por tltimo, observar que la Eq. (4.5) muestra quetry = trz
J(;;ra k i:é, todos los t; = tr C;(A) = 1). Asi, llegamos a que Az =y < .
Ejemplo 4.1.7. Como motivacién del siguiente resultado, supongamos que
z,y €R®  cumplen que y=(y1,y2) <z = (1,22), Y1 >2y2 ¥y 1 > 73 .
En este caso, esto significa que
Tp<Y2Sy1 ST yque Yy +Y2 =1+ 22

Luego, debe existir un A € [0, 1] tal que y1 = Azy + (1 — A\)z2. Entonces,

Yo=uy1+y2 —y1 =21+ 22—y =21 + 22 — Az + (1 — N)aa)
=(1-Nz1+ Azg .

y por lo tanto y = (y1,y2) = AM@1,22) + (1 — A)(2z2,21) = Ax + (1 — A\) P, x, donde T € S es
la permutacién no trivial.

Teorema 4.1.8. Sean z,y € R™. Entonces, son equivalentes:
1. y<z.

2. y es una combinacion convexa de permutaciones de x.
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3. Existe A € DS (n) tal que y = Ax.

Demostracion. Como DS (n) es convexo y Up(n) C DS (n), obtenemos que 2 = 3. Por el
Teorema 4.1.6 se tiene que 3 = 1. Luego, solo resta probar que 1 = 2. Lo haremos por
induccién sobre la dimensién n. Para n = 1 es trivial y el caso n = 2 fue probado en el
Ejemplo 4.1.7. Sea n > 2. Sin perdida de generalidad podemos suponer que los vectores
estan ordenados en forma decreciente. Luego, =, < y, < y1 < x;. Sea k > 1 tal que
2 <y < zp—1 y A >0tal que y3 = Az + (1 — Nz, Sea 7 € S, la trasposicién que
permuta 1 con k. Luergo P, € Up(n) verifica que

PTJ::(-Tk,l'Q,---,fEk_l,xl,karl,---73371) .
Definamos z = Az + (1 — A\) P, x. Observar que z; = Ax; + (1 — A) zp = y1 . Sean
v =, un) Yy 2 =(22,...,20) ER"L.

Vamos a probar que 3’ < 2’: Como z; = y; y tr 2 = tr x = tr y, se deduce facilmente que
tr(y’') = tr(2’). Sim <k — 1, entonces, como y; < xp_1,

Zzi = sz > (m—1Dzp_1 > (m—1)y > Zyz .
i=2 i=2 i—2
Por otro lado, si m > k.
m k—1 m
Zzi = in—i— (I=XNay + \xg + Z x;
i=2 i=2 i=k+1

in —Arp — (1 — Nz,

9

Il
-

m

Yi -
2

|
.MS

Il
—

m
wi—ylzzyi—ylz
i=1 %

K2

S
Luego 3/ < 2'y, por hipdtesis inductiva, y' = > p; Py, 2’ para ciertos p; > 0 que suman uno, y

i=1
para ciertas permutaciones o; € S, _1 (pensadas como biyecciones del conjunto {2,3,...,n}).
Llamemos también o; € S,, a la extensién de cada permutacién o; a todo I,,, poniendo

S
0;(1) = 1. Luego, como z; = y1 , se tiene que y = Zl wi Py, z. Pero entonces
iz

y:iMzPU,Z:zs:)‘,uzpalx'i_zs:(l_)‘)ﬂzpmprx7
i=1 i=1 i=1

que es una combinacién convexa de permutaciones de x.
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Observacion 4.1.9. Un error tipico al tratar de demostrar mayorizacién entre dos vectores,
es olvidarse de ordenarlos antes de sumar sus “primeras” k coordenadas. De hecho, esto
sucede en la prueba anterior con los vectores 2z’ e y’. Por suerte no es grave en este caso,
porque 2’ esté del lado de “los mayores”, y lo grave es no reordenar del lado de “los menores”.
Maés explicitamente, si z,y € R™, como

k k
i=1 i=1
es imprescindible ordenar a y para verificar que y < x, pero no para verificar que < y. En

la prueba de la relacién i’ < 2/, el vector ¢’ ya venfa ordenado correctamente.

Corolario 4.1.10. Sean w,z € R™ tales que w < z, y sean x,y € R* tales que x < y.
Entonces los vectores (z,w), (y,z) € RF*™ cumplen que (z,w) < (y, 2).

Demostracion. Por el Teorema 4.1.8, existen A € DS (k) y B € DS (m) tales que Ay =z y

Bz = w. Pero si consideramos

A 0
c=|0 5 |eMunc
es facil ver que C € DS (k+m) y que C(y, 2) = (z,w).

Lema 4.1.11. Sean z,u € R™ tales que x <wu. Entonces se tiene que

aclgul y T <yp U .

Demostracion. Es claro que x% = méxr; < maxu; = u% Si ambos méaximos se alcanzan
i€el, iel,
en la misma coordenada de x y de u, un argumento inductivo permite concluir que z! <wu!.

Sind, supongamos que m{ = zj;, mientras que u{ = u;. Sillamamos y € R™ al resultado de

permutar las cordenadas k y j de x, sigue pasando que y < u, porque
Yj = T S up < u% = u; mientras que Y =x; < x{ =xr < U .
Por el caso anterior, 2t = y! <u!, y por lo tanto = <, u.

Proposicion 4.1.12. Sean x,y € R"™. Entonces

T<pyY = existe u € R™ tal que x<u <1y

Demostracion. Antes que nada, es claro que si el tal u existe, entonces x <,, y (por el Lema
4.1.11 y la transitividad de <,, ). Para probar la reciproca, podemos asumir que trz < try,
porque sind basta tomar u = z. Asumiremos también que x e y estdn ordenados en forma
decreciente, dado que una ves encontrado el u para este caso, luego se lo puede reordenar
igual que a x, lo que preserva la relacién r < u y no afecta la relacién u < y.

Se hard induccién sobre n. Sin = 1, el resultado es trivial (en ese caso < significa igualdad,
y < equivale a <). Sin > 1, cosideramos dos casos:



74 Mayorizacion

k k
Caso 1: Supongamos que existe k € I,,_1 tal que > x; = > y;. En tal caso, llamaremos
i=1 i=1
a=(x1,...,21) y b= (y1,...,yr) € RF. Como z e y estan ordenados, es claro que a < b.
Por otra parte, si llamamos w = (T41, .-, Tn) Y 2 = (Yrt1s-- -, Yn) € R"7F es también claro

que w <4, 2z, porque estan bien ordenados y, si r € I,,_j , entonces

k+r k+r

r s
Zzi—zwizzyi—zxizo-
i=1 i=1 i=1 i=1

Ahora bien, por hipétesis inductiva, debe existir v € R"* tal que w < v < z. Entonces basta
tomar u = (a,v) € R™ que cumple lo pedido, porque = = (a,w) <(a,v) = u. Por otra parte,
como a < by v < z, el Corolario 4.1.10 dice que u = (a,v) < (b, 2) = y.

k

k
Caso 2: Supongamos que d = ]rcmﬂn { Syi— > xi} > 0, y que se realiza en cierto ky € I, .
€ln Li=1 i=1

Tomemos v = x + d ey, es decir que agrandamos en d la primera coordenada de x. Observar
que v estd ordenado decrecientemente, por estarlo x. Por ser d quien es, es claro que z<v y
que v <, y. Pero claramente v cae en el Caso 1 (sumando hasta kg, y si ko era n, bingo).
Entonces existe u € R™ tal que x <v<u < y.

Ejercicio 4.1.13. Probar que, dados z,y € R™, entoncecs

1. z<,y siy sélo siexiste v € R™ tal que z < v<y.

2. x <"y siysoélosi —y=<, —z siy solosiexiste w e R" tal que y>w < z.

4.2 Mayorizacion y funciones convexas

Dado I C R, una funcién f : T — R, y un vector x € I, notaremos por

f(l‘) = (f(xl)v"'7f(xn)) € R"™.

Por otra parte, cuando I es un intervalo, decimos que f es convexa si, dados a,b € 1y
A € [0,1], se cumple que

f(Aa+ (1 =X)b) < Af(a)+ (1 —X)f(b).
La funcion f se dice concava si —f es convexa.
Teorema 4.2.1. Sean z,y € R". Sea I C R un intervalo (semirrecta o todo R) tal que
x,y € I". Entonces, son equivalentes:

1. y<z

2. trf(y) <trf(z) para toda funcién conveza f:1— R.
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n n
3. ZL% —t| < Z|xz — t| para todo t € R.

i=1 i=1
Andlogamente, son equivalentes
1. y=<yx (submayorizacion)

2. tr f(y) < trf(x) para toda funcion f:1— R convera y no decreciente.

n

3% Z(yz -1t < Z(Il — )" para todo t € R.
i=1

i=1

Demostracion. Solo probaremos la primer parte, puesto que los argumentos para probar
la segunda son similares (para 17 — 2’ se aplica 1 — 2 y la Proposicién 4.1.12, que serd
util para funciones no decrecientes). Supongamos que y < x. Entonces, por el Teorema

S
418,y = Z/\ipm () para ciertos A; > 0 que suman uno, y para ciertas o; € S,,. Luego
i=1

f( ZS: AiPy,x) < ZS: Aif (Ps,x) (en cada coordenada), y
i=1 i=1

1=

tr f(y) = trf( i)\iPaix) < tri)\if(Pgix) = i)\i tr P,, (f(ac)) =tr f(x) .
i=1 i=1 i=1

La implicacién 2 — 3 (respectivamente, 2’ — 3') se deduce de que la funcién x — |z — |
(resp. x — (x —t)*) es convexa (resp. convexa no decreciente) para todo t € R.

Probemos 3 — 1. Supongamos que los vectores = e y estan ordenados de forma decreciente
(ni 3 ni 1 depende del orden de las coordenadas). Sean M = méx{z1,y1} y m = min{z,,y,}.
Tomando ¢t > M, se tiene que

n n n
Dlyi—tl=> t—yi=kt=> ui,
i=1 i=1 i=1

y lo mismo para z. Luego la desigualdad 3 para estos valores de ¢ implica que trz
Andlogamente, la desigualdad 3 para valores de t tales que ¢ < m implica que try
Luego trx = try. Por otro lado, dado = € R, se tiene que 22" = x + |z|. Luego

try.
trx.

ININA

n

n n n
QZ(%*UJF :Z(yi*t)JrZhJi*ﬂ :try—nt+2|yi—t|
i=1 i=1 i=1

i=1

n n n
Strx—nt—&—Z\xi—ﬂ =Z(azi—t)—|—2|a:i—t|
i=1 i=1 i=1

n

=2 (z;—t)".

i=1
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Deducimos que basta probar 3 — 1’. Fijemos k € I, . Tomando t = xy, resulta que

n

k k
dwi—t)F=> (& —t)" = Zz —kt .

=1 i=1

Por lo tanto

k k k i
DSowi—kt=3 (i-0<> (-0 <Y -0t
i=1 i=1 i=1 i=1

n k
< Z(% )t = sz — kt,
i=1 i1

k k

lo cual muestra que Z Yy < Zwl .
i=1 i=1

Corolario 4.2.2. Sea I C R un intervalo. Sea g : I — R una funcién convexa (resp. convezra
creciente). Entonces, dados x,y € 1",

z=<y (resp. x<wy) = g(@)<wg(y)
En particualr x <y = |x| <y |y|, y también x <, y = a7 <, yT.

Demostracion. Sea f: R — R convexa no decreciente. Es facil ver, entonces, que f o g es una
funcién convexa. Por el Teorema 4.2.1, si x < y, entonces

tr f(g(z)) =trfog (z) <trfog (y) =trf(g(y))-

Pero por el mismo Teorema (en su segunda parte), como lo anterior vale para toda f : R — R
convexa no decreciente, deducimos que g(z) <, g(y).

Si g es creciente y & <, y, por el Corolario 4.1.12 existe u € R" tal que x <u < y. Luego,
por el caso anterior, g(x) < g(u) <, ¢(y). Para concluir que g(z) <., g(y) basta aplicar el
Lema 4.1.11.

Corolario 4.2.3. Sean z,y € R", tales que x > 0 e y > 0. Entonces, se tiene que
n n
i=1 i=1

Demostracion. Sea g(t) = —logt, que es una funcién convexa (pero decreciente), definida en
I = (0,+00). Por el Corolario 4.2.2, si x < y, entonces g(z) <., g(y). En particular,

—1Ogﬁl‘i = —ilogxi < —znjlogyi = _1Ogﬁyi ,
=1 =1 =1 =1

n n
de lo que se concluye que [] x; > ] v: -
i=1 i=1
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4.3 Birkhoff, Hall y los casamientos

El objetivo de esta seccién es probar el teorema de Birkhoff que asegura que Up(n) es el
conjunto de puntos extremales de DS (n) y por ende (ya sea por el teormea de Krein Millman,
o porque va a salir a mano), que toda A € DS (n) es combinacién convexa de matrices
de permutaciéon. Observar que este hecho va a explicar una parte del Teorema 4.1.8. La
herramienta clave, en funcién de poder probar lo anterior inductivamente, son dos resultados
combinatorios que son interesantes por si mismos: El teorema de los casamientos de Hall, y
el criterio de Konig-Frobenius sobre existencia de diagonales sin ningin cero para matrices.
Empecemos con las “notaciones” para los casamientos:

Sean V = {v1,...,vn} y M = {mq,...,m,} dos conjuntos de n elementos. Pensaremos que
V es un conjunto de varones (humanos) y M de mujeres. Dada una relacién C C V x M,
diremos que v; “conoce a” m; (puede usarse tambien “tiene onda con”, o “gusta de”) si
(v;,m;) € C. El llamado problema de los casamientos (PC) consiste en encontrar condiciones
sobre C' que aseguren que exista f : V' — M biyectiva, tal que Gr(f) C C. Si pensamos que
cada v se casa con f(v), el problema se traduce a poder casar todos los varones de V' con
mujeres de M (sin bigamia) y que todas las parejitas sean felices (se gusten mutuamente).
Para describir esas condiciones pongamos un poco de notaciéon: Dado J C I, , llamaremos

Vi={vj:jed} y My={myeM:(v;,m;) € C paraalgin jec J}

= { chicas conocidas por algin muchacho de V;} .

Es claro que esta notacién es machista, pero en la época de Hall nadie cuestionaba esas cosas.
Observar que My = mp([Vy x M] N C), donde 7 es la proyeccién sobre M. Como siempre,
se abrevia M; = M, . Es evidente que si el PC tiene solucién, debe cumplirse que [M ;| > |J|
para todo J C I, , porque f(V;) deberia estar incluido en M;. Pero mucho menos claro es
que vale la reciproca:

Teorema 4.3.1 (El problema de los casamientos de Hall). El PC tiene solucidn para una
relacion C CV x M si y sdlo si

|My| > |J|  paratodo JCI, . (4.6)

Demostracion. Probaremos la suficiencia por induccién sobre n. Todo es ficil si n = 1 (ese
es el problema de la pareja de ndufragos). Si n > 1, separemos dos casos:

Caso 1: Supongamos que tenemos una condicién mejor que (4.6), a saber,
IM;| >|J|+1 paratodo JCI,, 0#J#L,. (4.7)

En tal caso fijamos al vago v, de V' y lo casamos con una chica que conozca (m; € M, , o
sea que (n,j) € C). Veamos ahora que, si J =1I,,_1, los conjuntos V; y M \ {m;} cumplen
la condicién (4.6) (para aplicarles la HI). En efecto, notar que si I C J, entonces la Eq. (4.7)
asegura que [M;N M\ {m;}| > |[M;| —1 > |I|. En otras palabras, dados k de los muchachos
restantes, entre todos deben conocer al menos k chicas todavia solteras. Por HI, tenemos una
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biyeccién entre V; y M\ {m;} con grafico contenido en C, que se puede extender, mandando
n+— j, a todo V sobre todo M.

Caso 2: Si existe un J C I, tal que
Q#J#Hn y |MJ|:|J‘:k<nv (48)

por HI podemos definir una biyeccién f; : V; — My con Gr(f;) C C. Por otra parte, por la
igualdad (4.8), es facil ver que los conjuntos que quedan, Vje y M \ M; cumplen también la
condicién (4.6). En efecto, si I C J¢ tiene |I| = 7, observemos que Myy; \ My = M\ M,
(las que no conocen los de J deben conocerlas los de I). Pero

|[Mrog \ My| > |Mpos| — | My| > (r+k)—k=r.

Luego |M7\ M;| > r = |I|. Otra forma de verlo es la siguiente: casamos k pibes que conocian
justo k chicas. Dados 7 de los solteros, junto con los casados conocian al menos k + r chicas,
por lo que los r solteros conocian ellos a todas las solteras de este grupo (por lo menos r),
porque los k novios solo conocian a las k que se casaron con ellos. Aplicamos nuevamente la
HI para definir otra biyeccién fo : Vje — M\ M, también con gréfico dentro de C. Pegando
ambas funciones, encontramos la biyeccién buscada.

Definicién 4.3.2. Sea A € M,,(C).

1. Dada o € S,,, llamamos al vector (ai5(1), - -, Gne(n)) Una diagonal de A. Notar que las
diagonales tienen exactamente un elemento de cada fila y uno de cada columna de A.

2. Decimos que A tiene una diagonal sin ceros si alguna de las diagonales antes definidas

tiene todas sus coordenadas no nulas.

Corolario 4.3.3 (Ko6nig-Frobenius). Sea A € M,,(C). Entonces son equivalentes:

1. Toda diagonal de A tiene ceros.

2. Euxisten subconjuntos I,J C 1, tales que |I| 4+ |J| > n y la submatriz Ay = 0, es decir
que a;; = 0 para todo par (i,7) € I x J.

Demostracion. Consideremos los conjuntos M =V =1, y la relacién
C = {(Z,]) € Hn X Hn LAy # O}

Es claro que A tiene alguna diagonal sin ceros siy solo si el PC tiene solucién para la relacién
C. Que A no tenga ninguna diagonal sin ceros equivale, por el Teorema 4.3.1, a que exista
I C1, tal que |M;| < |I| = k. Observar que

K:=I,\M;={je€l,:a;=0 paratodo ie€l}

es el mayor de los conjuntos J de indices tales que A;; = 0. Ademds, si |K| = r, entonces
k+r>n siysdlosin—r=|M| <k.Y esto concluye la prueba.
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Corolario 4.3.4. Si A € DS (n), entonces A debe tener alguna diagonal sin ceros.

Demostracion. Supongamos que no. Reordenando filas y columnas de A (multiplicando por
matrices de permutacion) podemos suponer, por el Corolario 4.3.3, que existen k,r € I, tales
que k+7r>nyquea; =0siie€l,yjel,. En otras palabras, que existen P,Q € Up(n)
tales que

PAQ — { Deer [B)]EDS(n),

donde Ogx, es la matriz nula de M, ,.(C). En tal caso, las k filas de B deben tener traza uno,
lo mismo que las r columnas de C. Pero entonces la suma de todas las entradas de PAQ (las
de D son no negativas) deberfa sumar estrictamente més que n. Pero esto contradice el hecho
de que PAQ € DS (n).

Teorema 4.3.5 (Birkhoff). El conjunto de matrices doble estocdsticas DS (n) es convero y
sus puntos extremales son el conjunto Up(n) de matrices de permutacion. Es decir que toda
A € DS (n) es combinacion convexa de matrices de permutacion.

Demostracion. Es facil ver que si P € Up(n), entonces es extremal en DS (n). Luego basta
ver que toda A € DS (n) es combinacién convexa de matrices de permutacion.

Sea A € DS (n). Notaremos k(A) = [{(i,7) € I, x I, : a;; # 0}|. Probaremos el resultado
induccién en k(A). Observar que n < k(A) < n? y que k(A) =n siysélosi A € Up(n), por
lo que lo afirmado es trivial en este caso. Supongamos que k(A4) > n.

Por el Corolario 4.3.4 existe 0 € S,, tal que a;,;y > 0, para todo i € I,,. Sea P =
P, € Up(n) la matriz asociada a la permutacién o. Por la Eq. (4.3), P;; # 0 siy sélo si
j=o0(i). Sea a = ml];n ;s (;)- Notar que, por el hecho de que k(A) > n, se debe cumplir que

1elly
A—aP
—a
A =aP + (1 —a)B, y se aplica la hipétesis inductiva, ya que k(B) < k(A). En efecto, si
a;j = 0, entonces P;; = 0, por lo que también b;; = 0. Esto dice que k(B) < k(A). Por otra
parte, si a = a;,(;) 7 0, entonces b;,(; = 0, con lo que k(B) < k(A) como se afirmé.

0 < a < 1. Es facil ver, entonces, que B = € DS (n). Finalmente, se observa que

Observaciéon 4.3.6. El Teorema de Birkhoff estd intimamente relacionado con el Teorema
4.1.8. Sin embargo, no se implican mutuamente. En efecto, el Teorema 4.3.5 da como novedad
la implicacion 3 = 2 del Teorema 4.1.8. Pero esta salia implicita por el rulo de augella
prueba, y el Teorema 4.3.5 no dice que si y < x entonces haya una A € DS (n) tal que Az = y.
Mirandolos ahora al reves, la implicaciéon 3 = 2 del Teorema 4.1.8 dice que para cada
z € R™, hay una combinacién convexa de permutaciones que hace, en ese z, lo mismo que
hace A. Pero no que haya una que sirva para todos los z a la vez.
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4.4 Mayorizacion logaritmica

Definicion 4.4.1. 1. Sean z,y € R . Escribiremos z <, y  si

log

yzl para todo kel, . (4.9)
1

I+ <

k k
=1 i=

n n
2. Si x,y > 0, escribimos © < y si se cumple que z <, y, y ademds [ z; = [] v: -
i=1

log log i=1

Observacién 4.4.2. Sean z,y € R ". Siz < y entonces, como en el caso de la mayorizacién

log

comun, se cumplen desigualdades invesas para las entradas mas pequenas de x e y. Es decir,

n

szl > I_Iyll para todo ke, . (4.10)
i—k i—k

Esto no vale si solo = <, y, porque usa la igualdad de los productos hasta n.

log

Proposicién 4.4.3. Sean z,y € R .

1. Six <y y, entonces P <, y?  para todo pe€ R,

log

2. Six,y >0, entonces x < y implica que P <, y? para todo p € R .

log

Demostracion.

2. Supongamos que > 0 e y > 0. Luego z < y implica que logz < logy. Como la
log

funcién t — eP! es convexa para todo p € R, deducimos lo afirmado en el item 2. a
partir del Corolario 4.2.2.

1. Six,y € R™ y x <y v, supongamos que x e y estan ordenados en forma decreciente.
log

Observar que, si k1 = max{j € I,, : z; > 0}, entonces la condicién (4.9) implica que
Yk, > 0. Podemos suponer, entonces, que k1 = n, porque las desigualdades que definen
la relacién zP <., yP seran automaéticas para k > ki . Estamos casi en el caso anterior,
dado que la tnica diferencia es que tenemos logx <, logy en lugar de logz < logy.
Pero esto es suficiente si suponemos que p € R, , porque en tal caso se tiene que la
funcién ¢ — eP? es convexa creciente, y se aplica nuevamente el Corolario 4.2.2.

Observacion 4.4.4. 1. El caso més usado de la Proposicién 4.4.3 es cuando p = 1. Es
decir que, si 2,y € R, entonces z <, y implica z <., y. Esto serd sumamente util

log
cuando se lo aplique a desigualdades con valores singulares de matrices, usando técnicas
de productos alternados. Observar que, en este caso, el Corolario 4.2.3 nos dice que, si
hubese quedado =z < y, debia cumplirse que z < y.
log
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2. Por otra parte, la Proposicion 4.4.3 se puede generalizar, sin cambiar la prueba, si
remplazamos las funciones f(t) = t* por cualquier funcién f : R, — R tal que la

aplicacién t — f(e?) resulte convexa (o convexa creciente). Notar que,
demostrado, se usaba esa propiedad para la funcién ¢ — (e!)? = eP?.

4.5 Ejercicios

Ejercicios del texto
4.5.1. Sea A € M, (R). Probar que A € DS (n) siy sélo si

A>0, Al=1 y A*1=1,

en el caso

Deducir que DS (n) es un conjunto convexo, y que dadas dos matrices A, B € DS (n), entonces

también AB € DS (n).
4.5.2. Probar los 9 items de la Observacién 4.1.5.

4.5.3. Probar que, dados =,y € R"™, entoncecs
1. <,y siy sélo siexiste v € R" tal que x < v <.

2. x <"y siysolosi —y=<, —z siy solo siexiste w € R" tal que y > w < .

Ejercicios nuevos

4.5.4. Sea x € R". Probar que

(pzl =min {|lyli +kl|z|c : 2 =y+2} paratodok €I, .

-

i=1

4.5.5. Sean x,y € R™. Demostrar las siguientes propiedades:
1. z <y siysodlosiz <, yjunto con z <V y.
2. Si a > 0, entonces

T=<pyY = arx <pay y <"y = ar<"ay.

3. T <=y Yy = —z <Y -y

4. Para cualquier a € R no nulo, se tiene que z < y < ax < ay.
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4.5.6. Una transformacion lineal A en C" se dice que preserva positividad si lleva vectores
de coordenadas no negativas en vectores de coordenadas no negativas. Se dice que preserva
la traza si tr Az = tr x para todo x. Se dice unital si A1 = 1.

Dada A € M, (C), probar que A € DS (n) siy sélo si la transformacién lineal A preserva
positividad, preserva la traza, y es unital. Mostrar que A preserva la traza siy sélo si A* es
unital.

4.5.7. Sea A € DS (n) .
1. Sea z € R™. Si |z| = (|z1],...,|zn|), demostrar que

|Az| < A(|z]) (< significa coordenada a coordenada) .

2. Demostrar que 1 € 0(A) y que 1 admite un autovector de coordenadas positivas.
3. Demostrar que 1 = p(A4) = || 4|sp -
4.5.8. Sean z,y € R™. Probar que
Lat+yl <z+y<at+yh
2. Six,y € R?}, entonces ztoyl <, zoy <, ! oyl
3. Siz,y € R, entonces (z,y) < (z +y,0) en R*".
4. Probar que son equivalentes

a. T <pyY
b. Existe w € R" tal que z < w < y.

4.5.9. Sea f: R, — Ry céncava y tal que f(0) = 0. Probar que:
1. f es creciente (jes continua?).
2. Sic¢,d € Ry, entonces f(c+d) < f(e) + f(d).
3. Sixz,yeRY,
r=y = > f@)= f)

i€l i€l,
Mas aun, la misma desigualdad sigue valiendo si z <% y.

4. Siz,y € R",
Dz ul) <0 fml) + D Fwil) -
iel, ij i€l,
4.5.10. Sean z,y,u € R" tales que sus coordenadas estan ordenadas en forma decreciente.
Probar que:

L=<y = (z, u)<(y, u).

2. Si solo pedimos que x <,, y pero tenemos que u € RY , entonces (z, u) < (y, u).



Capitulo 5

Mayorizacion de autovalores y
valores singulares

En este capitulo estudiaremos numerosas apariciones de relaciones de mayorizacion entre vec-
tores reales asociados a matrices, particularmente a vectores de autovalores, de valores sin-
gulares y a diagonales de matrices. Mostraremos el teorema de Schur-Horn, que caracteriza
todas las posibles diagonales de matrices en la érbita unitaria de una matriz A € H(n) como
aquellos vectores d € R™ tales que d < p(A). Luego nos concentraremos en una caracterizacion
de las normas unitariamente invariantes, y daremos un criterio para mostrar desigualdades
para cualquiera de esas normas, en términos de mayorizaciéon débil de vectores de valores
singulares. Después daremos numerosas propiedades relacionadas con la mayorizacién apli-
cada a matrices autoadjuntas, que seran herramientas imprescindibles para atacar distintas
desigualdades en los siguientes capitulos. Culminaremos con una prueba bastante reciente y
asombrosamente simple del famoso teorema de Lidskii, sobre relaciones de mayorizaciéon entre
vectores de autovalores de restas de matrices autoadjuntas, lo que da un expectacular avance
sobre el teorema de Weyl 5.1.6, que hace lo mismo con las sumas.

El teorema de Lidskii fue particularmente famoso porque fue anunciado sin dar detalles de
la prueba (en los afios 60). Esto generd polémicas, que dieron lugar a numerosas demostra-
ciones independientes (en el libro de Bhatia [3] aparecen cuatro, todas bien complicadas).
Sin embargo, la que presentamos aqui (debida a Chi-Kwong Li y R. Mathias [28]) es par-
ticularmente simple, y usa como tinica herramienta importante el teorema de Weyl, que por
muchos anos fue considerado escencialmente mas débil. Finalizaremos dando algunas de las
importantes aplicaciones del Teorema de Lidskii.
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5.1 Aplicaciones a matrices Hermitianas

Teorema 5.1.1 (Teorema de mayorizacién de Schur 3). Sea A € H(n). Recoredemos la
notacion d (A) = (a11,...,ann) € R™. Entonces, se tiene que

d(4) < A(A).

Demostracion. Para demostrar que d (A) < A(A4) vamos a probar que d (A) = B A(4), para
cierta B € DS (n). Como A € H(n), si D = diag (A(A)), existe U € U(n) tal que A = U*DU.
Mediante cuentas elementales de matrices, se puede verificar que cada entrada de A tiene la
forma: dados i,j €1, ,

n n
a;j = E UpiAkUg; ,  en particular, a; = E /\k|u;ﬂ-|2.
k=1 k=1

Consideremos ahora la matriz B = (Juj;|?);; que, por ser U unitaria, cumple B € DS (n).
Ademas

n 2
a2 e ] T | A
BXA) = : : = : =d(4).

|U1n‘2 |u7m‘2 An

M=

|[Un |2 Ak

k=1

Luego, el Teorema 4.1.8 completa la demostracion.

Observacion 5.1.2. Otra demostracién del Teorema mayorizaciéon de Schur puede hacerse
por induccién, aplicando el Teorema de entrelace de Cauchy 2.4.2. Para ello basta reordenar
la diagonal de A, conjugandola por una matriz de permutacion como se hace en la Observacién
4.1.5, lo que no cambia sus autovalores.

Observacién 5.1.3. La matriz B = (|uj;|?);; € DS (n) que aparece en el teorema anterior
(para cierta U € U(n) ), es un tipo especial de matriz doble estocdstica. A tales matrices se
las llama ortoestocéasticas. Este simpatico nombre, que proviene de construir elementos de
DS (n) a partir de matrices unitarias (que en el caso real se llaman ortogonales), estd bien
elegido porque no toda matriz A € DS (n) tiene la suerte de provenir de una matriz unitaria.

1 10
Por ejemplo A=—-| 1 0 1 | € DS(3), pero no es ortoestocastica, porque no hay modo
011

de que sus columnas provengan de vectores ortogonales.

Como corolario del Teorema mayorizacién de Schur, encontramos una nueva caracterizacién
para los autovalores de una matriz Hermitiana. En este caso, para la suma de los k-primeros.
Proposicién 5.1.4 (Principio del Maximo de Ky Fan). Sea A € H(n). Entonces

k k
Zuj(A) = méx Z(Amj &), para todo k €1,
j=1

Jj=1
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donde el mdzimo se toma sobre todas las k-uplas ortonormales {x1, ...,z } en C™.

Demostracion. Fijemos k € 1. Sea {z1,...,2x} una k-upla ortonormal cualquiera. Sea
U € U(n) tal que sus primeras k columnas sean los vectores dados. Sea B = U*AU. Luego

k k k k
w(B) =u(A) y Zb Z Be; ,e;j) Z(AUej,Uej> :Z(ij,xj> .
j=1 j=1 Jj=1 Jj=1
Pero, por el Teorema de mayorizacién de Schur 5.1.1, se tiene que
k k k k k
> (Awja) =) by Z (B); <> mus(B) =D u;(A) .
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Para ver la otra desigualdad, tomemos B = {v;,...,v,} una BON de C" adaptada a u(A).
Luego {v1,...,v;} es una k-upla ortonormal y

k k k
maXZ Az, xj) ZZAUj7Uj>:Z<,Uj(A) vj,vj>:Zuj(A) ,
Jj=1 Jj=1 j=1

S

Jj=1
como queriamos demostrar.

Ejercicios 5.1.5. Sea A € H(n). Identificando las k-uplas ortonormales de C™ con bases de
rangos de proyectores, y con columnas de isometrias de C* en C", probar que:

1. Si, para k € I,,, notamos Py(n) = {P € H(n) : P> = P y rk(P) = k}, entonces

(A)= méx trPAP . 5.1
> wilA) ol tr (5.1)

2. Para todo k € I, , se tiene que

(A) = mix trU AU 5.2
> mi(4) = mix » (5.2)

donde Uy, (n) = {U € M,, 1(C) : U* U = I} es el espacio de isometrfas de C* en C".

Teorema 5.1.6 (Weyl). Sean A y B € H(n). Entonces
u(A+ B) < p(A) + pu(B).

Es importante el hecho de que, en la suma p(A) + p(B), se asume que ambos vectores estdn
ordenados de la misma forma.
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Demostracion. Por la férmula (5.1), para todo k € I[,, podemos escribir

k

> ui(A+B)= méx trP(A+B)P < méx trPAP+ méx tr PBP

= PEPy(n) PEPy(n) PEPL(n)

k k
> (A + Y wi(B).
j=1 j=1
La igualdad para k = n surge de que tr(A + B) = tr(A4) + tr(B).
Recordar que en la Proposicién 3.7.5 probamos que, dada C' € M,,(C), entonces si

a:[o C

C* O:| € MZn(C) )

se tiene que o (6) = {=+s; (C)} (con las mismas multiplicidades). Es decir,

~

N’(C) = (Sl(c)’ ) SH(C)v _Sn(C)v Ty _81(0) ) . (53)
Corolario 5.1.7. Sean A, B € H(n). Entonces

s(A+ B) <y s(A) + s(B).

Demostracion. Notar que m = A+ B. Por la Eq. (5.3) y las desigualdades resultantes

de la relacion u(m) < M(g) + M(E) para los n primeros indices k € I,, C Iy, , se tiene que
(A + B) <y s(A) + s(B).

Observacion 5.1.8. Notar que el resultado anterior es necesario para verificar que las normas

|l - llx) de Ky Fan, para cada k € N, definidas en el Ejemplo 3.4.1, cumplen la desigualdad
triangular. ;Les habia salido el ejercicio?

5.2 Teorema de Schur-Horn

5.2.1. Sea z € C" con ||z|| =1 (a estos vectores los llamaremos unitarios). Entonces, como
vimos en 1.9.3, la matriz P, = 2 © x = z2* = (2,7;)i; € M,(C) es el proyector ortogonal
sobre el subespacio Gen {z}. Por lo tanto, si B = {z1,...,2,} es una BON de C", vale que

z = Z(Z,IEJ»’Q para todo z € C" - I = Z:m Oz . (5.4)
i=1

=1
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Proposicién 5.2.2. Sea A € M,(C). Se tiene que A € M,,(C)T siy sélo si existen vectores
unitarios xy, ..., o, € C*, y nimeros A1 ,..., A\, € R tales que

A= Z)\i T O, o sea que A= Z)‘i P, . (5.5)

=1

Demostracion. Por un lado es claro que si A cumple (5.5), entonces A > 0. Reciprocamente,
si A e M,(C)t, sea B = {x1,...,2,} es una BON de C" adaptada a u(A). Usando la
ecuacion (3.12), para todo z € C™ se tiene que,

Az:A( n(z,xz—)xi):izxz Az, = Z,uz (z,x; xlf[z,uz T, O x| 2

i=1 i=1
Luego A cumple (5.5).

Observacion 5.2.3. Notar que la minima cantidad r de proyectores de rango uno que puede
usarse para obtener una representacion de A como en (5.5) es r = rk(A). Ademas, si A €

M, (C)T cumple (5.5), definiendo y; = )\3/29@-, se tiene que las matrices y; ® y; no son mas

proyectores, pero si son positivos y se verifica que A = Z Yi © Y -
i=1

Es natural preguntarse, dado A € M,,(C)™ y r > rk(A), para qué sucesiones A ,...,\, en
R, se puede obtener para A una representacion como (5.5). Este problema esta intimamente

relacionado con el llamado Teorema de Schur-Horn. Recordemos que si A € M., (C), llamamos
d(A) = (a11,---,ann) € C".

Proposicién 5.2.4. Sean ¢ € R" y A € M,,(C)*. Son equivalentes:

1. Existen vectores unitarios i ,...,x, € C" tales que A = E c; T OT; .
j=1

2. Existe B € M,,(C)* tal que d (B) = c y u(B) = u(A), o sea que B = A.

Demostracion. Si se verifica 1, sea X € M, (C) definida por Cy(X) = c,lc/gxk, Eel,.
Veamos que XX* = A: Para cada k € I,,, notemos por X € M, (C) a la matriz tal que

Cr(Xk) = Cr(X), pero Cj(X) = 0 si j # k. Luego, se tiene que

X:ZXk, XpX;=0 s j#k y XpXj=cr vmpw) =cp v Oxp
kel,

Es claro que todo esto implica que X X* = A. Por lo tanto p(A4) = p(XX*) = p(X*X). Si
B = X*X, es facil ver, ademéds, que By; = ¢;||z;||> = ¢i, i € I,, lo que prueba 2
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Reciprocamente, si B € M,,(C)" cumple u(B) = p(A) y d(B) = ¢, sea U € U(n) tal que

U*AU = B (se puede hacer, pasando por diag (1(A)) ). Consideremos la matriz X = AY2U.

Entonces X*X = By XX* = AY2U U*A'/? = A, mientras que ¢; = By; = ||C;(X)||?. Basta
Ci(X)

ahora definir z; = m , v se verifica como antes que
i

n

n
A:XX*:ch x; x;:ch z; O,

j=1 j=1
lo que prueba 1.

Ahora si, podemos probar la reciproca del Teorema 3 de Schur , sobre mayorizacén entre la
diagonal y los autovectores. Este resultado se debe a R. Horn, y poniéndolos juntos se los
conoce como el Teorema de Schur-Horn, que tiene importantes aplicaciones y generalizaciones
a operadores en espacios de Hilbert y a algebras de operadores. Como ingrediente extra (clave
para la prueba) se incluye una tercera condicién equivalente (en el caso positivo), que tiene
que ver con lo que venfamos viendo, o sea el expresar una matriz A € M,,(C)T como suma
de multiplos de proyectores unidimensionales.

Teorema 5.2.5. Sean b,c € R™ Entonces son equivalentes:
1. ¢<b.

2. Eriste B € H(n) tal que d (B) = c y u(B) = bt.
Si, ademds, b y c tienen entradas no negativas, lo anterior equivale a

3. FExisten vectores unitarios x1,...,x, € C" tales que
n
diag (b) = ch T T
j=1

Demostracion. Antes que nada, notemos que se puede suponer que b = bl y ¢ = ¢!, porque
las tres condiciones son invariantes por permutaciones (en el caso de 2 y 3, via conjugar con
matrices de permutacién adecuadas, usando la Observacién 4.1.5). Notemos A = diag (b). El
Teorema 3 de Schur 5.1.1 muestra que 2 implica 1. La Proposicién 5.2.4 muestra que 2 y 3
son equivalentes, cuando b y ¢ tienen entradas no negativas.

Verificaremos, en principio, que 1 implica 3 en el caso en que by ¢ tienen entradas estrictamente
positivas. Lo haremos por induccién en n. Si n = 1 no hay nada que probar. Sea n > 1.
Como by > ¢1 > b, , podemos tomar un k € I,,_1 tal que by, > ¢1 > 41 .

Se afirma: existe x; € Gen {eg, ex11} de norma uno, tal que A} = A — ¢yz1x7 tiene rango a
lo sumo n — 1. En efecto, para ver que el tal x; existe, definimos

z(t) = cos %r e, + sin %T ert1 vy Al)=A—-czx(t)x(t)", te[0,1].
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Entonces la curva d(t) = det A(¢) es continua. Pero d(1) < 0 < d(0) porque A(0) y A(1) son
matrices diagonales, con un sélo elemento diagonal no positivo (es biy+1 — ¢1) en el caso de
A(1), y con todos no negativos (anche by — c¢1) en el de A(0). Luego basta tomar z; = x(t)
para algin ¢ € [0, 1] tal que d(t) = 0.

Es claro que existe una BON {y1,y2} de Gen {ey, er11} tal que A1yq = (b + bry1 —c1)y1 y
Ajy2 = 0. Luego la matriz de A; en la bon B = {y2,€1,...,€k—1,Y1, €kt2,-..,en} queda

{AI}B = diag (0,b1,...,bg—1, (bx +brgr1 —c1),bry2,...,bp) . (5.6)
Sean a,d € R"1, dados por a = (ca,...,¢n) y

d= (b17"'7bk717(bk +bk+l - cl)abk+27"'7bn) .

Notar que, como by, > ¢; > biy1, entoncecs dg—1 = bp—1 > b, > d, > b1 > biyo = di41-
Para aplicar la HI al asunto anterior, deberiamos probar que a < d. En efecto, si r < k,

r—1 r r—1 r—1 r—1
EaiZECiSECiSEbiZEdi'
=1 =2 =1 =1 =1

Sik+1<r<n-1,

r r r—1 r k—1 r r—1
ZciSZbiﬁzaiZZCiSZbi+(bk+bk+1—Cl)+ Z bi:Zdi
i=1 i=1 =1 =2 i=1 i=k+2 =1

y las trazas andan bien porque ¢ < b. En consecuencia, a < d. Sean, por HI, n — 1 vectores

n
unitarios zg, ..., z, € C"7! tales que diag (d) = >_ ¢; zjz] € M,,—1(C)T. Luego
j=2

> e (0.2)(0,7)" = diag (0.d) = [41] € M, (©)". (5.7)
=2
Si definimos xg, ..., z, € C" tales que las coordenadas de cada z; en B sean (0, z;), resulta

que son también unitarios (los z; lo son y B es una bon). Traduciendo la ecuacién (5.7)
(pensada en la base B) a coordenadas en la base canénica, obtenemos

A = ch zjx; € My (C)*

j=2
y, por lo tanto,

n
— * . .p*
A=A +cxz] = g Cj TFT; .
Jj=1

Concluimos que 1 implica 3, si b y ¢ tienen entradas estricatamente positivas.
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De lo anterior podemos deducir que 1 < 2 en ese caso (b,c > 0), porque 1 — 3y 3 < 2
(2 — 1 era el Teorema 3 de Schur). Pero esto se generaliza sin dificultad al caso general (con
by ¢ cualesquiera en R™) usando que para todo m € R se tiene que

z+ml < y+ml = z<y,
y que dada B € H(n), entonces d (B +mlI)=d(B)+mly u(B+mlI) = u(B)+ml.

Finalmente, probado 1 < 2 en general, ahora por la Proposicién 5.2.4, ya sabemos que 3 es
equivalente a ellas si b y ¢ tienen entradas no negativas.

Teorema 5.2.6. Sea a € R" y A € H(n) tal que u(A) = al . Entonces,
{reR":z<a} = {d(UAU*):U clU(n)} .

Demostracion. Si B = UAU*, con U € U(n), entoces pu(A) = u(B) = a'. Luego por el
Teorema de mayorizacién de Schur 5.1.1; se tiene que d (B) < a.

Reciprocamente, si € R™ cumple < a, por el Teorema 5.2.5 existe B € H(n) tal que
d(B) = z y u(B) = a'. Por lo tanto debe existir U € U(n) tal que B = UAU*. Luego
z e {d(UAU*) : U e U(n)}.

Corolario 5.2.7. Sean A € M,(C)T yc € R™, con m > n. Entonces existen proyectores
autoadjuntos Py, ..., Py, de rango uno, tales que

A=>"aP < c=<(u(A),0,...,0):= i(A) € RT".

€ M, (C)*. Luego u(A;) = ji(A). Por el Teorema 5.2.6,

Demostracion. Sea A, =

A0
0 0
¢ < i(A) siy sélo siexiste U € U(m) tal que d (UA1U*) = ¢. Es claro que si

P = [ I(;L 8 ] € M,,(C)t, entonces UAU*=UPAPU*.

Luego, si llamamos U; € M,, ,,(C) a la parte no nula de UP, entonces U; AU = UA,U*.
Notar que UjU; = I,,. Si definimos T = AY2U; € M, n(C), y »; = C;(T) € C" para
i € I, se tiene que UAU* = T*T, por lo que ||z;|> = ¢;, i € I,,,. Por otro lado,

A=TT* = ixkxz = ickpk 5
k=1 k=1

donde P = clzlxkxz es proyector autoadjunto de rango uno, para k € I, (si ¢ = 0, puede
tomarse como Py cualquier cosa). La reciproca se prueba definiendo T' € M,, ,,,(C) tal que

tenga columnas xj = c,1€/2yk, donde yry; = Pi, k € L, . El hecho de que A = T'T™ implica
que existe una Uy € M, »(C) que cumple todo lo siguiente:

T=AYU; | UUL =1, y dUAU})=d(T*T)=c.
Luego se extiende U; a una U € U(m), con lo que U AU = UA, U*.
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Observacion 5.2.8. El resultado anterior resulve el problema planteado en el parrafo anterior
a la Proposicion 5.2.4, al menos para el caso r > n. Es facil ver, usando el Teorema 5.2.5, que
si A€ My(C)*, 1k(A) <r < nyceR’, entonces la condicién necesaria y suficiente para

que A pueda ser representado A = Z};:l ¢ P para ciertos proyectores P de rango uno, es
que p(A) > (¢,0,...,0) € R™.

5.3 Normas unitariamente invariantes

Definicién 5.3.1. Dada una norma N en M,,(C), decimos que N es una norma unitariamente
invariante (NUI) , si cumple que

N({UAV) = N(A) paratoda A€ M,(C)y todo par U,V €U(n) .
En tal caso, el Teorema 3.2.5 dice que N(A) = N(X(A)) para toda A € M,,(C).
Definicién 5.3.2. Sea N una NUI en M,,(C). Consideremos la funcién
gy :C" =R, dadapor gn(z)= N (diag(x))
para todo x € C".

Proposicién 5.3.3. Sea N una NUI en M,,(C) y sea x € C". Entonces:

1. gy es una norma en C™.

2. gn(z) = g(|z]) = gn(lz1], .., [znl).
3. gn(x) = 9(75) = gN(To(1) s+ -, To(n)), Para toda o € S, .
Demostracion.

1. Se deduce de que la aplicacién C" 3 z — diag (z) € M,,(C) es lineal e inyectiva.

2. Sea r; = wj |z;| donde w; = €'%. Como W = diag (w1, ...,w,) € U(n), tenemos que
gn (|z) = N(diag (|z]) ) = N(W"diag () ) = N(diag (z)) = gn () .
3. Sea P, € Up(n) la matriz asociada a o. Luego P, diag (z) P} = diag (z,). Entonces,
gn(xo) = N (P, diag (x) P;) = N(diag () ) = gn(z) .

Definicién 5.3.4. Una funcién f : C" — R que cumple los items 1, 2 y 3 de la Proposicién
anterior se denomina gauge simétrica. Abreviaremos esto escribiendo que f es una fgs.

Lema 5.3.5. Si g es una fgs, entonces, g es mondtona en el siguiente sentido: Si se cumple
que |x;| < |y;| para todo i € 1, , entonces, g(z) < g(y).
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Demostracion. Por la Proposicion 5.3.3, podemos suponer que z,y € R. Por un argumento
inductivo, es suficiente verificar que si ¢t € [0,1] y k € I, , entonces

g(yla"'atyk7"'7yn)Sg(yla"'vyka"'7yn)'

En efecto, si tomamos esex:(yl,...,tyk,...,yn), entonces
1+¢ 1—-t
9@) =g\ —— v+ 5 W =Yk Un)
1+t 11—t
ST g(y) + T g(ylﬁ"'7_yka"'ayn)
1+t 1—1

=5 gly) + 5 9(y) = g(y),

Este Lema nos permitird mostrar la relacion clave que existe entre estas fgs’s y la mayorizacién
débil de vectores.

Teorema 5.3.6. Sea g es una funcidn gauge simétrica en C" y sean x,y € R7 tales que
x <wy. Entonces, g(x) < g(y).

Demostracion. Como x <., ¥y, la Proposicién 4.1.12 nos asegura que existe u € R™ tal que
x <u < y. Ahora bien, el Lema 5.3.5 garantiza que g(x) < g(u) (recordar que x > 0).

Por otro lado, como u < y, el Teorema 4.1.8 nos dice que v = > A, y,, para ciertos
ceS,
Ao € [0,1] tales que > A, = 1. Luego
ocES,
g(u) g( > A ya> <D A gwe) = Y Ao gly) = a(y) .
cES, cES, cES,

Teorema 5.3.7.
1. Si N es una NUI en M,,(C), entonces, gn es una fgs en C".
2. Si g es una fgs en C", entonces la funcion Ny : My (C) — R, dada por
Ny(A) =g(s1(A),....50(A)), para Ae M,(C),
es una NUI en M,,(C).
Demostracion.

1. Esto es la Proposicién 5.3.3.

2. Sélo demostraremos la desigualdad triangular. Las demds propiedades quedan como
ejercicio para el lector. Sean A, B € M,,(C). Luego

Ng(A+B) = g(s(A+B)) < g(s(A)+s(B)) < g(s(A))+9(s(B)) = Ng(A)+Ny(B),
ya que s(A + B) <y s(A) + s(B) y podemos usar el Teorema 5.3.6.
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Teorema 5.3.8 (Ky Fan). Sean A, B € M,,(C). Entonces son equivalentes:
1. N(A) < N(B) para toda norma unitariamente invariante N.
2. [[All gy < IBllxy para todo k € 1L, .
3. s(A) <y s(B).
Demostracion. Es consecuencia de los Teoremas 5.3.6 y 5.3.7. En efecto, observar que
lAllx) < lIBll)y paratodo kel, <= s(A) =<y s(B),
y en tal caso se tiene que g(s(A4)) < g(s(B)) para toda fgs. La reciproca es evidente.

Ahora saldamos otra deuda contraida en el Ejemplo 3.4.1:

Corolario 5.3.9. Para todon € N y todo p € [1, o), la norma p de Schatten, dada por

n 1/p
[Allp = (Z Si (A)p> = (trA|")"? para A € M,(C) |
i=1

es efectivamente una norma en M, (C), y ademds es NUL

Demostracion. Se usa el Teorema 5.3.7 y el hecho de que la norma p usual en R™ es una
funcién gauge simétrica.

Corolario 5.3.10. Sean A,B € M,,(C)* tales que A < B. Entonces, N(A) < N(B) para
toda norma unitariamente invariante N.

Demostracion. Aplicando el Corolario 2.3.7, obtenemos que
0<A<B = si(4) = ux(A) < pp(B) = sx(B), paratodo kel, .

Luego basta aplicar el Teorema 5.3.8.

Corolario 5.3.11. Sea N una NUI en M, (C). Dadas A, B € M,(C), se tiene que
1. N(AB) < || A]lo, N(B).

Ademds, si N es normalizada (i.e., N(E11) =1),
2. [|[Allsp < N(A) < [[Allx = tr|A].
3. N es una norma matricial.

Demostracion.

1. Se deduce de la desigualdad six(AB) < ||A|lsp sk(B) para todo k € I, vista en la
férmula (3.3), y del Teorema 5.3.8.
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2. Sea g la funcién gauge simetrica asociada a N. Como N estd normalizada, entonces
g(ex) =1 para todo k € I, . Luego,

[Allsp = s1(A) = g(51(A),0,...,0) < g(s(A) ) = N(A) .

I
M=
V2)
=
=
I
=

Anslogamente, N(A) = g(s(A)) < él sk(A)g(ex) 2

3. Es claro usando lo anterior.

Proposicién 5.3.12. Sea g : R" — R, una funcién convexa e invariante por permutaciones,
es decir que si x € R™ y P € Up(n), entonces g(z) = g(Px). Entonces, dados x,y € R",

r<y = g(x)<gy).

En particular, esto se verifica si g es una fgs.

Demostracion. Si x < y, el Teorema 4.1.8 asegura que * = >, A, P,y. para ciertos
oceS,
Ao € [0,1] tales que > A, = 1. Entonces
ocES,
g(x):g( > /\aPay) <> AgPry)=vy.

g€ S, cES,
Notar que si g es una fgs, es convexa por ser una norma (homogeneidad + DT).

Corolario 5.3.13. Dadas A, B € H(n). Entonces

WA <p(B) = s(4) <, s(B).

Demostracion. Como A € H(n), se tiene que s(A) = |u(A)|'. Por lo tanto, si g es una
fgs, se tiene que g(s(A)) = g(u(A)). Lo mismo pasa para B, y el resultado se deduce de la

k
Porposicién 5.3.12, aplicado a las fgs’s gi(z) = > xf ,para k €1, .
i=1

Corolario 5.3.14. Dadas A, B € H(n), si p(A) < pu(B) entonces N(A) < N(B) para toda
norma unitariamente invariante N.

Demostracion. Se deduce del Corolario 5.3.13 y del Teorema 5.3.7.

5.4 Mayorizaciéon de matrices Hermitianas

Hasta el momento sélo hemos visto resultados relacionados con la mayorizacién de vectores.
Pero a cada matriz A € H(n) se le puede asociar el vector p(A) € R™ formado por todos los
autovalores de A. Esto permite la siguiente definicién,
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Definicién 5.4.1. Si A, B € H(n), se dice que A estd mayorizada por B y se escribe A < B
si se verifica que p(A) < u(B). Es decir, A < B si

k k
S ui(A) <> ui(B), 1<k<n y trA=trB.
j=1

j=1
Definicién 5.4.2. Sea A € M,,(C).
1. Dado un proyector P € H(n) (o sea P = P? = P*), se define el pinching de A como
Cp(A) :=PAP+ (I -P)A(I-P) € H(n) .
Por ejemplo, si P proyecta sobre las primeras k coordenadas en C™, entonces

a=[5 9] = ew-[§ 2]

0 FE

donde los bloques tienen los tamafios adecuados (por ejemplo, B € M (C) ). La matriz
de Cp(A) tiene siempre esa pinta, si uno trabaja en coordenadas de una BON que
empiece generando R(P) y termine generando ker P.

2. Més generalmente, un sistema de proyectores en M,,(C) es una conjunto
P={P,...,P.} CH(n),

donde los P; son proyectores no nulos tales que
T
PinZO si 2753 y ZPz:]
i=1

Notar que un proyector P € H(n) define un sistema de dos proyectores P = {P,I — P}.
3. Dado un sistema de proyectores P = {Pi,...,P.} en M, (C), se define el pinching
asociado:
-
Cp : My(C) = My(C), dadopor Cp(A)=> PAP,, A€ M,(C),
i=1

que también puede verse como una compresién a bloques diagonales (operando en una
BON adecuada). Notar que se tiene la siguiente factorizacién:

CP:CPloCon”'OOPT? (58)

y lo mismo en cualquier otro orden entre los Cp, .

Ejercicios 5.4.3.
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1. Si A e H(n)y o(A) = {A1,..., A} (todos distintos), entonces definiendo P; como el
proyector sobre ker(A — A\;I), i € I, se obtiene un sistema de proyectores que verifica
T

que A= Z >\sz
i=1

2. Dado un sistema de proyectores P en M,,(C) y una matriz A € M,,(C), se tiene que
Cp(A) = A siy sélosi A conmuta con todos los P; de P. O sea, si A es diagonal de
bloques. Verificar que eso sucede en el ejemplo anterior.

3. Probar que, dado un sistema de proyectores P en M, (C), el operador pinching Cp
verifica las siguientes propiedades:

(a) Es lineal, idempotente (i.e., Cp o Cp = Cp) y R(Cp) es el subespacio de matrices
que conmutan con todos los P;, i € I,..

(b) Reduce normas espectrales y preserva trazas (si no sale, ver la Proposicién 5.4.9).

(c) Si A € M, (C) es autoadjunto (resp. positivo) entonces Cp(A) es autoadjunto
(resp. positivo). Por lo tanto, en general, Cp(A*) = Cp(A)*.

Proposicién 5.4.4. Sea A € H(n) y P un sistema proyectores en H(n). Entonces
C’P(A) < A.

Demostracion. Por la Eq. (5.8), basta considerar el caso de pinchings de un solo proyector
P € H(n), o sea, el sistema P ={P,I — P}. SeaU=P—(I—-P)=2P—1¢€ H(n). Es ficil
ver que, si R(P) = S, entonces se tiene que

I O}S

U=P—(I-P)= { o 1l s

L €U(n) = 2Cp(A) = A+UAU = A+UAU* . (5.9)

Pero, como u(UAU*) = p(A), por el Teorema de Weyl 5.1.6 se tiene
2 u(Cp(A)) < p(A) + p(UAU™Y) = 2 u(A) ,
por lo que Cp(A) < A.

Ejercicio 5.4.5. 1. Clarificar en qué sentido la Proposicién 5.4.4 es una generalizacién
del Teorema de mayorizacién de Schur.

2. Dados z,y, z,w € R" tales que z = z!, y = y}, 2 = 2z} y w = w!, probar que
2w y <y — zrz+z<ytw.
;Es cierto si no estan ordenados?

3. Deducir del Teorema 5.1.6 (4 induccién) que, si Ay, ..., A, € H(n), entonces

M(éAk) < kijlﬂ(f‘lk) :
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Definicién 5.4.6. Dado un espacio vectorial V y un subconjunto C C V, llamaremos conv [C]
a la capsula convexa de C:

conV[C]:{ Z/\kbk :meN, b €C, )\ERmy)\<(1,0,...,O)}.
k=1

es decir, el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos de C.
El siguiente teorema da una caracterizacién, intrinseca de matrices, de la mayorizacién ma-
tricial:
Teorema 5.4.7. Sea A € H(n). Denotemos por
UA)={UAU*:U elU(n)} ={B e H(n): n(B) =u(A)}

la orbita unitaria de A. Entonces,

{TeH(n): T <A} =conv|U(A)]. (5.10)
O sea que T < A si y solo si T es combinacion convexa de conjugados unitarios de A.

Demostracion. Tomemos una matriz

T = X\ UpAU;; € conv[U(A)]
k=1

donde los Uy € U(n) y A € R cumple que A < egm) . Por el Ejercicio 5.4.5,

m

wT) =D pe Uk AUF) =Y i p(A) = p(Ad) = T < A.
k=1 k=1

Reciprocamente, sea T' € H(n) tal que u(T) < u(A). Notaremos a = u(A). Con las notaciones
de la Observacién 4.1.5, el Teorema 4.1.8 dice que

w(T) = Z Ao Pra= Z Ao Go
ocEeS, oES,

para ciertos A, € [0,1] tales que Y. A, = 1. Notemos D = diag(a). Por la Eq. (4.4) de la
o€ S,
Observacién 4.1.5, se tiene que P, DP* = diag (a,). Por lo tanto,

diag (u(T)) = > Ay P,DP; .
oeS,
Finalmente, si V,W € U(n) hacen que A =V*DV y T =W diag (u(T) ) W*, entonces
T =W diag(u(T))W* = Y Ay WEDP;W* = Y A, (WP, V) A (V*P;W").
ocES, oES,

Luego T € conv [{UAU* : U € U(n)}] = conv [U(A)].
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Observacion 5.4.8. Notar que el Teorema 5.4.7 permite generalizar el Corolario 5.3.14 en
el siguiente sentido: Si A, B € H(n), por la férmula (5.10) se tiene que

A<B = N(A)<N(B)

para toda norma N que verifique N(UCU*) = N(C), C € M, (C), U € U(n). Estas normas
se llaman débilmente unitariamente invariantes (NDUI). Notar que, por ejemplo,

w(C) = méx {|(Ca,2)| : 2] =1}, C € M,(C),

que se llama radio numérico de C, es una tal norma, pero no es NUIL. Otro ejemplo de este
tipo es M(C') = N(C)+|tr C|, que es NDUI para cualquier NUI N. Para el caso de pinchings,
se tiene un resultado mas general que la Proposicién 5.4.4:

Proposicién 5.4.9. Sean A € M, (C) (no necesariamente autoadjunta) y P un sistema
proyectores en H(n). Entonces

N(Cp(A)) < N(A) ,  para toda norma N que sea NDUI en M,,(C) . (5.11)

Demostracion. Por la Eq. (5.8) basta probarlo para un solo proyector P € H(n). En tal caso,
seaU=P—(I—-P)=2P—1¢€cU(n). PorlaEq. (5.9), se tiene que

2Cp(A)=A4+UAU = A+ UAU" .
Con esto, la desigualdad al tomar N es clara.

Observacion 5.4.10. Otra forma de verlo es observar que, en el caso general, siempre se
verifica que Cp(A) € conv [{UAU* : U € U(n)}], aunque A no sea autoadjunta. Esto se hace
eligiendo las matrices unitarias y diagonales de bloques (para P), con £ Ip(p,) en cada bloque
(ver el ejercicio 5.6.4).

Proposicién 5.4.11. Sean A, B € M,,(C). Sea N una NUIL Entonces se tienen las desigual-

dades
A 0

1 A+ B 0 ]
QN[ gN[OB

[ JA|+|B| 0
0 A+B | ]SN :

0 0

Demostracion. La primera desigualdad se deduce de que

B 0| A 0] (a1 tri [0
0o 4|50 B via la matriz I

é]ebl(n).

Para probar la segunda, notar que, si A =U|A| y B=V|B]| con U,V € U(n), entonces
A 0] [U o0 Al 0 A 07 Al 0
[o B]_[O V} [ 0 B]:N[O B__N{ 0o Bl
por lo que podemos suponer que A4, B € M,,(C)*. En tal caso, si C = A2, D =B'/2y

[c o A+B 0] ..
T[D O]’ entonces { 0 0 =TT .
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Por otra parte, TT* = T*T, por lo que N(TT*) = N(T*T). Adem4s,

. c? CD A CD
= _{DC D? }_[DC B ]
A 0 o « . o
Luego 0 p |euwm pinching de TT*, y por la férmula (5.11), en la Proposicién 5.4.9, se
) A 0 "
tlenequeN[O B}<N(TT).

5.5 Teoremas de Lindskii y sus aplicaciones
El teorema de Lidskii tiene tres versiones equivalentes. Comenzaremos enunciando las tres, y
luego iremos armando las pruebas.

Teorema 5.5.1 (Lidskii 1). Sean A, B € H(n). Entonces
1(A) = p(B) < u(A = B) < u(A) — A(B) .

Ejercicio 5.5.2. 1. Decir porqué es incorrecta la siguiente prueba de la primera parte del
Teorema de Lidskii 1: Si A, B € H(n), por el Teorema 5.1.6, u(A) < pu(A — B) + u(B).
Por lo tanto, para todo k € I, ,

k k
ZMJ(A) — i (B) < Zuj(A— B) .

Deducimos entonces que u(A) — u(B) < u(A — B). La igualdad, para k = n, sale
tomando trazas. Si no ven la pifiada, leer la Observacion 4.1.9.

2. Demostrar (bien) la otra parte del Teorema ( jquien era u(—B)?).

Recordemos que, si B € M,,(C), lamamos s(B) = (s1(B), ..., sn(B)) = u(|B|), al vector de
valores singulares de B, ordenados en forma decreciente.

Teorema 5.5.3 (Lidskii 2). Sean A, B € M,,(C). Entonces
|s(A) — s(B)| <w s(A— B) .

Una ves resuelto el Ejercicio 5.5.2, se entenderd porque es necesaria (y suficiente) la siguiente
versién maés técnica del Teorema de Lidskii. Obsrvar que puede verse como una generalizacién
natural del Teorema de Weyl 2.3.5 (que, de hecho, es lo que se usa en su prueba). La prueba,
asombrosamente simple comparada con las que histéricamente la precedieron, necesita un
minimo repaso: Si A € H(n), se definen A, = A+T‘A‘ yA_ = WT_A . Se probaba en la
Seccién 3.3 que ambas estdn en M,,(C)*, que A = Ay — A_ y que para todo k € I,, se tiene

pe(Ay) = mix { ue(4) . 0}y pe(AD) = —minfp,_ps1(4),0} . (5.12)
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Teorema 5.5.4 (Lidskii 3). Sean A,B € H(n), k€1, yJ CL, con |J| =k. Entonces
k

)
Do ng(A)+ Y N(B) < D (A+ B) < D0 (A)+ 3 s (B). (5.13)

jedJ i=1 jedJ jeJ

Demostracion. Probaremos, en principio, la desiguadad de la derecha en (5.13). Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que ug(B) = 0. En efecto, si probaramos el resultado para
B — pi(B)I (que cumple lo pedido) y A, podrfamos deducir inmediatamente la desigualdad
de la derecha en (5.13), dado que

i (A+ B) = pj (A+ B — pp(B)I) + px(B) 'y i (B) = pi (B — p(B)I) + p(B) ,

para todo j € J e i € I,, (sobrard ku,(B) en ambos términos, y se puede cancelar). Sea
B = B, — B_ la descomposiciéon de B en partes positiva y negativa descriptas en el repaso
previo (sino, ver la Eq. (3.5) ). Como u(B) = 0, aplicando la Eq. (5.12) se tiene que

k
pi(By) =méx { p;(B), 0} , paratodojel, = tx(By)=> ui(B).
j=1

Por el teorema de Weyl, més especificamente el Corolario 2.3.7, el hecho de que
A+B<A+By = pj(A+B)<pj(A+B;) paratodojel,.
En consecuencia,
> (m(A+B) = () £ 3 (mi(A+ B2) = y(4)) -
jeJ jeJ

Por el Corolario 2.3.7, también p;(A + By) > p;(A), para todo j € I, . Por lo tanto

> (uj(A +By) — uj(A)) <> (uj(A +By) - uj(A)) =tr(A + B.) — tr(A)

jedJ j=1
k
=te(By) =Y u(B) .
j=1

Esto prueba la desiguadad de la derecha en la Eq. (5.13). La otra se deduce de la anterior,
pero aplicada al conjunto J' ={n —j+1:j € J} y las matrices —A y —B. Se usa que

Hr (_C) = “Hn—r+1 (C) = _)‘T(C) )
para cualquier C' € H(n) y para todo r € I, .

Observacién 5.5.5. Una formulaciéon equivalente del Teorema 5.5.4 que también se usa
mucho es la siguiente: Dadas A,B € H(n), k€1, y J CL, con |J| =k, se tiene que

k
S (A) =1y (B) < S ui(A=B) < 3wy (4) = \(B) . (5.14)
jeJ i=1 jeJ

En efecto, basta aplicar la Eq. (5.13) a las matrices B y A — B, y pasar restando.
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Demostracion del Teorema de Lidskii 1. Usando la formulacién (5.14) del tercer Teorema de
Lidskii, obtenemos

k k
D () —p(B)); = mix 3 u; (4) — iy (B) o < Z i (A—B), (5.15)

j=1 x Lig
para todo k € I,,. Como las trazas estdn bien, sale que p(A) — u(B) < u(A — B).

Demostracion del Teorema de Lidskii 2. Veamos en principio que, si k € [, , entonces

mix o 3 (&) = (B) ¢ =

\J_\:k jeJ J

|5(4) = s(B)] .

k
i=1

En efecto, por la férmula (3.16) de Proposicién 3.7.5, si j € I,, se tiene que
1 <A> — (B) =s;(A) —s;(B) ¥y
H2n—j+1 (A) = H2n—j+1 (B) = —<8j(A) - Sj(B)) .

~ o~ — ~ ~

Por otro lado, aplicando la férmula (5.15) o la (5.14) a A, By a A— B = A — B, vemos que

mix ¢ 37 (4) ~us (B) ¢ <

7=k \I€7 7

-

o (T7B) =0 a-5)
j=1

1

k

k
y podemos concluir que Z |s(A) Z (A — B) para todo k €I,
=1 =

Corolario 5.5.6. Sean N una NUI en M, (C) y A, B € M, (C). Entonces
N(S(4) - £(8)) < N
Demostracion. Notar que s(3(A) — X(B)) = |s(A) — s(B)|'. Por lo tanto el Teorema de
Lidskii 2 implica que
12(A) = 2(B)|lx) < II1A= Bl paratodo k€,

Luego se aplica el Teorema 5.3.8.

Corolario 5.5.7. Sean N una NUI en M,,(C) y A € Gl(n). Sea U la inica matriz unitaria
tal que A =U|A| (i.e. U = A|A|~! €U(n)). Entonces

dy(A,U(n)) = N(A=U) = N(E(A) = I) = gn(s(4) = 1) .
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Demostracion. Sea V € U(n). Entonces X(V) = I. Por el Corolario 5.5.6, tenemos que
N(A-V) > N(X(A)—1I). Por otra parte, sea W € U(n) tal que |A| = WE(A)W*. Entonces

A-U=UWIS(AW* —UWW* =UW(Z(A) - )W*.
Dado que N es una NUI, resulta que N(A —U) = N(X(A) — I).

Ejercicio 5.5.8. Sea M, (C); el conjunto de matrices en M, (C) de rango uno (o cero).
Dada A € M,,(C), llamemos 31 (A) = diag (0, s2(A4),...,sn(A)).

Probar que si N es una NUI, dy (A, M, (C)1) = N(21(A)) y se alcanza en la matriz
Ay = UWdiag (s1(A),0,...,0) W*,

donde A = UWX(A)W*. Probar, aparte, que A; no depende de la matriz U € U(n) elegida
para realizar la descomposicién polar de A, pero si puede depender de W (si s1(A) tiene
multiplicidad mayor que uno para |A]). Mostrar que otra manera de encontrar A; es tomando
A1 =51(A)xz ©y = s1(A)yz*, donde z es un vector unitario tal que ||Az| = ||A|lsp = s1(4),
e y = Uz. Generalizar el resultado al conjunto de matrices de rango a lo sumo k.

5.6 Ejercicios

Ejercicios del texto
5.6.1. Sea A € H(n). Para cada k € [, , notamos
Pe(n) ={P€H(n):P>=P y tk(P)=k} y U(n)={U€cM,x(C):U*U=1}.

Probar que, para todo k € I, , se tiene que

k
> ui(A)= méx trPAP = méx trUAU .
~ PEP;(n) U €U (n)

5.6.2. Si A € H(n)y 0(A) = {A1,..., A} (todos distintos), entonces definiendo P; como
el proyector ortogonal sobre ker(A — \;I), ¢ € 1., se obtiene un sistema de proyectores que
K

verifica que A = > \;P;.

=1

5.6.3. Dado un sistema de proyectores P = {Py,..., P.} en M, (C), probar que se tiene la
siguiente factorizacién de su pinching:

Cp=Cp,oCp,0---0Cp,,

y lo mismo en cualquier otro orden entre los Cp, .



5.6 Ejercicios 103

5.6.4. Sean A € M, (C)y P ={Py,...,P.} C M,(C) un sistema de proyectores. Probar
que

Cp(A)=2"" Y U,AU; =27 3" UAU; ",

JCI, JCI,

donde cada Uy = > Py, — > P, € U(n). Deducir que Cp(A) € conv [{UAU* : U € U(n)}].
kEJ kg

5.6.5. Dado un sistema de proyectores P en M,,(C) y una matriz A € M,,(C), se tiene que
Cp(A) = A siysdlosi A conmuta con todos los P; de P. O sea, si A es diagonal de bloques.

5.6.6. Probar que, dado un sistema de proyectores P en M,,(C), el operador pinching Cp
verifica las siguientes propiedades:

1. Es lineal, idempotente (i.e., Cp o Cp = Cp) y R(Cp) es el subespacio de matrices que
conmutan con todos los P;, ¢ € I,..

2. Reduce normas espectrales y preserva trazas (si no sale, ver la Proposicién 5.4.9).

3. Si A € M,(C) es autoadjunto (resp. positivo) entonces Cp(A) es autoadjunto (resp.
positivo). Por lo tanto, en general, Cp(A*) = Cp(A)*.

5.6.7. Dados z,y, z,w € R", todos ordenados en forma decreciente, probar que
zw y <y — zr+z<ytw.
. Es cierto si no estan ordenados?

5.6.8. Si Ay,..., A, € H(n), probar que u( > Ak> < > u(Ag) .

5.6.9. Hacer el Ejercicio 5.5.8

Normas débilmente unitariamente invariantes (NDUI’s)
Definicién 5.6.10. Una norma N en M, (C) es una NDUI si cumple que
N(A)=N(UAU*) paratoda AeM,(C) ytoda Ue€l(n).
5.6.11. Probar que las siguientes normas son NDUT’s.
1. El radio numérico.

2. N(A) = || A + | tr A].

3. N(4) = / m(UAU*)dU, donde m(-) una norma en M,,(C) y dU refiere a la medida
U(n
de Haar (normalizada) de U(n).
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5.6.12. Sea N una NDUI Demostrar que
1. Dadas A, B € M,,(C), si A < B, entonces N(A) < N(B).
2. Dado un sistema de proyectores P en C", se tiene que
N(Cp(A)) < N(A) paratoda Ae M,(C).

| tr Al

5.6.13. Probar que si N es una NDUI, entonces N(A) >
n

esperar hasta el Corolario 10.2.7.

N(I). Sino sale a mano,

Ejercicios nuevos
5.6.14. Dadas A4, B € M,,(C)*, mostrar que
1(A) - AN(B) = w(AB) < u(A) - u(B) .
Si sélo tenemos que A, B € H(n), entonces mostrar que
(u(A), MB)) <trAB < (u(A), u(B)) -
5.6.15. Dada A € M, (C), probar que
1 Allgy = min {|Bs +K|Cllp: A=B+C }.

2. Usar lo anterior para dar una nueva prueba del Teorema 5.5.3 (Lidskii 2), mostrando
previamente que, dadas A, B € H(n),

(&) [lu(A) = u(B)lleo < [|A = B
(b) [lu(A) = w(B)lly < |A = Bl = [|A = Bl|(n)-
3. Mostrar que el Teorema 5.5.3 implica el Teorema 5.5.1 (Lidskii 1).
5.6.16. Sea A € H(n)

1. Sea § C C™ un subespacio de dimensién n — 1. Si As = PsAPs : § — S es el
comprimido de A a S, entonces:
(a) pr(A) > pk(As) > pr+1(A), para todo k € I,,_1 .
(b) Sea vy,...,v, una BON adaptada a u(A).
a. Siv,...,vx €S, entonces p; (A) = p; (As) para i € Ij.
b. Sivg,...,v, €S, entonces p;—1 (As) = p; (A), k <i<n.
2. Probar el Teorema de Lidskii 3 (por induccién sobre n) usando el ejercicio anterior, y

considerando independientemente los casos:

(a) i <n,
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(b) 1<y,
(c) i1 =1, =n.
5.6.17. Sean A, B € H(n). Entonces

1. p(A) + X(B) < u(A+ B) < p(A) + u(A).

2. Dados x,y € R", se tiene que
ot—yt <z —y<azt -yl v 2yl <z ry <oty

Por lo tanto g(z! — y') < g(z — y) para toda fgs.

3. Si, para C' € H(n), llamamos Eq(C) = diag (u(C)) y E.(C) = diag (A(C)), entonces

N(Ea(A) - Eq(B)) < N(A— B) < N(Ea(A) - E¢(B)) 'y
N(E4(A) + E.(B)) < N(A+ B) < N(E4(A) + Eqa(B)).

5.6.18 (Hoffman-Weilandt y agregados). Sean A, B € M, (C) matrices normales. Sean
w(A) y p(A) sus vectores de autovalores en algin orden.

1. Demostrar que existe una matriz doble estocdstica D € DS (n) tal que

|A-B|; = Z i (A (B)I* D
2. Probar la siguiente desigualdades:
min Y [p(A) ~ poy (B)* < A= BI} < Idx D 11 A) = poiy(B)?
i " =1

3. Sea B € M, (R) diagonal y definamos
UB)={UBU*:U €U(n)} C H(n).

Demostar que dada C' € M,,(C), la distancia ds(C,U(B)) (calculada en norma 2, la de
Frobenius), se realiza en una matriz diagonal D € U(B).

5.6.19. Consideremos el pinching C : My, (C) — M, (C) © M,,(C) dado por
c[X YI_[x o
zZ wW| |0 W

1. Si A € M,(C)" entonces: existe U € U(2n) tal que C(U*AU) = [

Boi lo si
g (| stysolos

existe unitarios Uy, Us € U(2n) tales que

o e

Sugerencia: primero notar que C(U*AU) > 0; representar a A como X X* con cierta
X € M5, (C) y recordar que X X* y X*X son unitariamente equivalentes.
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2. Usar lo anterior para probar que para A, B € M,,(C)™ se tiene que

(A + B),0) = (u(A), u(B)) -

Sugerencia: verifica eA+B0*AO+OInOO .
ugerencia: verificar qu 0 ol =1lo o I, 0 B||I, O0f°"

5.6.20. Probar que para cualquier A € M,, ,,,(C) vale:
[|Az|| = | Az|]

s;(A) = m%ij

min min max
dim z€S,||z||=1 dim7=n—j+1 z€T,||z|=1

para cualquier j € I, .
5.6.21. Para j € {0} UL, , sea
Ry = {T € Myn(C) : 1K(T) < j} .
Mostrar que para cualquier j € I, , se tiene que
5(4) = mfn 4-T]].
5.6.22. Mostrar que si A, H € M,, ,,(C), y H tiene rango k, entonces
sj(A) > sjtk(A+H), paratodo jel,_g
5.6.23. Mostrar que para cualquier A € M,, ,,(C) y para cada k € I,,, vale
k
Zsj(A) = max Z(Azj,yj> ,
j=1 j=1

donde el maximo se toma sobre todas las k—uplas ortonormales x1,..., Tk € Y1,..., Yk -

5.6.24. Sea A € H(n).

1. Demostrar que

k k
;,uj(A) = Ug]lji)((n) tr(UAU") v Z/\j(A) = min tr(UAU").

2. Por otro lado, si A es positiva demostrar:

k k
(A) = méix det(UAU* Ni(A)= min det(UAU™) .
jl;[lﬂj( ) U ety (n) ( ) y ]1;[1 j( ) Ueth(n) ( )

Recordar que Uy, (n) = {U € M,, 1.(C) : U* U = I;} es el espacio de isometrias de C¥ en C".
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5.6.25. Sean A, B € M, (C)*. Probar que
M(A)-X(B) < AM(AB) < A (A) - AY(B).
Si sélo pedimos que A, B € H(n), mostrar que
(AH(A),A1(B)) < tr(AB) < (AH(A),\H(B)).

5.6.26. Sean N una NUI y A € M,,(C). Probar que si u(A) es el vector de los autovalores
de Ay Eig(A) = diag(u(A)) € M, (C), entonces

N (Eig(A)) = inf {||SAS™!||: S € Gi(n)}.

i Qué matrices A verifican que el infimo es un minimo para toda NUI? Observar que la
conclusién anterior no vale para cada NUI sola. Diga algunas en las que si vale y otras donde
no.

5.6.27 (Mayo conjunta). Dadas X,Y € M,, ,,(R) decimos que

o YV <, X siexiste D € DS (n) tal que DX =Y
e Y <, X si Yv < Xv (mayorizacién usual en R™) para todo v € R™

e Y <, X siexiste D estocéstica por filas tal que DX =Y.

Esta es una manera compacta de describir lo que podriamos llamar mayorizacion conjunta
(fuerte, puntual y débil) de m vectores de R™; a saber, las columnas de X y de Y.

1. Probar que Y <,, X <= las filas de Y son combinaciones convexas de las de X.

2. Probar que <y = <, = <, pero no valen las reciprocas (el contraecjemplo de
~<p = <, es opcional, porque es bastante complicadito).

3. Sin =2 (solo dos filas, o mejor dicho, muchos vectores de R?), o m = n y las matrices
son inversibles (esto significa “bases”), entonces si vale que <, = <.

4. Supongamos que m =ny Y <, X. Entonces |det X| > |det Y|. Ademas, si |det X| =
| det Y| # 0, entonces existe una matriz P € S,, tal que Y = PX.

Normas duales

Definicién 5.6.28. Sean ® una norma en C" y N una en M, (C). Se definen sus normas
del siguiente modo: dados z € C* y A € M,,(C), ponemos

O'(z)= sup [(z, y)| vy N'(A)= sup [tx(A"B).
@ (2)=1 1Bl]1=1

Las normas duales aparecen como las normas de los operadores adjuntos de los vectores o
matrices, cuando se los piensa como funcionales segtn indica el siguiete ejercicio:
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5.6.29. 1. Sea ¢ una funcional lineal en C™. Probar que existe un tnico

xeC" talque o(y)=¢.(y)=(y,z), paratodoyeC".

2. Sea ¢ una funcional lineal en M,, ,,,(C). Probar que existe una tnica

X e My (C)  tal que  @(A) =px(A) =tr(X*A), paratodo A€ M,,,(C) .

Usando esas identificaciones, definir para las funcionales en M,,(C), las nociones de adjunta,
autoadjunta y positiva, en funciéon de cémo actua en las matrices. Después comparar lo que
haya hecho con la Definicién 8.3.1.

5.6.30. Sean M una normaen C" y N una en M, (C). Ellas inducen normas en las funcionales
lineales. Dados z € C* y X € M,,(C), mostrar que

M'(z) = = mé N'(X) = = md A)| .
(@ = [6cllar = mix 6,00 v N'(X)=lloxly = mix ox(4)

5.6.31. Sean ¢ y ¥ normas en C"™, Demostrar:
1. [{(z, y)| < ®(x)®'(y) para todo z,y € C".
2. Si ®(z) < ¢¥(z) para cierto ¢ > 0 y para todo x € C", entonces, ' > ¢ 10’

5.6.32. Mostrar que para toda norma ® en C", &’ = &, es decir que es igual a la norma
dual de su norma dual.

5.6.33. Sea ® una funcién gauge simetrica en C".

1. Mostrar que @’ es tambien una fgs.

2. Sea Ng la NUI en M,,(C) asociada a ®. Probar que N§ = Ng- .
5.6.34. Demostrar que

L [[All, = |Allg, donde 1 <p < ooy % + % =1

2. La tunica NUI que coincide con su dual es la norma 2.
5.6.35. Dados k € I, y A € My, (C), probar que [|Allf,) = max{[|A[/1), T Ay }-
5.6.36. Sean p, g, nimeros reales positivos tales que 1/r =1/p+ 1/q.

1. Mostrar que para toda funcién gauge simétrica ® se tiene que

®(lz oy < @(|z|?) P D(|y|7) .

2. Probar que para toda norma unitariamente invariante ||| - ||| se verifica que:

HIABIII < [[ILAPIP B9



Capitulo 6

Funciones mondétonas y convexas
de operadores

6.1 Calculo funcional

Notaciones: Diremos que un subconjunto I C R es un intervalo, cuando I es un conjunto
convexo (i.e., si I es un intervalo abierto, semiabierto o cerrado; acotado, semirrecta o todo
R). Dado un intervalo I C R, llamaremos

Hi(n)={AeH(n) : c(A)CI}.

Definicién 6.1.1. Sea I C R un intervalo, y sea f : I — C una funcién cualquiera. Fijada
A € Hy(n), se define
f(A) = P(4),

donde P € C[z] verifica que P(X) = f(\) para todo A € o (A). La definicién es buena, porque
si Q € C[z] cumple lo mismo que P, entonces, por el Corolario 1.7.2,

o (P(A) = Q(A)) = o ((P - Q)(A) = (P —-Q)(c (4)) = {0},
y esto, dado que P(A) — Q(A) es normal, implica que P(A) = Q(A).

Observacién 6.1.2. Sean I C R un intervalo, f : I — C una funcién y A € Hi(n). Es facil
ver que, si A es diagonl, es decir A = diag (z) para cierto € I™ C R", entonces

f(A) = diag (f(2) ).
Y de esto puede deducirse que, si B € Hy(n) y U € U(n) son tales que

B =Udiag (u(B))U* = f(B)=Udiag(f(u(B)))U".
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Otra manera de ver este cdlculo es la siguiente: Sea o (4) = {A\1,...,A\x} (sin repeticién).
Llamemos S; = ker(A — \;I), y P; a los proyectores ortogonales sobre S;, para i € Ij.
Luego P = {P,..., Py} es un sistema de proyectores en H(n) (o sea que son autoadjuntos,
ortogonales 2 a 2 y que suman I) que verifica que
k k
A= Z)\i P, . Entonces se tiene que  f(A) = Zf(/\i) P . (6.1)
i=1 i=1

Por otra parte, notar que este calculo no esta bien definido en matrices que nos son autoadjun-
0

0 0
P(t) =ty Q(t) = t? coinciden en o (A) = {0}, pero P(A) = A mientras que Q(A) = 0.

tas (en realidad, si no son normales). Por ejemplo, si A = , entonces los polinomios

Ejercicios 6.1.3. Verificar que el calculo funcional cumple las siguientes propiedades: Sean
I C R un intervalo, f,g: I — C dos funciones y A € Hj(n). Entonces

L (f £ 9)(A) = F(A) £ g(A) y fg(A) = F(A)g(A).

o (f(A)) ={f(\) : A€ o (A)}. Mas atin, u(f(A)) = f(u(A))".

f(A) siempre es una matrix normal.

f(t) e Rparatodot €l siy sélosi f(A) € H(n) para toda A € Hy(n).
f(B) > 0 para toda B € Hy(n) siy sélosi f(t) > 0 para todo t € I

Si U € U(n), entonces f(UAU*) = U f(A)U*.

N gtk N

Si la matriz de A en alguna BON tiene la forma

A:[lg g] entonces f(A):[f(B) 0 ]

8. Si una sucesion (f,,)men de funciones definidas en I convergen puntualmente a f,
entonces f,,(B) —— f(B) para toda B € Hj(n).

9. Si tiene sentido la composicién h o f, entonces g o f(A) = h(f(4)).
Ejemplos 6.1.4.

1. Si f:R* — R esta dada por f(t) =t"", entonces f(A) = A" para toda A € Gl(n)*.

2. Si A € M,(C)*, entonces A2 = f(A), donde T = R, f(t) = /I y AY/? es la tinica
raiz cuadrada positiva de A definida en la Proposicion 3.1.3.

o0 Am
3. Si A € H(n), entonces e := exp(A4) = Z gl
m=0
4. Si A € Gl(n)", entonces existe B = log A, que es la tnica matriz autoadjunta que
verifica la férmula e? = A. En efecto, B = log A estd bien definida, y cumple que

e = A por 9 del Ejercicio 6.1.3. La unicidad se deduce de la férmula (6.1).
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6.1.1 Continuidad del calculo funcional
Proposicién 6.1.5. Sea I un intervalo y f : 1 — R una funcion. Entonces
1. Hi(n) es un subconjunto convexo de H(n).
2. Si 1 es es un intervalo abierto, entonces Hi(n) es abierto en H(n).
8. Sie>0yg:1— R es otra funcion tal que
1f = gl oo = sup {|f(t) —g(t)| : t €T} <&,
entonces || f(A) — g(A)|| < € para toda A € Hi(n).

4. Si f es continua, dada una sucesion (Ay,)men en Hi(n) tal que A,, —— A € Hy(n),

se tiene que f(An) —— f(A).
m—0o0
Demostracion.

1. Sean A, B € Hy(n). Dado A € [0,1], el Teorema 5.1.6 asegura que
z=p(AM+(1-NB) < Au(A) + (1= Nu(B) =1y .
Por lo tanto x; € [yn ,y1] C I (porque I es convexo), para todo i € I, .

2. Sea A € Hy(n), y sea ¢ > 0 tal que (un(A) — e, u1(A)+¢) CL SiB e H(n)y
||A — B|| < ¢, entonces, para todo z € C" con ||z| = 1, se tiene que

|(Az,2) — (B, 2)| < |4~ B||la]]® < < .
Luego, por el Teorema 2.3.1, deducimos que
pn(A) —e <pn(B) vy pm(B) <p(A) +e,
por lo que o (B) C L.
3. Notar que o (f(4) — g(A)) = (f —g) o (A) y [|f(A) — g(A)[l = p(f(A) — g(A)).
4. Sea (a,b) C R un intervalo abierto tal que
o (A) C(a,b)NIC[a,V]=JCT.

Por el item 2, existe mo € N tal que A,, € Hqp)(n) N Hi(n) € Hy(n), para todo
m > myg. Por el teorema de Weierstrass (en el intervalo cerrado J), dado € > 0, existe
P e Clx] tal que ||f — P|l5, 0 < . Entonces, por el item 3, si m > my,

1F(A) = F(An)l - < NIF(A) = P(A)[ + [|1P(A) = P(Am)[| + [[P(Am) = f(Am)

<2e+||P(A) — P(4,)]| —— 2¢,

m—00

porque el resultado es claro para polinomios. Luego ||f(A) — f(A,)|| —— 0.

m—00
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Observacion 6.1.6. El item 1 de la Proposicién 6.1.5 se puede generalizar de la siguiente
forma: Dado un conjunto abierto V C C, el conjunto

Mp(C)yy = {AeM,(C) : c(A)CV}

es abierto. Mds atn, el mismo resultado es cierto cambiando M,,(C) por L(H), para cualquier
espacio de Hilbert H, atin con dimesién infinita. La demostracién se deja como ejercicio.

Observacion 6.1.7. La nocién de célculo funcional para autoadjuntos que hemos presentado,
es una traduccién al caso matricial del calculo funcional continuo para operadores autoadjun-
tos en espacios de Hilbert. Las tnicas diferencias en el caso general son:

1. Las funciones a evaluar deben ser continuas.

2. No existen, en general, polinomios que coincidan con una f dada en todo el espectro
del operador elegido (o del intervalo T), por lo que se usa el teorema de Weierstrass para
definir f(A) (la buena definicién se prueba como en el item 2 de la Proposicién 6.1.5).

3. La convergencia util entre funciones no es la puntual, sino la uniforme en compactos
(notar que coinciden en conjuntos finitos).

Todos los demds resultados y ejercicios presentados en esta seccién (salvo las menciones es-
pecificas de vectores de autovalores, como la Observacién 6.1.2) son ciertos en el caso general,
con las mismas pruebas, luego de adaptarlas minimamente a operadores en espacios de Hilbert.
La tnica que necesita mas cuidado es la identidad o (f(A)) = f(o (A)), que es fécil para poli-
nomios, pero requiere argumentos especiales para funciones continuas en general. También
son ciertos en general los resultados de las proximas dos secciones, dado que las nociones de
monotonia y convexidad de operadores se reducen al caso de matrices (siempre que valga para
matrices de cualquier tamafo).

6.1.2 Diferenciabilidad del calculo funcional

En la Proposicion 6.1.5 hemos visto que, si I un intervalo y f : I — R una funcién continua,
entonces la aplicacién f: Hy(n) — H(n) dada por A — f(A), A € Hi(n), es también continua.
En caso de que I sea abierto y que f sea de clase C!, veremos que f es diferenciable, y
mostraremos cémo calcular sus derivadas direccionales. Sin embargo, como una demostracién
completa de estos resultados necesita un desarrollo analitico bastante extenso, solo daremos los
enunciados y un esbozo de las demostraciones, dejando ciertos pasos técnicos sin demostrar.
Para una prueba completa de los resultados de esta seccion, remitimos al Capitulo V del libro
de Bhatia [3].

Daremos ademds un resultado probado por Dalekiii y Krein [23], [24] (ver también [8] o
[3]), el cual provee una herramienta importante para derivar curvas de matrices producidas
con el célculo funcinal, que puede interpretarse como una especie de regla de la cadena.
Mas adelante, este resultado nos permitira encontrar una caracterizacion de las denominadas
funciones mondétonas de operadores. Para simplificar su enuciado usaremos el producto de
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Hadamard o de Schur de matrices, el cual serd estudiado con maés detalle en el Capitulo 8.
Recordar (de la Seccién 3.5) que, dadas A, B € M,, ,,,(C), se define el producto de Hadamard

Ao B como la matriz Ao B = (a,‘j bij)ieﬂ € Mn,m((C) .
j€Im

Definicién 6.1.8. Sea I un intervalo abierto de Ry f : I — R una funcién de clase C'.

1. Denotaremos por f!! a la funcién definida sobre I x I dada por

M, y) =
f'(@) siz =y

A esta funcién se la denomina primera diferencia dividida de f.

2. Si D = diag(dy,...,d,) € M;(C) es una matriz diagonal, llamaremos

FUID) = (1, d))), er, € Mn(C) .

Notationes: Recordemos que, dada g : U C R™ — R™ (U abierto), se dice que g es
diferenciable en z¢ € U si existe una matriz Dg,, € M, (C) (llamada derivada o diferencial
de g en g, y que debe tener las derivadas parciales de g en sus columnas) que cumple

lg(zo + ) — g(w0) — Dga, - bl
Al h—0

0. (6.2)

En tal caso se tiene que, para todo h € R", la derivada direccional

0

a7 g(xo +th) = Dgy, - h .

(o) = ],y

Observar que si I es un intervalo abierto, entonces Hy(n) es abierto en H(n), que es un
R-espacio vectorial que identificaremos con un RM. Luego podemos aplicar las nociones
anteriores, pero reemplazando xy y h por matrices adecuadas.

Teorema 6.1.9. Sean I C R un intervalo abierto y f : I — R una funcién de clase C*.
Entonces su extension f : Hi(n) — H(n) es diferenciable en todo punto A € Hi(n). Si
tomamos coordenadas en las que A sea diagonal, se tiene que

Dfa(H) = fM(A)o H ,  para todo H € H(n) . (6.3)

Es decir que dados B € Hy(n) y U € U(n) tales que A =UBU* es diagonal, entonces

Dfp(H) = U* ( FH(A) o UHU*)U . para todo H € H(n) , (6.4)



114 Funciones monétonas y convexas de operadores

Demostracion. Mostremos el resultado, en principio, para funciones polinémicas. En este
contexto, por linealidad podemos asumir que f(z) = 2™, para m € NU {0}. Observar que,

en tal caso, fll(a,b) = 3 a*~1 b™~* para todo a,b € R (incluso si a = b). Ademds,
k=1

Dfa(H) = i‘  f(A+tH) = i‘ (A eH) =3 AR AT

dt lt=0 dt lt= P
Si ahora usamos que A = diag (ay,...,a,), nos queda lo que querfamos:
Dfa(H) =S Ak-1gam—F — [ k=1 m—k Hl} — (Ao I
fA( ) Z Za‘z a] J ijel, f ( ) ©

k=1 k=1

Luego, si f es un polinomio y B € Hy(n) no es diagonal, uno puede diagonalizar a B con una
U € U(n), derivar ahi y desdiagonalizar. Usando que f(U(B + H)U*) =U f(B + H)U* para
todo H € H(n) pequeno (para que B + H € Hy(n) ), no es dificil ver que

Dfp(H) = U* ( FU(UBU*) o UHU*)U . para todo H € H(n) . (6.5)

por el método directo de calcular el cociente incremental, como en la Eq. (6.2). En particular,
el término de la derecha no depende de la U que diagonalice a B.

Sea ahora f una funcién de clase C! en I. Usando el teorema de Weierstrass se puede

construir una sucesion (P, )men de polinomios que aproximan uniformemente tanto a f como

a f’ en cualquier subintervalo cerrado prefijado de J. Es facil ver que P, (A) — i (A)
m— 00

Fijemos ahora H € H(n) pequeno, y U € U(n) tal que A = UBU* es diagonal. Llamemos
Dfp(H) = U* ( £ (4) 0 UHU*)U

(para ese U € U(n) fijo), al cadidato a derivada. Hay que mostrar que el cociente incremental

If(B+H) - f(B) - Dfs(H)|,
I1H]], H—0

0. (6.6)

Esto probaria que f es diferenciable en B, que su derivada Dfp(H) = Dfp(H) (o sea que
(6.4) es cierta), que su férmula no depende del U elegido, y que se cumple la Eq. (6.3), para
el caso en que B ya era diagonal (tomando U = I).

La prueba de (6.6) es una ardua acotacién, de la que s6lo mostraremos sus ideas principales.
Se hace intercalando términos que involucran a los polinomios P, . En efecto, si uno fija un
e > 0, encuentra un m € N tal que tres cantidades:

o [[f(B+H)—f(B)— (Pn(B+H)—Pn(B))l,,
 [Pn(B+ H) = Pu(B) = D(Pn)s(H)l, v
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i HDfB(H) - D(Pm)B(H)Hz

se pueden hacer menores que ¢||H||, , siempre que H sea chico. Luego uno se olvida del m y
queda que el cociente de (6.6) es menor que 3¢ para un tal H. Observar que la tercera vale a
partir de un m para todo H. La primera se puede hacer vilida para todos los m grandes (y
para cualquier H tal que B+ H € Hy(n) ), por un argumento que depende del teorema del
valor medio y de la convergencia de las matrices P, (A) (més bien de que sean una sucesién
de Cauchy). Finalmente, la segunda es la que pide H chico, tamaio que depende del m, pero
este m se puede elegir de modo que se cumplan las otras dos.

Corolario 6.1.10 (Dalekifi y Krein). Sean I,J C R dos intervalos abiertos y consideremos
un curva de clase C* v : T — Hy(n). Sea f:J — R otra funcién de clase C*. Entonces

1. La curva que llamaremos f e~ : I — H(n) dada por fe~(t) = f(v(t)), via el cdlculo
funcional, es también de clase C!.

2. Supongamos que y(to) = diag(ay,...,a,) para cierto tg € I. Entonces se cumple la
siguiente férmulas:

(f *7) (to) = f1! (v(to) ) o/ (to) - (6.7)

Demostracion. La suavidad de f e~ se deduce de la diferenciablidad de f : Hy(n) — H(n)
(v de la la suavidad de 7). La regla de la cadena y la férmula (6.7) se deducen también del

Teorema 6.1.9, puesto que (f ) (to) = Dfyue) (V' (t0) ) = I (v(t0) ) o+ (to)-

6.2 Funciones monétonas de operadores

Definicién 6.2.1. Sea I C R un intervalo y f : I — R, una funcién. Diremos que f es
mondtona de operadores (MOP) si, para todo n € Ny A, B € Hy(n), se tiene que

A<B = f(A)<[f(B).
Notar que, tomando n = 1, se ve que f debe ser monotona en el sentido usual.
Ejemplos 6.2.2.
1. Dados a,b € R, la funcion f(t) = a + bt es MOP siy sélo si b > 0.

2. f(t) = t? no es monétona de operadores (en ningtn intervalo I C [0, +0c) con més de

1 1 11

s |2 2 5 3| e
A= { 2 2 z 3 2| B
El ejemplo se puede cambiar, de acuerdo al intervalo I, tomando C = al + Ay D =

al + B, para constantes a € [° y € > 0 convenientes. Notar que las entradas 2,2 de
C? y D? siguen coincidiendo.

un punto). En efecto, tomando A = [ b } y B= [ 21 ], se ve que A < B, pero
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3. f(t) = —t7t es MOP en I = (0,+00). En efecto, si 0 < A < B € M,,(C)*, entonces
0< B Y2AB~'/2 < I. Luego u1(B~'/2AB~1/2) < 1, o sea

Mn((Bfl/QABfl/Q)fl) Z 1 — (Bfl/ZABfl/Q)fl — 31/2A71B1/2 Z I ,
por lo que A=t > B~
Ejercicio 6.2.3. Probar que

1. La suma y la composicién (cuando tenga sentido) de MOP s es MOP.

a b

2. Dada una matriz M = [ . ] € M3(R), con d # 0, definamos la funcién

d
a+ bt —c
t) = —— t#+ — .
Jar(®) c+dt’ 7 d
Entonces fas es MOP en (=f,+00) siy sélo si det M < 0. Notar que
b det M
t) = — —_ .
) =3+ v e

Por lo tanto, si det M < 0, entonces fjs es composiciéon de MOP “s. Pero si fp, fuera
MOP y det M > 0, podria deducirse que ¢ — 1/t es MOP.

Proposicién 6.2.4. La funcion f(t) = t'/? es MOP en 1= [0,+00).

Demostracion. Sean A, B € M, (C)* tales que A < B. Supongamos, en principio, que B > 0.
Entonces, por la Proposicién 3.5.4,

1> HAI/QBfl/Q”Sp > p(A1/2Bfl/2) _ p(Bfl/4A1/2Bfl/4) — I> 371/4141/2371/4 )

Por lo tanto B'/2 > A'/2. Si B no es inversible, para cada ¢ > 0 se toma la matriz B+l > 0.
Luego A'Y/2 < (B + I)'/? para todo ¢ > 0. Como (t +¢)'/? % t1/2 = (1),
E—

(AV 22, 2) < <(B + el)l/zx,z> —— (BY?g,2) , paratodo xeC".

e—0
Deducimos que A'/2 < BY/2,

Ejercicio 6.2.5. Rellenar los detalles de la siguiente prueba alternativa de la Proposicién
6.2.4, que se basa en un resultado del Capitulo 9: Suponemos que 0 < A < B. Entonces
definimos la funcién

C:[0,1] —Gl(n)", dadapor C(t)=A+t(B—-A), tcl0,1].
Sea R(t) = C(t)*/?, t € [0,1]. Entonces

Rt =C(t) = R@R{t)+RHRt)=Ct)=B-A>0, te[0,1],

donde el punto denota derivada respecto de t. Por la Observacion 9.1.5, como R(t) >0y
C(t) = S(R,R) > 0, entonces, R(t) > 0 para todo ¢t € [0,1]. Luego R es creciente y, en
particular, A2 = R(0) < R(1) = B'/2.
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Teorema 6.2.6. Las funciones f(t) = t" son MOP’s en I = [0,+00), para todo r € [0,1].
En otras palabras, si 0 < A < B € M,(C)", entonces A" < B" para todo 0 < r < 1.

Demostracidn. Supongamos, en principio, que 0 < A < B € Gl(n)T y que r es diddico,
es decir que r = k/2™, para k € Iom . En este caso probaremos, por induccién en m, que
A" < B". En efecto, si m = 1, ya lo sabemos por la Proposicién 6.2.4.

Si suponemos el hecho cierto para todo niimero j/2™, tomemos r = k/2™*!. Si k < 2™,
entonces k/2™ < 1. Por la hipétesis inductiva y la Proposicién 6.2.4, se tiene que

Ak/Qm < Bk/Qm — A" = (Ak/Q"")l/2 < (Bk/Qm)l/2 - B

Si k > 2™, usaremos que B~! < A~'. Por tanto, B"A™'B" > B"B~!'B" = B?"~!. Luego,

m

como 0 < 2r—1= < 1, por la hipétesis inductiva tenemos que

(A71/2BTA71/2)2 _ Afl/QBrAlerAfl/Q > A71/2B2T71A71/2
> A—1/2A2r—1A—1/2 — A2(r—1) .
Aplicando la Proposicién 6.2.4, deducimos que A=Y/2B"A=1/2 > A1 y por ello B" > A".
Si r no es diddico, tomemos una sucesion de diadicos r,, —— r. Como las funciones

m—0o0

Frn(t) = t7rm PR £y — 7 deducimos que B” > A", también en este caso.
m— 00

Finalmente, si A # 0, como (A + L1)" < (B + LI)" para todo m € Ny la funcién ¢ — t" es
continua, aplicando la Proposicién 6.1.5 obtenemos que

1 1

A" = lim (A+—I) < lim (B—i——[) =B",
m—00 m

lo que prueba la desigualdad en el caso general.

Lema 6.2.7. Sea A € Gl(n)*. Entonces

h

}llli% =logA.

Demostracion. Observar que, para todo t € (0, 400), se verifica que

| thfl | eh logtil )
i =lim —— = t.
s h hmd h o8

h
t - 1 puntualmente

h—0
el item 8 del Ejercicio 6.1.3, se culmina la prueba.

Por lo tanto las funciones fj,(t) = g(t) = log t en todo (0, +00). Aplicando

Proposicién 6.2.8. La funcion f(t) = logt es MOP en I = (0,4+00). En otras palabras,
dados A < B ambos en Gl(n)*, se tiene que log A < log B.
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Demostracion. Se deduce del Lema 6.2.7. En efecto, tomando h con valores en (0, 1), por el
Teorema 6.2.6 se tiene que

A — T . Bh—T
<1

< lim
h—0t

logA = lim =logB .

h—0t
Para finalizar daremos una caracterizacion de las MOPs en terminos de la primera diferencia
dividida de f, la cual puede interpretarse como andlogo matricial al resultado clasico de
calculo que dice que una funcién de una variable real derivable es no-decreciente si y sélo si
su derivada es no-negativa.

Teorema 6.2.9. Sea I un intervalo abierto de R, f : I — R una funcion de clase C*.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalente:

1. f es MOP.

2. Para todo n € N y toda matriz diagonal D € Hy(n), se tiene que fI11(D) € M, (C)*.

Demostracion. 1 — 2. Sea D = diag(dy,...,d,) € Hi(n). Recordemos que por medio
de A o B denotamos al producto de Hadamard, i.e., el producto entrada a entrada. Sea
E, =1,1; € M,(C)*. Respecto a este producto, IE,, se comporta como la identidad. Sea
v : (—e,e) — H(n) dada por v(t) = D + tE, . Observar que para todo ¢t > 0 se tiene que
D +tE, > D. Por la Proposicién 6.1.5, o (D + ¢t E,,) C I para valores pequenios de t. Luego,
para dichos valores de t, tiene sentido hacer f o~. M4s atn, como f es de clase C' y v es
suave, podemos derivar la curva f oy, y por el Teorema 6.1.9 obtenemos

SHD+1E)| = Dfp(E,) = /(D) 0+/(0) = f11(D) 0 By = (D)
t=0

Usando que E,, € M,,(C)T y que f es MOP, se tiene que el cociente incremental

f(D“i’tEn)*f(D)

; € M,(C)t, paratodotc (—¢,¢),

lo cual se preserva al tomar limite. Por ende, fI/(D) € M,,(C)*.

2 — 1. Sean A, B € Hj(n) tales que A < B, y definamos la curva v(t) = (1 — ¢t)A + tB,
para t € [0,1]. Como Hy(n) es convexo (Proposicién 6.1.5), v(t) € Hi(n) para todo ¢ € [0, 1].
Luego, la nueva curva n(t) = f(v(t)) estd bien definida. El primer paso serd probar que
para todo ¢ € (0,1) se tiene que 7/(t) € M,,(C)*. Para ello, fijemos un ¢ € (0,1) cualquiera.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v(t) es diagonal (sino se conjuga con una
unitaria). Luego, por el Corolario 6.1.10 se tiene que

0 (t) = (1)) oy (1) = (1)) 0 (B~ A) € Mu(C)F

donde usamos que A < B, que fH(y(t)) € M,(C)* y luego el Teorema 2 de Schur 3.6.2
(producto o de positivas es positiva). Ahora bien, fijemos 2 € C". Por la linealidad de la
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funcién A — (Az, z) se tiene que la funcién g(t) = (n(¢t)x, x) es continua en el [0, 1], derivable
n (0,1). Més atin, ¢'(t) = (n'(t)z, x) para todo t € (0,1). Pero entonces, por lo que acabamos
de ver, g es creciente en el [0,1]. En consecuencia

(f(A)z,z) = g(0) < g(1) = (f(B)z, z).
Como z € C™ es arbitrario, f(A4) < f(B), lo cual concluye la demostracién.

Para ilustrar como se utiliza esta caracterizacion para demostrar que una funciéon es mondtona
de operadores, probaremos que la funcién f(t) = tan(t) es MOP en el itervalo (—m, 7). Para
ello, necesitaremos un par de lemas previos.

Lema 6.2.10. Sea d = (dy,...,d,) € R™. Entonces la matricz

K.(d) = (ei<dj—di>) € M, (C)*

,j€ln

Demostracion. En efecto, si tomamos E = 11* € M,,(C)* (la matriz de cuyas entradas son
todas iguales a 1) y U = dlag( i . e"n), entonces K.(d) = U*EU € M,,(C)*.

Lema 6.2.11. Sea d = (dy,...,d,) € R". Entonces la matriz
sen(d; — d;
) = (A e
dj — d; i,5€l,

donde, para abreviar notaciones, estamos aceptando la convencion de que # =1.

Demostracion. Este lema se deduce del anterior si recordamos la siguiente identidad, la cual
puede testearse a mano muy facilmente:

1 T
na _ e"dt  paratodo a € R (incluso si a =0) . (6.8)
a 27 J_,
d; — d;
En efecto, dado x = (z1,...,2,) € C” se tiene que (K,(d)x, ) = Z %Ti Zj .
ig=1 4%

Pero por la formula integral (6.8) y el lema anterior se tiene que
. d;
2% Ser;( J_d z; jf/ﬂr Z b=t g, oot = / (K.(d)z, z) dt >0 .
i,j=1 i,j=1
Proposicién 6.2.12. La funcion f(t) = tan(t) es MOP en 1= (—7/2,7/2).
Demostracion. Sea D = diag(dy,...,d,) € Hi(n) y la matriz de diferencias divididas

tan(dj) — tan(d,-) .
sid; £ d;

tanm (D)” = dj — dl ot ;é J .
sec?(d;) sid, =d;
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Usando la identidad tan(x) — tan(y) = sen(w — y) se tiene que

cos(z) cos(y)

(D). — 1 sen(d; — d;) 1 e sec(D)* n
i (D)is [cos(di) ( d; —d; ) cos(dj)]i,jenn (D) Ko{d)sece(D)” € Ma(C)

por el Lema 6.2.11. Con esta informacién, el Teorema 6.2.9 garantiza que f(t) = tan(t) es
MOP en I = (—m, 7).

6.3 Funciones convexas de operadores

Recordemos que la Proposicién 6.1.5 asegura que, si I C R es un intervalo, Hj(n) es comvexo.

Definicién 6.3.1. Sea I C R un intervalo y f : I — R, una funcién. Diremos que f es
conveza de operadores (UOP) si, para todon € N, A € [0,1] y A, B € Hi(n), se tiene

FOAA+(1=XNB) < A(A)+1-Nf(B). (6.9)

Notar que, tomando n = 1, se ve que f debe ser convexa en el sentido usual. Diremos que f
es céncava de operadores (NOP) si —f es UOP.

Observacion 6.3.2. Si f: [ — R es continua, para verificar que es convexa de operadores,

es suficiente probar que
A+B f(A)+F(B)
j(AEB) < SAIE)
2 2
para todo par A, B € Hy(n) (y todo n € N). En efecto, esta condicion implica que f cumple
la Eq. (6.9) para todo A diddico en [0, 1]. Esto se prueba por induccién. Por ejemplo,

()20«

- f(A)JQrf(B) + f(B)
- 2

1 3
== f(A)+ - f(B).

1A+ 1(B)
Como f es continua, la Proposicién 6.1.5 dice que (6.9) se cumple para todo A € [0, 1].
Ejemplos 6.3.3.

1. Dados a,b € R, se tiene que la funcion f(t) = a + bt es UOP (y NOP).
2. f(t) =t?si es UOP en [0, +0c0). En efecto, dados A, B € M,,(C)T, se tiene que

A% + B? _(A+B

. . )2:i(A2+BQ—AB—BA): (A-B)?.

1
4

Como f es continua, esto prueba que es UOP.
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3. f(t) =3 no es UOP en [0, +c0). En efecto, una cuenta elemental muestra que, si

A3+ B3 A+ B\3
A:{ll] y B:[Bl} entonces + —<+):[61],

11 11 2 2 10
que no es positiva. Tampoco puede ser UOP en ningin intervalo I C [0, +00).

4. f(t) =t"1 es UOP en I = (0,+00). En efecto, si A, B € Gl(n)", entonces

-1 -1 —1 -1 _ p-1y4-1 —1y-1(g-1 _ p-1
A —52—B _(A—iQ—B) :(A B YA~ +B )N A B )EMn(C)+.

2
En efecto, esto se deduce de la identidad
2A+B) ' =A1 A+ B Y I B 4+ BT AT £ BT AT
Como f es continua, lo que vimos muestra que es UOP.
Ejercicio 6.3.4. Probar que

1. La suma y la composicién (cuando tenga sentido) de UOP s es UOP.

2. Dada una matriz M = [ CCL Z ] € M5(R), con d # 0, definamos la funcién
a+ bt —c
t) = t#+ — .
=g 17 g

Entonces fi es UOP en I = (=5, +00) siy sdlo si det M > 0 . Por otra parte, f es
NOP en T siysélosi fes MOPenl siy sélosidetM <0 .

3. Sea I C R un intervalo tal que 0 € I. Sean f(t) = [t| y g(t) =tV 0, ¢ € I. Entonces f
no es UOP y g no es UOP ni MOP.

Definicién 6.3.5. Sean A € M,,(C) y P € H(n) un proyector con R(P) = S. Llamaremos
compresion de A a S, al operador

As:S§—S dadopor As(z)=PAz, z€S§.

Notar que As = PAP’S pensado en L(S). En coordenadas de una BON de C™ tal que la
I

0 0 ] , se tiene que

matriz de P en esa base sea P = [

| As O | As 0
o[ 4501y e[ 0]

donde las matrices (grandes) viven, ahora, en M., (C).

Recordemos que, para cada k € I, , notamos Uy (n) = {U € M,, ,(C) : U*U = I}, es decir,
el espacio de isometrias de C* en C™.
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Teorema 6.3.6. Sea I C R un intervalo y f : 1 — R, una funcidn. Son equivalentes:

1. f es convexa de operadores.
2. Para todo n € N y para todo sistema de proyectores P en H(n), se tiene que

f(Cp(A)) < Cp(f(A)) para todo A € Hy(n) .

3. Dadosn € N, A € Hi(n) y S C C™ un subespacio, se tiene que f(As) < f(A)s .
4. Dados k,n € N tales que k <n, A € Hi(n) y V € Uy(n), se verifica que
FVFAV) < V*FAV .

Demostracion. Antes que nada, observar que Cp(A) C Hy(n) por la Proposicién 5.4.4 (o la
Eq. (6.10) de abajo) y el hecho de que H(n) es convexo. De ahi se deduce que, si dimS = k,
entonces As € Hi(k) y tiene sentido calcular f(Ag), incluso si 0 ¢ 1.

1 — 2. Como otras veces, por la Eq. (5.8), podemos suponer (s.p.g.) que trabajamos con un
solo proyector P € H(n). Observar que, dado A € Hy(n), se tiene que

A+ UAU~
= 5 ,
Por lo tanto, si asumimos que f es UOP, entonces

f(A) + FUAU") _ f(A)+Uf(AU"

f(Cp(4)) < 5 = 5 =Cp(f(A)) .

2 — 3. Basta mirar los bloques 1,1 de la desigualdad f(C’pS (A)) < Cps (f(A))

Cp(A) con U=2P—-T€lU(n). (6.10)

3 — 4. Llamemos § = R(V) C C" y P = Ps. Entonces se tiene que V*AV = V*(PAP)V.
Por lo tanto, si denotamos Vj : C¥ — S, al mismo V correstringido a su imagen, tenemos que
Vo es unitario y que V*AV = Vi AsVy € Hi(k). Ademés

fVIAV) = f(ViAsVo) = V5 f(As)Vo  y VIF(AV =V5 f(A)sVo
por lo que
fVZAV) SVIf(A)V <= f(As) < f(A)s -

A 0

4 — 1. Dados A, B € Hi(n), consideremos el operador T = { 0 B

} € Hi(2n). Dado
2T,

AE[O,I],sean,uzl—)\yV:[ 1
w2 Iy

] € Uy (2n). Una cuenta directa pueba que
VTV = M+ B yque  VE(T)V = M(A) + uf(B) |

usando que f(T) = [ f (64) ; 89)
FOA -+ uB) = F(VSTV) < V* FT)W = Af(A) + uf(B).

} . Por todo ello, si f cumple 4, se tiene que
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Corolario 6.3.7. Sean A € Gl(n)* y P € H(n), un proyector. Entonces
1. Cp(A) € Gl(n)T y Cp(A)~t < Cp(A71).

2. Si 8§ = R(P) entonces, As ~* < (A™1)s. Es decir que, pensados como operadores en
L(S), se tiene que
(PAP)"' < PA™'P. (6.11)

Demostracion. Se deduce de que Gl(n)* = H (g 4o0)(n) y del Teorema 6.3.6, dado que t — t~!
es UOP en (0,400), como se ha observado en el Ejemplo 6.3.3.4.

Observacién 6.3.8. Una versién més detallada de la desigualdad (6.11) se deduce de la
teorfa de complementos de Schur. En la Proposicién 3.8.7 vimos que, si S = R(P),

A= [ b“ i } gl , = (A Hs ' =(PAT'P) P =a—bc b .

En particular, también asf se muestra que (PA™1P)"! <a= As.

Proposicién 6.3.9. Sea I C R un intervalo tal que 0 € T y sea f : I — R, una funcion.
Entonces son equivalentes:

1. f es conveza de operadores y f(0) < 0.

2. Dadosn € N, A € Hy(n) y P € H(n), un proyector, se cumple que
J(PAP) < P(4)P |
pensados como matrices en M, (C).

Demostracion. Como 0 € I, es facil ver que PAP € Hy(n). Sea S = R(P). Entonces, en

coordenadas de una BON de C" tal que P = [ I

0 se tiene que
0 0 ) q

PAP = [ ’%5 8} — f(PAP) = { f(§5) f(o()JISL } .

Por otra parte, en la misma BON,

Pf(A)P:[f(gl)S 8} .

Por lo tanto, las condiciones 1 y 2 son equivalentes, por serlo 1 y 3 del Teorema 6.3.6 (es
decir, que f(As) < f(A)s para todo el mundo, equivale a que f sea UOP).

Ejercicio 6.3.10. Sea I C R un intervalo tal que 0 € I'y sea f : I — R, una funcién. Entonces
son equivalentes:
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1. f es convexa de operadores y f(0) < 0.
2. Dados n € N, A € Hy(n), se cumple que
f(CTAC) < C*f(A)C.
para todo C' € M,,(C) tal que ||C| < 1.
3. Dados n € N, A, B € Hi(n) y C, D € M,(C) tales que C*C 4+ D*D < I, se verifica
F(C*AC) + F(D*BD) < C* f(A)C + D* f(B)D.
Se sugiere usar las matrices unitarias construidas en 3.7.9.
Corolario 6.3.11. La funcién f(t) =" es UOP en 1= [0,400), para todo r € [1,2].
Demostracion. Como f(0) = 0, por la Proposicién 6.3.9, bastaria probar que
(PAP)" <PA"P, V neN, Ae M,(C)" y P un proyector en H(n) .

En efecto, como 0 < P < I, tenemos que 0 < AY/2PAY2 < A. Sea g(t) = t"~1. Por el
Teorema 6.2.6, g es MOP (porque 0 < 7 —1 < 1). Luego (AY/2PAY2)"=1 < A™=1 por lo que

PAY2(AV2PAY2) I AV P < PAYZATTIAV2P = PATP .
Finalmente, observar que para todo k € NU {0} se tiene que
PAV2(AV2PAY?) AV P — (PAP)FT
Por lo tanto, para todo polinomio @ € C[z] vale la igualdad
PAY2Q(AY?PAY?)AY2P = Q(PAP) PAP .,

De ahi deducimos que una igualdad similar valdré para toda f : [0,+00) — R (eligiendo un
@ € C[z] que coincida con f en o (A/2PAY?) = 5 (PAP) ). En particular,

PATP > PAV2(AV2pAY?) I AY2P — (PAP)"

Proposicién 6.3.12. Sea f : [0, +00) — [0,+00) una funcidn continua. Entonces se tiene
que f es MOP siy sdlo si f es NOP (i.e., —f es UOP ).

Demostracion. Supongamos que f es MOP, y sea § C C" un subespacio. Notemos P = Ps .
Como f(0) > 0 por hipétesis, usando la Proposicién 6.3.9 bastaria probar que

Pf(A)P < f(PAP), paratoda A& M,(C)",
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ya que, en tal caso, podriamos deducir que — f es UOP. Para hacerlo, llamemos Q =1 — Py

tomemos las matrices U = [ g g } EU2n) y T = [ 61 8 } € M, (C)*. Como se vid

en 3.7.10, para todo € > 0 existe A > 0 tal que

e | PAP PAQ PAP+eI 0
UTU—UTU—[QAP QAQ]S[ 0 M}
A

Como f(0) > 0, se tiene que T" = { f(64) 8 ] < { f(O ) f(g)l } = f(T) . Reemplazando

T por T' y usando que f es MOP, obtenemos que

Pf(A)P PfAQ | _ rrvprs . . f(PAP+¢I) 0
QAP Qf(AQ ] =UTU" < UADU" = fUTT) < [ 0 FOI ]

En particular, se cumple que Pf(A)P < f(PAP +¢l) para todo £ > 0. Como f es continua,
por la Proposicién 6.1.5 se tiene que Pf(A)P < f(PAP), como necesitdbamos.

Para probar la reciproca, tomemos A < B ambos en M,,(C)*.

A
Dado A € (0,1), podemos escribir  AB = XA+ (1 — )‘)ﬁ(B —A).

Si f es céncava (y con valores positivos), esto nos da que

FOAB) > Af(A) +(1— )\)f( %(3 - A)) > A\f(A), paratodo A€ (0,1).

Tomando A — 17, del hecho de que f es continua podemos deducir que f(B) > f(A).
Corolario 6.3.13. Sea f(t) =t", definida en I =1[0,400). Sir > 1, f no es MOP.
Demostracion. Si lo fuera, deberia ser NOP. Pero, como funcién escalar, es convexa.
Corolario 6.3.14.

1. Las funciones t — t", para r € (0,1), son NOP en [0, +0).

2. f(t) =logt es NOP en (0,+00).

Demostracion. La primera parte se deduce de los Teoremas 6.2.6 y 6.3.12. Para probar la
concavidad de operadores del logaritmo, fijemos un subespacio S de C"*. Dada A € Gl(n)™",
por lo anterior sabemos que

(AMs < (As)", re (0,1).
Luego, por el Lema 6.2.7,

. Ag) — 1T ANg — 1T
log(As) = T-Ii)%i( S)T s S 7-l—>o+( )i s
A" — 1T,
(i ) (log )

Por el Teorema 6.3.6, deducimos que log es NOP.
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Observacion 6.3.15. El Teorema 6.3.6 da un criterio heuristico para dilucidar qué funciones
crecientes pueden ser MOP’s: por lo menos deberian ser concavas de numeros. Esto es
coherente con los ejemplos: ¢" para r < 1, —t~!, logt son todas céncavas.

Sin embargo hay que tener mucho cuidado. Porque el Teorema 6.3.6 pide que la f, ademéds
de tomar valores positivos, debe estar definida en toda la semirrecta [0, +00), incluido el cero,
y hasta el infinito. Esto se ve claramente mirando bien la prueba, porque uno hace tender ¢
a cero, por lo que A se va a infinito, y uno necesita poder tomar f(\). Y para demostrar la
implicacién MOP = NOP, se usa también que exista f(0). (ejercicio: probar NOP —
MOP para f no definida en 0. Ojo con B — A). Por ello el Teorema no se puede aplicar
directamente a los ejemplos —t~1 y logt (para ver que logt es NOP hizo falta el razonamiento
de recién, pasando por t").

Pero la cosa es més grave si el dominio de f se termina antes del infinito. Ahi el criterio
heurfstico (que los autores difundiamos muy confiados hasta que fuimos despabilados por
unos alumnos despiertos) es directamente erréneo. Para convencerse, basta recordar (de la
Proposicién 6.2.12) que la funcién f : [0,7/2) — [0,+00) dada por f(t) = tant es MOP,
siendo a la vez convexa como funcién numérica en esa mitad de su dominio.

6.4 Ejercicios

Ejercicios que aparecen en el texto

6.4.1. Verificar que el calculo funcional cumple las siguientes propiedades: Sean I C R un
intervalo, f,g: 1 — C dos funciones y A € Hy(n). Entonces

L (f£9)(A) = f(A) £g(A) y fg(A) = f(A)g(A).

2. 0 (f(A)) ={f(N): A€ o (A)}. Mis atin, u(f(A)) = f(u(A))".

F(A) siempre es una matrix normal.

f(t) €R para todo t €1 siy sélosi f(A) € H(n) para toda A € Hy(n).
f(B) > 0 para toda B € Hj(n) siy sélosi f(¢) > 0 para todo t € L.

Si U € U(n), entonces f(UAU*) = U f(A)U*.

N v w

Si la matriz de A en alguna BON tiene la forma

A:[]g g] entonces f(A):[f(B) 0 ]

8. Si una sucesion (fy,)men de funciones definidas en I convergen puntualmente a f,
entonces f,,(B) —— f(B) para toda B € Hj(n).

9. Si tiene sentido la composicién h o f, entonces g o f(A) = h(f(A)).
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6.4.2. Probar las siguientes afirmaciones.
1. Si f:R* — R esta dada por f(t) =t", entonces f(A) = A~" para toda A € Gl(n)".

2. Si A € M, (C)*, entonces A2 = f(A), donde T = Ry, f(t) = v/t y AY/? es la tinica
raiz cuadrada positiva de A definida en la Proposicion 3.1.3.

X A™
3 A _
3. Si A € H(n), entonces e” :=exp(4) = ZO T

4. Si A € Gl(n)™, entonces existe B = log A, que es la tunica matriz autoadjunta que
verifica la férmula e? = A.

6.4.3. Completar los detalles de la demostraciéon del Teorema 6.1.9. En particular, con las
notaciones de alli, mostrar que dado € > 0, existe mg € N tal que, para todo m > my,

If(B+H) = f(B) = (Pn(B+ H) = Pn(B))|l, <elH]|,

para todo H € H(n) tal que B+ H € Hy(n). Se sugiere acotar el incremento de la funcién
Py — P,, usando su diferencial en un punto intermedio del segmento entre By B+ H, y que
esas diferenciales convergen uniformemente a cero.

6.4.4. Probar que

1. La suma y la composicién (cuando tenga sentido) de MOP s es MOP.

2. Dada una matriz M = [ Z Z ] € M3(R), con d # 0, definamos la funcién
a+ bt —c
= At
=g P

Entonces fyr es MOP en (=f,+00) siy sélo si det M < 0.

6.4.5. Sea v : [a,b] — H(n) una curva suave tal que ¥(t) € M, (C)* para todo ¢ € (a,b).
Probar que v es creciente, en el sentido de que t < s = ~v(t) < y(s), en el orden de H(n).
En particular, deducir que v(a) < v(b). Se suguiere chusmear el Teorema 6.2.9.

6.4.6. Rellenar los detalles de la siguiente prueba alternativa de la Proposicion 6.2.4:
Supongamos que A < B, ambos en Gl(n)". Entonces definimos la funcién

C:[0,1] = Gl(n)", dadapor C(t)=A+tB—-A), tcl0,1].
Sea R(t) = C(t)'/?, t € [0,1]. Entonces

Rt)?=C(t) = R@)R(t)+RHRt)=Clt)=B—-A>0, tel0,1],

donde el punto denota derivada respecto de ¢. Por la Observacion 9.1.5, como R(t) >0y
C(t) = S(R,R) > 0, entonces, R(t) > 0 para todo ¢t € [0,1]. Luego R es creciente y, en
particular, A2 = R(0) < R(1) = B'/2,
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6.4.7. Probar que

1. La suma y la composicién (cuando tenga sentido) de UOP “s es UOP.

2. Dada una matriz M = [ Z Z ] € M5(R), con d # 0, definamos la funcién
a+ bt —c
t) = —— t# — .
Jar(t) c+dt’ 7 d

Entonces fys es UOP en I = (=f,+00) siy sélo si det M > 0 . Por otra parte, f es
NOP en T siysélosi fes MOP enl siy sélosidetM <0 .

3. Sea I C R un intervalo tal que 0 € I. Sean f(¢t) = |t| y g(¢t) =tV 0, t € I. Entonces f
no es UOP y g no es UOP ni MOP.

6.4.8. Sea I C R un intervalo tal que 0 € Ty sea f : I — R, una funcién. Entonces son
equivalentes:

1. f es convexa de operadores y f(0) < 0.
2. Dados n € N, A € Hy(n), se cumple que
f(CTAC) < C*f(A)C. (6.12)
para todo C' € M,,(C) tal que ||C| < 1.
3. Dados n € N, A, B € Hi(n) y C, D € M,(C) tales que C*C 4+ D*D < I, se verifica

F(C*AC) + f(D*BD) < C* f(A)C + D* f(B)D.

Se sugiere usar las matrices unitarias construidas en 3.7.9.

Ejercicios nuevos

6.4.9. Mostrar que todas las definciones y propiedades del calculo funcional no necesitan que
el dominio de f sea un intervalo. En particular, verificar que si U C R es abierto, entonces

1. Hu(n) :={A € H(n):0(A) CU} es abierto en H(n).
2. Si f:U — Res Cl, suextensién f: Hy(n) — H(n) es diferenciable.
3. El Teorema 6.1.9 y el Corolario 6.1.10 siguen siendo validos en este contexto.

6.4.10. Sea A € H(n) y seay : (—1,1) — H(n) una curva C* tal que v(0) = A. Sea X € o(A)
una raiz simple de P4 (), y sea z¢ € ker(A — AI) un autovector unitario. Probar que existe
un € > 0 y una curva suave z : (—e,e) — C™ tal que
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1. 2(0) = xo.
2. z(t) es autovector de (t) para todo t € (—¢,¢).
3. La funcién (—e,e) > t — A(t), que da el autovalor asociado a cada z(t), es suave.

4. Todos los A(t) son autovectores simples de ~(¢).

Mostrar, ademds, que [#(0)]] < d (A, o(4)\ {A}) ™" [|5(0) - o

Sugerencia: Tomar un abierto U 2 o(A) que separe a A del resto de o(A), y definir alli la
funcién f que vale uno cerca de A y cero en el resto de U. Tomar g(t) = f(y(t)), para los
t € (—¢,¢) tales que v(t) € Hy(n), observar que cada g(t) es un proyector autoadjunto de
rango uno (por el Corolario 2.3.8) y usar la Eq. (6.1) para ver qué proyector es. Definir
entonces z(t) = g(t) - xp. Para obtener A(t), buscar una coordenada no nula de zy y dividir
ah{ (o tomar A(t) = trg(¢)v(¢) ). Para acotar la norma, diagonalizar adecuadamente a A y
luego usar el Corolario 6.1.10.
2

S‘;ff‘; s ] y A(t) = U(t) [ el } U(t)* parat € R,
Mostrar que la curva A(t) es suave cerca de 0, pero como A(0) = I tiene multiplicidades, no
hay curvas suaves z(t) a valores en R que cumplan lo mismo que en el ejercicio anterior.

6.4.11. Sean U(t) =

Ojo: La curva x(t) = U(t)e1 no es suave, pero hay que ver que no puede haber otra suave.

6.4.12. Sea I C R un intervalo tal que 0 € I y sea f : I — R, una funcién tal que f(0) < 0.
Entonces son equivalentes:

1. f es convexa (a secas, no pedimos UOP).

2. Dados n € Ny A € Hy(n), se cumple que
f(CTAC) <, C*f(A)C.
para todo C' € M,,(C) tal que ||C||sp < 1. Comparar con la Eq. (6.12).

Sugerencia: Probar que si f es convexa entonces f( (Az, z) ) < (f(A)zx, z) para todo vector
unitario z y toda matriz A € Hy(n).

6.4.13. Sea I C R un intervalo tal que 0 € Iy sea f : I — R, una funciéon convexa creciente
tal que f(0) < 0. Dados n € Ny A € Hj(n), probar que para todo i € I, se verifica que

X (F(C*AC) ) < A (C*F(A)C).

donde C' € M,,(C) es una contraccién. Dar un contraejemplo si la funcién no es creciente.
Sugerencia: Usar minimax.

6.4.14. Sea C € M, (C) una contracciéon y A € M,,(C)*. Demostrar que dados r,s € R
tales que 1 < 7 < s, entonces (C*A"C)Y/" < (C*AsC)/>.
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6.4.15. Sea A,B € M, (C)*, r € (1,4+00) y a € [0,1]. Probar que

(A" +B")r >a'"7 A+ (1—a)'"7 B.
Sugerencia: Analizar separadamente los casos « = 00 1y o € (0,1). Usar que t — tr es
tanto MOP como NOP. Si no sale, chusmear el Lema 9.5.3.

6.4.16. Sean A, B € M,,(C)*. Probar que la funcién
AP 4+ BP\ ®
[1,400) 3 p+— —

es creciente, relativa al orden < de M,,(C)*.
Sugerencia: Dados r, g € [1,+00) tales que r < g, aplicar el ejercicio anterior para los niimeros
r=4>lya= % . Si no sale, chusmear la Proposicién 9.5.6.



Capitulo 7

Productos tensoriales y
alternados

7.1 Producto tensorial de a dos

Comenzaremos fijando ciertas convenciones de notaciéon adecuadas para esta teoria:

1.

Para cada n € N, llamaremos H,, = C" con el producto interno usual. Denotaremos

por egn), ey 67(177') a los vectores de la base candnica de H,, .

. Llamaremos H,, ® H, al espacio de funcionales F' : H,, x Hy — C bilineales (i.e., lineales

en cada coordenada), pensado como C-espacio vectorial de la forma natural.

. Dada F € H,, ® Hy, le asociamos la matriz F = [F(e(-n)7 eg-k))] € M,, 1(C). Luego

1
n k
F(z,y) = Zzlz% Fj=a2"Fy, zeH,, ycH.
i=1j=1
Esto muestra que podemos identificar naturalmente H,, ® Hj con M,, (C).

Esto permite, ademas, definir el producto interno natural en H,, ® Hy . Dadas F,G €
H,, ® Hy, las identificamos con sus matrices en M, ;(C), definimos

(F,G)=trG*"F= Y F;Gy . (7.1)
(2,7) €L, XTI,

Dados x € H,, e y € H}, , notaremos por x ® y € H,, ® Hy, al llamado tensor elemental,
dado por
zQy(u,v) = (u,7)(v,y), weH,, veH. (7.2)
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Observar que (u,Z)(v,7) = z7u-y"v = u” (zy”)v. Por lo tanto, la matriz de z ® y es
zy? € M,, (C). Por lo tanto, no toda F € H,, @ Hj, es elemental, pero si sucede que
toda F es suma de tensores elementales, porque las matrices del tipo zy” son todas las
de rango uno. Observar que la aplicacién

H,, x H > (l‘,y) '—>a:®y€Hn®Hk

es bilineal. Adem4s, a partir de la Eq. (7.1), vemos la férmula

(z@y, uev)=tr((w")*zy") =tr (vz y'v) = (z,4) (y,v) , (7.3)
para z,u € H,, , y,v € Hy, .

6. Se puede deducir que el conjunto
gn,k = {egn) & 6§k) vel,, je ]Ik} ~ {E” S Mn’k((C) i€l,, jJ€e ]Ik}

es una base ortonormal de H,, ® Hj, , que llamaremos base canénica. La consideraremos
ordenada alfabéticamente (leyéndola por filas).

7. Dados A € L(H,,) y B € L(H}), podemos definir el operador A ® B € L(H,, ® Hy), a
través de la férmula A ® B(F) = AFBT, para F € H,, ® Hy , pensado como una matriz
en M,, ;(C). En particular,

A®B(r®vy)~ Azy"’ BT = (Az)- (By)T ~ Az @By, zcH,, ycH,.
Observar que esta ecuacién no define a A ® B en todos los elementos de H,, ® Hy, , pero
sf lo caracteriza completamente (por ser lineal).

8. El producto tensorial de matrices verifica las siguientes propiedades:

(a) Sean I, € M, (C) y I, € My(C). Entonces I, ® Ij, es la identidad de H,, ® Hy, .

(b) (A1 + A2) ® B=a(A; ® B) + A3 ® B, para todo a € C.

(¢) (A® B)* = A* ® B*.

(d) (A1 ® B1)(A2®@ Bg) = A1 A ® B1 By .

(e) Siexisten A~1y B~! entonces A~'@B~! = (A® B)~!. En particular, si A € U(n)
y B € U(k), entonces A ® B € U(nk).

(f) A B>0si A>0y B>0. Més ain, |A® B| = |A| ® |B|. Se usa el Teorema
3.1.3 y la unicidad de la raiz cuadrada positiva.

Observacién 7.1.1. Dados A € L(H,,) y B € L(Hy), la matriz de A® B en la base canénica
de H,, ® Hj, (ordenada por filas) es el llamado producto de Kronecker de A y B que se define
como la matriz por bloques

a11B e alnB
A®B = Do Dl € Mu(C) . (7.4)
amB ... ap,B
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La verificacién es sumamente tediosa, pero podemos dar un esbozo: La base canonica de
H,, ® H}, se ordena asi:

egn) ® egk) yene ,6(1") ® e,(f) , eén) ® egk) yene ,6(2") ® e,(f) e el @ egk) o e™Me egck) .
Luego, el vector egn) ® egk) se ubica en el lugar k(i — 1) + r de la base canénica. Fijemos

un par 4,j € I,,. Como el bloque de k x k ubicado en el jugar (i,5) involucra las filas entre
k(i —1)+ 1y ki, y alas columnas k(j — 1) + 1 y kj, se escribe

((aeBE @), d®@d®)) = (A o) (Bel.e), o = ayB.

r,s€l, T >)T,s€]1k

como se afirmaba.

Proposicién 7.1.2. Sean A € M,,(C) y B € M,,,(C). Si los autovalores de A son la n-upla
{M, ., An}, y los de B son {1, ..., im }, entonces los autovalores de A ® B son

{ M tajelxn, »  donde  Xgj) = Nipy
todos contados con multiplicidad.

Demostracion. Aplicando el Teorema 1 de Schur 1.6.1, si A = UThU* y B = VI,V*, con
U,V unitarias y Ty, T» triangulares superiores, entonces

AB=UV - T1 T - (U V)",

por lo que 0 (A® B) = o (Th ® Tz) (con multiplicidades). Por la representacién matricial de
T1 ® Ty como producto de Kronecker (que queda también triangular superior, pero con los
productos \;4; en su diagonal), se obtiene la igualdad anunciada.

Corolario 7.1.3. Sean A € M, (C) y B € M,,(C).
1 |A® BHSP = HAHSP ) ||BHSP'
2. Mds aun, los valores singulares de A ® B son
s(A® B) ={ si(A)s;(B) }ijet,xln
contados con multiplicidad, y ordenados en forma decreciente.

Demostracion. Se sigue de que |A® B| = |A| ® |B| y de la Proposicién 7.1.2.

7.2 Potencias tensoriales

Una cuenta muy engorrosa, aunque elemental, muestra que se tiene un isomorfismo natural
entre (H,, ® Hy) @ H, y H,, ® (Hy ® H,), identificando a ambos con las funciones trilineales
en H, x Hj x H,.. La clave es observar que, dados x € H,,, y € Hy v z € H,, a los
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tensores elementales (z®y)®z & = ® (y® z) se los puede identificar con la misma funcional
trilineal, por una férmula semejante a (7.2). Es decir, que el producto tensorial es asociativo.
Esto permite definir productos de varios espacios, sin necesidad de aclarar el orden en que
se los define. Lamentablemente, en ese contexto se pierde la representacién de las funciones
multilineales como matrices, a menos que se quiera pensar en matrices de muchas dimensiones.
Usaremos particularmente la asociatividad para definir potencias, en el sentido tensorial, de
un mismo espacio H,, , y de operadores en H,, . Damos, a continuacién, el listado de notaciones
y resultados que se siguen naturalmente (y que se prueban planarmente por induccién usando
lo anterior y la asociatividad):

7.2.1. Sean n,k € N.

1. Notaremos ®k H,, , llamado espacio k-tensorial sobre H, , al producto tensorial de H,,

;o k .
por s{ mismo k veces. Los elementos de Q" H,, se pueden pensar como funcionales
k-multilineales F : HF — C.

2. Dados x1,- -,z € H, , se define el k-tensor elemental 1 ® x5 -+ ® zp por la férmula
k

1 Q- QT (Ulv"';uk):H<uivTi>a (ula'”vuk)EH?kz:’ (75)
i=1

Luego todo elemento de ®k H,, es suma de k-tensores elementales.

3. El producto interno sobre ®k H,, , definido inductivamente en todo par de elementos
de ®k H,, , estd determinado por el producto de k-tensores:

k
<$1®Z‘2"'®l‘k,yl®y2"'®yk>:H<xiayi>7 (7.6)

i=1
para xi,..., Tk, Y1,..-, Yr € H, .

k
4. La aplicacién HfL S(x1,.., k) P T Q- Rxy € ®Hn es k-multilineal.

5. La base canénica ortonormal de ®k H.,, es, por definicidn,
{e&"l) e @ --@el : a=(an,a,,ap) € ]Ifl}

Luego dim ®" H,, = n*.

7.2.2. Todo operador A : H,, — H, induce un operador de ®kA : ®k H,, — ®k H,, ,
llamado potencia k-tensorial de A, determinado por la férmula

k
®A(x1®x2~~®:17k):A:v1®Aa72®~~®A:ck, (7.7)

para x1,..., xx € H,, . Se tienen las siguientes propiedades:
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a. Dados A € L(H,,,H,,) y B € L(H,,H,),

Q4B =R 4- QB . (7.8)
b, (Q"A) =" 4*.

c. Si A€ Gl(n), entonces ®" A~! = (®" A)~1. En particular ®" A es unitaria si A €
Un).

d. Si A e M,(C)", entonces ®kA > 0, porque A = C*C para algin C € M,(C), y
®FA = (®%0)* ®F C.

e. Miés generalmente, si A € M,,(C), se tiene que | @" A] = Q" |A|.

f. Si los autovalores de A son Aj,...,\,, los autovalores (resp. valores singulares) de

®" A son

{ ﬁ)\ij : (il,...,ik)eng} (resp. { ﬁsi].(A) : (il,...,ik)eng}),
j=1 j=1

contados con multiplicidad. En particular se tiene que
k k
(@A) =pA" v [[QAl, =4l -

7.3 Productos alternados y determinantes

Sea Sy, el grupo simétrico de grado k, esto es el grupo de todas la permutaciones de I, . Cada
m € Sy da lugar a un operador linear P ¢ L{(®k H,,), por la siguiente férmula: Si pensamos
a los elementos de ®k H,, como funcionales k- multilineales F' : HX — C, se define

P—;E—n)(F) (IlaZEQa"' 7Ik):F(I7T(1),Iﬂ—(2),"' axﬂ'(k)) s (x17x25"' axk)EHl'rcL . (79)
Dados x1, ..., z € H,, , es facil ver, usando la férmula (7.5), que
P;_n)(xl X xo .- (9] Ik) = "Eﬂ'*l(l) X ;L‘ﬂ.71(2) e ® Ifn'*l(k) . (710)

Observacion 7.3.1. El hecho de que P#n) sea unitario se puede probar mostrando primero
que (P#"))* = Pﬁf)l (esto puede hacerse usando solo los k-tensores elementales). Despues,

ahf si por definicién, se ve que PT(:,L)I = (Pé"))*l.

Definiremos a continuacién las nociones béasicas de productos alternados
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Definicién 7.3.2. Sean € Ny k € I,. Llamaremos espacio k-alternado (o k-ésimo Grass-
mann) sobre H, , al subespacio de ®" H,, dado por

k
AFHL, = { Fe ®]I—]In : P#’L)F =sgn(r) F paratoda w€ Sy } ,

donde sgn(m) = 1 de acuerdo a si 7 es una permutacién par o impar. Los elementos de
AFH,, se llaman k-tensores alternados. Se considera a A*H,, como un espacio de Hilbert con
el producto interno de ®k H, .

Observacién 7.3.3. Notaremos por P} a la proyeccién ortogonal de ®k H,, sobre A*HL, .

Es facil ver que P} estd dada por la férmula

1
Pi= > sgn(m) P (7.11)

TE Sg

En efecto, como cada P € U(@k H,,), entonces (P,g"))* = (P7ETL))—1 = P;ﬁ)l . Por lo tanto
(PR)* = P7?, ya que al adjuntarlo tan solo se reordena la suma (se usa sgn(r—!) = sgn(m) ).
Por otro lado, como para todo par o,7 € S; se tiene que

sgn(om) = sgn(o) sgn(w) vy Pé?r) = P[g”) Pé") ,

podemos deducir que R(P}) C A*H,, . Finalmente, es claro, a partir de la definicién de
AFHL, , que P} (F) = F para toda F € A*H,, .

Definicién 7.3.4. Dados z1,..., i € H,, , se define el k-tensor alternado elemental :
1 Axo-Nag =P (21 Qxa2... Q) = o Z SgN(T) Tr(1) @ Tr(2) "+ @ Tr(k)
TE Sy
también llamado producto alternado de la k-upla ordenada z1,22 ...,z .

Observacion 7.3.5. Enumeraremos aqui algunas propiedades de los k-tensores elementales:

1. Notar que, como A*H,, = PZ(@k Hn), y los k-tensores elementales generan ®k H,, ,
podemos asegurar que los k-tensores alternados elementales generan A*H, .

2. Usando el {tem 5 de 7.2.1 y el hecho de que P} es lineal, podemos deducir que la

aplicacién (z1,...,xg) — o1 A -+ Az es k-multilineal.
3. Por otra parte, dados x1,x2...,xx € H,, y m € Sy, se sigue de las definiciones que
Ty ATy Ao ATy = 5g0(T) 2y Ao+~ Ay, (7.12)
En resumen, (x1,...,25) — 1 A --- A x es una aplicacién k-multilineal alternada.
4. De la féormula (7.12) puede deducirse que, si existen x; = z; con ¢ # j, entonces
21 A+~ Axp =0 (usando la transposicién 7 = (i, j) € S, cuyo sgn(r) = —1).
5. M4s atin, esto implica que si el conjunto {1 ,...,zx} es linealmente dependiente, su

produco alternado debe ser nulo. xEsto se usard en la subseccién siguiente.
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Productos alternados y el determinante

En los capitulos anteriores se hizo uso libre de la funcién determinante
M, (C)5A—detAeC,

y de sus conocidas propiedades. Dar una exposicion completa y formal de dichos resultados
es algo que uno siempre trata de evitar, porque es un asunto complicado y poco amigable. Sin
embargo, con la teoria de productos alternados a mano, esto esta bastante cerca, por lo que
trataremos de dar las dos definiciones usuales, mostrar su equivalencia, y dar pruebas de sus
propiedades méas importantes. Por lo tanto, en esta seccién supondremos que nos olvidamos lo
que sabemos (y hemos usado) al respecto. Empecemos por una de las definiciones. Asumimos
conocida cierta teoria basica de grupos de permutaciones, como hemos hecho hasta ahora.

Definicién 7.3.6. Sea A = (ai;)i je1, € Mn(C). Definimos su determinante por la férmula

det A = Z sgn(o) H aj .y €C. (7.13)
j=1

o€ S,

Con la misma férmula se define el determinante de matrices a coeficientes en cualquier anillo
(como en C[X], lo que se usa para definir el polinomio caracteristico de una matriz).

7.3.7. A continuacién enumeraremos una serie de propiedades que se siguen ficilmente de
esta definicién del determinante. Las pruebas que no estén escritas deben considerarse como
ejercicios: Sea A € M, (C).

1. det AT = det A y det A* = det A. Acd se usa solamente que sgn(oc~1) = sgn(o).
2. det I =1, ya que el sumando [] I; ;) = 0 para toda o # Id.
j=1

3. Si todas las diagonales de A tienen algtin cero (en el sentido de la Definicién 4.3.2),
entonces det A = 0. Por ejemplo (usando el Teorema 4.3.3) esto sucede si existe una
submatriz nula de tamano k x r con k +r > n.

4. En particular, si exite alguna F;(A) = 0 (o bien una columna), entonces det A = 0.

5. Dada 0 € S, y P, € Up(n) su matriz de permutacién asociada, entonces se tiene que
det P, = sgn(o). Esto sale por que la unica diagonal sin ceros de P, es la producida
por la misma o, como se ve en la Eq. (4.4).

6. Si T € TS(n), entonces detT = [] Ti;. Esto se ha usado sistemdticamente en los
i€l,
capitulos anteriores, y se lo justificé “desarrollando” por la primera columna. Eso no
es incorrecto (ver el Ejercicio 7.5.11 o la Eq. (12.13)), pero sale mas directo con la
Definicién 7.3.6, porque la tnica diagonal sin ceros de T' (si es que hay una) es la
producida por ¢ = Id.
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7. La funcién M,,(C) 5 A — det A € C es continua (mds atn, es de clase C*), debido a
que es un polinomio de grado n en los coeficientes de A.

Para dar la segunda definicién y probar las principales propiedades del determinante, necesi-
tamos desarrollar un poco la teoria de productos alternados. La relacién clave entre estos y
la férmula (7.13) para el determinante es lo siguiente:

Proposicion 7.3.8. Sean x1,...,xk,vy1,...,yr € H,. Entonces
1
<£U1/\£L'2/\"'/\:I;k7 yl/\yQ/\.../\yk>:y det (<xi’yj>)i,j€]1k . (714)

Demostracion. Es consecuencia de la ecuacién Eq. (7.6), por la Definicién 7.3.6 para el
determinante. En efecto, si D = (x1 -+ Ak, y1 A -+ A yg), entonces

1 1
D = <k| Z sgn(ﬂ')xw(l) R R Jjﬂ_(k) R E Z Sgn(g)ya(l) R ya(k)>
’ TESE : oc€Sy,
1 k
RIE Z sgn(m) sgn(o H Ta(i),Yo(iy) ~ como sgn(o) =sgn(o™ "),
"V mo€eS i=1
1 k
BCIE > sea(mo ) [ (@ror1),95) tomando j = o (i)
’ T,0E€Sg j=1
1 i 1
A Z sgn (v H Ty(4) y] T det <<xiayj> )i,je]lk )
YESk j=1

donde la pentltima igualdad surge de considerar la aplicacién Sy xSy, — Sy, dada por (o, 7) —
v = n~lo. Notar que cada v € Sy, es imagen de k! elementos, a saber, los de la forma (7, ),
parametrizados por m € Sy .

Potencia alternada de una matriz

Observacién 7.3.9. Por las ecuaciones (7.7) y (7.10), si A € L(H,,, H,), su k-potencia
tensorial “mezcla” PT(r") y Pém) en el siguiente sentido:

k k
P (@ A) = (@ A) P™  paratoda 7we€Sy.
Entonces, por la formula (7.11), ®" A mezcla las proyecciones P} y P
k k
Py <® A) = <® A) Py (7.15)

k
Por lo tanto () A(AFH.,,) € APH



7.3 Productos alternados y determinantes 139

Definicién 7.3.10. Sea A € L(H,, ,H,,). La restriccién de ®k A al espacio alternado A*H,,
es llamada la k-potencia exterior de A, y denotada por

A*A € L(AMH, , AFHL,) .

Por la Eq. (7.7) y la Observacién 7.3.5, la k-potencia exterior A*A estd determinada por la
féormula:
AFA (k1 ANz A ANag) = Azg A Axg A -+ A Az, (7.16)

para toda k-upla z1,...,z; en H, .

Observacién 7.3.11. Si I, es la identidad de H,, entonces A*I,, = Iyvy, . Por otra parte,
se sigue de (7.8) o de (7.16) que, si A € L(H,,,H,,) y B € L(H,, ,H,), entonces

A¥(AB) = A*A-A*B y  (AFA)* = AFA* (7.17)

Cuando n = m, i.e. A € L(H,), la Eq. (7.15) dice que A*H,, reduce a ®k A, por lo que se
AFA 0 } AFHL,

0 % (Aan)J_ . De ahi se deducen

tiene una identidad matricial del tipo ®" A = {
facilmente las siguientes propiedades:

a. SiA€Gl(n), AFA™! = (AFA)~L

b. AFA es unitaria si A € U(n).

c. AFA>0si A>0. Ademds |[AFA| = A¥|A|.

Definicién 7.3.12. 1. Sean € Ny k €1I,,. Notamos por @, al conjunto de sucesiones
estrictamente crecientes de k enteros elegidos en I, :

Qin = {a:(al,a2,~~- cap)elf D 1< <ap<--<ap<n } .
Otra manera de verlo es Q. = {J CIL, :|J| = k‘}, si pensamos a los conjuntos J
ordenados en forma creciente. Luego |Qxn| = ()

2. Sean A € My n(C), @ € Qin ¥y 0 € Qim - Entonces denotaremos por A[e|f] a la
submatriz de k x [ de A dada por

Afol] = (Aaws, ) € Myi(C) .

(4,5) €Lk X

Cuando o = 3, A[a|f] se abreviard como Ala]. Si o =1, (resp. § = I,,,), notaremos

Ala|f] = A[-|f] (vesp. Ala|f] = Alal-]).

3. Dada a € Q,y, usaremos la abreviacién:

« «

eh = e M= A A AelM € AFH, .

A continuacién veremos que forman una BON de A*H, .
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Proposicion 7.3.13. El conjunto
& =1{Vkl €} 1 a € Qun} (7.18)

es una BON de A*H,, . Por lo tanto, tenemos que dim A*H,, = |Qg | = (Z)

Demostracion. El hecho de que EkA’n genera AFH,, se deduce de los ftems 1, 2 y 3 de la
Observacion 7.3.5 (la Eq. (7.12) permite ordenar las coordenadas). Por otro lado, si a, 3 €
@k » Do son iguales, es facil ver que la matriz ( <eai , eﬂj> )i,jellk debe tener una fila nula (la de
alglin o; ¢ f3). Luego, por la Proposicién 7.3.8 y el item 4 de 7.3.7, se tiene que (e}, ej) = 0.
Finalmente, como det I, = 1, llegamos a que EkA’n es una BON.

Proposicién 7.3.14. Sea A € M,,,,(C). Identifigquemos A*A € L(A*H,,,A*H,) con su
matriz en las bases SkA’m Yy S,Qn . Dados o € Qi.n y B € Qi,m , Se tiene que

(A"'A)aﬁ = det Ala|f] . (7.19)

Demostracion. De acuerdo a las ecuaciones (7.14) y (7.18), se tiene que

(ARA),, = (A*A Ve[ Vil el) =kt (AFA e[, ef)

= det [<Aeﬁj,eai>]i7jeﬂk = det Ala|] ,

donde la tltima igualdad se sigue de que (Aeg,, €q;) = Aa,p, -

Determinantes

Miremos qué es A™H,,, o sea el caso k = n. Como I,, es el tnico elemento de @, ., la
Proposicién 7.3.13 asegura que el vector e, = v/n! efn =vnleg AegA---Aey es una BON de
A"H,,. O sea que A"H,, = C-e,, . Dados z1,...,z, € H,, si tomamos la matriz X € M,,(C)
dada por F;(X) = z;, queda

Vol 21 ANza A~ ANz, =det X e, . (7.20)
En efecto, si abreviamos a = 1 A --+ A x,,, entonces a = (a,e,) - e, . Ahi podemos aplicar
la Proposicién 7.3.8, ya que (x;,e;) = X;; , para todo par i,j € I, .

La férmula (7.20) es la segunda definicién para el det X, en el sentido de que X — det X
es la tnica funcién n-multilineal alternada (en las filas de X)) tal que det I, = 1 (esto vale
porque la matriz X asociada a ey A---Ae, es X = I,, ). La Proposicién 7.3.8 muestra que es
equivalente a la de diagonales y permutaciones.

Si en la Proposicién 7.3.14 consideramos el caso k = n = m, e identificamos L(A"H,,) con C
(via zI — z), tenemos que

A"A=detA paratoda A€ M,(C). (7.21)

Observar que esto brinda un camino directo para probar la igualdad det AB = det A - det B,
que no se ve tan facil via la Definicién 7.3.6.
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Proposicién 7.3.15. Sean A, B € M,,(C), Entonces se tiene que

1. det AB = det A - det B.
2. det A#£0 siysdlosi AeGl(n).
3. Gl(n) es abierto y denso en M, (C).

Demostracion. Lo primero se deduce de que A"AB = A" A - A"B via la férmula (7.21). Si
A € Gl(n), tenemos que det A - det A= = detl, = 1 # 0. Si A ¢ Gl(n), entonces sus
columnas deben ser un conjunto linealmente dependiente (porque ker A # {0}). Luego se
aplica la Eq. (7.20) y el tltimo punto de la Observacién 7.3.5 a la matriz A7, y el hecho de
que det A = det AT, como asegura 7.3.7. Como A — det A es continua, el item 2 implica que
Gl(n) = det '{z € C : z # 0} es abierto en M, (C). La densidad podria probarse usando
la multilinealidad de A — det A, pero sale més facil viendo que, para cualqueir A € M,,(C),
existen matrices A 4+ eI € Gl(n) para ¢ arbitrariamente pequeno.

Corolario 7.3.16. Sean k, n € N.

1. Un congunto {x1,xa,...,x5} C H, es linealmente independiente si y sdlo si el producto
alternado x1 AN xo A -+ N xy # 0.

2. El espacio A*H,, # {0} siy sélo si k < n.

Demostracion. Sea X € M, dada por C;(X) = z;, i € I. Luego {x1,22,...,2%} es
linealmente independiente siy sélo si ker X = {0}. Esto, a su ves, equivale a que X*X € Gl (k)
(porque ker X*X = ker X). Pero, por la Proposicién 7.3.8, tenemos que

XX = ((zj,2)) = (@), oy, = det X" X =klar Awa Ao Ay

4,5 €k

Luego aplicamos la Proposicién 7.3.15. La segunda parte se deduce inmediatamente de la
primera, porque en Hl,, puede haber, a lo sumo, n vectores linealmente independientes.

Observacién 7.3.17. Recordemos que, si A € M,, ,,(C) decimos que
rkA = dim R(A) = dim Gen {C1(4),...,Cn(4)} ,

es el rango columna de A. Como A*A (e))) = Cu, (A) A+ A Cy, (A), para todo & € Qi m , €l
Corolario 7.3.16 muestra que

tk A= max{k € N : A*A#0} (7.22)

(ver también el Corolario 7.4.3 de mas adelante). Usando que A* A* = (A* A)*, la férmula
(7.22) da otra prueba de que rk A* = rk A.

El siguiente resultado generaliza la Proposiciéon 7.3.15 a determinantes de submatrices:
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Corolario 7.3.18 (Férmula de Cauchy-Binnet). Dadas A € M,,.(C) y B € M, ,,(C), sea
k < min{n,r,m}. Luego, para cada par & € Qk.n, 0 € Qkm Se tiene que

det(AB)[a|f] = Z det Ala|w] det Blw|f] . (7.23)
WEQK,r

Demostracion. Por la ley de multiplicacién (7.17) y la Proposicién 7.3.14, tenemos que
det(AB)[a|f] = (A*AB)ag = (A*A-A*B)
k k
Z (A A)aw (A B)wﬁ
WEQE,r

Z det A[a|w] det Blw|3] ,
weEQk,r

lo que prueba lo afirmado.

Observaciéon 7.3.19. La version mas clasica de la Férmula de Cauchy Binnet es la siguiente:
Sean A € My .(C)y B € M, ;(C), con k < r. Luego,

det AB = Z det A[—|w] det Blw|—] , (7.24)
WERK,r

que resulta de operar con todas las submatrices cuadradas de tamafio méximo de A (eligiendo
columnas) y de B (eligiendo las mismas filas). Es claro que (7.24) se deduce del Corolario
7.3.18. También vale la reciproca, porque dadas A y B como en el Corolario 7.3.18, las
matrices A9 = Afa, =] € My, -(C) y By = B[—, 3] € M, ,(C) cumplen que

AoBo = (AB)[a|f] ,  Ao[-|w] = Alalw] y  Bolw|-] = Blw[f], weQr;
por lo que (7.23) para A y B se reduce a (7.24) para Ay y By .
Proposicién 7.3.20. Sean A, B € Gl(n)* y A € [0,1]. Entonces
det (AA+ (1 — A\)B) > (det A)* (det B)'™* .
Es decir, la aplicacion Gl(n)T > A+ logdet A es céncava.

Demostracién. Sea C = B~'A. Como o (C) = o (B~Y24B~'/2) (con multiplicidades),
podemos llamar u(C) = u(B~Y/2AB~1/?) ¢ Ri”. Ademss,

det ()\A +(1- /\)B) =det B ()\BflA +(1- /\)I) = det B det ()\C’ +(1- )\)I).
Luego basta probar que

det (A\C'+ (1 — A\)I) > (det A)* (det B)' ™ det B~ = (det A)*(det B)™* = (det C)* .
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En otras palabras, basta ver que

n

H()\Mz( )J+1-=A >H,Uz

i=1

Finalmente, veremos que (Ap;(C)+1—A) > p;(C)* para cada i € I, , con lo cual el resultado
quedarfa probado. En efecto, dado ¢ > 0, la funcién f(t) = c* es convexa en todo R. Notar
que f(0) =1y f(1) = ¢. Por lo tanto

(Ac+1=X) =Af(1)+ (1 =N)f(0) > fF(AL+ (1 =X)0) = f(\) = .
Aplicando lo anterior a cada ¢ = p;(C), obtenemos el resultado.

Ejercicio 7.3.21. 1. Sea H € Gl(n)™ (en principio real). Entonces,

" _ —(Hz,x) d
\ det / © v

Para probarlo, hacer un cambio de variables y = Uz, para U € U(n) tal que UHU* =
diag (u(H)). Como U es unitaria, la integral no cambia. Luego usar que [, e~ dt =
71/24=1/2 De paso, esto prueba que e~ (H##7) ¢g integrable en R” (notar que el cambio
de variables manda bolas en bolas). ;Vale lo mismo para matrices complejas?

2. Probar la Proposicién 7.3.20 usando lo anterior (y la desigualdad de Holder ! ).

7.4 Propiedades utiles de los productos alternados
El siguiente resultado, si bien es algo técnico, es la llave para la caracterizacién completa de
los autovalores de un producto alternado:

Lema 7.4.1. Sea T € TS(n), con los nimeros A1, ..., A\n en su diagonal. Sea k €1, .

1. En términos de la BON EkA’n de la Eq. (7.18), ordenada lexicogrdficamente, la matriz

de AFT es, también, triangular superior.

2. Para cada J € Q. , se tiene que ( Ak H Ai
i€ J

Demostracion. Sean I, J € Qy, ., tales que I > J. Debemos probar que
(A*T);; = detT[I,J] =0,

donde la primea igualdad sabemos que es cierta por la Proposicién 7.3.14. Si I = (aq,- - , k)
J = (p1,...,0Bk) (vectores ordenados en forma creciente), debe existir algin j € I tal que
a; > B; (sino valdria que I < J en el lexicogréfico). Por lo tanto,

a; > 0, paratodo par (i,r) tal que 1<r<j<i<k.
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Como T € TS(n), tenemos que T,,3, = 0 para todos esos pares. Es decir que T'[I, J] tiene
una submatriz nula de tamano (k—j+1) x j. Aplicando Konig-Frobenius (Corolario 4.3.3),
deducimos que T'[I, J] no tiene ninguna diagonal sin ceros. Esto implica que det T'[I, J] = 0,
como se afirmé. Por otra parte, si J € @y, , por la Proposiciéon 7.3.14 sabemos que

(A*T) = det T[J] = [T A
i€ J
puesto que T[J] € TS(k).
Teorema 7.4.2. Sea A € M,,(C) con vector de autovalores A(A) = (A (4),..., A\ (A)). Sea

k €1, . Entonces los autovalores de A* A estdn dados por

AJ(AkA) = H >‘7 (A) ) J e Qk,n )

i€ J
contados con multiplicidad.

Demostracion. Es similar al caso de los productos tensoriales (Proposicién 7.1.2). Se aplica el
Teorema 1 de Schur 1.6.1 y el hecho de que A*U es unitaria si U € U(n), pero usando ahora
el Lema 7.4.1.

Corolario 7.4.3. Sea A € M,,(C). Sea k €1, . Entonces los valores singulares de A*A son

S(AkA) ={ SJ(AkA) }JEQk,n ={ H si(A4) }Jer,n )

i€ J

contados con multiplicidad, y ordenados en forma decreciente. Ademds, si ordenamos a los
autovalores A1 (A), ..., A\ (A) de A con mddulos decrecientes, se tiene que

p(AFA) = H (A g [ARA ) = s (ARA) = Hsi(A) :

Demostracion. Se deduce del Teorema 7.4.2 y del hecho de que ’AkA’ = A¥|Al.

A continuacién veremos algunas propiedades funtoriales de los productos alternados, que seran
necesarias para las aplicaciones a desigualdades.

Proposicién 7.4.4. Sea A e M, (C) ykel,.
1. Si A,, —— A, entonces A¥A,, —— A*FA.
2. Si Ae M,(C)" entonces, para todo r € R, se tiene que
(AFA)" = AF(ATY .

3. Si A es alguna de estas cosas:
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a. Idempotente (i.e., A2 = A),
b. Proyector (i.e., A> = A= A*),
c. Isometria parcial (i.e., AA* y A* A son proyectores),

d. Autoadjunto, normal o unitario,
entonces A* A es del mismo tipo.
4. St A="U|A| es una DP de A, entonces
AFA = ARU AF|A (7.25)
es una descomposicion polar de AFA.

Demostracion.

1. Por la férmula (7.19), para todo par «, 5 € Qp n , tenemos que
(A* Ao = det A, [l f] —— det Afa|f] = (A*A)op
Observar que el determinante de una matriz es un polinomio en sus entradas, por lo que
la funcién B +— det B es continua.

2. Como (A*A)? = A¥(A?), la veracidad del enunciado cuando r € N se deduce a través
de una simple induccién. Recordando que (AFA)~! = A¥(A71), es claro que también
vale si r € Z. Para extender el resultado a los r € Q, basta notar que si m € N — {0}
entonces:

(AkAl/m)m _ Ak[(Al/m)m] — AkA .
Finalmente, el caso general se obtiene por continuidad (y el item 1.).

3. Todas estas propiedades se deducen directamente de las propiedades vistas en la Obser-
vacién 7.3.11.

4. Ya hemos visto (o podemos deducir de lo anterior) que |A*A| = A¥|A|. Como A*U es
isometria parcial, y la igualdad (7.25) se tiene que cumplir a partir de que A = U|A]|,
entonces (7.25) es una DP de A*A.

7.5 Ejercicios

Ejercicios del texto

7.5.1. Probar que el producto tensorial de matrices verifica las siguientes propiedades: Fije-
mos A € M,(C) y B € My(C). Se considera que A ® B € L(H,, ® Hy) = M;;;»(C), y en
H,, ® Hj, se usa el producto escalar definido en las Eqgs. (7.1) y (7.3).

1. Sean I, € M, (C) y I, € My(C). Entonces I,, ® Ij es la identidad de H,, ® Hy, .
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2. (A1 + A2) ® B=a(A4; ® B) + A3 ® B, para todo « € C.
3. (A® B)* = A* @ B*.
4, (A1 ® Bl)(AQ X Bg) = A1A2 ® B1Bs .

5. Si existen A~! y B™1, entonces A™! ® B~! = (A® B)~!. En particular, si A € U(n) y
B € U(k), entonces A ® B € U(nk).

6. A B>0si A>0y B >0. Més atn, |A® B| = |A| ® |B|. Se usa el Teorema 3.1.3 y
la unicidad de la raiz cuadrada positiva.

7.5.2. Completar los detalles de la prueba de la Eq. (7.4).

7.5.3. Completar los detalles de la definicién inductiva del espacio ®k H,, , probar los 5 items
de 7.2.1 y los 6 de 7.2.2.

7.5.4. Dados n,k € Ny m € S, tomemos el operador de permutacién P,(r") e L( ®k H, ),
definido en la Eq. (7.9). Probar las siguentes propiedades:

1. La férmula (7.10) sobre como actia P!™ en los tensores elementales.

2. Mostrar que P{™ es untario. Més atin, mostrar que (P\™)* = Pﬁf)l = (P")1 .

3. Sea P} la proyeccién ortogonal de ®k H,, sobre A¥H,, . Completar los detalles de la
demostracién de la Eq. (7.11):

n 1 n
Py = o Z sgn(w) P
TE Sg

7.5.5. Dar los detalles de las pruebas de los 5 items de la Observacién 7.3.5, sobre las
propiedades de los k-tensores elementales.

7.5.6. Probar todos los resultados enunciados en la Observacién 7.3.11, sobre las propiedades
de las k-potencias alternadas (o exteriores) de matrices.

7.5.7. Probar los 7 items de 7.3.7 (sobre determinantes).
7.5.8. Probar que Gl(n) es denso en M,,(C).
7.5.9. Hacer el Ejercicio 7.3.21.

Ejercicios nuevos

7.5.10. Sea o € S,, y P, € Up(n) su matriz de permutacién asociada, definida en la Obser-
vacién 4.1.5. Probar que det P, = sgn(o) de las tres maneras propuestas:

1. Usando la Definicién 7.3.6 de una (esto es parte del Ejercicio anterior).
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2. Mostrar que si 7 € S,, es una trasposicién, entonces det P, = —1, y usar que sigma es
producto de trasposiciones, y que la flecha ¢ — det P, es un morfismo.

3. Usando que P, tiene filas F;(P,) = e,(;), i € I,, (por la Eq. (4.3)), y aplicando luego
las ecuaciones (7.12) y (7.20).

4. Alguna otra que se les ocurra.

7.5.11. Demostrar el algoritmo usual para calcular det A, para A € M,,(C), desarrollando
por alguna fila o columna de A. Por ejemplo la fila r-ésima:

det A= (1) A, ; det A(r|d) . (7.26)
i€lly,

Se sugiere usar la multilinealidad de B — det B (tanto para filas como para columnas) y
calcular det B en el caso de que alguna fila o columna de B esté en la base candnica de C™.
Otra opcidn es esperar hasta la Eq. (12.13).

7.5.12. Sea t = (t1,...,t,) € C*. Se llama matriz de Vandermonde de t a

Loty . !
. 1 ty ... ot
-1 2
V(t) - (tZ )ije]l - . : : € M”(C> ’
1 oty ... tnt

Probar que det V(t) = T[] (t; —t;) , por lo que V(t) € Gl(n) si los t; son todos distintos.
i<j

7.5.13. Sean A, B € M,,(C). Probar:
L. (s(A),s(B)) < (s(JA| +B]),0) en R?".
2. (s(A),s(B)) < (s(A + B),0) en R?".

3. Sea F' : M,(C) — R, dada por F(C) =), f(s:(C)), para una f : R — Ry céncava
tal que f(0) = 0. Probar que F' es subaditiva, o sea

F(A+ B) < F(A)+ F(B).

4. SizeC, det(I +2zA) = ZFtr(A*A).

n
k=0

n—1
5. Pa(x) = 2"+ > (=1)"F tr(A"FA) z*.
k=0

6. det(I + |A+ B|) < det(I +|A|) det(I + |B]).
7. |det(I + A)| < det(I + |A]).
8. |det(I + A + B)| < det(I + |A|) det(I + |B]).
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Productos simétricos
Sean k,n € N. Recordemos que, dados x1,..., xx € H, y m € Si, tenemos que
P (21 @ @2+ @ Tp) = Trm1(1) @ Tr—1(2) @ Tp1 () »

donde P{™ es un operador unitario que cumple (PT(FCL)I) = (P#"))*l. Dado k € I, . Llamaremos

espacio k-simétrico sobre H,, , al subespacio de ®k H,, dado por

k
\/an:{Fe®Hn : PWF=F vparatoda 7€S;},

Los elementos de VFH,, se llaman k-tensores simétricos. Se considera a VFH,, como un
espacio de Hilbert con el producto interno de ®k H,, . Dados z1,..., zx € H,,, se define el
k-tensor simétrico elemental:

1
1 Vaxo--- VI ::E Z Tr(1) @ Tr(2) D Tr(k) € \/an.
" 7we Sk

7.5.14. Dada A € M,,(C), definimos su permanente por la férmula
n
per A = Z H aj0;) €C. (7.27)
ocesS, j=1

Es decir que es como el determinante, pero sin signos negativos.

1. Probar que, si T' € 7S8(n), entonces perT = [[ T;;. En particular, per I,, = 1.
icl,,

2. Si A>0, mostrar que per A = 0 <= existen subconjuntos I,J C I, tales que
[I| + |J| > n y la submatriz A;; = 0, es decir que a;; = 0 para todo par (i,j) € I x J.

3. Deducir que si A € DS (n), entonces per A # 0.
4. Si B,C € M,(C)* cumplen que C < B, probar que 0 < per C' < per B.
7.5.15. Sean z1,...,Tk,Y1,---,Yx € H,. Probar que
1
<J)1\/$2\/---\/$k . Y1 \/yg\/---\/yk> = 7 per ((xi,yﬁ)i’jeﬂk )
7.5.16. Dados z1,...,2%,y1,---,yx € H, , llamemos
Glx,y) = ({@,97)); e, € Mr(C)

a la matriz que se usé en el Ejercicio anterior.

1. Probar que |det G(z,y)|? < det G(z,x) det G(y,y)



7.5 Ejercicios 149

2. También que |per G(x,y)|* < per G(x,z)per G(y,vy) .
3. Traducir a que si A, B € M, 1(C), entonces

|per A*B|? < per A*A per B*B

4. (Otro teorema de Schur) Si A € M, (C)*, per A > det A (se sugiere usar el teorema de
Cholewsky, Corolario 3.1.5).

7.5.17. Sea A € Gl(n)*. Llamemos
ri=tr(F;(4)), i€l, y s=r+---+r=(A1,1).

1. Probar que s™ -per A >n!- ] |ri|?.
ijeln

2. Deducir que, si A € DS (n) NGl(n)", entonces per A > n! n=".
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Capitulo 8

Producto de Hadamard

8.1 Propiedades basicas

Recordemos algunas nociones adelantadas en la Seccién 3.5

Definicién 8.1.1. Dadas A, B € M, ,,(C) se define el producto de Hadamard A o B como
la matriz

AoB = (aij bl]) < Mn,m((c) .

i€l,
J€lm

Notar que este producto tiene sentido tanto para matrices como para vectores.

Teorema 8.1.2 (Teorema 2 de Schur). Sean A, B € M,,(C)", entonces Ao B € M, (C)*.
Ademds, si A >0y B >0, entonces Ao B > 0.

Demostracion. Ya fue demostrado en 3.6.2

Corolario 8.1.3. Sean A, B € M, (C)", entonces
1. pin(A)pn(B) < pn(Ao B).
2. [[Ao Bl = (Ao B) < p1(A)ua (B) = [ Al || B|.
Demostracion. Ejercicio.

Ahora empezamos a mostrar novedades sobre el producto de Hadamard.

Proposicién 8.1.4. Sea S = Gen{e; ®e;:i€1,} C H, ® H,,. Identificaremos L(S) con
M, (C) en la manera obvia. Definamos el operador lineal

&: L(H, ® H,) » M,(C) dado por &(T)=Ts, Te€LH,®H,).

Entonces, dados A, B € M,,(C), se verifica que P(A® B) = Ao B .
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Demostracion. Representemos A ® B como producto de Kronecker, como en la Observacién
7.1.1. Con las notaciones de submatrices de la Definicién 7.3.12, es facil ver que, si tomamos
a={(1,1),(2,2),...,(n,n)} C I, x L, , entonces

P(A®B)=(A® B)s =(A® B)la] = Ao B,

como se afirmaba.
Definicién 8.1.5. Dada A € M,, ,,,(C), llamaremos

CA) = max [C(A), v F(4) = max (A,
Notar que estos numeros pueden, también, caracterizarse por las férmulas

C(A? =|A"AoIulls, v F(A)? =]lAA" 0 Lu]sp -
Por lo tanto C(A) < ||Allsp ¥ F(A) < ||Allsp -
Proposicién 8.1.6. Sean A, B € M,, ,,(C). Entonces

[Ac Bllsp < C(A)F(B) < [|Allsp [ Bllsp -

Demostracion. Para cada par z € C™, y € C™ de vectores unitarios, se tiene que

2

2
’(AoBac,y)’2 = ’ Zaij bijr; ;| = ‘ Z(aijl’j) (bij ¥2)

J J
< (Z |aij|2 |acj\2) (Z |bij|2 |yi\2) (por Cauchy-Schwarz)
] ]
= <Z|33j|22|aij\2) (ZIyﬂQZlbijF)
J 4 i J

< C(AP|lz|® F(B)?|lyl* = C(A)* F(B)* .
Como ||[A o B|lsp =méx {|(Ao Bz,y)| :|z| = |ly| =1}, el resultado estd demostrado.
Observacién 8.1.7. Sean A € Gl(n)* y J C1,, con |J| = k. Luego se tiene que
AlJ] = (aij)ige s €GLR)T y  ATI] = AT

En efecto, esto es un caso particular del Corolario 6.3.7 (o de la Proposicién 3.8.7).
Proposicién 8.1.8. Sean A, B € Gl(n)". Entonces se verifica que

1. (AoB)"1<AloB™t.

2. Ac At >T> (Ao A7) L.

Demostracion. Se deduce de la Observacién 8.1.7 y de la Proposicién 8.1.4, ya que que Ao B
es una submatriz principal de A® B, mientras que Ao B 'loesde A~'®@ B! = (A®B)™!,
para los mismos indices.
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8.2 La norma de un multiplicador Hadamard

Definicién 8.2.1. Fijemos A € M,,(C), y definamos el operador de multiplicacién
My : My (C) - M, (C)  dado por Mus(B)=AoB , BeM,(C).
Fijada una norma N en M,,(C), denotaremos K (A) a la norma inducida para My:
Kn(A) méx {N(Ao B): B € M,(C) es tal que N(B) =1}
= min{k>0:N(AoB)<kN(B) paratoda BeM,(C)}.

En el caso de que N sea la norma espectral, escribiremos K4 en lugar de K., (4).

Observacién 8.2.2. Sea A € M, (C). Si N es una norma unitariamente invariante tal que
N(E11) = 1, entonces
max |a;;| < Kny(A) .
0.

En efecto, notar que para todo 4,5 € I,, se tiene
N(Ao Ejj) = lai;|N(Ejj) = |ai;| vy N(Ej)=1.
Por otra parte, para la norma espectral, de la Proposicién 8.1.6 se puede deducir que
K <min {C(A), F(A)} < [|Allsp -

En efecto, notar que para toda B € M,,(C), tenemos que

[AoB| < C(A)F(B) <CA)B| vy |[AeB| < F(AC(B)<F(A)BI,
ya que ||C;(B)||, = ||Bei|| < ||B|| para todo i € I, . Andlogamente, F(B) < ||B||.
Ejercicios 8.2.3.

1. Si N =||- ||, (la norma de Frobenius), entonces

Kn(A) = max laij] , AeM,(C).

Notar que (M, (C),N) es un espacio de Hilbert, M4 es un operador diagonal, y
Kn(A) = [Mallsp -
2. Algo més complicado es probar que, para cualquier A € M,,(C),
K.y, (A) = Ka .

Debe usarse que || - ||, es la norma “dual” de la espectral (esto es del mismo tipo que
(1)* = £°°, pensada en los valores singulares), y que el operador “adjunto” de M4 es
el mismo M 4. Esto ultimo se deduce de la identidad

tr((AOB)Ct) = Z A4 bij Cij :tr(B(AOC)t) 5
1,j€In

donde se identifica a M,,(C) con M,,(C)" a través de la aplicacién C' +— pc = tr(-C?)
(ver los Ejercicios 5.6.29 al 5.6.33) .
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Teorema 8.2.4. Sea A € M,,(C). Dada una factorizacion A = D*B, con B,D € M, (C),
se verifica que
K4 < C(D)C(B) .

Demostracion. Consideremos la siguiente matriz:

[D* 0l[D B] [DD A4 .
P_[B* OHO O]_[A* B*B}EM%(C)'

M

Fijemos M € M, (C) tal que || M||sp < 1. Luego { ]\f[* 7 ] € My, (C)*, y por el Teorema

2 de Schur 8.1.2, tenemos que

| IoD*D Mo A

I M
PM:PO[ ]_{(MOA)* IoB*B

M* I :| € Mgn(C)+ .
Como (D*D);; = ||C;(D)||?, i € 1,,, podemos deducir que Io D*D < C(D)?I, y andlogamente
se ve que I o B*B < C(B)?I. Por ende,

C(D)*)I MoA
Pa = [ (MoA) C(B)?I } = Rar -

-1
Conjugando con F = [ C(DO) I C(Bo)—ll ], obtenemos que
_ 1 C(D)1C(B) (M o A) .
FRyvE = [ C(D)"LC(B)~1(M o A)* T € Man(C)7 .

Esto nos dice que ||C(D)"1C(B)~Y(M o A)||sp = C(D)"1C(B)~Y|M o Al|sp < 1, 0 sea
[M][sp <1 = [[M o Allsp < C(D)C(B) .

En otras palabras, K4 < C(D)C(B).

Corolario 8.2.5 (Schur 4). Sea A € M,,(C)". Entonces K4 = max{4;;: i €L, }.

Demostracion. Notemos M = méx{A; : i € I,}. Hemos visto que M < K, (porque

A;i = ||Ao Eyl|). Por otra parte, como A € M,,(C)*, sabemos que existe B € M,,(C) tal

que A = B*B. Es f4cil ver que, en tal caso, A;; = ||C;(B)||? para todo i € I,,. Esto dice que
M = C(B)?. Por el Teorema 8.2.4 deducimos que K4 < C(B)? = M.

8.3 Funcionales positivas

El teorema de Haagerup (1983) dice que, dado A € M,,(C), existe una factorizacién A = D*B,
como en el Teorema 8.2.4, tal que se obtiene la igualdad K4 = C(D)C(B). Su formulacién
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y demostracién original utilizaba profundas nociones y resultados de dlgebras de operadores.
Esto motivé que, desde el ambito de los especialistas en andlisis matricial, fueran apareciendo
numerosas pruebas simplificadas del teorema de Haagerup. De todas ellas hemos seleccionado
la obtenida por Paulsen, Power y Smith en [29]. Necesitaremos, sin embargo, adaptar al
contexto de matrices ciertas nociones y resultados elementales de &dlgebras de operadores.
Fundamentalmente, propiedades y criterios de existencia de funcionales positivas.

Definicién 8.3.1. Sea S C M,,(C) un subespacio cerrado por adjuncidn, es decir, T € S si
y sélo si T* € S. Una funcional en S es una aplicacion lineal ¢ : § — C. Se definen los
siguientes tipos de funcionales:

1. Notamos ¢* (adjunta de ¢) a la funcional dada por ¢*(A4) = p(A*), A€ S.

Decimos que ¢ es autoadjunta si p* = ¢. Es decir, si p(A*) = p(4), A € S.

La funcional ¢ se llama positiva si p(A) > 0 cuando A € S N M,,(C)™.

Ll

Se considera la norma inducida en las funcionales por la norma espectral de las matrices.
Es decir ||¢|| = max{|p(A)|: A€ S, ||A|lsp =1} .

Ejercicios 8.3.2. Sea S C M,,(C) un subespacio cerrado por adjuncién.

1. Sea ¢ una funcional en S. Probar que

(@) llell =l |-

(b) ¢ es autoadjunta siy sélo si p(A) € R para toda A € SN H(n).

(c) Si ¢ es positiva, entonces es también autoadjunta.
)

(d) Toda funacional autoadjunta en S es resta de dos positivas.
Se usa que si A € S, entonces ReA€SelmAeS.

2. Dada B € M,,(C), se define la siguiente funcional en M,,(C):
vp: My(C) - C dadapor ¢p(A)=(A,B)=tr(4B*), Aec M,(C).
Verificar que

(a) Para toda funcional ¢ en M,,(C) existe una dnica matriz B € M, (C) tal que
¥Y=¥B -

(b) Dados z,y € C™ consideremos la matriz ¢ © y = zy* € M,,(C), definida en la
seccién 1.9. Se tiene que pp(xy*) = (x, By).

(¢) (pB)* = @B+, vy por lo tanto v es autoadjunta siy sélo si B € H(n).
(d) ¢p es positiva siy sélo si B € M, (C)*.
Proposicién 8.3.3. Sea B € M,,(C). Entonces

1. |tr B| < tr|B].
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2. tr B=1tr|B| siy sdlo si Be M, (C)*.
3. llesll = 1Bl = tr|B|.
Demostracion.

1. Sea B = {v1,...,v,} una bon de vectores propios de |B| asociada a s(B). Luego, si
B =U|B|esla DP de B, con U € U(n),

n

< sk (B)|(Uvk, on)| <Y sw(B) =tr|B] .
k=1

k=1

[tr B| =

> (U|Blvg, vi)
k=1

2. Si tr B = tr|B|, entonces

n

Zsk(B) = tr|B| =trB= i<ka,w§> = isk(BMUUk;Uk) .
k=1

k=1 k=1

Dado que |[{(Uvg,vi)| < 1 para todo k € I, por el caso en que se obtiene igualdad
en la desigualdad de Cauchy Schwarz, todos los nimeros complejos (Uvy,vy) deben
tener el mismo argumento. Como la suma da un nimero positivo, se debe verificar que
(Uvg,vi) = 1 para todo k € I, . Pero un unitario con unos en la diagonal (en nuestro
caso la matriz de U en la base B) debe ser la identidad. De ello se deduce que U =1y
que B = |B| € M,,(C)". La reciproca es obvia.

3. Notar que tr|B| = tr(U|B|U*) = tr(UB*) = ¢5(U) < |l¢g||. Por otro lado, por el item
anterior y el Corolario 5.3.11,

|tr(AC)| < tr [AC| < || Allsp tr[CT
para todo par A,C € M,,(C). Entonces
lep(A)| = [tr(AIB|U")| = [tr(U"A[B|)| < [[U*Al|sp tr [ B| = (tr | B]) |A]]sp
para toda A € M,,(C). Por lo tanto |¢g| < tr|B].

Teorema 8.3.4. Sea S C M,,(C) un subespacio cerrado por adjuncion tal que I € S. Sea ¢
una funcional en S. Luego las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ¢ es positiva.

2. [lell = #(I).

3. Eziste B € M,,(C)* tal que ¢ es la restriccion de op a S .

Demostracion.
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1—2

3—1

Sea A€ S. Si A= A* se tiene que —||Al|sp I < A < | A|lsp I. Luego, si ¢ es positiva
en S, tenemos

=l Allsp (1) < o(A) < [[Allsp (1) = le(A)] < [|Allsp (1) -

Si A # A*, sea § € [0,27) tal que p(A) = €?|p(A)|, o sea que p(e P A) = |p(A)|.
Llamenos Ag = e " A. Como ¢ es autoadjunta y p(A4g) € R, deducimos que ¢(4g) =
»(Re Ap). Por todo esto,

[p(A)] = (Ag) = p(Re Ag) < [|Re Agllsp () < [|Aollsp (1) = [[Allsp (1) -
Luego ||¢|| < ¢(I). La otra desigualdad es obvia (||I]|sp = 1).

Sea ¢ una funcional en S tal que ||p|| = ¢(I). Por el teorema de Hahn Banach (en
dimensién finita se lo puede probar por induccién con la prueba tradicional), existe una
extension @ de ¢ a todo M,,(C) que tiene la misma norma. Luego existe B € M, (C)
tal que ® = pp . Por la Proposicién 8.3.3, deducimos que

tr|B = llesl = 1] = lloll = ¢(I) = ¢5(I) = tr B,
y por lo tanto B € M,,(C)*.

Sea B € M,,(C)" tal que ¢ es la restriccién de pp a S. Si A € SN M, (C)*, tenemos
que
@©(A) =tr AB = tr BY/?ABY? > 0,

porque BY/2ABY? ¢ M,,(C)* y la funcional tr es positiva.

Corolario 8.3.5. Sea § C M,,(C) un subespacio cerrado por adjuncién tal que I € S,y
© una funcional positiva en . Luego existe ® funcional positiva en M,,(C), con la misma
norma, tal que ¢ es la restriccién de ¢ a S.

8.4 Matrices incompletas

Sea J C I, x I,. Una matriz incompleta asociada al conjunto J es un “cacho” de matriz
A = (ai;)ije 7. O sea que no se pone nada en las entradas (¢, j) ¢ J. Una matriz B € M,,(C)
es una completacion de A si b;; = a;; para todo (3, ) € J.

Definicién 8.4.1. Sea J C I, x I,,.

1.

2.

Llamaremos S; € M, (C) al subespacio

S;={CeM,(C):c¢;j=0 paratodo (i,j) ¢ J}.

Si A esté definida solo en J, y C € S, denotaremos Ao C = BoC, donde B € M, (C)
es cualquier completacion de A. Notar que, como C' € Sy, la definicién no depende de
la completacion elegida.
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3. Diremos que J cumple (P) si

(a) (i,j) € J = (4,9) € J,
(b) (i,4) € J para todo i € I, .

En otras palabas, si J es simétrico y contiene a la diagonal (reflexivo).

Existen numerosos resultados sobre matrices incompletas, fundamentalmente relativos a pre-
guntas del tipo: ;que debe cumplir A para que se la pueda completar a una matriz que cumpla
una propiedad dada?

Un ejemplo de este tipo de resultados, es el llamado teorema de Parrot, que describe algunos
casos de matrices incompletas que pueden completarse a una contracciéon. Una versién de
aquel resultado aparece en el Ejercicio 3.9.13.

El siguiente teorema da una respuesta al problema de cuando se puede completar una casi-
matriz A para que quede positiva (semidefinida), siempre que el conjunto J en el que estd
definida tenga la propiedad (P). Observemos que si B € M,,(C)T es una completacién de un
tal A, entonces, por el Teorema 2 de Schur 3.6.2, debe cumplirse que

AoC=BoCeM,(C)t paratoda Ce€S;NM,(C)". (8.1)

Esto nos da una condicién necesaria sobre A para que pueda existir una completacion po-
sitiva. Esta condicién serfa muy pobre si J no cumple (P), porque en tal caso habria muy
pocas matrices en S; N M, (C)*. Pero veremos que, si J cumple (P), entonces la condicién
es también suficiente:

Teorema 8.4.2. Supongamos que J C I, x I, cumple (P). Sea A = (a;j)ije ; una matriz
definida solo en J. Luego las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Eziste una completacion B de A tal que B € M,,(C)*.
2. Para toda matriz C € S; N M, (C)t se verifica AoC € M,(C)".

Demostracion. En la Eq. (8.1) vimos que la ida es consequencia del Teorema 2 de Schur.
Supongamos entonces que A cumple 2. Sea v, : S; — C la funcional definida por

pa(C)= Y @y, C=(cy) €8y
(i,9)€ J

Verifiquemos ahora que @4 es positiva en S; . En efecto, si C € 5, NM,,(C)*, luego también
C =0T e S;NM,(C)*. Por hipétesis Ao C € M, (C)*. Sillamamos e = (1,...,1) € R",
entonces

0<((AoC)ee)= Y ay&; =pa(C) =palC),
(i.g)e J

por lo que ¢4 es positiva. Observar que S; verifica las hipdtesis del Teorema 8.3.4 (es
cerrado por adjuncién e I € S;), gracias a que J cumple (P). Luego, obtenemos una matriz
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B € M,(C)* tal que ch’SJ = pa. Notar que, si (i,j) € J, entonces E;; € S;. Por otra
parte, es facil ver que tr (BE;;) = bj; = b;; . Luego,

bij = tr (BE;;) = ¢p(Eij) = pa(Eij) =ai; , (i,5) € J.

Eso dice que B es una completacién positiva de A.

8.5 El teorema de Haagerup

Lema 8.5.1. Sean T € M, (C) y \, i € R:”. Notemos Dy = diag (M), Dy = diag(u) €

Gl(n)* y L € M, (C) la matriz con entradas L;j = )\;1/2;;;1/2. Entonces

D T
M = { Ti Dy ] € M, (C)Y <= |[LoT| <1.
Demostracion. Observar que
D7Y? o " DY o B I D;Y*TDy Y2
0 D2—1/2 0 D2—1/2 D2—1/2T*D1—1/2 I

Luego, por la Proposicién 3.7.6, M € Ms,(C)T siy sélo si ||D1_1/2TD2_1/2|| < 1. El
resultado queda probado con sélo observar que D; 1/ ZTD; V2 _por.

Teorema 8.5.2. Sea A € M, (C). Luego las siguientes condiciones son equivalentes:
1. K4 <1, es decir ||AoC| <||C|| para todo C € M, (C). .
2. Existen X,Y € M, (C)" tales que

(a) XoI<ITeYolI<I.

X A

(b) La matriz N = [ Ty

] € My, (C)*.

3. Ezisten B, D € M,(C) tales que

(a) A= D*B.
(b) C(B)<1yC(D)<1.

Demostracion. 1 — 2: Sea J C Iy, x Iy, dado por
J={G,1):i €l U{(i,n+j): 4,7 €L, }U{(n+14,5):i,5 €}

Observar que J cumple (P). Consideremos la matriz P de tamafio 2n x 2n, definida sélo en
J, dada por
1 ?

P:[D>k }, donde D =

(WS

? 1
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que es una matriz de tamano n x n definida solamente en la diagonal.

Clamor: Si M € S; N Ms,(C)T, entonces Po M € My, (C)T.
Dy T
T D2
ces diagonales positivas en M,,(C). Si suponemos que D1, Do son estrictamente positivas, y
notamos L € M,,(C) la matriz con entradas L;; = )\;1/2 ;1/2
como M € My, (C)™", entonces |L o T|| < 1. Observar que

En efecto, M = ], donde T € M,,(C), y Dy = diag (\), D2 = diag (u) son matri-

, el Lema 8.5.1 nos dice que,

B Dy  AoT
POM‘[(AOT)* D,
Como K4 <1, tenemos que ||[Lo (AoT)||=]|Ao(LoT)|| <1. Usando nuevamente el Lema

8.5.1, deducimos que P o M € Ms,(C)*. El caso general (sin suponer que D; y D, son
inversibles) se deduce del anterior, tomando la sucesién

1
M,, =M+ —I,, enS;. Entonces My, (C)*>PoM, —— PoM .
m

m—0o0

Como Ma,(C)™ es cerrado, el clamor queda demostrado. Por el Teorema 8.4.2, tenemos que
existe una completacién N de P tal que

N:{jf* é]GMzn(C)JF y, por lo tanto, XolI=Yol=1.

Luego las matricecs X,Y € M,,(C)™ cumplen lo pedido.

2 — 3: Como N € Ms,(C)*, por el teorema de Cholewsky (Corolario 3.1.5), existe una
matriz K € Moy, (C) triangular superior tal que N = K*K. Si la escribimos en bloques de
nxn,

k=0 6] =xK=|5D mrree|=|x v]|=¥
El resultado se sigue de que A= D*B y,como X ol <ITeY ol <], entonces
C(D)?=|D*Dol|=|XoIl|<1
C(B)? = ||B*Bol| <|[(B*B+G*G)olI||=||XoI||<1.
La implicacién 3 — 1 fué probada en el Teorema 8.2.4.

Corolario 8.5.3 (Teorema de Haagerup (1983)). Sea A € M,,(C). Entonces

K4 =min{ C(B)C(D) : B,De M,(C) y A=D*B}.

Demostracion. Si K 4 = 0, entonces por la Observacién 8.2.2, se tiene que A = 0 y el resultado
es trivial. Si K4 > 0, una desigualdad se deduce del Teorema 8.2.4 y, para probar la otra,
basta cambiar A por KglA y aplicar 1 — 3 del Teorema 8.5.2.
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Corolario 8.5.4. Sea A € M, (C). Notemos A*¥) € M,,,(C) la matriz con k x k bloques de
n x n iguales a A. Entonces Kq = K g -

Demostracion. Es evidente que K4 < K ) (trabajando con matrices de n x n rellenadas
con ceros). Reciprocamente, si B, D € M,,(C) cumplen que A = D*B y K4 = C(B)C(D),
entonces

A ... A D ... D B ... B

. A ... A 0O ... 0 0O ... 0
AW = N .o | = DBe

A ... A 0O ... 0 0O ... 0

y C(Dg) = C(D), dado que tienen las mismas columnas

Pero es claro que C(By) = C(B)
)C(D) = Ka.

(salvo ceros). Asi, K u) < C(B

8.6 Determinantes

Teorema 8.6.1 (Desigualdad de Hadamard). Si A € M,,(C)*, entonces

det A < det (Ao 1) Ha“

La igualdad vale si y sélo si A es diagonal.

Demostracion. Podemos suponer que A > 0, y entonces a;; > 0, para todo i € I,, . Conside-
ramos la matriz diagonal
D = diag (ai{Q, e a1/2> .

r'nn

—1/2 -1/

Entonces B = D™'AD™! = (a;; /“aj; /" ai;)i; tiene unos en la diagonal. Ademds,

det B=det A (det D)™° =det A H a;t

Por lo tanto, seria suficiente mostrar que det B < 1. Aplicando la desigualdad aritmético-
geométrica ! obtenemos,

det(B H)\ ( ZA ) = trg)nzl.

y esto prueba el resultado. Con respecto a la igualdad, si la hubiera en la desigualdad
aritmético-geométrica, entonces los ntimeros involucrados deben ser todos iguales. Es decir
que todos los \;(B) = 1. Pero entonces, como B > 0, debe ser B = I, 0 sea A = D?.

L m
1Si a1,...,am > 0, entonces H a™ < i >~ a; . Sale usando que el log es una funcién céncava.
i=1 i=1
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Corolario 8.6.2. Sea A € M,,(C). Entonces
[det 4] < JTIC: ()]l - (8.2)
i=1

Demostracion. Se aplica la desigualdad de Haramard a la matriz B = A*A > 0. Notar que
det B = |det A|* y que B;; = ||Ci(A)|2, para todo i € L, .

Ejercicio 8.6.3. Veremos tres demostraciones alternativas de estas desigualdades.
1. Probar el Teorema 8.6.1 usando el Teorema 3 de Schur 5.1.1 y el Corolario 4.2.3.

2. Probar que el Corolario 8.6.2 implica la desigualdad de Hadamard.

3. Probar el Corolario 8.6.2 usando la descomposicién QR (Teorema 1.8.2) de A € M,,(C).
Observar que (8.2) es trivial para matrices triangulares.

4. Probar el Corolario 8.6.2 usando la interpretaciéon del determinante como un &area o
volumen.

Lema 8.6.4. Sean A € Gl(n)* y a(A) = dg:fq‘?l , donde A11 = (aij)2<i j<n € Mp_1(C). Sea

Eqq = erel € M, (C). Entonces A —tEy; >0 siy sélo sit < a(A).
Demostracion. Es facil ver, desarrollando por la primera columna, que
det(A—tEu) =det A — tdet A11~ (83)

Luego, det(A — tEq1) > 0 siy s6lo si t < a(A). Por otro lado, todas las demds submatrices
principales de A — tE7; obtenidas con las dltimas ¢ filas y columnas, son las mismas que las
respectivas de A. Por lo tanto, el determinante de cada una de ellas es positivo. Luego, por
el Teorema 2.4.6 (hecho desde abajo), tenemos el resultado para desigualdades estrictas. El
caso general sale tomando limite.

Teorema 8.6.5 (Desigualdad de Oppenheim). Si A, B € M,,(C)*, entonces

det A - Hbii:detA - detBoI<detAoB
=1

Demostracion. Sidet A = 0, el resultado se deduce del Teorema 2 de Schur 8.1.2; que asegura
que Ao B > 0. Supongamos, entonces, que A > 0. La demostracién la realizaremos por
induccién sobre n. Si n = 1, el resultado es inmediato. Sea n > 2 y supongamos el resultado
véalido para todas las matrices de dimensién n — 1. Entonces, con las notaciones del Lema
8.6.4, sabemos que

det A;; - Hb” < det A;; 0 Byg.

=2
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Por el Lema 8.6.4, si o = (det A7)~ det A, entonces A — aEy; > 0. El Teorema 2 de Schur
8.1.2 dice que (A — aF11) o B > 0. Aplicando la férmula (8.3), como Ej; 0 B = b1 E1q y
(A o B)11 = A11 o Bll, resulta que

0 <det(Ao B — «aF;;0B)=det Ao B — aby;det(A11 o By1).

Aplicando la hipétesis inductiva, obtenemos

detAoBZabn det A11 OB11 ZOLbll detA11 Hb“:detA . Hb”

=2 i=1

y el teorema queda demostrado.

Teorema 8.6.6 (Desigualdad de Fisher). Sea A € M,,(C)", y sea P un sistema de proyec-

tores en H(n). Entonces
det A < det(Cp(A)).

Recordamos que Cp(A) = >, P,AP;, siP ={Py,...,P.}.

Demostracion. Por la Eq. (5.8), basta probar el caso P = {P,I — P}, para P € H(n)
un proyector. Supongamos que dim R(P) = k. Conjugando a P y a A con alguna matriz
unitaria (lo que no cambia los determinantes), podemos suponer que R(P) es el subespacio
generado por los primeros k elementos de la base canénica de C™. O, lo que es lo mismo, que
P =diag(1,...,1,0,...,,0), donde los unos llegan hasta el lugar k.

Dado r € N, llamemos E, € M,.(C)" a la matriz con todas sus entradas iguales a 1. Notar
que E,. >0 porque 0 < E*E, = E? = rE,. Consideremos la matriz de bloques

[ B 0 N
B_{ 0 Enk]eMn((C),

que verifica que Ao B = Cp(A). Aplicando la desigualdad de Oppenheim, tenemos que
n

det A = det A [ ] bis < det Ao B = det Cp(A).
i=1

Observacién 8.6.7. Otra demostracién del Teorema anterior puede hecerse usando las
Proposiciones 5.4.4 y 4.2.3. En efecto, con las notaciones de 8.6.6, como u(Cp(A4)) < u(A),
si pn(A) > 0, entonces también p,(Cp(A)) >0y

n

det A= J[ mi(A) < J] mi(Cp(A)) = det Cp(A) .
=1

i=1
Si p,(A) = 0, entonces det A = 0, pero Cp(A) > 0, por lo que det Cp(A) > 0.

De los resultados anteriores obtenemos la siguiente relacién para el determinante del producto
convencional de matrices y el producto de Hadamard.
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Teorema 8.6.8. Si A, B € M,,(C)*, entonces
det A B < detAo B.

Demostracion. El Teorema se deduce de las desigualdades de Hadamard y de Oppenheim.

En efecto, det A B = det A det B < detAH b;; < det Ao B.

=1
8.7 Ejercicios

Ejercicios del texto
8.7.1. Dada A € M,, ,,(C), mostrar que

C(A) = méx |Ci(A)|, = A" Ao I, [I})? v F(A) = méx |F;(A)], = [[AA" o I,||})? .
iel P iel, P

Deducir que méx {C(A4), F(A)} < [|Allsp -
8.7.2. Sea A € M,,(C). Porbar las siguientes afirmaciones:
1. Si N =||- ||, (la norma de Frobenius), entonces

KN(A) = méx |(l7;j| s Ae Mn((C) .
2y

2. Dadas B,C € M, (C), se cumple que
tr((AOB)CT) = Zaij bij Cij = tr (B(AOC)T) .
i,J
3. Probar que el operador “adjunto” de M4 € L(M,,(C)) es el mismo M, , idenficando
M, (C) con M, (C), a través de la aplicacién
Mn(C)3C — pc =tr(-CT) e M,(C) .
4. Probar que K. (A) = K4 .
8.7.3. Sea § C M,,(C) un subespacio cerrado por adjuncién (ie. T € S = T* € S).

1. Sea ¢ una funcional en S (usaremos notaciones de la Definicién 8.3.1). Probar que

(@) llell = lle™l
(b) ¢ es autoadjunta siy sélo si p(A) € R para toda A € SNH(n).

(c) Si p es positiva, entonces es también autoadjunta.
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(d) Toda funacional autoadjunta en S es resta de dos positivas.
Se usa que si A € S, entonces ReA€SelmAeS.

2. Dada B € M,,(C), se define la siguiente funcional en M,,(C):
vp: M,(C)—-C dadapor ¢g(A)=(AB)=1tr(AB*), Ae M,(C).
Verificar que

(a) Para toda funcional ¢ en M, (C) existe una dnica matriz B € M, (C) tal que
Y =¥B -

(b) Dados x,y € C™ consideremos la matriz z ©@ y = a2y* € M, (C), definida en la
seccién 1.9. Se tiene que pp(zy*) = (x, By).

(¢) (¢B)* = ¢p~, vy por lo tanto pp es autoadjunta siy sélo si B € H(n).
(d) ¢p es positiva siy sélo si B € M,,(C)*.

8.7.4 (Hahn Banach finito). Sea & C M,,(C) un subespacio, y sea ¢ : S — C una funcional
lineal. Si ||| = méx{|p(A)| : A € Sy [|A]|sp = 1}, existe una extensién ® de ¢ a todo
./\/ln((C) que tiene la misma norma.

n 1 n
; w1
8.7.5. Siay,...,a, > 0, entonces 1_[1 a < - § lai.
i= i=

8.7.6. Distintas pruebas de la desigualdad de Hadamard:

1. Probar el Teorema 8.6.1 usando el Teorema 3 de Schur 5.1.1 y el Corolario 4.2.3.
2. Probar que el Corolario 8.6.2 implica la desigualdad de Hadamard.

3. Probar el Corolario 8.6.2 usando la descomposiciéon QR (Teorema 1.8.2) de A € M,,(C).
Observar que (8.2) es trivial para matrices triangulares.

4. Probar el Corolario 8.6.2 usando la interpretacién del determinante como un area o
volumen.

8.7.7. Dar los detalles de la prueba del Lema 8.6.4.

Ejercicios nuevos
8.7.8. Sean z,y € C" y G € M, (C). Probar que
G o x Gy = diag(x) Gdiag(y)" .

Definicién 8.7.9. Dada G € M,,(C)™, se define:
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1. El indice minimal de G como

I(G)=max{\>0: GoB>\AB paratodo B¢& M,(C)"}.

2. Dada una norma N en M, (C), se define el indice N de Hadamard para G como
In(G) =max {A>0: N(GoB)>AN(B) paratodo BeM,(C)"}

=min {N(GoB): Be M,(C)" y N(B) =1} .

El indice de G asociado con la norma espectral || - || = | - ||sp se denota I,(G), mientras que
el asociado a la norma Frobenius || - || serd denotado por I>(G).

8.7.10. Sean G € M, (C)T, 1 =(1,...,1) € C* y E=1-17. Sea N una norma.

1. I(G) #0siy sélo si 1 € R(G). Siy € C" cumple que Gy = 1, entonces
m 1 n

16) = (3 u) =) =p@ B =min { (G=2) : Y 5=1)
i=1 i=1

n -1
Y si G > 0, se tiene que I(G) = ( > (Gil)ij) = det(

4,J=1

det G
G+ E)—detG "’

2. I(G) < In(G) para cualquier norma unitariamente invariante N.
3. IN(G)#0 <= Gol#0 < G, #0paratodoi€el,.
4. Si D = diag(d) € Gl(n)" es diagonal, Iy (D) = N'(D~1)~!. En part.

](D):ISP(D):<idi1)1 . IQ(D):(Z":W)

i=1

—1/2

5. Los indices I e I, se alcanzan en matrices B € M,,(C)* de rango 1. O sea,

Iz(G)ZHﬁifl |G oxa™||, e ISP(G):H%E 1Goyy™| .

Ma4s atn, ambos minimos se alcanzan en vectores x>0 (o y > 0).
6. Ip(A) =inf { I,,(D): A<D y D es diagonal }.

7. Siz € C", entonces I,,(z © ) = m]l;n |z;|% .
1€ln

8. Sea A = [ % IC) } € M3(C)*. Probar que
(a) Si |b| < min{a,c}, entonces I,(A) = 2t

(b) Si |b] > min{a,c}, se tiene que I ,(A) = min{a, c}.



Capitulo 9

Algunas desigualdades de
matrices

9.1 Partes reales

Definicién 9.1.1. Si A € M,,(C), se llama parte real de A a

A+ A*

Re A = 5

€ H(n).
Si x € C™, notaremos Rex € R™ al vector de las partes reales de sus coordenadas.
Proposicién 9.1.2 (Fan-Hoffman). Sea A € M,,(C). Entonces

1. prp(Re A) < ui(|A|) = sg(A), para todo k € 1, .

2. Existe U € U(n) tal que Re A < U|A|U*.

Demostracion. Sean x1,...,T, y Wi,...,w, bases ortonormales de C", formadas por au-
tovectores de Re A (resp. A*A) adaptadas a u(Re A) (resp. u(A*A) ). Dado k € 1,,, sea

x € Gen{zy,..., x5} N Gen{wg,...,w,},

un vector unitario (debe existir por las dimensiones de los subespacios). Entonces, por el
Teorema de Courant-Fisher 2.3.3 y la Proposicion 3.2.6,

ie(Red) < (ReAw,z) = Re(Aw, ) < |(Az, )
< | Aal| = (A" Aw,2)V/2 < (A" A2 = i (A]) = 5i.(4) -

La segunda parte se deduce de la primera, dado que diag (u(Re A)) < 3(A).
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Proposicién 9.1.3 (Ky Fan). Dada A € M,,(C), sea pu(A) € C™ el vector de autovalores de
A en algin orden. Entonces
Re pi(A) < p(Re A)

Demostracion. Ordenemos al vector p(A) de tal modo que
Rep (A) > Repa (A) > ... > Repuy (A).

Sea {1, ...,2,} una base ortonormal respecto a la cual A es una matriz triangular superior,
y tal que (Ax;, z;) = p; (A) (que existe por el Teorema 1 de Schur 1.6.1). Dado k € I,,, por
el Principio del méximo de Ky Fan (Proposicién 5.1.4), se tiene que

k k k k k
ZRe,u(A)jl.:ZReuj (A):Z e (Axj, z;) Z (ReAxj, zj) < Z (Re4).
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

A+trA A+ A
Para k = n hay igualdad porque Retr(A4) = A+t =tr R tr Re A.

2 2
Corolario 9.1.4. Si A € M,,(C) cumple que A+ A* > 0, entonces

c(A)C{z€C:Rez>0}.
En realidad, se puede cambiar Rez > 0 por pu,(Re A) <Rez < p1(Re A).
Observacién 9.1.5. Sean A, B € H(n). Se llama producto simetrizado de Ay B a
S=S(A,B) = AB + BA € H(n) .
Supongamos que A >0y S = S(A, B) > 0. Notar que, si C' = A~'/2BAY/?,
0<A™Y/25ATY2 = AYPBATY? 4 ATV2BAY? = ReC .

Por el Corolario 9.1.4, se tiene que o (C) = o (B) C R*. Como B € H(n), debe ser B > 0.
Si A € M,(C)" no es inversible, notar que dado & > 0 bien chico, se tiene que

S(A+el,B)=S(A,B)+2sB >0 (porque Gl(n)" es abierto en H(n)) .
Luego se aplica el caso anterior, y tambien A >0 + S(4,B) >0 =— B >0.
Ejercicio 9.1.6. Sean A, B € H(n).
1. Probar que, para cada x € C", se tiene (S(A, B)z,z) = 2Re(Ax, Bx).

2. Dar un ejemplo de matrices positivas A y B tales que S(A4, B) # 0.
Proposicién 9.1.7 (Kittaneh '95). Sean A, B € M, (C) tales que AB € H(n). Entonces,

IIABI[| < [l[Re BA][l
para toda NUI ||| -]|| en My (C).
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Demostracion. Comencemos notando que los autovalores de BA son los mismos que los de
AB y por ende son todos reales. Mds atin, en la Proposicién 1.5.5 vimos que p(AB) = u(BA).
Luego, usando la Proposicién 9.1.3, obtenemos que

w(AB) = u(BA) = Reu(BA) < u(Re BA).

Como AB y ReBA € H(n), podemos aplicar el Corolario 5.3.14 (usando que t — |t| es
convexa) y deducir que s(AB) = |u(AB)|} <. |(Re AB)|' = s(Re AB), por lo que |||AB]|| <
||| Re(BA)||| para toda NUL

Proposicién 9.1.8 (Corach-Porta-Recht, '93). Sean T,S € H(n) y supongamos que S es
inversible. Entonces,
IISTS™! + 571TS||| > 2 |||T]|

para toda NUI ||| - ||| en My (C).

Demostracion. Aplicar la desigualdad de Kittaneha A =TS"'y B=S.

Ejercicios 9.1.9. 1. Usando el famoso truco de las matrices de 2 x 2, extender la desigual-
dad CPR a cualquier T' € M,,(C), no necesariamente autoadjunta. Se sugiere usar las
matrices

T

(o T
oo

] € M2, (C)

y una adecuada S; € H(2n) invertible. Ojo con los sk(f), que son los de T, pero
repetidos dos veces cada uno.

2. Con el mismo truco, probar también que, si T € M, (C) y S € H(n) es inversible,
entonces

ISTS +S~Ts~H|| > 2 |||T1|
para toda NUI ||| -]|| en M, (C).
3. Verificar, ademds, que la constante 2 es 6ptima en el primer caso (fijando S y moviendo
todos los T' € M,,(C) o H(n) ), pero no siempre lo es en el segundo. ;Para qué matrices

S lo serd? (esto ultimo es dificil, pero es facil encontrar familias razonablemente grandes
de ejemplos donde vale, al menos para la norma espectral).

4. Otra manera de probar la desigualdad CPR (la original) es

(a) Primero reducir al caso en que S es diagonal.
(b) Después escribir STS™! + S~IT'S como un producto de Hadamard.

(c¢) Verificar que la matriz que multiplica Hadamard, luego de “pasarla dividiendo”,
es semi definida positiva.

(d) Aplicar el siguiente resultado: Si A > 0, entonces para toda B € M,,(C) y para
toda nui ||| - ||| en M, (C), se tiene que

l[Ae Blll < méx{as :iecl,} [[Bl]l.

Esto es conocido como el Teorema de Schur (ver Corolario 8.2.5, Schur 4).
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9.2 Desigualdad de Thompson

Observacion 9.2.1. A diferencia del médulo de ntimeros, el de matrices no cumple la de-
sigualdad triangular. O sea que existen matrices A, B tales que |A+ B| £ |A|+|B| (Ejercicio:
encontrar un par asf en My(C)). Esto sucede porque sus partes unitarias pueden mezclar
tamanos en forma aleatoria. Lo mejor que se tiene para ese lado es el siguiente resultado,
donde uno corrige ese problema:

Teorema 9.2.2 (Thompson). Dadas A, B € M,,(C), existen U,V € U(n) tales que
|A+ B| < UJA|IU* 4+ V|B|V* . (9.1
Demostracion. Hagamos la descomposicién polar A+B = W|A+B|, con W € U(n). Entonces
|A+B|=W*(A+ B)=Re(W"(A+ B)) =ReW*A+ReW*B . (9.2)
Por otra parte, por la Proposicion 9.1.2 (Fan-Hoffman), existen U,V € U(n) tales que
ReW*A<UW*AIU* =U|AlU* y ReW*B<SU|W*B|U*=U|B|U",
porque (W*A)*W*A = A*W*WA = A*A y entonces |[W*A| = | 4| (lo mismo para B).

En el caso de la desigualdad triangular numérica, la igualdad se da si y sélo si ambos ntimeros
poseen igual argumento. Algo similar vale en el caso matricial:

Teorema 9.2.3. Dadas A, B € M,,(C), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Sélo la igualdad puede darse en la ecuacion (9.1).
2. Eziste W € U(n) tal que A = W|A| y también B = W|B|.

Demostracion.

1= 2 Sea A+ B = W|A+ B| la descomposicién polar de A+ B, con W € U(n). Veremos que
WA>0y WB >0. Como en la Eq. (9.2), se tiene que

|[A+B|=ReW*A+ReW*B .

Llamemos C = W*A y D = W*B. Siguiendo el razonamiento anterior, por la Proposi-
cion 9.1.2 (Fan-Hoffman), existen U,V € U(n) tales que Re W*A = ReC < U|A|U* y
Re D < V|B|V*. Ahora bien, la hipétesis de que sélo puede darse la igualdad en (9.1)
fuerza a que ReC' = U|A|U* y Re D = V|B|V*. Por lo tanto,

trAA* +trA*A  trCC* +tr C*C
2 2 '
Observar que 4 tr {(Re 0)2] =tr CC* +tr C*C +tr C? +tr(C*)?2, por lo que la Eq. (9.3)
se traduce como tr CC* + tr C*C = tr C? + tr(C*)?%. Luego
tr [(C — C*)(C* — O)] =tr CC* +tr C*C — tr C* — tr(C*)* =0 .

Esto muestra que C = W*A € H(n). Luego W*A = ReW*A = U|A|U* € M, (C)*.
Analogamente se prueba que W*B € M,,(C)™.

tr [(Re C’)Q} =tr|[AP =trA*A = (9.3)
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2 = 1 Supongamos ahora que A = W|A| y B = W|B| para la misma W € U(n). Luego
A+ B = W(Al +|B]) = |A+ B| = |A| 4+ |B|. Si vale (9.1) para algin par
U,V € U(n), entonces

|A| + |B| < UJA|U* + V|B|V* = M = U|A[U* + V|B|V* — |A| — |B] € M,(C)* .

Luego, la matriz M € M,,(C)T y tiene traza nula, o sea que M = 0. Esto muestra que
so6lo la igualdad puede complirse en (9.1).

9.3 Desigualdad aritmético-geométrica en matrices

Recordemos la siguiente desigualdad numérica, que ya habia aparecido en el Teorema 8.6.1:
Dados a1 ,...,am € RY y A1 ..., Ay € [0,1] tales que > A; =1, se cumple que
€Ly,

m m

Haf‘i < Z )\z a; . (94)

i=1 i=1
Es la llamada desigualdad aritmético-geométrica, y se demuestra rapidamente usando que el
logaritmo es una funcién creciente y céncava (de nimeros). Como se hard en la mayoria de
las secciones que siguen, daremos versiones matriciales de ella. Pero en principio sélo para el
casom =2y Ay = A2 = 3 . Algunas péginas més adelante (Teorema 9.4.1), mostraremos una
versién mds general (sélo se asume que m = 2), que es también conocida como la desigualdad
de Young. Igual damos una prueba de este caso, porque usa una técnica interesante que es
bueno ver cémo funciona.

Proposicién 9.3.1. Sean A, B € M,,(C). Entonces

$i(AB*) < = s;,(A*A+ B*B)  para todo i €1,

Demostracion. Sea X = { } € Mz, (C). Cuentas elementales muestran que
B

cw [ AA+ BB 0 . [ A4 AB*
XX_[ 0 0] Y XX_[BA* BB*]
I 0 I 0
SeanP:{O O}yU:[O _I]:2P—I2nEL{(2n).Luego
AB*:[BA* . ]:XX — Op(XX") = 5 (XX* —UXX"U").

— — ——
Tomemos la descomposicion AB* = AB* — AB* . Observar que ambas matrices X X* y
UXX*U* € My, (C)*. Luego, la Eq. (3.7) y el item 5.b de la Seccién 3.3 aseguran que
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para todo ¢ € I, .

El siguiente resultado es méds fino que el anterior, y no se generaliza tan ficilmente (salvo para
la norma Frobenius, ver Teorema 9.4.7).

Proposicién 9.3.2. Sean A, B, X € M, (C). Entonces se tiene que
* 1 * *
IAX Bl < 5 lA"AX + XB B[ , (9-5)

para toda NUI ||| -]|| en M, (C).

Demostracion. Debemos dividir la prueba en tres pasos:
Paso 1: Supondremos que A = B € H(n) y también X € H(n). Por la Proposicién 9.1.7,

1
IAXAJ]| < [[[Re X A%|| = 3 [||A*X + X A%[]| .

Paso 2: Ahora X es cualquiera, pero A, B € H(n): Tomemeos

0 X

X* 0

T:[‘g g}EH(Qn) o Y:{

} e H(2n) .

Por el Paso 1, s(TYT) < 3 s(T?Y 4+ YT?). Pero cuentas faciles muestran que

0 AXB

wr= { BX*A 0

] = I"XB y andlogamente T?Y 4+ YT? = A2X + XB?.

Luego podemos deducir que s(AXB) <., 1 s(A>X + XB?) = s(4 [4°X + XB?)).

Paso 3: El caso general. Tomemos descomposiciones polares A = U|A| y B = V|B|, con
U,V € U(n). Notar que A*AX + XB*B = |A]?X + X|B|?, mientras que

AX B[l = (Il U [A] X |BIV= ||| = Il |A] X |B[ ][],

con lo que la desigualdad (9.5) queda demostrada en general a partir del Paso 2.

9.4 Desigualdades de Young para matrices

La desigualdad de Young cldsica dice que si a,b € R, y p,q € [1,+00), entonces

1 1 a? b

—+-=1 = ab < —+ — (9.6)

p q p q
con igualdad si y sélo si a? = b%. Observar que escrita asi, es un refraseo de la desigualdad
aritmético geométrica (9.4). Primero daremos una versién de (9.6) para valores singulares de
matrices, que generaliza la Proposicion 9.3.1.
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Teorema 9.4.1 (Ando [19]). Sean p,q € [1,+00) tales que % + % = 1. Entonces para todo
par de matrices A, B € M, (C) y todo j € 1,,, se tiene que
AP qu)
s; (AB*) < s; + : 9.7
samn <o (B4 12 (0.7
_ , e < AP 1Bl
o equivalentemente, que existe U € U(n) tal que UAB*|U* < —— + —— .

q

Antes de demostrar el teorema, necesitamos algunos pasos técnicos:

Lema 9.4.2. Sean Q € M,,(C) una proyeccién ortogonal y X € M, (C)*. Entonces
RX"'Q < (RXQ) parald<r<1l y QX'Q>(QXQ) paral<r<2.

Demostracidn. Puesto que f(t) = " es céncava de operadores para r € [0,1] y convexa de
operadores para r € [1,2], este lema es un respaso de la Proposicién 6.3.9.

El paso clave para probar el teorema, via el cdculo de los autovalores con el principio minimax
del capitulo 2, es el siguiente resultado tecniquisimo:

Lema 9.4.3. Sean p € (1,2] y ¢ € [2,+00) tales que zl) —I—% = 1. Sean A € M,(C)T,
BegGln)t ykel,. Sean B = {vy,...,v,} una BON de C" adaptada a u(|AB|), y Sk =

Gen{vy,...,v;}. Llamemos P al proyector ortogonal sobre Sk y @ al proyector ortogonal
sobre M := R(B~'P) = B7Y(Sy). Si abreviamos p = up(|AB|), se tiene que
AP B1
u@g%ﬂf (9.8)

Demostracion. Por la definicion de @ se tienen las siguientes igualdades:
QB'P=B"'P y PB'Q=PB7!'. (9.9)
Por otra parte, sabemos que B(R(Q) ) = B(M) = S, = R(P), por lo que
PBQ=BQ y @BP=QB. (9.10)
Luego, juntado esta iltima igualdad con (9.9)
(QB*Q)(B™'PB™')=QBPB' =Q.

Anslogamente, se ve que (B~1PB~1)(QB?Q) = Q, lo cual muestra que la inversa de QB%Q
“dentro de M” es B~1PB~L. Usando quien es S, vemos que p P < |AB|. Luego,

(BA’B)'/? = |AB| > uP = BA’B > 1)?P — A? > ?B~'PB™!,
donde vale elevar al cuadrado por que |AB| y P conmutan. Como p € (1,2], tenemos que la

funcién f(t) =t es monétona de operadores. Luego, usando (9.9), se ve que

p
2

AP = pP(BT'PBTYE = QAPQ > pPQ(BT'PBT) Q= pP(BT'PBTY)E
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Como QB2Q es la inversa en M de B~'PB~!, y en M* todo es nulo, tenemos que

QAPQ > pP(QB?Q)*  (todo pensado en L(M) ) . (9.11)
Para probar (9.8), primeramente consideremos el caso ¢ € [2,4]. Por el Lema 9.4.2

QBQ > (QB*Q)% . (9.12)
Luego, juntando (9.11) y (9.12) se tiene que
QAQ | QBQ _ w (QB'Q)F | (QBQ)
p q p q
>0 (QB*Q) (QBQ)F =1 Q.

*
donde > se puede probar usando la desigualdad de Young numérica, puesto que p(QB%Q)~/?

y (QBQQ)I/ 2 conmutan entre si. Esto concluye a demostracién para este caso. Supongamos
ahora que ¢ € (4,00). Sea s = % . Entonces 0 < % <1,y 2 =2. Por el Lema 9.4.2 se tiene

q
s

RQBQ=Q(B) Q=B Qf vy QB Q =2QBQ. (913
Por lo tanto, usando que f(t) = tZ es MOP, se tiene que
@QB°Q)* > (QB*Q): = (QB°Q)" <(QB’Q)* en L(M).
Combinando esta desigualdad con (9.11) se obtiene
QAPQ > 1 (QB° Q)™

y luego combindndola con (9.13) resulta

Qa'Q QBB _
p q

@BQ™ | (@BQ)*
p q
> 1 (QB*Q)™ (QB*Q)* = uQ,

donde nuevamente en la segunda desigualdad se ha usado la versién numérica de la desigualdad
de Young.

P

Demostracién del Teorema 9.4.1: Probaremos la Eq. (9.7), mientras que la segunda
formulacién queda como ejercicio para el lector. Supongamos primero que A, B € M, (C)™*.
En tal caso tenemos que |[AB| = (BA2B)'/? y la ecuacién (9.7) puede reescribirse como
(Ap B1

—+ > para todo je€l, . (9.14)
p q

14 ((BA2B)1/2) = 1; (BA*B)'? <y,

Como 1 (BAQB) = U (ABzA) para todo j € I, , los papeles de A y B son simétricos, razén
por la cual podemos suponer que p € (1,2] y ¢ € [2,00). Més atin, apelando a las tecnicas
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usuales de continuidad, podemos también asumir que B > 0. Dicho todo esto, fijemos k € I,

y llamemos p = pup, (BAQB)I/2 = ur(|ABJ). Sean B = {vy,...,v,} una BON de C" adaptada
a u(|AB|), y Sk = Gen{vy,...,v;}. Llamemos P al proyector ortogonal sobre Sy y @ al
proyector ortogonal sobre M := R(B~'P) = B~1(S;). Entonces, el Lema 9.4.3 dice que

A A
po< 99,900 £%<<”+T)x,x>2u:uk<|AB|>.

Observar que dim Sy, = dim M = k. Luego, utilizando el principio minimax (Teorema 2.3.3)

para calcular g, (AT;D + %q) , la desigualdad (9.14) queda demostrada en este caso.

El caso general se deduce de lo anterior por la siguiente observacién: Dadas A, B € M,,(C),
si hacemos la descomposicién polar B = V|B| con V' € U(n), se tiene que

|AB*|> = BA*AB* = B|A]?B* = V(|B| |A]? |B|)V* = V||A]| |B] |2V* }

De ahi podemos deducir que los vectores s(AB*) = u(|AB*|) = u(|A||B]). Volviendo a mirar
la Eq. (9.7) se ve que lo anterior hace suficiente probar el caso positivo, cosa que ya hicimos.

Ejercicio 9.4.4. Mostrar con un ejemplo que la desigualdad (9.7) deja de ser cierta si en el
miembro izquierdo se quita la estrella en B. (Ayuda: basta considerar matrices de 2 x 2 y el
caso p =q = 2).

Corolario 9.4.5. Sean p,q € [1,+00) tales que %Jr% =1y sea N una NUI en M,,(C).
Entonces para todo par de matrices A, B € M,,(C), se tiene que

AP B
N(AB*)gN(|p+|q|).

Demostracion. Evidente a partir del Teorema 9.4.1, porque < = <, .

Las desigualdades de Hirzallah-Kittaneh

Cuando uno extiende desigualdades numéricas a matriciales, aparede un ingrediente nuevo:
Dado que las matrices no conmutan, si uno multiplica por una tercera matrix X, como afecta
esto a la desigualdad? Y de qué lado hay que multiplicar cada factor para que la desigualdad
se preserve?

Este tipo de andlisis y generalizaciones apareceran seguido en lo que resta del Capitulo.
Daremos a continuacién una primera version que camina para Young, aunque solamente para
la norma de Frobenius. Lo primero que aparecié al respecto, es un resultado de Bhatia y
Davis [22]: Dados A, B € M,,(C)*, X € M,,(C), y p, q conjugados, se tiene que
APX X B4
— 4+

p q

|AXBl, < ||

’2 . (9.15)
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Sin embargo, mostraremos un resultado més fino, debido a Hirzallah y Kittaneh [26], que
ademds determina completamente los casos en que en (9.15) pudiera darse la igualdad. Para
ello, comenzamos por demostrar unas desigualdades numéricas:

Lema 9.4.6. Sean a,b € R*, y p,q € [1,+00) tales que %Jr% = 1. Sir = mix{p,q},
entonces

aP b 2 1 2 2,2
Demostracion. Primero observar que si p = ¢ = 2, tenemos en realidad una igualdad.

Asumamos que ¢ =r > p, 0 sea que ¢ € [2,+00). Via cuentas elementales, se ve que

A 2 2
(a+> —2(ap—bq)2—ap((1—)ap+bq>,
P q q q q

donde se usa la igualdad 1 — 2 -1_1_ (l — l)(l + l) =1 _ L Ahora, usando la
q P q p gq/\p ' ¢ p q

desigualdad de Young cldsica (o la aritmético geométrica), tenemos que
(1—2>ap—|—2bq>a PA-3) pag = " b2,
q q

ya que p(1 — 7) = p( 5) =1-— 2 Ademads, usando el hecho de que % = p—1, vemos

que p + (&2 7 Py = 2. A51 llegamos ﬁnalmente a que

aP b4 2 1 2 a-p
( + > - (@ =) >ad’ a7 V¥ = a*® =  Eq. (9.16) .

p q q
. . aP b 1 2 9.9
De manera andloga, si p > ¢, queda que | — + — — —b9)" +a%b? .
q p
Teorema 9.4.7. Sean A, B € M, (C)*, M, (C), yp,q € [1,+00) tales que % + % =

Sir = max{p, q}, entonces

AP X XBq 2
H H (9.17)

1

2

IAXBIZ + 5 147X - XBY|? < g
Demostracion. Como A, B € M, (C)*, existen U,V € U(n) tales que A = UDU* y B =
VDyV*, donde Dy = diag(u(A)) y D2 = diag (u(B)). Llamemos Y = U*XV, A = pu(4) y
u = p(B). Entonces tenemos que

APX  XB? UDYU*X XVDIv* DYY Y Di
4 1 + 2 . U( 1 + Q)V*
p q p q p q

A )
(Z + = | i Ve,
pod i,j€ln

U
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APX — XBI=U (DY =YD V' =U [(\ =) ys| V" y

3,7 €l

AXB=U(DyYDo)V* = U\ iy yig| V™.

1,j€l,

Por la desigualdad (9.16) aplicada a cada par a = \; y b = p;, tenemos que

AX  XB| no et
+ = 2\ vl
p q ll2 i\ P q
-~ 2 "
2 2
= ) Z (A7 = 1) Ly + Z A5 1y
3,7=1 i,j=1

1
= SIIAPX - XB5+ |AXB|* |
r

lo que completa la prueba del teorema.

Observacién 9.4.8. Para el caso p = ¢ = 2, la desigualdad (9.17) es en realidad una igualdad.
Esto se observa en la demostracion del Teorema 9.4.7, ya que la desigualdad que se presenta
alli es en realidad una igualdad, como se observo en el Lema 9.4.6.

A partir de lo anterior pueden encontrarse condiciones necesarias y suficientes para que se
satisfagan las igualdades en (9.15) y (9.7), como se demuestra a continuacion.

Corolario 9.4.9. Sean A, B, X,p y q como en el Teorema 9.4.7. Se tiene que

APX  XB?
H ’ +—| =|AXB|, <+= A’PX=XDB?. (9.18)
2
Demostracion. Si se tiene que H APTX + XTBq , = |AXBY|,, la desigualdad (9.17) asegura que

que ||APX — X B9||, =0, o sea que A?PX = XB1.

Asumamos que APX = X B?. Como antes, tenemos A = UD;U*, B = VDyV*, donde
Dy = diag(u(A) ) y Dy = diag (u(B) ). Luego

APX =UDYU*X =U [DY (U*XV)|V* vy XB1=XVDIV*=U[(U*XV)Div*,
con lo cual, llamando Y = U* XV, tendremos que DV Y =Y D1, es decir que
/\g3 Yij = Yij u? — )\i Yij = Yij ,uj; para todos los i,j cel, .

Llegamos a que D; Y =Y DJ .y por ende AX = XB7 . Asi,
XB? XB? APX XB¢
+ = + .
p q p q

AXB=XB? B= XB? =

Vemos que vale la igualdad entre las matrices, que implica la igualdad de sus normas.
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Corolario 9.4.10. Sean p,q € [1,400) tales que % + % = 1. Entonces

(APX X B4
Sj +

P ) = s;(AB) para todo j € I, s AP — B9 .

Demostracion. Es consecuencias del Corolario 9.4.9 aplicado a X = I. Observar que la
condicion AP = B? implicaba igualdad de matrices.

Corolario 9.4.11. Sean p,q € [1,400) tales que % + % = 1. Entonces

APX X B9
o5

) ) U*=|AB| para alguna U € U(n) — AP =pB?.

Demostracion. Es lo mismo que el Corolario 9.4.10.

Observacién 9.4.12. Sean a,b € RY, y p,q € [1,+00) tales que 1% + % = 1. Luego

P pa\ 2 P B 2
(“ + ) > (“ + - ab) +a?? (9.19)
p q p q
a? bl 2 ab bl 2
(p + 7 + ab) > (p + i ab) +4a*p* y (9.20)
1 X
o= > %Jr%—ab, (9.21)

donde s = min{p, ¢}. En efecto, para probar (9.19) recordamos que o = “p—p + % > ab, con lo
cual o2 > a? —2aab+2a?b? = (a—ab)?+a?b?. También, (a+ab)?—(a—ab)? = 4aab > 4a?V?,

y obtenemos (9.20). Para obtener (9.21), si a? > b7, también tenemos a > b%/?, y como

1/s—1/p >0,
11 11 11
<—)ap+ab>(—)bq+b‘I/pb:<+>bq:>
s P s P s q

1 Pope
= f\ap—bq|2a—+——ab.
s p q

Si b9 > aP, la demostracién es andloga. Partiendo de estas desigualdades y siguiendo el
razonamiento de la demostracién de (9.17), podemos mostrar que si 4, B € M, (C)*, X €
M, (C), vy p,q € [1,400) cumplen que % + % = 1, entonces

APX X Be|? APX X B¢ 2
H + > + = —ABX|| +||AXB|Z, @ (9.22)

p q 2 p q 2

APX X BY 2 APX X BY 2
H + 22 4 ABX|| > + 2 —ABX|| +||AXB|Z,  (9.23)

p q 2 p q 2

1 APX X BY

- |APX — XBY|, > + 2= —AXB| , (9.24)

S p q 2
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donde s = min{p, q}. Notar que (9.22) también es més fuerte que (9.15). Ademds, (9.24)
puede usarse para demostrar de manera directa los corolarios anteriores.

Ejercicio 9.4.13. Sean A,B,C,D € M,(C)* tales que AD = DAy BC = CB. Sean
X € M, (C) y p,q € [1,+00) tales que % + % = 1. Entonces

1 1 S|
HAPXCP +=DIXBY| > = |APXCP — D'XBY|; + |ADXCBIf; . (9.25)
p q 5 T

donde r = mdx{p, q}. En particular, si C = D = I se recupera (9.17).

Ejercicio 9.4.14. Sean A, B,C,D € M,,(C) tales que AD = DA, A*D = DA*, BC = CB
y B*C = CB*. Sean X € M,,(C) y p,q € [1,+00) tales que % + % = 1. Entonces

2

1 1 1
|2 1ap xicr+ Lo xisr| > 5 ar xicr - 1o X B11E + japxCr 5

2
donde r = max{p, ¢}. En particular, si C = D = I, tenemos

2

1 1 1 2 %
lSiarx Lximr| > Sparx - xisrigcpaxsg, o2

2

que es la extensién natural de (9.17) a matrices cualesquiera. Extender las desigualdades
(9.22)-(9.24) de manera andloga.

9.5 Desigualdades tipo Holder para matrices

Observacién 9.5.1 (Caso numérico). . Dados p,q € (1, +00) tales que % + % =1, la forma
mas simple de la desigualdad numérica de Holder se escribe
(lal? + 16")? (|el? + 1dI")* > Jac+bd] , (9.:27)
para todo cuarteto a, b, c,d € C. Mas aun, podemos escribir:
(laf” + [b")? = max {Jac + bd] : |c|* + |d|* = 1} |, (9.28)

que tiene que ver con la frase “el dual de /P es ¢9.”

Proposicién 9.5.2. Sean A, B € M,,(C). Entonces se verifica que
(A*A+ B*B)"? =méx {|C*A+ D*B| : C,D e M,(C) y C*C+D*D<TI}. (9.29)

Demostracion. Dadas C, D € M,,(C) matrices cualesquiera, tenemos que
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A*A+B*B A*C+BD] _[A Cc]'[A C -0
C*A+D*B C*C+D*D |~ D B D |~

Recordemos que la Proposicién 3.8.6 asegura que, dadas X € M,(C)* e Y € M,,(C),

X Y
Y I

}20 — X>Y'Y>0. (9.30)

Por lo tanto, si C*C + D*D < I, tenemos que A*A+ B*B > |C*A + D*B\Z. Usando que
f(t) = t'/? es monédtona de operadores, llegamos a que

(A*A+ B*B)Y? > |C*A+ D*B|. (9.31)
M4s atin, cuando A*A + B*B € Gl(n)*, si consideramos
C=A(A*"A+B*B)"Y? y D=B(A*A+B*B)"Y/?,
obtenemos una igualdad en la Eq. (9.31). Cuando A*A + B*B ¢ Gl(n)™, observar que
S =ker(A*A+ B*B) = ker(A*A) Nker(B*B) = ker ANker B .
Sean A; = A|g. @ I|s, By = Blg. & I|g. Luego, AjA; + BfB; € Gl(n)™. Tomando
C = A (ATA, + BiB))"Y2 | D =B (A%A, + B{B,)" Y2,
una cuenta ficil mustra que también obtenemos una igualdad en la Eq. (9.31).
Lema 9.5.3. Sea A, B € M,(C)", p€ (1,+0) y a € [0,1]. Entonces se tiene que
(AP +BP)s >a' 5 A+ (1—a)"% B .
Demostracion. Cuando « = 0, tenemos que AP > 0, con lo cual AP + BP > BP. Luego, como
f(t) = t'/? es monétona de operadores, sale que (AP + BP)'/? > B. Caso andlogo ocurre para

« = 1. Consideremos entonces 0 < o < 1, y llamemos # = 1 — . Usando que f(t) = t'/?
también es concava de operadores, tenemos que

T

(AP 4 BP)? = [a (a;plA)p—i—ﬁ(B;;B)p} >al"5 A+ 875 B.

Teorema 9.5.4. Sean A,B,C y D € M,(C), p,q € [2,4+00) yr € (1,+00] que cumplen la
ecuacion % + % =1- % . Para todo a € (0,1), si llamamos B =1 — «, se tiene que

2 2
Clt+ DI <l = (JAP+|BP)” 2 |at C* A+ 57 DB| (9.32)
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Demostracion. El caso r = oo (o sea, p = ¢ = 2), fue visto en la Proposicién 9.5.2, con lo
cual asumimos r < co. Dado que (1/2 —1/p) 4+ (1/2 —1/q) = 1/r, tenemos que:

O TPA*A+ BV PB*B arA*C + B+ B*D
a*C*A+B+*D*B  o'"iC*C+ B iD*D

a? vA aiTiC " a?"FA aiTiC 4

1_1 1_1 1_1 1_1 € M2, (C)7 .

/82_])B /82_qD ﬂZ_pB /82_(]D
De acuerdo al Lema 9.5.3, tenemos que

1—2 4% 1—2 Hx p p 2 1—2 ~x 1—2 % q q 2

TP A*A4+ TP B*B< (AP +|BP)r  y  o'TaC*C+ B aD*D < (|IC]* +|D|Y)7
AP +|BIP)?  atA*C+ BEB*D
(I

con lo cual concluimos que B H 2
arC*A+B+D*B  (|C|? +|D|%)«

N [ QP A*ALBIB*B ot A*C + B+ BD

atC*A+B+*D*B o' rC*C + B+ D*D ] € Man(C)7 -

Usando la Eq. (9.30) y el hecho de que |C*|? + |D*|? < I, estamos hechos.

Definicién 9.5.5. Dadas C,D € M, (C)", escribimos C < D si C™ < D™, para todo
m € N. Esta relacién es un orden parcial denominado orden espectral.

Proposicién 9.5.6. Sean A, B € M,,(C)T. Entonces se verifica:

1

1. La funcién [1,4+00) 3 p— (#) ? es creciente (relativa al orden < de M,,(C)*).

2. El siguiente limite existe y da el <-supremo de A y B:

1

AVB = lim (A7 + B")" =min { Ce M, (C)": A< C y BC .
p—oo <

Demostracion. Sean r,q € [1,400) tales que r < ¢. Si aplicamos el Lema 9.5.3 para los

nimeros o = % yp= % > 1, resulta que

T

a\ q 1
+(B)?) > o (B

q
T

(474 B = ((4")

Luego, usando que tv es MOP y multiplicando por 270 , llegamos a que

1

A9 4 B %> AT 4+ BT\ "
2 - 2
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Sea M = méx{p1(A), u1(B)}. Para cualquier p € [1,400) tenemos que

AP + BP

MP > méxc{p (A7), i (BP)} = max{[|A7 | sp, [|B|sp} = | ==,

1 1
y por lo tanto M I > (£45E22)7. En resumen, la funcién p — (4°55%)7 es creciente y

acotada superiormente. Aplicando el Ejercicio 3.9.16 vemos que debe existir el limite
1 1
AP + BP\ » AP 1 BP\ » 1
AVB= sup <+) = lim <+) — lim (A7 + BP)7 .
p€E[l ,400) 2 p—o0 2 p—00

Fijemos m € N. Tomando p > m, se tiene que t7» es MOP, y asi

A™ = (AP)F < (AP + BP)F = ((AP+BP)%)m L (AVB)™.

p—0oo

Anélogamente se muestra que (AV B)"™ > B™. Esto vale para cualquier m € N, y asf
A,B < AV B. Sea ahora C € M, (C)" tal que A, B < C. Para cada par m, k € N tenemos

m m 1/k
que Akm BFm < Ckm v ysando que t% es MOP, resulta que (%) < C™. Luego
m 1
AP BP\ » Akm Bkm P
(AV B)™ = lim DN g (AP <C™, paratodomeN.
p—o0 2 k—o0 2
Asi, AV B < C. Luego, AV B es el supremo de A, B con respecto al orden espectral.
Corolario 9.5.7. Sean A,B,C,D € M, (C). Fijado p € [2,00), tomemos el q € (1,2] tal
que se tenga la igualdad % + % = 1. Entonces
2 2
(IC|* +1D1) " (JAP +|B[")? > |[CA+ DBJ* . (9.33)
Por lo tanto, se tiene que (||C|| + || D|| )2( |A| V |B| )2 > |CA+ DBJ.

Demostracion. Fijemos p € [2,00). Supongamos en principio que |C||, ||D]| < 1. En tal caso,
se tiene que |C*| < I = |C*| % I y lo mismo para D. Por la Proposicién 9.5.6,

C*|" + D'
2

) <|C*|v|D*|<I paratodo te€]l,+00). (9.34)

Vamos a aplicar el Teorema 9.5.4. Para ello, tomemos t € [2,+00) y 7 € (1,400] tales que
% + } =1- % . Dados a € [0,1] y B =1—«, la Eq. (9.34) y el teorema citado aseguran que

2 2
(|A|p+|B\P)” > ot ‘a% CA+ 7 DB‘ :

2 2
Haciendo ¢ — oo (con lo cual r — q), tenemos que (|A[” + |B|")? > ‘a%CA +BiDB| .
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Si ahora suponemos més que antes: que ||C||?+[|D||? = 1, entonces podemos elegir a = ||C/|?
y 8= ||D||* =1 — a. Reemplazando C’ = a@ C y D = ﬁ;ql D, queda que ||C'|| = ||D'|| =1
(si alguna era nula, su prima también la hacemos nula). Por el caso anterior obtenemos que
2

IO+ |D|* =1 = (AP +|B")*" > |aiC’A+ 3sD'B| = |CA+ DB|> . (9.35)

En el caso general, dadas C; D € M,,(C) (alguna de las dos no nulas), consideramos
—1 -1
E=(|C|"+[D|) "¢y F=(iC]"+|D|) D,
con lo cual ||E||? + ||F||? = 1. Por la Eq. (9.35) nos queda que
|CA+ DBJ?

g a2
(en + 1oy«

La otra desigualdad se obtiene de lo anterior, considerando el limite para p — oco.

(AP +|BI")? > |EA+ FBJ* = . laEq (9.33) .

9.6 La técnica alternativa

En esta seccién repasaremos y mezclaremos una serie de definiciones y resultados de los
Capitulos 4 y 7 que usaremos seguido en el resto de este Capitulo. Primero enunciamos los
relativos a las propiedades espectrales de los productos alternados de matrices (Seccién 7.3):

Teorema 9.6.1. Sea A € M,,(C) con autovalores A1(A4),..., A\, (A). Sea k € I,,. Entonces
los autovalores de AFA estan dados por

A ARA) =T M), T eQun,
icJ
contados con multiplicidad.

Corolario 9.6.2. Sea A € M,,(C). Sea k € I, . Entonces los valores singulares de A¥A son

k k
S(A A) = { SJ(A A) }JEQk,n :{ H SZ(A) }JEQk,n ’
i€ J
contados con multiplicidad, y ordenados en forma decreciente. Ademads, si ordenamos a los
autovalores A1(A4), ..., \,(A) de A con médulos decrecientes, se tiene que

k k
p(WA) =TTy [[A%A], = si(A%4) = [T s:(4) -
i=1

=1

Ahora vienen los resultados que relacionan la mayorizacién logaritmica con la usual (ver

Seccién 4.4): Recordemos que, dados z,y € Rz , escribimos x <., y si
log

k
szl < I_Iyll para todo k€1, . (9.36)

i=1 =1
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n n
Siz>0ey>0,escribimos z < y si ¢ <y y v, ademas, Hxi = I_Iyz
log log X
i=1 i=1

Observacion 9.6.3. Sean z,y € R" tales que x > 0 ey > 0. Si x < y entonces, como en
log

el caso de la mayorizacion comin, se cumplen desigualdades invesas para las entradas mas
pequenas de x e y. Es decir que

n

H%l > ]:[yzl para todo kel, . (9.37)
i=k i=k

Tener cuidado, que esto no vale si s6lo se tiene que = <,, y, porque se usa la igualdad de los

log

productos hasta n.

Proposicién 9.6.4. Sean z,y € R” .

1. Si z <, y, entonces x? <, y? paratodo peR,

log

2. Siz >0ey >0, entonces z < y implica que zP <, y? para todo p e R.
log
Observacién 9.6.5. 1. El caso mas usado de la Proposicién 9.6.4 es cuando p = 1. Es

decir que, si x,y € R™ , entonces x <y y implica x <, y. Esto serd sumamente util
log

cuando se lo aplique a desigualdades con valores singulares de matrices, usando técnicas
de productos alternados. Observar que, en este caso, el Corolario 4.2.3 nos dice que, si
hubese quedado x < y, debia cumplirse que = l< Y.
og

2. Por otra parte, la Proposicién 9.6.4 se puede generalizar, sin cambiar la prueba, si
remplazamos las funciones f(t) = ¥ por cualquier funciéon f : R, — R tal que la
aplicacién ¢t +— f(e?) resulte convexa (o convexa creciente). Notar que, en el caso
demostrado, se usaba esa propiedad para la funcién ¢ +— (e!)P = eP?.

9.7 Primeras aplicaciones

En esta seccién veremos tres desigualdades importantes que se prueban en forma directa
usando la técnica de extrapolar una desigualdad conocida, pero aplicada a los productos
alternados, y luego deducir una mayorizacién via la Proposiciéon 9.6.4:

Desigualdad de Weyl

Proposicién 9.7.1 (Mayorante de Weyl). Sea A € M, (C). Entonces, si u(A) denota el
vector de autovalores de A, se tiene que

L |p(A)] < s(A).

log
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2. Para todo p > 0 se tiene que |u(A)P <, s(A)P.

Demostracion. Verifiquemos las desigualdades de la férmula (9.36) para los vectores |u(A)|
y s(A). Para k = 1, basta notar que p(A) < ||Allsp. El caso k > 1 se obtiene considerando
la desigualdad anterior para los tensores alternados A¥(A). En efecto, por el Corolario 9.6.2,
tenemos que

k k
[ 1A} = p(A*A) < [|A*A||op =[] 5:(A) . paratodo ke, .
=1

i=1

La igualdad para k = n se deduce de que | det A| = (det A*A)Y/2 = det|A|. La segunda parte
se deduce de la Proposicion 9.6.4.

Desigualdad de B. Simon

La que sigue es una variante de la Proposicién 9.1.7 (desigualdad de Kittaneh ’95):

Proposicién 9.7.2. Sean A, B € M,,(C) tales que AB es normal. Entonces
[[ABJ]] < [[|BA]||
para toda NUI ||| -] en M,,(C).

Demostracion. Como AB es normal, se tiene que ||AB||s, = p(AB). Luego
51(AB) = [[AB|lsp = p(AB) = p(BA) < || BA||sp = s1(BA) .
Aplicando esta desigualdad a A*AB (1 < k < n), que también es normal, obtenemos que

k k
s(AB) <y s(BA), ie. [[si(AB)<][[si(BA) , kel,.
i=1

log L
- i=1

Por la Proposicién 9.6.4, deducimos que s(AB) <,, s(BA).

Desigualdad de Horn

Proposicién 9.7.3 (Teorema de Horn). Sean A, B € Gl(n). Sea u(AB) el vector de auto-
valores de AB ordenado con mddulos decrecientes, i.e. |u(AB)| = |u(AB)|'. Entonces

|u(AB)| < s(AB) < s(A)s(B) = (s1(A)s1(B), ..., sn(A)sn(B)) .

log log
En particular, si A, B € Gl(n)™, para todo k € I, se tiene que

k n

k n
HM(AB) < HM(A)M(B) (] H pi(AB) = H pi(A)pi(B) . (9.38)
=1 i=k

i=1 i=k
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Demostracion. Las relacién |u(AB)| < s(AB) se deduce de la Proposicién 9.7.1. Por otro
log

lado, el Corolario 9.6.2 asegura que, para todo k € I, ,
k k
HSi (AB) = ||AkAB||8p = HAkA ’ AkBHSp < ||AkA||8p HAkBHSP = Hsi (A)s; (B) .
i=1 i=1

Ademéds, como | det C| = det |C| para cualquier C € M, (C), se tiene que

Hsi (AB) = det |AB| = | det AB| = | det A| | det B| = det |A| det|B| = Hsi (A)s; (B) .
i=1

i=1

La Eq. (9.38) se deduce de lo anterior y de la Observacién 9.6.3, ya que podemos usar que
W(AB) = p(AVZBAV2) € R'", u(A) = s(A) y u(B) = s(B).

Ejercicio 9.7.4. Dadas A, B € Gl(n)", probar que u(A/2BAY?)? < (AB%A). Comparar

log

con el Teorema 9.9.4 de mas adelante.

9.8 La exponencial

Generalidades

Sea A € M,,(C). Recordemos que la exponencial de A es la matriz
et = exp(A) = iA—m (9.39)
- P B o ml ' :
m=

La serie converge absolutamente, porque

ST ST
m! = m!
m=0 m=0

Por medio de una prueba similar a la del Corolario 1.7.2 (usando el Teorema 1 de Schur 1.6.1),
se puede ver que, si AN(A) = (A1(4),..., A, (A4) ), entonces

)\(eA) = MA) .= (eAI(A) e ,e/\”(A)) . (9-40)

En particular, esto dice que o (eA) = e y que e? € Gl(n) para toda A € M,,(C). Para
hacer esto se usa que, al igual que con los polinomios, se tiene que

eSASTH = GeAS=1 | para toda S € Gl(n) .

Por tltimo, no es dificil verificar con el mismo tipo de argumentos que

m—00

e = lim (I+ A> : (9.41)
m
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Observacién 9.8.1. Sean A, B € M,,(C). Por la teoria general de series de potencias (con
variables que conmutan, para usar el binomio de Newton), se puede ver que

si AB=BA = ¢AtB = 4B,

Entre otras cosas, esto sirve para probar que (e4)~! = e™4, porque e e™4 =e4~4 = 1. En

forma similar puede verse que, si A € H(n), entonces
eregliin)t y (eMV?2=e (9.42)

Mis atin, cuando A € H(n), se tiene que e = f(A), donde f(t) = e* , t € R, en el sentido
del calculo funcional para autoadjuntas visto en el Capitulo 6. Esto puede probarse diagonal-
izando a A o bien tomando limite de polinomios en la férmula (9.39). Aplicando los resultados
conocidos para dicho cdlculo (en particular 6.1.3), se tienen las siguientes propiedades: Si
A € H(n), entonces

1. eA €Gl(n)t y A=loge”.

A
2

2. (e4)" = e para todo r € R.
3. Si A >0, entonces A = elog4,
4

. Més ain, A" = e"1°84 para todo r € R.

Formula de Lie-Trotter

Lamentablemente, cuando A y B no conmutan, la cosa se pone mucho més brava, y es muy
dificil encontrar las propiedades de eA*? en funcién de las de A y B. La tinica herramienta
que se tiene, y que se usa sistemdticamente para este problema, es la famosa férmula de
Lie-Trotter que mostraremos a continuacién.

Teorema 9.8.2. Dadas A y B € M,,(C), se tiene la siguiente férmula:

At = lim (e% e%) . (9.43)
m—00
Demostracion. Dadas X, Y € M, (C), mediante una tipica cuenta telescépica puede verse
m—1 . )
que X™ —-Y™ = Y X™"17/(X —Y)YJ para todo m € N. Luego,
§=0
m—1
[X™ =y = Y XTI (X Y)Y
j:
m—1
< XX =YY (9.44)
§=0
m—1
< X=Y| Y, MM =m | X =Y M

=0
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donde M = méax(|| X||, ||Y|]). Consideremos ahora las matrices

Xm:eAjTB, Ym:e%e%, para cada m € N .
. lAl+IIBl .
Observar que My, = max(|| X, |Ym|]) < e = . Por la desigualdad (9.44),

IX7 — Yl < ml| X — Yol €5 GAIHIBD < X, — i | AIFIBI e N,

Luego del desarrollo en series de la funciéon exponencial, obtenemos que X,, — Y, =

A+ B (A+ B)* B . B*
= 1+ +Z TR —{ 1+*+Z kkl +5+kz_2m

}

1 | & (A+B)F A\ = B = Ak B
- m2 kz mk=2 k! —AB- I+E kzmk*2 k! _kka*2 k! e
=2 =2 =2

= — Cn(AB).

Si mostraramos que C(A, B) = sup ||Cp, (A, B)|| < oo, entonces tendriamos que
meN

C(A, B) el4lI+1B]

m m—o0

XM =V < m| Xy, — Y| elAIHIBI < 0.

Afortunadamente, las constantes ||C,, (A, B)|| se pueden acotar con las series de las normas.
Aparecen varios sumandos, todos ellos elementales. Por ejemplo, | < el =l <elBly

Zm

k=2

B
em

<3 A S oo me
=~ mk—2 k?' >~ /{' s e para todo m .
k=2 k=2

A+B A+B

Por lo tanto, ||e —(emem)™|| = | X -V —— 0 = lim (emem)™ =e
m— 00

m—00

Otras formulas relacionadas
Sean A, B € M,(C). Conjugando la férmula (9.43) con la sucesién ez (que tiende a I),

obtenemos esta otra version de Lie-Trotter

m—00 m—0o0

. B A B\™ _ B . B A B\™
6A+B: lim e2m (em em) e~ 2m = lim (e2m em e2m) , (945)

que es mucho més adecuada en caso de que A, B € H(n), para que la cosa pase entre matrices
positivas.

Ejercicios 9.8.3.
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1. Si suponemos que A, B € H(n), puede obtenerse la siguiente nueva férmula:

1
B = tlimo (e% eth 6%) t. (9.46)
1
Observar que e'Z et 2 € Gi(n)" por lo que <e% etd e%> t tiene sentido para todo

—1 - _
t # 0. Ademss, (e% et4 e%) — T2 A e%B7 por lo que el caso t < 0 no crea
problemas.

. . tB tB .
Sug: Desarrollar el producto de las tres series asociadas a ez e ez y aplicarles la
serie de potencias de —1 < = +— log(1 + x). Despues seguir pasos similares a los de la
prueba del Teorema 9.8.2.

2. Extendiendo el argumento que utilizamos para probar el Teorema 9.8.2 probar que,
dadas A;, A, ..., A € M, (C), se tiene que

k
. A Ay A ™
exp (Zl Ai> = n%gnoo [e moem .em . (9.47)

9.9 Desigualdades de Araki y Cordes
Proposicién 9.9.1. Sean A, B € Gl(n)". Entonces, para todo r € (0,1)
i (AB") < i (AB)" |
Demostracion. Podemos asumir que ui(AB) = 1, porque si a®> = u;(AB), basta cambiar

A,B por a 'Ay a'A, dado que a # 0 y la desigualdad a probar es homogénea. Luego
debemos verificar que p1(A"B") < 1. En efecto,

1 (AB) = 111 (A1/23A1/2) -1 — AYV2BAY?2<] — B<Al.
Como r € (0,1), el Teorema 6.2.6 dice que f(z) = 2" es mondtona de operadores. Luego
B" < AT — Ar/2B7‘Ar/2 < I — [ (ATBT‘) = (Ar/2BrAr/2> <1 ,

como se asevero.

Proposicién 9.9.2 (Cordes 87 [5]). Sean A, B € M, (C)*. Entonces

|A"B"||sp < ||AB|l;,  para todo r € [0,1] . (9.48)
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Demostracion. Como antes, supondremos que |AB|s, = 1. En tal caso

1= ||AB||sp = ||AB%A|sy = AB?A<1 = B?< A2
= B < A™?" (por el Teorema 6.2.6)
= A"B¥A" <1 = ||[A"B*A"||s, <1
= ||A"B"||sp < 1.

El caso general sale por homogeneidad.

DadasA, B € H(n), recordar que escribimos A < B en lugar de p(A) < p(B) para notar la
mayorizacion entre los autovalores de A y los de B.

Definicion 9.9.3.

1. Sean A, B € M,,(C)*. Escribiremos A <., B si u(A) <4, p(B). Es decir, si

log log

k k
[Tri(4) <[ wmi(B) paratodo kel,. (9.49)
=1

2. Si A, B e€Gl(n)", decimos que A < BsidetA=detBy A <, B

log log

Observar que, A < B <= log A <log B , ya que la funcién ¢ — e es creciente.

log

Teorema 9.9.4 (Araki '90 [21]). Sean A, B € M,,(C)*. Para todo r € (0,1) se tiene que
(Ar/2BrAr/2)l/r =< Al/QBAl/Q

log
Demostracion. Fijemos un r € (0,1). Como
o(A"/?B"AT?) = ¢(A"B") y  o(AY?BAY?)=o(AB),
basta ver que
k n
[T B < Hu] (AB), kel, y w4 B V’“—Hu] (AB)
j=1 j=1 j=1
Aplicando la Proposicién 9.9.1 a A¥A y A*B, y usando la Proposicién 7.4.4 se obtiene
/" (AFA)(ARB)") = piy/" (AR A" A*B") < iy (A*AAFB)
Como (A*A)(A*B) = A*(AB), podemos deducir que

Ea

1/1” A’I‘BT :p&/r(Ak(ArBr))<M1 Ak AB H

sz

La igualdad en el caso k = n se obtiene tomando determinantes.



9.10 Desigualades entre exponenciales 191

Corolario 9.9.5. Sea ||| - ||| una NUI en M,,(C). Dados A, B € M,,(C)*, se tiene que

[l|A"B"A"||| < [I|I(ABA)"|||  para todo r € (0,1)

Demostracion. Aplicando el Teorema 9.9.4 a las matrices A2 y B y la Proposicién 4.4.3,
obtenemos

k k
[[s:(Aa B A") <[] 5;(ABA)" (k €1,) = s(A"B"A") <y s((ABA)") . (9.50)

Se usa que s;( (ABA)") = u;((ABA)") = u;(ABA)" = s,(ABA)", para todo i € I, .

Observacion 9.9.6. En las Proposiciones 9.9.1 y 9.9.2, el Teorema 9.9.4 y el Corolario 9.9.5,
valen las desigualdades inversas si uno considera exponentes t > 1. En efecto, basta aplicar
lo conocido a las matrices A* y B*, con el exponente 7 = t~!. En el caso del Corolario 9.9.5,
se puede corregir el exponente externo en la Eq. (9.50)

Proposicién 9.9.7. Dadas A, B € Gl(n)T, se cumple que

log A 4 log B < log(AY/2BA/?) . (9.51)

Demostracion. Por la férmula de Lie-Trotter, en la versién dada por la férmula (9.46),

elogA-‘,-logB — lim (A'I"/QBT‘AT‘/Q)l/T‘

r—0

Por el Teorema de Araki, (A™/2B"A™/2)Y/7 < (AY/2BAY/?) para todo r € (0,1). Aplicando

log
el Corolario 2.3.8, obtenemos que

elosAtloe B o (A1/2BAY2) — log A + log B < log(AY/?BA/?) .

log

Ejercicio 9.9.8. Usando el Corolario 9.9.5 para las NUT’s ||Al|, = (tr|[A[?)'/?, mostrar la
famosa desigualdad de Araki-Lieb-Thirring: Dadas matrices A, B € Gl(n)™, se tiene que

tr |:(Bl/2AB1/2)st] <tr [(Bt/2AtBt/2)s

para todo par de ntimeros s,t > 1.

9.10 Desigualades entre exponenciales

Rez — |eRez| Veamos qué pasa en matrices:

Si z € C, uno tiene que |e*]| = ¢
Proposicién 9.10.1. Sea ||| - ||| una NUI en M,,(C). Para toda A € M,,(C), se tiene que

A A
eIl < [llefe )
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Demostracion. Usando que ||[B™ |y, < || BTy que s1(B)* = || B||2, = | B*Bl|sp , obtenemos
que
s1(B™)? < s1(B)*™ = s1((B")"B™) < s1(B*B)",

para todo m € N y toda B € M,,(C). Aplicando esto a A* B, tenemos mas:

$;(B*B)™ paratodo k €1, y todom e N.

—.

1

k

K3
Eligiendo ahora B = exp % y aplicando Lie-Trotter llegamos a que

k k k

I | si(e?e?) < | I si([eéﬂ e%]m) — | I si(e? 1) paratodo k €1, .
m—00

i1 =1 i=1

Tomando raices cuadradas, llegamos a que s(e?) <, s(ef4). Usando ahora la Proposicién
log

4.4.3, tenemos finalmente que s(e?) =<, s(efe4).

Ejercicio 9.10.2. Encontrar A € M»(C) tal que |[|[e?]]| < ||[e®°4||| para toda NUL

Recordemos que si C, D € M,,(C)*", entonces o(CD) C R, y més atn, al vector de autoval-
ores u(CD) = u(DY2CDY?) € R™ , se lo puede pensar ordenado en forma decreciente. En
particular, se tiene que trCD € R, .

Lema 9.10.3. Dadas A, B € M,,(C), se tiene que

‘A(6A+B)| <w H(eReA 6ReB) y |tI‘ 6A+B| Str(eREA 6ReB) )

Demostracion. Fijado k € 1,,, definamos las siguiente funcién continua:

k
fr: Mp(C) - R, dadapor fp(X)= Z IAX)|,  para X € M,(C) .

i=1
Notar que todas estas f cumplen que, para todo par X,Y € M,,(C) y todo m € N,
[(XY) = frYX) vy fuXP) < f((X*X]™) (9.52)
En efecto, observar que para todo r € I,, y todo m € N, se tiene que
p(ATX?™) = p(A"X )™ < [ATXIZ = IA"X* X5, = p(A"[X*X]™) .

Por la Proposicién 9.6.4, deducimos que |[A(X?™)| <, u([X*X]™), o sea la desigualdad de
(9.52) para todo k € I,, . La igualdad vale porque A\(XY) = A(Y X). Por lo tanto,

fk((XY)Zm) < fk([(XY)*(XY)]2m"_17)1: fk([Y*X*XY]Tn_l)
= f([(XX) (YY) " ).
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donde la tltima igualdad vale porque [Y*X*XY |2 " difiere de [X*XYY* 2" tan sélo en
“pasar” el primer Y* al final. Repitiendo esto, se llega a que

-1

(X)) < f([(XX)2YYH2P" ) <o < (XX (Yy )2 )

Pongamos ahora X = exp 2‘% , Y =exp 2—’31 y M, =2™. Queda
A B A* A B B*
fk( (e™Mm em)Mm) < fk( (e3tm em)%Mm (e™m em)%Mm) )
Tomando limite m — oo, y usando Lie-Trotter (y que las fx son continuas), tenemos que

Fe(@P) < fu(e®FT eET) = (et o)

Como esto vale para todo k € I,,, llegamos a que [A(eA+B)| <, p(eRe4 eReB). La otra

desigualdad se prueba usando que la funcién f(X) = | tr X| también cumple las condiciones
de (9.52) (sale usando que f(Y) < fo(Y), pero coinciden si Y € M, (C)"), y haciendo el
resto de la cuenta igual.

Observacién 9.10.4. Si una funcién f : M,,(C) — R es continua y cumple las condiciones
FXY)=f(YX) y [f(X*)] < fIXXT™) (9.53)

para todo m € N y todo par X, Y € M, (C), decimos que f es de la clase T. La sutil
diferencia con la Eq. (9.52) es que aca no pedimos que f sea positiva, pero no ponemos
modulo en el dltimo término de (9.53). Toda la cuenta del Lema 9.10.3 puede rehacerse para
una tal funcién, con lo que se obtiene la desigualdad ma&s general: Si f es de la clase T,

f(€A+B) < f(eReA eReB) ,
para todo par A, B € M, (C).
Proposicién 9.10.5. Sea ||| - ||| una NUI en M,,(C). Dadas A, B € H(n), se tiene que

A A
e ENE<1lle® Pl

Demostracion. Por el Lema 9.10.3 y el hecho de que A, B € H(n), tenemos que
s(eF) = p(eP) = [u(e™P)| <y plete”) < s(ee”)
donde la 1dltima mayorizacién sale de la Proposicién 9.7.1 (mayorante de Weyl).
Proposicién 9.10.6 (Desigualdad de Golden-Thompson). Si A, B € H(n), entonces
tredAtE <tref ef | (9.54)
Demostracion. Es consecuencia directa del Lema 9.10.3.
Ejercicio 9.10.7. Usando la Proposicién 9.10.5, mostrar que
tr eME <t ( [eBeQAeB]l/z) para A, B € H(n) .

LEsto es mejor o peor que Golden-Thompson?
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9.11 Desigualdad de Ando-Johnson-Bapat

Logaritmos

Proposicién 9.11.1. Sean A € Gl(n)* y B € Gl(m)T. Entonces se verifica que
log(A® B) = (log A) ® I, + I, ® (log B) .

k h
Demostracion. Supongamos que A= 3 11;P; y que B = )" X\;Q;. Luego
i=1 j=1

k h
A®B=Y > mAP®Q; .

i=1 j=1

Notemos que (P; ® Q;)(;,;) es un sisitema de proyectores para C" @ C™. Luego, si u ® v €
C™ ® C™ y abreviamos L = log(A ® B)(u ® v), se tiene que

h
L = Zoguz P © Qj(u® )]

k

log(X;) Y Pilu) ® Q;(v)

i=1

)
3 o

h
= <Zlog‘ul i >®v+u® ZIOg )Q;(v)

Jj=1
= [(logd)®I,] (u®v)+[I,® (logB)] (uxwv) .
La igualdad en el resto de los elementos de C™ ® C™ se obtiene por linealidad.

Corolario 9.11.2. Sean A, B € Gl(n)". Entonces
log(Ao B) > (log A+1logB)oI,

Demostracion. Consideremos la funcién @ : L(H, @ H,,) — M,,(C) definida en la Proposicién
8.1.4. Recordar que ®(T) = Ts (T € L(H, ® H,,) ) para cierto subespacio S C H,, ® H,,,
y que P(A® B) = Ao B, para A, B € M,,(C). Ademds, por el Corolario 6.3.14, la funcién
t — logT es NOP en (0,+400). Luego, aplicando el Teorema 6.3.6 deducimos que

®(log X) = (log X)s < log(Xs) =log®(X) para todo X € GI(H, ® H,)*
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Ahora bien, por la Proposicién 9.11.1, log A ® B = (log A) ® I, + I, ® (log B), asi que

log(AoB) =log®(A® B) > ®[log(A® B)]
®[(log A) ® I, + I,, ® (log B)]
(log A) o Iy 4+ I, o (log B) ,

como se afirmaba.

La desigualdad

Ahora daremos la prueba obtenida por T. Ando de la que fue llamada muchos anos “conjetura
de Johnson-Bapat”:

Teorema 9.11.3. Sean A, B € Gl(n)*. Entonces

n

Hui(A oB)> HM(AB) para todo kel, .
i=k i=k

Demostracion. Por el Corolario 9.11.2 sabemos que
log(AoB) > (logA+1logB)olI, .

Por el Teorema de Weyl 2.3.5, para todo k € I, , tenemos que

n

log (H pi(Ao B)> = ni(log(AoB)) > pi((logA+logB) o I,,) .

i=k i=k i=k
De acuerdo al Teorema de mayorizaciéon de Schur 5.1.1,
(log A+log B) o I, < log A + log B,

y entonces
n

Zui( (logA+logB)ol,) > Zpi(logA—i—logB) , kel,.
i=k i=k

Por la Proposicién 9.9.7, log A + log B < log(A/?BA'Y/?). Luego

Zui(logA +logB) > Z,ui(log(Al/zBAlm)) = log <H ui(AB)> , kel,.
i=k i=k i=k

Combinando estos resultados obtenemos que
[[riAoB) = [[mi(AB), kel,,
i=k i=k

como se queria demostrar.
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Observacion 9.11.4. Este teorema mejora el resultado de Bapat-Sunder:
[[#i(AoB) =[] ni(A)pi(B)  paratodo kel,.
i=k i=k

pues, de acuerdo al Teorema de Horn (Proposicién 9.7.3), se tiene que

n n
H wi(AB) > H wi(A)pu;(B) paratodo kel,.
i=k i=k

También verificaremos la siguiente variante del Teorema 9.11.3:

Teorema 9.11.5. Sean A, B € Gl(n)*. Entonces

H wi(AoB) > H pi(ABY)  paratodo k€I, .
i=k i=k

Demostracién. Como log Bt = (log B)*, tenemos que
(log B") oI = (logB)' o I = (log B) o I.
Por lo tanto, podemos reemplazar {log A+log B}oI por {log A+log B'}oI en la demostracién

anterior, con lo que queda demostrado el teorema.

De los Teoremas 9.11.3 y 9.11.5 se deducen los clasicos teoremas de Fiedler que aseguran que,
para A, B € Gl(n)™",

AoB > u,(AB)YIT 'y AoB> u,(ABY)I

9.12 Medias de operadores positivos

Definicién 9.12.1. Cuando 0 < a < 1, la a-media de A, B € Gl(n)™" es lo siguiente
A#aB _ A1/2(A_1/2BA_1/2)QA1/2.

En particular, la media geométrica A#B es la %—media, o sea,

A#B — A1/2(A_1/2BA_1/2)1/2A1/2.
Proposicién 9.12.2. Sean A, B € Gl(n)". Entonces A~Y?(A#B)B~Y2 c U(n).

Demostracion. Sea T = A~'/2B'/2. Consideremos su descomposicién polar a derecha, dada
por T = |T*|U, con U € U(n). Luego
A_l/Q(A#B)B_l/Q _ A—1/2(A1/2(A—l/zBA—1/2)1/2A1/2)B—1/2
_ (A—I/QBA—I/Q)1/2A1/QB—1/2
(TTHYV2 1 =|T*| T =U €U(n),

como queriamos demostrar.



9.12 Medias de operadores positivos 197

Lema 9.12.3. Sean A € Gl(n)", B € M, (C)* y C € M,,(C). Entonces

A C * A—1
<C* B)ZO@BECA C.

Demostracion. Para abreviar llamemos X = —A~!C. Entonces <é )I(> es inversible. Un

calculo sencillo nos muestra que

<X{ ?> (é g) (é )I(> B (é BC(’)*A10>' (9-55)

Entonces de aqui resulta claro el enunciado.

Proposicién 9.12.4. Dados A, B € Gl(n)", la media geométrica A#B es la mayor matriz
autoadjunta del siguiente conjunto:

Q:{CEH(n): [é g} zo}.

Demostracion. Observemos que como (A#B)A™Y(A#B) = AY2(A-Y/2BA1/2)AY? = B
entonces por el Lema 9.12.3, la matriz

A A#B
A#B B
es semidefinida positiva. Luego, A#B € Q. Para demostrar que es efectivamente el méximo
tomemos C' € () arbitrario. Entonces el Lema 9.12.3 nos dice que B > CA~'C. Por lo tanto,
(A71/2CA71/2)2 _ A71/2 (CAflc) A71/2 < A71/23A71/2
y por el Teorema 6.2.6, tenemos
A—I/QCA—I/Q < ‘A_I/QCA_1/2 | < (A_l/QBA_l/Z)l/Q.

Luego
C< A1/2(A_1/2BA_1/2)1/2A1/2 — A#B,

lo cual demuestra que A# B es el maximo del conjunto (2.

Corolario 9.12.5. Sean A, B € Gl(n)". Entonces

A A#B B A#B
(A#B B >>0 y (A#B A >>0'

Demostracion. Es inmediato a partir de la Proposicion 9.12.4.
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Observacién 9.12.6. Puede probarse que (A#B)? < AY2BA'Y/2, lo que implica que

log

n

1_[#1-(14#3)2 > HM(AB) paratodo kel, .
i=k i=k

En consecuencia, el siguiente resultado mejora el Teorema 9.11.3.
Teorema 9.12.7. Sean A, B € Gl(n)*. Entonces
HNi(A oB) > l—I,ui(A#B)2 para todo k€, .
i=k i=k
Demostracion. Por la Proposicién 9.12.5 y el Teorema de mayorizacién de Schur 5.1.1

[A A#B]O{ B A#B}{ AoB A#B o A#B

A#B B A#B A A#Bo ALB  AoB 20.

Ahora, usando 3.7.8, se deduce que Ao B > (A#B) o (A#B) y por ende
n n
[T ri(AoB) =[] wil(A#B) o (A#B)]  paratodo k€1, .
i=k i=k

Finalmente, aplicando el Teorema 9.11.3 al miembro de la derecha se obtiene

H Wil (A#B) o (A#B)] > H pi(A#B)?  paratodo kel, .
i=k i=k

completanto la demostracion.

9.13 Ejercicios
Ejercicios del texto

9.13.1. Sean A, B € H(n).
1. Probar que, para cada x € C", se tiene (S(A, B)z,z) = 2Re(Ax, Bz).
2. Dar un ejemplo de matrices positivas A y B tales que S(A4, B) 2 0.
9.13.2. Encontrar dos matrices A, B € M3(C) tales que |A+ B| £ |A| + |B|.

9.13.3. Mostrar que la desigualdad (9.7) deja de ser cierta si en el miembro izquierdo se quita
la estrella en B. (Ayuda: basta considerar matrices de 2 x 2 y el caso p = ¢ = 2).
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9.13.4. Sean A, B,C,D € M, (C)* tales que AD = DAy BC = CB. Sean X € M,(C) y
p,q € [1,400) tales que % + % = 1. Entonces

2

1 1
> = ||APXCP — DX BY|; + |[ADXCB];.
9 r

1
HAPXCP + -D'X B¢
p q

donde r = max{p, q}.

9.13.5. Sean A,B,C,D € M,(C)* tales que AD = DA, A*D = DA*, BC = CB y
B*C = CB*. Sean X € M,,(C) y p,q € [1,+0) tales que % + % = 1. Entonces

2

1 1 1
SJAPX O+~ DI X |B|"| > 5 [|A" X CF — D" X |B|’||; + [ ADXC*B"; .
P q r2 ? ?

2
donde r = max{p, q}. En particular, si C = D = I, mostrar que

2

1 1 1
SIAPX 4+ =X |BY|| > = 1AP X — X |B|Y|: + |AXB|)? |
P q T2 2 2

2

que es la extensién natural de (9.17) a matrices cualesquiera. Extender las desigualdades
(9.22)-(9.24) de manera andloga.

9.13.6. Dadas A, B € Gl(n)*, probar que u(AY2BAY?)2 < (AB?A).

log

9.13.7. Dada A € M,,(C), probar que

m— 00

A m
et = lim (I+) : (9.56)
m

9.13.8. Encontrar A € My(C) tal que |||e?||| < |||e®°4||| para toda NUL

9.13.9. 1. Dades A, B € H(n), mostrar la siguiente nueva férmula:

tB
2

Observar que €2 ¢4 ¢'2 € GI(n)T por lo que <e% etd e%> ! tiene sentido para todo

1 _, B
t # 0. Ademas, (e% et e%) =73 et ¢75, por lo que el caso t < 0 no crea
problemas. . .

Sug: Desarrollar el producto de las tres series asociadas a e'T eth e'T y aplicarles la
serie de potencias de —1 < = + log(1l + z). Despues seguir pasos similares a los de la
prueba del Teorema 9.8.2.
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2. Extendiendo el argumento que utilizamos para probar el Teorema 9.8.2 probar que,
dadas Ay, As, ..., Ax € M, (C), se tiene que

k
exp (Z/L) = lim {e% e% e%] .
i=1
9.13.10 (Desigualdad de Araki-Lieb-Thirring). Si A, B € Gl(n)™, probar que
tr [(Bl/zABl/Q)St} <tr [(Bt/QAtBt/Q)S} , para todo par s,t > 1.

Sug: Usar el Corolario 9.9.5 para las NUT's ||Al|, = (tr|A|?)/?.

Ejercicios nuevos

9.13.11. Sean A, B,C € M, (C). Demostrar:

1. €A+B erA/2erBerA/2)1/r

o

2. 8i A,B>0yrec(0,1), entonces (A"/2B" AT/2)1/m < AY/2BAY/?

3. Nuevamente bajo el supuesto que A, B > 0, se tiene que para toda norma unitariamente
invariante ||| - |||

[[[A7/2 B AT || o [Ile 51,

en forma decreciente.

4. Si A,B > 0, entonces |||log(A) + log(B)||| < |||log(A/2BA'/?)||| para toda norma
unitariamente invariante ||| - [||.

5. (Golden-Thompson) Si A, B € H(n), entonces tr(eA+P) < tr(e? eP).

6. Dar un ejemplo que muestre que la desigualdad tr(eA+5+¢) < tr(e?efe) es falsa.

Onda Cauchy-Schwarz

9.13.12. Sean A, B € M, (C). Probar que, para todo r € (0,400),
s"(AB) <y 8"(A)s"(B) = s"(AB) <4 s"(A)s"(B) .

log

9.13.13. Sean ¢ una fgs, y p,q € [1,400) tales que %—i— % = 1. Dados z,y € R", se tiene que

1 1
ez - yl) < e(lzl”)7 - e(|yl")e .
Sug: usando Holder (de nimeros, en las coordenadas) mostrar que, para todo ¢ > 0 se tiene

ollz ) < () | elyl?)

p qt?
Luego calcular el minimo de esas cosas.
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9.13.14. Sea N una NUI en M,,(C).

1. Sean p,q € [1,400) tales que 1% + é = 1. Mostrar que

N(AB) < N(|A|p)% : N(|B|q)% para todo par A, B € M, (C) .
2. M3és atn, si tomamos p,q y r positivos tales que % + % = % , probar que
N(|AB|")* < N(|A]P)? - N(|B|?)s  para todo par A, B € M,(C) .
3. Deducir que N(JAB|'/?) < N(A)Y2.N(B)'/? y que N(AB) < N(A*A)'/2.N(B*B)/2.
4. Otra mejora: Dadas A, B, X € M, (C) se tiene que
N(AXB*)>? < N(A*AX)-N(X B*B) .
5. Peor todavia: sir € R’ , entonces debe valer que
N(JAXB*[")? < N(JA"AX])- N(|X B*B|") .

6. Ahora deducir que, si s € [0, 1], entonces se cumple que

N(A*XB'™*) < N(AX)* N(XB)'"™* yque N(A*XB®) <N(X)'"*N(AXB)*.

Observar que tomando X = I en la de la derecha, se obtiene una generalizacién de la de-
sigualdad de Cordes (9.48) a todas las NUI's (porque ||I]|sp = 1).
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Capitulo 10

Rango y Radio Numeéricos

En este capitulo consideraremos espacios de Hilbert H finito deimensionales (con su producto
interno y la norma euclidea). Por lo tanto, puede pensarse que H = C", e identificar el
algebra de operadores L(H) con M,,(C). La mayoria de los resultados de este capitulo valen
también para el caso infinitodimensional, salvo el hacho de que en varias de las igualdades e
inclusiones que aparecen, el rango numérico (o las cdpsulas convexas) deberian cambiarse por
sus clausuras. Una version general aparece en el tomo II de este libro.

10.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicién 10.1.1. Sea A € L(H).

1. El Rango numeérico de A es el conjunto

W(A) ={(Az,z) : x€H, ||z||=1}.

2. Recordemos que el radio numérico de A se define como

w(A) = ,\glvé()ix)w =mix{ [(Az,z)| : z€H, ||| =1}

y que define una norma en L(H) (si el cuerpo es C).
10.1.2. A continuacién enumeraremos una serie de propiedades elementales del rango y radio

numéricos que se siguen facilmente sus definiciones. Las pruebas que no estén escritas deben
considerarse como ejercicios. Sea A € L(H).

1. Se cumplen las siguientes desigualdades:

p(A) < w(A) < |[Allsp -
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La segunda se deduce de Cauchy-Schwarz. La primera se deduce de la férmula (10.1)
de un poco mas abajo.

2. Tomando T = (2) 8 } , se ve que las desiguadades pueden ser estrictas. En efecto, es

claro que p(T) =0y ||T||sp = 2. Por otra parte, como la funcién
f:{zeC:|z|<1} =R dadapor f(z)=2]z|(1—|z*)"?
alcanza el maximo f(z) = 1 cuando |z|?> = 1/2, podemos deducir que w(T) = 1.

3. Vimos en el Corolario 2.1.4 que, si A es normal, entonces p(A) = w(A) = [|Allsp -

A+4 eImA:A_A

4. Recordemos que Re A = . Se tiene que

7

= mix | Re (Ar,2)] < w(4).

| Re A||sp = w(Re A)
y lo mismo vale para Im A. Luego ||A|sp < 2- w(A).
5. Dado B € L(H) se cumple que W(A + B) C W(A) + W(B).
6. Dado A € C, se tiene que W(A+ M) =W(A)+ X y W(A-A)=Xx-W(A).
7. Si U € U(H), entonces W(UAU*) = W(A) y w(UAU*) = w(A).
8. W(A) es compacto (por serlo la cdscara de la bola unidad de H).
Proposicién 10.1.3. Sea A € L(H). Entonces

o (A) C W(A) . (10.1)

Demostracion. Si A es autovalor de A, es claro que A = (Ax,x) € W(A) para cualquier
autovector unitario z asociado a .

10.2 El Teorema de Hausdorff Toeplitz

El Teorema de Hausdorff Téeplitz dice que, para todo A € L(H), se cumple que W(A) es
convexo. Para probarlo se necesitan una serie de reducciones. La principal es ver que basta
probarlo para matrices en My (C) (esto lo veremos en la prueba del Teorema). Pero atn entre
ellas, necesitamos dos reducciones especiales:

Lema 10.2.1. Dada A € M2(C), existe U € U(2) tal que,

trA
B:U*AU:[C a]’ con =22
b ¢ 2
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tr
Demostracion. Cambiando A por A — —— I, podemos suponer que tr A = 0 y tratar de

hacer que la diagonal de B sea nula. Si o(A) = {0}, esto es facil (por el Teorema 1 de Schur
1.6.1). Siné, o(A) = {\,—A} con X # 0. Sean z; y x2 autovectores unitarios asociados a A
y —M, respectivamente. Tomemos la curva z(t) = e®x; + xo, para t € [0,27]. Observar que
z(t) # 0, por que x1 y 2 son LI. Entonces,

(Az(t),z(t)) = N=X+e (Axy, z0) + e " (Axy, 21)

= e (x1,20) — Ae T (@9, 21) = 20N Tm (" (21, 22)) .

Eligiendo tq € [0, 27] tal que e’ (z1,x5) € R, tenemos que (Ax(tg), z(to)) = 0, con x(ty) # 0.
Normalizando a x(tg), completando a una BON de C2, y tomando U € U(2) tal que tenga a
esa BON en sus columnas, obtenemos

B:U*AU:{ 8], con a,beC,

0
b
donde Bss = 0 porque B;; =0 =trB.

Lema 10.2.2. Dada B € M3(C) con diagonal nula, existen V € U(2) y w € C con |w| =1
tales que,
N 0 a
w-VBV* = b o | con a>0 y b>0.
Demostracion. Si B = { 2 8 }, tomando V = [ (1)

tenemos que

1(; }EZ/{(2)yw6Ccon|w:1,

w-VB1V*:{ 0 “’“a].

wu b 0

Sia=e?alyb=e?b|, tomando u = e3(?27%) y 4y = e2(02101) 'se obtiene que

«_ | 0 ld
w-VBlv—[“)l 0 } ,
como desedbamos.

Teorema 10.2.3 (Hausdorfl-Téeplitz). Sea A € L(H). Entonces W(A) es convezo.

Demostracion. Sean «, 8 € W(A) distintos, y sean z,y € H unitarios tales que (Az,z) = «
y (Ay,y) = B. Tomemos By = {v1,v2} una BON de § = Gen{z,y}. Consideremos la
compresién As € L(S). La matriz de As en la base By es B = ((Av;,v;))i jer, € M2(C).
Dado z = (21, 22) € C2, se tiene que

w=zv+2vesS, ||wl=z, v (Bzz) = (Aww) ,
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por lo que «, 8 € W(B) y, para probar que las combinaciones convexas de o y (3 estdn en
W (A), basta verificar que estdn en W (B). En otras parabras, alcanza con probar el teorema
en el caso de que A € My(C). Para ello, por los Lemas 10.2.1 y 10.2.2; se puede asumir que

0 a
A—[b 0}, con a>0 y b>0,

puesto que W(C'+AXI) =W(C)+ Ay W(u-VCV*) =u-W(C) para cualquier C € My(C),
AeC,VelU2)ywueCcon |uf =1. Obervar que los cambios inducidos por las reduc-
ciones anteriores (translaciones y rotaciones) no perturban el hecho de que W (A) sea convexo.
Veremos que en este caso,

W(A):{t( (a+b)cosd+i(a—b)send) : t€[0,1/2] vy 6¢€]0,2n] } (10.2)

que es una elipse (o eventualmente un segmento) centrada en el origen, y por lo tanto convexa.
En efecto, dado z € C? con ||z|| = 1, como

(Az, z) = <Aemz,emz> paratodo «a€R,

podemos suponer que z = (¢, (1 — t2)'/2¢) para t € [0,1] y 6 € [0,27]. En tal caso, cuentas
elementales muestran que

(Az,z) =t(1—t*)[ (a+b)cosf +i(a—b)senf] .

Observar que los niimeros ¢(1 —t2) recorren el intervalo [0,1/2] cuando ¢ € [0, 1]. Esto prueba
la férmula (10.2).

Corolario 10.2.4. Sea A € L(H).
1. En general se cumple que conv [o (A)] C W(A).

2. Si A es normal, entonces conv [0 (A)] = W(A).

Demostracion. La inclusién o (A) € W(A) ya fue vista en la Proposicién 10.1.3. Pero por
el Teorema 10.2.3, sabemos que esa incusén arrastra a la cdpsula convexa. Si A es normal,

sea {x1,...,2,} una BON de H formada por autovectores de A asociados a sus autovalores
Aoy A . Siz € H tiene ||z|| = 1, entonces
(Az,z) = <AZ (x, zx) T ,Z (@, x) mk> = Z | (z,21) |* \i € conv [0 (A4)] ,
k=1 k=1 k=1

porque > | (z,z) |* = ||z]|* = 1. Por lo tanto W (A) C conv [o (A)].
k=1

Definicién 10.2.5. 1. Dados dos espacios de Hilbert H y K, notamos
HeK={(z,y):zcH, yeK},

que es un espacio de Hilbert con el producto {(z1,y1), (z2,y2)) = (@1, 22) + (y1,y2).
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2. Dados A € L(H) y B € L(K), se define el operador

A®Be LH®K) dadopor A® B(zx,y)=(Az,By), (z,y) e HOK.
3. Matricialmente tenemos que

e LH®K) .

A@B::{gl O} H

B | K
4. En forma similar se definen sumas directas de muchos espacios de Hilbert y de muchos

operadores en ellos.

Corolario 10.2.6. Sean A € L(H) y B € L(K). Entonces
W(A®B)=conv[WA)UW(A)] v wA® B)=mix{w(A4),w(B)}. (10.3)
Idem con muchos bloques diagonales.

Demostracion. La inclusién W(A) U W(A) C W(A @ B) se testea inmediatamente usando
vectores con una coordenada nula. Por el Teorema 10.2.3, esto arrastra a la cadpsula convexa
de W(A) UW(A). Reciprocamente, dados z € H e y € K no nulos tales que ||(z,y)||* =
llz||* + Jy||* = 1, tenemos que

(A® B(z,y), (z,9))

(Az,z) + (By,y)
T x Y Yy
el <A, > iyl <B, > ,
el Tl Tl T

quien claramente pertenece a conv [W(A) UW (A)].

Corolario 10.2.7. Sea A € M,,(C). Entonces existe U € U(n) tal que, si B =U*AU, luego
tr A
B;; = =£e para todo i € I, .
n

trA
Demostracion. Cambiando A por A — ua I, lo que debemos probar es que, si tr A = 0,
entonces podemos conseguir U € U(n) tal que la diagonal de U* AU sea nula. Lo probaremos
por induccién en n. Para n = 1 es trivial. Observar que el caso n = 2 es el Lema 10.2.1. Si
n > 2, aplicando el Corolario 10.2.4 obtenemos que

0= % € conv o (A)] CW(A) .

Luego existe un vector unitario € C" tal que (Az,z) = 0. Completando {z} a una BON de
C™ que lo tenga como primer elemento, y tomando Uy € U(n) la matriz con esa BON en sus
columnas, obtenemos que

* 0 1
C—UlAUl—{* ;} Lo
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porque C1; = (Az,z) = 0. Como D € M,,_1(C) cumple que tr D = 0, podemos aplicar la
hipétesis inductiva y encontrar V € U(n—1) tal que la diagonal de V* DV sea nula. Definiendo
Us=1®V el(n)y U=UUz €U(n), se ve que

X R 110 0 =x 1 0| 0 1%
UAU—UQCUQ_[O V*H*DHO v]_{v** V*DV]’

que tiene la diagonal nula.

10.3 Caracterizaciones

Observacién 10.3.1. Sea W C C un conjunto convexo compacto, y sea zg ¢ W. Entonces
existe un tnico wg € W tal que

d(Zo,W): |Zo—w0| =d>0.

El tal wy existe (y es tnico) por la teorfa usual de espacios de Hilbert, usando que W es
convexo y cerrado (para una cuenta ad hoc, ver el Ejercicio 10.5.2). Mds atn, si xg = 29 — wo,
entonces Re (zowp) + d? = Re (19z0) ¥

Re (z9z) < Re(xowy) paratodo ze€W. (10.4)

Esto se deduce de que wy es la proyeccion ortogonal de zy sobre W, y de que el producto
escalar en C pensado como R? estd dado por (z,w) = Re(wz). Observar que la recta
{z € C: Re[zo(z —wp)] = 0} es ortogonal a zp — wp y pasa por wy .

Teorema 10.3.2. Sea A € L(H). Entonces

W(A4) = {zE(C:|z—)\|§w(A—)\I) para todo )\E(C}
- {zE(C:|z—)\|§HA—)J||sp para todo )\GC}.

Demostracion. Notemos W = W(A), X al conjunto de arriba e Y al conjunto de abajo. Es
claro, por las definiciones, que X C Y. Usando que W(A) — A = W (A — A\I), es fécil ver que
W C X. En lo que sigue probaremos que Y C W: Supongamos que zo ¢ W, y sea wy la
proyeccién ortogonal de zg sobre W (como en la Observacién 10.3.1).

Para facilitar las cuentas, rotaremos y transladaremos el problema para que zp € R, , wg =0
y W C {z € C:Rez < 0}. Para hacerlo, sean

d=|z0—wo| =d(z,W)>0, y B=e "A—-wyl)e LH),
donde zy — wo = €?d. Luego Wp = W(B) = e (W (A) — wp) y si tomamos el conjunto

Vp={2€C:|z= A< |B—-A|s, A€C}, entonces Yp=e (Y —wp).
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Por lo tanto, para ver que zy ¢ Y, alcanza probar que d = e~ (29 —wp) ¢ Y5 . Observar que,
como la funcién z +— e~%(z — wy) preserva distancias, la proyeccién de d a Wg es, ahora,
e % (wy — wp) = 0. Ademds, comod=d—0 >0, si z€ Wg, la Eq. (10.4) dice que

Re(2d)=dRez<0 = Rez<0,
como queriamos. Ahora, dados z € C™ con ||z|| =1 y m € N, tendremos que

I(B + mI)z|*

((B+mI)x, (B+ml)z)
= || Bz|* + m* + 2m Re (Bz, z)
IBIIZ, +m*

IN

porque (Bz,x) € Wp. Es decir que || B+ ml|, < (||B]Z, + m?)1/2. Por otro lado, es facil
ver que (|| B2, + m?)1/2 —m ——— 0. Por lo tanto, debe existir m € N tal que

m—00
1B +ml|ls, —m < (| BI2, + m*)"? —m < d.
En otras palabras, para ese m se tiene que

|B+mi|sp <d+m=|d+m],

por lo que d ¢ Yp y entonces zp ¢ Y. Resumiendo, vimos que si zg ¢ W, entonces zg ¢ Y, o
sea que Y C W.

A continuacién damos un adelanto del libro II. Se trata de una caracterizacién obtenida por
T. Ando [17] del radio numérico, que es tan til como la caracetrizacién de la norma espectral
dada en la Proposiciéon 3.7.6. Su prueba necesita bastantes desarrollos especificos que se
trabajaran en el libro II, por lo que no creemos necesario reproducirlos aqui. Sin embargo lo
enunciamos ahora, en su versién matricial, porque es uno de los criterios basicos para trabajar
con rangos numeéricos.

Teorema 10.3.3 (Ando 1973). Sea A € M, (C). Son equivalentes:
1. w(A) <1.
2. Para todo 0 € [0,27) se tiene que Re(e®A) < I.
3. Existen C € M,(C) e Y € M,(C)* tales que

y<I, HC”SPSQ Y (I—Y)1/20Y1/2 - A

I-Y A*)2
A2 Y

B

. Eziste Y € M,(C)" tal que M; = [ } € My, (C)F .

I+L A*

5. Bxiste L € H(n) tal que My = { A I-L

} € Mo, (C)F .
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Demostracion. Si vale la condicién 2, como existen z € C™ unitario y 6 € [0,27) tales que
w(A) = [(Az, z)| = ei9<Ax,x> = <(ewA) T,x) = <Re(ei0A) v,y < (Iz,zy=1,

tenemos que 2 — 1. Por otro lado, la implicacién 1 — 2 es bien fécil. Siguiendo, tenemos que
la equivalencia 3 < 4 no es otra cosa que el Teorema 3.8.6. Veamos que 4 — 5 : Supongamos
que My € Mo, (C)* ,, para cierto Y € M, (C)T. Luego, si L = I —2Y € H(n), se tiene que

I+L=20-Y)yl-L=2Y = {1+L A ]:2{I—Y A7 /2

A I-1L A2 Y }>0'

Ahora veamos que 5 — 2 : Dados x € C" y 6 € [0, 27), tomemos el vector y = —e?z. Luego,
si asumimos que L cumple la condicién 5, tendremos que

= 5 LG e s

Luego Re(e? A) < I. Lamentablemente, la implicacién 1 — 4 quedars para el libro II.

2l|||* =

10.4 Comparacion con NUI’s
Proposicién 10.4.1. Sea A € L(H). Entonces
1
7 4l < w(a) < [lA] .
Admds, las constantes 1 y 1/2 son dptimas para la desigualdad anterior.

Demostracion. Tomemos partes real e imaginaria: A = Re A 4+ iIm A. Luego
w(A) < [[A < |Re Al + [[Im Af| = w(Re A) + w(Im A) <2-w(A) ,

donde la ultima desigualdad se deduce de que W(Re A) = {Rez : z € W(A)}, por lo que
w(Re A) < w(A), y lo mismo para Im A. La optimalidad de las constantes 1 y 1/2 se ve
tomando las matrices Fq1 y 2FE5; .

Proposicién 10.4.2 (Marcus-Sandy 1985). Sea A € M,,(C). Entonces

n n

S si(4) < w(a) <Y si(A) = Al -

1
n
i=1 i=1

Admds, las constantes 1 y 1/n son éptimas para la desigualdad anterior.

Demostracion. Tomemos la descomposicién polar A = U|A|, con U € U(n). Conjugando con
otra matriz unitaria (lo que no cambia ni w(A) ni ||Al]1), podemos suponer que que U es
diagonal. Observar que |[VAV*| = V|A|V*, si V € U(n). Pongamos U = diag (wy ,...wy),
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n
con |w;| =1, ¢ € I,,. Veremos que, en este caso, el nimero — Z 3;(A) es superado por alguno
i=1
de los médulos de los elementos diagonales de A. En efecto, si notamos {e; ,...,e,} ala base
canénica de C", y llamamos P = |A|, dado k € [,, tenemos que

|Akk| = | (Aek, ex) | = [ (UPey, ex) | = | (Pex, U ex) | = |wyi, (Peg, ex) | = |Prk| = Prr.

donde la tltima igualdad surge de que P € M,,(C)™. Por otra parte,
n n 1 n
; ek = tT r|A] ;8() n;é’() ik = | (Aex, ex) | < w(A)

para algin k € I, . Para ver que 1y 1/n son éptimas, tomar las matrices Eqq e 1.

g g]EMQ((C)yV:{

n € N, si n = 2m consideremos las matrices diagonales de bloques

0 1

Definiciéon 10.4.3. Llamemos A = { 10

} € U(2). Dado

C’n:A@A@~~®A:ZQE2k,2k—1 € Mn(C) vy
k=1

U,=VaeVe eV = ZEzk,qu + Eog—1,2c €U(N) .
k=1

Sin=2m+1e I denota a la “matriz” [ 1] € M1(C),

Cn:A@"'@A@Il:En,n‘i‘ZQEQka:flEMn((C) y
k=1

U,=V&---eoVelh=E,,+ ZEQk,Qk—l + Eop—1,2k €U(n) .
k=1

Como w(A) = w(l;) =1, la Eq. (10.3) asegura que w(C,,) = 1 para todo n € N.

Los resultados anteriores fueron usados por C.R. Johnson y C.K. Li [27] para calcular, para
N una NUI fija en M,,(C), las mejores constantes m y M tales que

m-N(T)<w(T)<M-N(T) paratodo T € M,(C).

Proposicién 10.4.4 (Johnson-Li 1988). Sea N una NUI en M, (C). Luego
N(C,) P N(T) <w(T) < N(Ey) ' N(T) para toda T € M,(C) .

Ademds, las constantes N(Cy,)~! y N(E11)~! son dptimas.
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Demostracion. Fijemos T' € M,,(C). SiT = 0, el resultado es claro. Sino, sea A = w(T)~* T,
que tiene w(A) = 1. Por las Proposiciones 10.4.1 y 10.4.2 se tiene que

1<s(4)<2 y Zsk(A)Sn.

k=1

n

Observar que s(E11) =e1 y s(Cy) = v, , donde

(2,...,2,0,...,0) =) " 2e si n=2m
k=1
Up = (10.6)

(2,..,2,1,0,...,0) = > 2e) + ey i n=2m+1.
k=1

Por lo tanto, s(E11) <y s(A) <w $(Cp). Como N es una NUI, el Teorema de Ky Fan 5.3.8
dice que que
N(T)
N(E < N(A)=—= < N(C,).
(Bn) < N()= S0 < N(C)

Invirtiendo y multiplicando por N(T), se obtienen las desigualdades buscadas. Tomando
T = C, yT = Ej; y observando que w(C,) = w(E1;) = 1, podemos deducir que las
constantes dadas son éptimas.

Proposicién 10.4.5. Sea N es una NUI en M,,(C). Entonces

w(T) < N(T) , para toda T € M, (C) = ||T||sp < N(T) , para todaT € M, (C) .

Demostracion. Observar que ||T||sp = || |T] ||sp = w(T|) < N(|T|) = N(T).

El siguiente teorema es el contenido del paper de T. Ando [18]:

Teorema 10.4.6 (Ando 2005). Si definimos la norma

T T
No(T) = méx {”2”81’ ) |n||1} para T € M,(C),

se tiene que
1. Ny es una NUI.
2. No(T) < w(T) para todo T € M,,(C).

3. Ny es la mayor NUI en M,,(C) tal que N(T') < w(T') para todo T' € M,,(C). Es decir,
si N es una NUI en M,,(C),

NT)<w(T), VTeM,(C) = N(T)<Ny(T), VTeM,C).
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Demostracion. Los dos primeros items son claros de lo anterior. Fijemos T € M, (C).
Como la desigualdad a probar es entre normas unitariamente invariantes, podemos asumir
que T = X(T) = diag (s1(T), ..., s (T)). Més atn, supongamos que

n

No(T) :méx{ 51(2T) , %ZSZ(T) }: 1.

i=

En este caso deberfamos probar que N(7T') < 1. Las desigualdades resultantes de la igualdad
anterior implican que $(T) <, vy, , donde v, es el vector definido en la Eq. (10.6). Tomemos
C,, v U, las matrices de la Definicién 10.4.3. Notar que U, C,, = B,,, donde

B, =diag(2,0,2,0,...,2,0) o bien B, =diag(2,0,2,0,...,2,0,1) .

Observar que s(B) = v,. Luego, como $(T) <4, v, = $(Bp) y N es una NUI, el Teorema de
Ky Fan 5.3.8 nos dice que que N(T) < N(B,,), con lo que bastarfa probar que N(B,) < 1.
Por otra parte, en la Definicién 10.4.3 se ve que w(C,,) = 1 para todo n € N. Como U € U(n)
y N es una NUI, tenemos que

Observar que recién al final usamos la hipdtesis sobre N.

10.5 Ejercicios

Ejercicios que aparecen en el texto
10.5.1. Sea A € L(H). Probar las siguientes afirmaciones:
L p(4) <w(A) < [|A] .

2. Tomando T = { (1) 8 } se tiene que p(T) =0, w(T) = 1/2 y ||T|| = 1, por lo que las

desiguadades de arriba pueden ser estrictas.

3. Si A es normal, entonces p(A) = w(A) = ||Allsp -

e~

[|Re Allsp = w(Re A) = HmHéLx1 |Re (Az, z)| < w(A) y lo mismo vale para Im A.

[Allsp <2 - w(A).

Dado B € L(H) se cumple que W(A + B) C W(A) + W(B).

Dado A € C, se tiene que W(A+ X)) =W(A)+ X y W(A-A) =X-W(A).
Si U € U(H), entonces W(UAU*) = W(A) y w(UAU*) = w(A).

© ®»® N o o«

W(A) es compacto.
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10.5.2. Sea W C C™ un conjunto convexo compacto no vacio, y sea vy € C™ \ W. Entonces:
1. Existe un tinico wy € W tal que
0 < d=|vo — wp| = d(vg, W) := min ||vg —w]| .
weW

Para mostrar la unicidad, se suguiere asumir que vg = 0 y usar que, dados x,y € C”
vale la igualdad del paralelogramo, que dice que |z — y|* + ||z + y||* = 2(||z|*> + ||ly||?).

2. Probar que el hiperplano H = wq + {vg — wo }* separa a W de v, en el sentido de que

Re (vo,vo — wo) > Re (wp,vg — wg) > Re (w,vg —wp) para todo we W .

Nota: Lo anterior vale en espacios de Hilbert generales, y alcamza con que W sea cerrado
(no hace falta compacto). Sin embargo, proponemos este caso especial porque es lo que se
usa para la Observacion 10.3.1.
Ejercicios nuevos
10.5.3. Sean a1 ,...,00,01,.--,0n,7 € C, todos de médulo uno. Son equivalentes:

1. Existen A, B € U(n) tales que A(A) = @, A(B) = 3 y ademés v € o(BA).

2. Existe un p € conv [ay , ..., a, | N conv [VE,...,VE].
Sugerencia: Usar el ejercicio 1.10.21

10.5.4. Sea w'(A) = I(%é;x | tr A*BJ, la norma dual del radio numérico en M,,(C). Denota-
w =1

mos por B, = {A € M, (C) : w'(A) <1} a su bola unidad. Probar que
By =conv[{z@z:2e€C" y |z||=1}] ,
o sea que los puntos extremales de B, son los proyectores de rk uno.

Sugerencia: Cuanto vale tr (B ¥ 20! x) ?



Capitulo 11

Teoria de Perron-Frobenius

Repasemos algunas notaciones que usaremos sisteméticamente en los siguientes capitulos.
Dados A, B € M, n(R) y © € R™, diremos que

1.

Ll

7.

A>0,si A;j > 0 paratodoparicl,, j€l,.
A>0,si A;; >0 paratodopariel,, jel,.
Las mismas notaciones (z >0 o x > 0) se usardn para vectores.
Denotaremos por
MP, ., ={Ae M, ,(R): A>0} y MEP,, ={AeM,,,(R):A>0}.

para matrices cuadradas, abreviaremos MP,, y MEP,, .

LAl = (‘aijDieHn y analogamente |z| = (|z1],...,|zn])-

J€lm,

. A<B,si B—A¢c MP,,,. O sea que a;; < b;; para todo 7,j € I,,. Andlogamente,

escribiremos A < B siempre que B — A € MEP,, ,, .

El vector (1,1,...,1) € R™ serd denotado por medio de 1.

Advertencia: Hay overlaps de notaciones entre lo anterior y las que solemos usar para
matrices definidas positivas. Esto es lamentable, pero necesario; porque buscar otras com-
plicaria notablemente la exposicion. Las convenciones que usaremos de ahora en més seran
las siguientes:

1.

2.

Mantendremos la notacién A > 0 (resp. B > A) para decir que A € M,,(C)" (resp.
B — A e M,(C)"). Observar que los stmbolos > y > son diferentes.

Al escribir A > 0 o B > A solamente aludiremos a los signos de las entradas. Para
evitar confuciones, si A € M,,(C) es definida positiva, no usaremos la notacién A > 0,
sin6 A € Gl(n)" (o que B— A€ gl(n)").
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3. |A| sélo se usard para los médulos de las entradas. El viejo médulo se escribird (A*A)'/2.

El objetivo de este capitulo es la demostracién del Teorema de Perron, para matrices de
entradas estrictamente positivas y sus generalizaciones a matrices de entradas no negativas.

11.1 Matrices de entradas positivas

Empezamos esta seccién con el objetivo final de la misma: el teorema de Perron para matrices
de entradas estrictamente positivas. La idea es anunciar de entrada las propiedades princi-
pales de tales matrices y, ademas, dar una orientacion estratégica a los numerosos resultados
parciales (aunque muchos de ellos son son interesantes de por si) que iremos probando para
llegar a una demostracién completa del teorema.

Teorema 11.1.1 (Teorema de Perron). Sea A € MEP,,, es decir que A > 0. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:

1. p(A) >0y p(A) € o (A).

IS

. Existe un x € R™ tal que x > 0 y Az = p(A)z.

3. Dado y € R™\ {0}, si y>0 y Ay = Ay, entonces A = p(A) ey > 0.
4. p(A) es raiz simple del polinomio caracteristico de A.
)

. SiAea(A) yX#p(A), entonces [N < p(A).

=

. Si p(A) =1, entonces A™ —— L = 2y’ donde x,y € R"™ son vectores tales que

m— 00
>0, y>0, (z,9)=1, Az=a2 y ATy=y.
Antes de demostrar el Teorema de Perron, presentaremos varios resultados generales para
matrices A € MP,, , su radio espectral y los autovectores correspondientes. En lo que sigue

de la seccién, y salvo mencién explicita al contrario, asumiremos que todas las matrices
mencionadas con las letras A y B estardn en M, (R), para algin n € N.

Proposicién 11.1.2. Sean A, B € MP,, tales que A< B. Entonces, p(A) < p(B).

Demostracion. Como 0 < A< B, entonces, para todo n > 1 se tiene que 0 < A™ < B". Por lo
tanto [|A™[|2/™ < |[B"||1/™ y, tomando limite, se obtiene la desigualdad buscada .

Corolario 11.1.3. Sea A € MEP,,. Entonces se cunple que p(A) > 0.

Demostracion. Como A > 0, existe un € > 0 tal que el < A. Asi p(A) > p(el) = > 0.

Corolario 11.1.4. Sean A € MP,, , J C 1, y A[J] = (asj)i jc 7. Entonces p(A[J]) < p(A).
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Demostracion. Basta extender A[J] a MP,, poniendo ceros en las entradas que le faltan, y
aplicar la Proposicién 11.1.2.

Observacién 11.1.5. Recordemos (ver Ejercicio 3.4.2) que, dada A € M,,(C),

Al = méx [|Az[lo = mdx [|F;(A)]lx -

llzllo =1
Por otra parte, observar que si A € MP,, , entonces ||F;(A)|1 = tr F;(A).

A continuacién vienen tres Lemas que sirven para ubicar el radio espectral de una matriz
A € MP,, usando la Observacién anterior:

Lema 11.1.6. Sea A € MP,,. Supongamos que 1 € R™ es un autovector de A. Entonces el
autovalor asociado es |||All|oo y ademds p(A) = |||A]l|oo -

Demostracion. La desigualdad p(A) < |||A]||e vale siempre, porque ||| - |||oc €s matricial y
podemos aplicar la Proposicién 3.4.6. Por otro lado, si A1 = A1, entonces

|Fi(A)|1 = tr F3(A) = (F;(A4),1) = (A1); =X paratodoi€l, .

Por la Observacién 11.1.5, podemos deducir que A = |||A]||cc. Finalmente, el hecho de que
1[Alllec € o(A) implica que [[[A][|c < p(A).

Lema 11.1.7. Sea A € MP,,. Llamemos

o =mix tr F(A) = |l v B=min trFi(4).
1€ ln 1€ ln

Entonces se verifica que f < p(4) < a.

Demostracion. La desigualdad p(A) < «a es conocida (Proposicién 3.4.6), por lo tanto sélo
probaremos que § < p(A). Podemos suponer que 8 > 0, porque siné todo es ficil. Definamos
entonces la matriz B € MP,, cuyas filas son:

B ,
Fy(B) = wF(A) F;(A) <F;(A) paratodoiel,

De este modo, tr F;(B) = 8 para todo ¢ > 1. En consecuencia, usando el Lema 11.1.6 y la
Proposicién 11.1.2, 8 = p(B) < p(A), ya que, por su construccién, 0 < B < A.

Lema 11.1.8. Sean A € MP,, y x > 0. Notemos y = Ax. Entonces se tiene que
Yi Yi

f=min = < p(Ad) y a=mix = > p(A).
€l, x; i€l, x;

Demostracion. Sea D = diag (z). Entonces, por cuentas elementales, obtenemos que

D_lAD = (J};l,’Bj aij)ije L, € MP,,
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Ademas p(D~1AD) = p(A) (porque el espectro no cambia). Por otro lado,

tI‘Fi(DilAD) = Qj‘i_l Zaij ij = ( x)z = &
j=1

Z; xX;
Luego basta aplicar el Lema 11.1.7.
Teorema 11.1.9. Sea A € MP,, y fijemos un vector x > 0.
1. Dados o, 3 € R, se tiene que

fr<Ar = [B<p(4) y Azr<ar = p(4)<a.

2. Six es un autovector de A (y es x > 0), entonces Az = p(A)x.

Demostracion. La primera parte se deduce inmediatamente del Lema 11.1.8. Supongamos
que Az = Ax. Como Ax >0, debe cumplirse que A > 0, en particular A € R. Luego se
verifican las hipétesis de la primera parte con a = 8 = .

Observacion 11.1.10. En las condiciones del Teorema 11.1.9, también vale que
siAeMP, y x>0, fr<Azr = [<p(Ad) y Az<ar = p(Ad)<a.

En efecto, si en los Lemas 11.1.7 y 11.1.8 se toma 3 estrictamente menor que los minimos
correspondientes (g, se obtiene 8 < By < p(A). Lo mismo para a.

Observacién 11.1.11. Sean A € MEP,, y x € R™\ {0}. Notar que, si z > 0, entonces tiene
que valer que Ax > 0. Este hecho se usard reiteradas veces.

Corolario 11.1.12. Sean A € MEP,,, x € R" \ {0} y A € C tales que >0 y Az = Az.
Entonces A = p(A) y ¢ > 0. Otra manera de decirlo es que si un autovector de A es no
negativo, en realidad debia ser positivo y corresponder al radio espectral.

Demostracion. Por la Observacién 11.1.11 sabemos que Ax > 0, y por ende = > 0. Entonces
se puede aplicar el Teorema 11.1.9.

Proposicién 11.1.13. Sean A € MEP,, y A € 0 (A) un autovalor de médulo mdximo, o sea
que |A| = p(A). Dado un autovector y € C™\ {0} para A, es decir que Ay = Ay, entonces:

>0y Alyl = p(A)lyl .
Demostracion. Llamemos x = |y|. Por la desigualdad triangular, se tiene que

p(A)x = [Mz = |hy| = [Ay| < Aly| = Ax.



11.1 Matrices de entradas positivas 219

Sea z = Az — p(A)z>0. Queremos mostrar que z = 0. Supongamos que eso no pasa.
Entonces, por la Observacién 11.1.11, tenemos que Az > 0. Si ahora llamamos

u= Az, entonces Az=A(u—p(A)z)=Au—p(A)u>0.

Por lo tanto tenemos que u > 0y Au > p(A)u. Aplicando la Observacién 11.1.10, se obtiene
la contradictoria desigualdad p(A) > p(A). Dado que esta provino de suponer que z # 0,
ahora sabemos que z = 0 y por ende Az = p(A)xz. Notar que, como Az > 0, esto implica que
ly| =z > 0.

Corolario 11.1.14. Si A € MEP,,, entonces
p(A)€eo(A) yexisteun z€R"™ talquexz>0 y Az =p(A)x .

Proposicién 11.1.15. Sean A € MEP,, y A € 0 (A) tales que |\ = p(A). Siy € C™\ {0}
cumple que Ay = Ny, entonces, existe 0 € [0,2) tal que y = e |y|, por lo que X\ = p(A).

Demostracion. Por la Proposicién 11.1.13 sabenos que Aly| = p(A4)|y|. Ademds
Ayl = Ayl = p(A)ly| = Aly| = [Ay| .

Mirando las primeras coordenadas, tenemos que > Ayj|y;| = | Y. A1jy;|. Luego vale la
icl, =
igualdad en la desigualdad triangular, y todos los y; deben apuntar para el mismo lado. O

sea que debe existir un 6 € [0, 27) tal que y; = ¢¥|y;| para todo j € I, .
Corolario 11.1.16. Si A € MEP,,, entonces p(A) es el tinico autovalor de médulo méximo.

Corolario 11.1.17. Sea A € MEP,, . Entonces dimker(A — p(A)I) = 1.

Demostracion. Sean x,y € ker(A — p(A)I). Probaremos que son linealmente dependientes.

T

Por la Proposicion 11.1.15 se puede suponer que x >0 ey > 0. Sea § = ml]'ln ~* |y definamos
el Y;

z =x — By. Como cada z; — fy; > x; — % y; = 0, se tiene que z > 0.

Dado que Az = p(A)z, si sucesidese que z # 0, entonces se tendria que z > 0. Pero, si
tomamos un k € I,, tal que 8 = ;—’; , entonces la coordenada k-ésima de z deberia ser nula.

Este absurdo proviene de suponer Que z # 0. Por lo tanto, z =0y = = Sy.

El siguiente resultado, que describe el limite de las potencias de una matriz A € MP,, que
cumple ciertas hipétesis, serd prontamente aplicado para probar el item 6 del Teorema de
Perron. Lo enunciaremos pidiendo lo esctrictamente necesario que debe cumplir A para que
la tesis pueda probarse. Esto complica su formulacién, pero igual es conveniente para poder
aplicarlo luego a matrices primitivas, en las que todas las hipotesis que pedimos se verifican.

Proposicién 11.1.18. Sea A € MP,, con p(A) = 1. Supongamos que A cumple que:

1. dimker(A—1) =1.
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2. 1 €0(A) es el unico autovalor de mdédulo mdzimo.

3. Ezisten x,y € R™ tales que

t>0,y>0, (z,9)=1, Av=a2 y ATy=y.

Entonces, se tiene que A™ —— xy’.

m—00

Demostracion. Llamemos L = xy” = (7;y;)ijer, - Este L es, en realidad, el proyector
espectral asociado al 1 € o(A). Esto no lo probaremos ahora, pero es 1til tenerlo en cuenta
para entender las propiedades de L que veremos a continuacién:

1. L? = L. En efecto, L? = xyT oy’ = x (x, y) yl' =ay? = L.
2. AL = LA = L. Esto se deduce de que Azy” = zy” = 2yT A.

3. (A—L)™ =A™ — L, para todo m € N.

Para mostrarlo, razonemos por induccién sobre m. El caso m = 1 es trivial. Ademss,

(A-L)™" =(A-L)(A-L)™ =(A—-L)(A™ - L) (por la HI)
=A™ AL - LAY+ L=A"""—L-L+L
=A™ L.

4. 0 (A= L)\ {0} Co(A) — {1}. En particular, se tiene que p(A — L) < 1.
En efecto, sean A € C\ {0} y z € C™\ {0} tales que (A — L)z = Az. Entonces

1 1
Lz=—-L =—-L(L—-A)z=
2= (Az) 3 ( )2=0,

por que en 1y 2 vimos que L(L — A) = 0. Luego Az = Az y por lo tanto A € o (A). Si
tuviéramos que A = 1 = p(A), entonces = € Gen {z} (recordar que dimker(A —1I) = 1),
lo que nos dirfa que (A — L)z = 2. Pero Az = y Lx = xyT2 = 2. En consecuencia
uno tendria que (A — L)x = 0 = z, lo que no vale.

5. Como el dnico A € o (A) con |A\| =1 es A =1, se tiene que p(A — L) < 1. Entonces el
Corolario 3.4.9 sirve para afirmar que A™ — L = (A — L)™ —— 0.

m—0o0

Final de la demostracion del Teorema de Perron
Recordemos el enunciado que escribimos al principio de la seccién:

Teorema de Perron 11.1.1. Sea A € MEP,,. Entonces se verifica que

1. p(A) >0y p(A) € o (A).
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2. Existe un z € R™ tal que x > 0y Az = p(A)z.

3. Dado y € R™\ {0}, siy >0y Ay = Ay, entonces A = p(A) e y > 0.
4. p(A) es raiz simple del polinomio caracteristico de A.

5. SiAeco(A)y A# p(A), entonces |A| < p(4).

6. Si p(A) = 1, entonces A™ ——— L = xy”, donde z,y € R™ son vectores tales que

m— 00

>0, y>0, (x,y)=1, Az=2 y ATy=y.

Demostracion. Los items 1 y 2 fueron vistos en los Corolarios 11.1.3 y 11.1.14. El item 3 se
probé en el Corolario 11.1.12. El item 5 es el Corolario 11.1.16. El item 6 se deduce de la
Proposicién 11.1.18. Observar que ya hemos visto (aqui se usa el Corolario 11.1.17) que si
A € MEP,, , entonces A cumple las tres condiciones que pide la Proposiciéon 11.1.18.

Sélo falta verificar el item 4, que dice que p(A) es raiz simple de P4 (z) = det(zI — A) € Clz].
Con las notaciones del resto del libro esto significa que, si tomamos el vector \(A) € C" de
autovalores de A (que cuenta las multiplicidades como raices de P4) con un orden en el que
los médulos decrezcan, entonces Aj(A) = p(A) pero [A2(A)| < p(A) (acd se usa el item 5).

Supongamos, sin perdida de generalidad, que p(A) = 1. Apliquémosle a A el Teorema 1
de Schur 1.6.1, considerando en A(A) el orden mencionado. Luego tendremos U € U(n) y
T € TS(n) tales que U*AU =T y d (T) = A(A). Por otra parte,

T =U"A"U —— U'LU=M .

m— 00

Observar que todos los T™ € 7S8(n), por lo que también M € TS8(n). Ademds, se tiene que
rk M =1k L = 1. Sin embargo, como T € 7S8(n), sabemos que

(T™)ii = (Ti)™ = M(A)™  paratodoi€l, y todomeN.
Para cada i € I, tal que A\;(A) = 1, podemos deducir que M;; = 1. Al estar M € TS(n),
es facil ver que su rk serd, por lo menos, el nimero de unos que tenga en la diagonal. Como

sabemos que rk M = 1, deducimos que tan solo A;(A) =1 y los demds tienen menor médulo
(porque sus potencias deben converger a cero), como se queria demostrar.

Definicién 11.1.19. Sea A € MEP,,. El tinico vector z € R" tal que
Ar=pA)z, >0 y trz=1,

se llamara vector de Perron de A.
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11.2 Matrices de entradas no negativas

El Teorema de Perron falla en general si A € MP,, pero A # 0. Por ejemplo, si
0 1
=[]

entonces A™ = A o I, segun m sea impar o par. Ademds, o (4) = {1,—1}. En este caso el
autovector asociado al 1 es positivo estricto (es 1). Pero eso no pasa si tomamos la matriz

0 0
tomando matrices diagonales de bloques adecuadas (Ejercicio). La que se salva es la siguiente:

B = [ 10 ] Es més, todas las partes del Teorema (salvo una) pueden hacerse fallar

Proposicion 11.2.1. Sea A € MP,, . Entonces
1. p(A) e o (A).
2. Eziste x € R™\ {0} tal que £ >0 y Az = p(A)zx.

Demostracion. Sea E = 117 € MEP,, (todas las entradas de IE son iguales a 1). Dado
€ > 0, tenemos que A. = A+¢e¢IE € MEP,,. Por la Proposicién 11.1.2, si 0 < &’ < ¢, entonces

p(A) < p(Aer) < p(Ae).

Llamemos z. > 0 al vector de Perron de cada A., normalizado para que trz. = 1. Como
la bola de R™ es compacta, se puede tomar una sucesiéon decreciente €, \, 0 tal que, si

m—00

llamamos A,, = A.,, V¥ Tm = %.,, , entonces existen M € Ry x € R" tales que

p(Am) N M=p(A) vy @m——x20.

m—oo m—0o0
Observar que trz = 1, por lo que z # 0. Ademds, A2 = p(An)Tm —— Mz y, como
m— 00

A,, —— A, entonces A,,r,, —— Az. Por lo tanto deducimos que Axr = Mz, con

m—00 m— 00

M > p(A). Luego M = p(A) y >0 es un autovector.

Matrices primitivas

Definicién 11.2.2. Sea A € MP,,. Diremos que A es una matriz primitiva si existe un
m € N tal que A™ € MEP,, .

Las matrices primitivas son casi tan buenas como las de MEP,, . Veamos que cumplen el
Teorema de Perron tutti, que enunciamos por tercera vez.

Teorema 11.2.3. Sea A € MP,, una matriz primitiva. Entonces valen:

1. p(A) >0y p(A) € o (A).
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2. Eziste un x € R™ tal que x > 0 y Ax = p(A)z.

3. Dado y € R™\ {0}, si y =0 y Ay = Ay, entonces A = p(A) ey > 0.
4. p(A) es raiz simple del polinomio caracteristico de A.

5. Sixeao(A) yX#p(A), entonces, |A| < p(A).

6. Si p(A) =1, entonces A™ ——— L = xy”, donde x,y € R™ son vectores tales que

m—00

z>0,y>0, (z,y)=1, Az=2 y ATy=y.

Demostracion. Sea m € N tal que A™ > 0. Por el Corolario 1.7.2,
a(A™)={A\": Aeo(A4)}.

Por el Teorema 11.1.1 aplicado a A™, concluimos que p(A) = p(A™)Y/™ > 0. Sea X € o (A)
tal que |A| = p(A) y sea y € C™ \ {0} tal que Ay = Ay. Entonces

Aty =X"y y A" =p(A") = A" =p(A") y ATy=p(A")y.

Por el Teorema 11.1.1 aplicado a A™, podemos deducir que algin x € Gen {y} cumple que
x>0,y porelloA=p(A)y Az = p(4)z.

Ademsds, cada A™ € o(A™) posee una multiplicidad en el polinomio caracteristico de A™
mayor o igual que la de A en el de A (esto se ve fécil triangulando con el Teorema 1.6.1).
Por lo tanto p(A) posee multiplicidad algebrdica uno como autavalor de A. Razonamientos
similares permiten concluir que p(A) es el dnico autovalor de médulo méximo (item 5), y
también la condicién 3. Finalmente, con los items anteriores ya demostrados, estamos en
condiciones de asegurar que A cumple las hipétesis de la Proposicién 11.1.18, lo que prueba
el item 6.

Observacion 11.2.4. Dada una matriz A € MP,,, para saber si es primitiva hace falta
calcular muchas potencias A™ hasta que caiga en MEP,, . Obviamente hace falta un teorema
que diga hasta donde es necesario probar. Algo del tipo: Dado n € N, existe un M(n) € N
(que uno deberia poder calcular) tal que toda A € MP,, que sea primitiva debe cumpir que
A™ > 0 para algin m < M (n). Esta teorfa existe, y se calculan los M (n) 6ptimos. Pero las
cuentas son muy complicadas y no las desarrollaremos aqui.

El lector interesado puede buscar data al respecto en el libro de Horn-Johnson [7]. Sin
embargo, con una hipdtesis razonable (si A € MP,, cumple que d (A) > 0), sale mucho més
facilmente que la constante M (n) = n—1 sirve. Obsrvar que en tal caso, una vez que A™ > 0,
eso sigue pasando para las potencias mayores (lo que no es cierto para todas las primitivas).
Esperen algunos renglones y veran.
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Matrices irreducibles

Definicién 11.2.5. Sea A € M,,(C). Decimos que:

1. A es reducible si existe P € Up(n), una matriz de permutacion, tal que

PAP‘lz[B C] k

0 D n—k’

donde 1 <k <n-—1y B e Mg(R). Otra manera de decirlo es que existe un J C I,, tal
que 1 < |J| < n (o sea que es propio) que cumpla que

A(Gen{ej:jeJ} ) C Gen{e;:jeJ} . (11.1)
Se dice que A es irreducible si no es reducible.

2. Denotemos momentdneamente por V,, = {(p,q) € I2 : p # ¢}, al conjunto de pares de
indices distintos en I, .

3. Decimos que un par (p,q) € V,, se conecta por A (o que A conecta p con q), si existen
p=1ig, i1,...,5m = g en I, tales que a;,_,;, # 0 para todo k € I, .

Observar que se puede suponer que todos los ij son distintos entre si, porque si hubiera
repeticiones, una parte de la sucesién se podria borrar (los intermedios entre los dos
repetidos), quedando otra sucesién més corta que seguirfa conectando a p con g. Por lo
tanto, puede suponerse que m <n — 1.

4. A es fuertemente conexa (FC) si todo par (p,q) € V,, se conecta por A.

Lema 11.2.6. Sea A € MP,,. Dado un par (p,q) € V,,, son equivalentes:

1. El par (p,q) se conecta por A.

2. Existe 1 <m < n—1 tal que la entrada (A™),q > 0.

Demostracion. Basta notar que, como mostraria una induccién adecuada,

n

n n
pqg — P Uk tk+1 tm—-14
AMpa=2_ > Do @i [ aniia
i1=11is=1

fm—1=1 k€l _2

y que todos estos términos son no negativos. En caso de que alguno de esos sumandos no se
anule, les sacamos aquellos términos que vivan en la diagonal de A, y nos queda una sucesién
que conecta p con ¢q. Recordar que si A conectaba a (p, ¢), entonces existe alguna sucesién de
no mas de n indices que los conecta.

Ejemplo 11.2.7. Ahorita vamos a ver que irreducible es lo mismo que FC (se lo enunciard
pra matrices de MP,, , pero obviamente eso es irrelevante). Veamos una serie de ejemplos
donde se ve independientemente que pasa lo mismo: Sea A € M,,(C) tal que F;(A) = 0, para



11.2 Matrices de entradas no negativas 225

algin ¢ € I, . Tomemos cualquier o € S,, tal que (i) = n, y P, € Up(n) su matriz asociada.
Por la Eq. (4.3), se tiene que F,(P,A) = 0. Como multiplicar del otro lado permuta sélo sus
ceros, también vale que F,,(P,AP; 1) = 0. O sea que A es reducible.

Vedmoslo desde otro punto de vista: Si F;(A) = 0, entonces a ¢ no se lo puede conectar con
ningun otro j € I, \ {i}, porque todos los a;; son nulos. Luego A no es FC. Ya que estamos
dejamos un pequeio ejercicio: A € M,,(C) es reducible si y sélo si AT lo es. Por lo tanto, lo
anterior vale también para columnas nulas.

Proposicion 11.2.8. Sea A € MP,, . Entonces son equivalentes:

1. A es irreducible.
2. Aes FC.
3 (I4+A)"1t>o0.
4. I+ A es primitiva.
En particular se tiene que, si A es primitiva, entonces es irreducible y FC.

Demostracion. 2 < 3: Por el Lema anterior, es claro que 3 implica 2, porque conectar por A
es lo mismo que conectar por I + A, dado que los elementos de la diagonal no se usan para las
conexiones. Reciprocamente, por el teorema del binomio de Newton, se tiene que (I + A)"~!
es combinacién lineal, a coeficientes positivos, de las potencias A¥, 0 < k < n — 1. Luego, si
Aes FC, el Lema 11.2.6 asegura que todas las entradas de (I + A)"~! (afuera de la diagonal)
deben ser estrictamente positivas. Ademds, (I + A"~ 1>1""1 =1.

1 — 2: Si A no es FC, existe un par (p,q) € V;, que no se conecta por A. Sean
J1 ={i €I, \ {p}: A conecta al par (p,i) }U{p} vy Jo=IL,\J1.

Entonces p € J; y ¢ € Ja, por lo que ambos son no vacios. En particular, a;; =0sii € J;y
j € Jo (sino el par (p, j) serfa conectado por A, pasando por 7). Si reordenamos I,, poniendo
primero a Jy y luego a Ji , encontraremos una matriz P € Up(n) de permutacién tal que

-1 _ * ok Jg
3 — 4: Obvio.
. . 1 B C
4 — 1: Si A es reducible, sea P € Up(n) tal que PAP~! = 0 D | Entonces

*

PI+A)™P ' =(I+PAP" )" = { 0

: } ¢ MEP,, paratodo meN.

Por lo tanto ningtina potencia (I + A)™ € MEP,,, o sea que I + A no es primitiva.
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Teorema 11.2.9 (Teorema de Perron-Frobenius). Sea A € MP,,, y asumamos que A es
irreducible. Entonces se verifica que

1. p(A) >0y p(A) € o (A).

2. Eziste x > 0 tal que Az = p(A)z.

3. p(A) es raiz simple del polinomio caracteristico de A.

Demostracion. Como A es ireducible, el Ejemplo 11.2.7 nos dice que A no puede tener ninguna
fila nula. Usando el Lema 11.1.7, tenemos que

p(A) > 0 = nen'n tr F;(A) > 0.

i€l
Por otra parte, por la Proposicién 11.2.1, p(A) € o (A) (para esto alcanza con el hecho de
que A € MP,, ). Ademés, o (I + A) =1+ o (A). Més aun, por el Teorema 1 de Schur 1.6.1,
se tiene que \(I + A) = 1 + A(A) (contando multiplicidades, y en algtin orden). Por lo tanto
p(I+ A) =1+ p(A) (porque el maximo estd a la derecha y no en la tercera posicién). Como
I + A es primitiva, si denotamos por z al vector de Perron de I + A, entonces tenemos que
x>0 vy Az={I+A-DNzx=1+p(A))z—z=pA)z.

Por tltimo, la igualdad A(I + A) = 1 + A(A) dice que cada A\;(A) = p(A) produce un
Ai(I+A) =1+ p(A). Como de éstos hay uno solo, sale el item 3.

A continuacién presentamos dos resultados sobre matrices irreducibles de MP,, que son muy
ltiles, pero que quedaron medio aislados:
Corolario 11.2.10. Sean A € MP,, irreducible y x € R™\ {0}. Si se tiene que

20 y AzzpA)r = x>0 y Az=pAlz.

Demostracion. Como A es irreducible, también AT lo es (;porque?). Por el Teorema de
Perron-Frobenius existe un vector y > 0 tal que ATy = p(A)y, o sea que yT A = p(A)y”. Por
otra parte, sabemos que Ax — p(A)x > 0. Si sucediera que Ax — p(A)x # 0, entonces

y' >0 = 0<y"(Az — p(A)x) = y" Az — p(A)y"z = p(A)y"z — p(A)y"z = 0.
Esta contradiccién nos convence de que Az = p(A)x. Usando lo anterior, el hecho de que
x > 0 puede deducirse ahora del Teorema de Perron-Frobenius.
Proposiciéon 11.2.11. Sean A, B € MP,, tales que A es irreducible y B< A. Si ademds
asumimos que B # A, entonces p(B) < p(A).

Demostracion. La Proposicién 11.2.1 nos dice que existe un x € R™ \ {0} tal que z>0y
Bx = p(B)x. Supongamos que p(B) = p(A). En tal caso, por el Corolario 11.2.10,

20 y A>2B = Az>Br=pB)lz=p(A)z = Az=pA)z y z>0.

Por lo tanto Az = p(A)x = p(B)x = Bz, o sea que (A — B)x = 0. Sin embargo, esto es
imposible porque A # B, A— B>0y x > 0. La contradiccién provino de suponer que
p(B) = p(A). Luego p(B) < p(A).
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Observacién 11.2.12. Sea A € MP,, una matriz irreducible. En este caso, p(A) no es,
necesariamente, el inico autovector de médulo maximo. En efecto, tomando

A= [ (1) (1) ] ,  se tiene que A es irreducible porque I + A > 0, pero o (A) = {1,—-1} .

En general, puede verse que los otros autovalores de médulo méximo en el o(A) son los
siguientes: wy p(4),...,wr—1 p(A), donde los w; son las raices k-ésimas de la unidad, para
cierto k < n. En el caso anterior, k era 2. El lector interesado puede buscar més informacion
al respecto en el libro de A. Benedek y R. Panzone [1], el de Horn y Johnson [7] o en los
siguientes ejercicios.

Ejercicio 11.2.13. Sea A € MP,,. Probar que:

1. A es primitiva si y sélo si A es irreducible y p(A) es el tnico autovector de mddulo
maximo de A.

2. Si A es irreducible y semidefinida positiva (o sea que A es irreducible, A > 0y A>0),
entonces A es primitiva.

Ejercicio 11.2.14. Sean B € M,(C) y A € MP,, una matriz irreducible.

1. Supongamos que |B| < A, p(A) = p(B) y A = €'?p(B) es un autovalor de B de médulo
maximo. Entonces, existen ntimeros reales 64, ...,#6, tales que
B=¢“YD AD™?
donde D = diag (e,...,e"").
2. Supongamos que p(A) =1ysea S ={A\1,...,\x} ={ € a(A) : |\ =1}.
(a) Pongamos que cada \; = e'%ip(A). Probar que pu € 0 (A) < e iy € o (A).
(b) Concluir a partir del item anterior que S es un grupo abeliano.
(c) Probar que § = Gy, = {ew : p € Iz} y que cada A\, € S tiene multiplicidad
algebraica igual a uno.

(d) Mostrar que si A es no singular y n es primo, entonces, p(A) es el inico autovalor
de médulo méximo, o bien A posee n autovalores distintos.

Ejemplo 11.2.15. Sea J, € M, (R) el bloque de Jordan de tamafio n x n (con n > 2). Es
decir que Jp,ey =0y Jpex = er_1 , para 2 < k < n. Llamemos

010 0 . . .0
101 0 . . .0
010 1 . . .0
A=gqgr=|0 01 € Hn)
10 0
0 . . 1 010
0 . 0 1 0 1
o .. 0 0 1 0
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que actiia en R™ por Az = (z2, x14+23, To+Z4, ..., Tn2+Tpn, Tn_1), x € R™. No es dificil
verificar que A es irreducible, ya sea mostrando que (I + A)"~! > 0, o viendo que satisface la
definicién de ser FC (con la diagonal de arriba si p < ¢ y con la de abajo si ¢ < p). También
puede probarse que A € Gl(n) siy sélo si n es par. Esta matriz es muy famosa y es, tal ves,
la primera matriz a la que se le calcularon todos los autovalores y autovectores. Esto lo hizo
Lagrange en 1759, para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado al
problema de la cuerda que vibra. Sus autovalores son, en orden decreciente,

k
il 1<k<n

A) =2cos —
pi(4) = 2008 S 1<k <

)

por lo que [|A[| = p(A) = 2cos ;77 . Notar que pn(A) = —p1(A), luego A no es primitiva.
Ademsds, si n+1 = 2k (es decir, si n es impar), entonces pi(A) = 2cosw/2 = 0, lo que prueba
lo antedicho. Los autovectores asociados son, respectivamente,

2km nkm

,sen —— . ... , sen

+1 n+1 n+1
Notar que el 1inico con entradas positivas es x1 , porque n"—fl no llegé atin a w. La verificacién
de lo anterior es tediosa pero elemental. Se basa en las férmulas del seno y coseno de sumas

y restas, y en que sen(m — t) = sent y cos(m —t) = — cost.

xk:(sen ), 1<k<n.
n

A es el prototipo de matriz tridiagonal o de Jacobi. En realidad cumple que I+ A es totalmente
positiva, lo que justifica (més bien digamos que sugirié) las propiedades de sus autovalores y
autovectores, como se vera en el Capitulo 13.

T

Veamos que Azq = pq(A)xy, lo que nos dird que p(A) = 2cos 5 v que z7 es el vector de
Perron-Frobenius de A. En efecto, se tienen dos casos: para las entradas 1y n:

_ 2w LT s
A(z1)1 =sen 7§ =2cos g senfy Y

_ (n—1)m __ ™ nw_ nm s
A(z1)n  =sen 5~ = cos g sen iy cos ;15 sen Sl

— ™ g nm
= 2cos T sen g .

Para las entradas 2 < k < n — 1 se tiene que A(z1)r = (z1)g+1 + (z1)k—1. Pero

— (k+D)m s km km s
(21)k+1 = sen T = cos g osen o +cos Uy osen iy Y
. (k—1)m R km L ko ™
(z1)g—1 = sen w1 = cos A osen ot —cos oM sen Ao
Sumando se obtiene la férmula buscada. Los numeros ¢, = 2cos = para m > 3, que

m
aparececn como normas de las matrices anteriores, son muy importantes en varias ramas de

la matematica. Por ejemplo, aparecen en la teoria del indice de V. Jones. Tienen la siguiente
particularidad: Sea N(Z) C R el conjuntos de normas espectrales de matrices de cualquier
tamafio (incluso rectangulares) con entradas en Z. Entonces

N(Z)ﬂ(0,2):{2cos% :m > 3}
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Notar que realizamos todos estos valores con las matrices cuadradas anteriores. Sin embargo,
se los puede realizar con matrices mas pequenas. En efecto, si n = 2k, sea B € M(Z) dada
por B = I + Ji . Entonces la matriz

E:[BOT g]eH(n)

difiere de la matriz A del principio s6lo en una reordenacién de la base canénica (poniendo
los pares primero y los impares al final). Es decir que existe una matriz de permutacién

P € Up(n) tal que PAP~! = B. Por lo tanto
Bl = s1(B) = pa(B) = |B]| = [ All = cn41

Por eso era que —jt,,—j11(A) = pj(A) = s;(B), para todo j € I}, (ver Proposicién 3.7.5). Algo
similar puede hacecrse si n = 2k + 1, tomando B’ = (B, ex) € My, +1(Z).

11.3 Ejercicios

Ejercicios que aparecen en el texto
11.3.1. El Teorema de Perron falla en general si A >0 pero A % 0. Por ejemplo, si
0 1
=[]
entonces A™ = A o I, segin m sea impar o par. Ademds, o (A) = {1,—1}. En este caso
el autovector asociado al 1 es positivo estricto (es 1). Pero eso no pasa para la matriz

0 0
tomando matrices diagonales de bloques adecuadas

11.3.2. Sea A € MP,,. Probar que:

A= [ 10 . Es mas, todas las partes del Teorema (salvo una) pueden hacerse fallar

1. A es primitiva si y sélo si A es irreducible y p(A) es el tnico autovector de mddulo
méximo de A.

2. Si A es irreducible y semidefinida positiva (o sea que A es irreducible, A >0y A>0),
entonces A es primitiva.

11.3.3. Sean B € M,,(C) y A € MP,, una matriz irreducible.

1. Supongamos que |B| < A, p(A) = p(B) y A = ¢'?p(B) es un autovalor de B de médulo
méximo. Entonces, existen nimeros reales 61, ..., 0, tales que

B=¢"D A D!

donde D = diag (e,...,e"").
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2. Supongamos que p(A) =1lyseaS={A1,...,\}={A€o(4): |\ =1}

(a) Pongamos que cada \; = e'%ip(A). Probar que u € 0 (A) < e iy c o (A).

(b) Concluir a partir del item anterior que S es un grupo abeliano.

(¢) Probar que § = G = {ey : p € Iy} vy que cada A\, € S tiene multiplicidad

algebraica igual a uno.

(d) Mostrar que si A es no singular y n es primo, entonces, p(A) es el tnico autovalor

de médulo méximo, o bien A posee n autovalores distintos.

11.3.4. Completar las pruebas de lo enunciado en la Observacién 11.2.15.

Ejercicios nuevos

11.3.5. Sean A € M, (R) y z € R™. Probar que:

1. SSiA>0y x>0, pero x # 0, entonces Ax > 0.

.SiA>20y x>0, entonces Az =0 < A=0. Més atn, (Az), =0 < Fi(4) =0.

2
3. Si A >0y es inversible, entonces A~ ¢ MP,, .
4

. Si A>0 y es inversible, entonces A1 >0 <= A tiene exactamente una entrada no

nula por columna.

11.3.6. Si A € MP,, posee un autovalor positivo, probar que A es similar a una matriz de

MP,, tal que la traza se sus filas es constante. ;Cual es esa constante?.

11.3.7. Sea A € MP,,. Demostrar que

n n
. 1 , , 1
p(A) = mdx min — g a;jr; = min max — g a;;x;
z>0 i€l, x; 4 1 z>0 i€l, x; 4 1
Jj= j=

11.3.8. Sea A € MP,,. Probar que

1/m
lim (tr Fi(Am)) = p(A) para cualquier i € I, .

m—00

11.3.9. Sea A € M, (R) tal que las entradas fuera de la diagonal de A son no negativas!.
Mostrar que A posee un autovalor real r(A) tal que r(A) > Re(\) para todo A € o(A).

11.8.10. Sean 0 € S,, y P, € Up(n) C MP,, su matriz asociada. Decir que debe cumplir o
para que P, sea irreducible. Se recomienda mirar la Eq. (11.1). De paso, calcular o(P,).

11.3.11. Probar que si A es una matriz doble estocéstica reducible, entonces existe una

permutacién P, € Up(n) tal que
A 0
-1 _ (A1
= (B 1),

lestas matrices se conocen con el nombre de esencialmente no-negativas.




Capitulo 12

Complementos de Schur y
determinantes

12.1 Notaciones y definiciones

Recordemos las notaciones asociadas a submatrices vistas en Capitulos anteriores:

1. Sean € Ny k € I, . Notamos por ()i, al conjunto de sucesiones estrictamente crecientes
de k enteros elegidos en I, :

Qkn = {a:(al,a2,~~ ap)elf s 1< <ap<--<ap<n }
Otra manera de verlo es Qpn = {J ClL,:|J = k}, si pensamos a los conjuntos J
ordenados en forma creciente. Luego |Qxn| = (})-

2. Dado @ € Qy,p, , denotaremos por &' =1, \ @ € Qn_r » & su complemento (ordenado
convenientemente).

3. Sean A € My, ,(C), @ € Qi vy B € Qrm - Entonces denotaremos por Afa|f] a la
submatriz de k x r de A dada por

Ala|f] = (A%ﬁj)(i,j)eﬂkxm € My »(C) .
Llamaremos A(«|8) = Al/|f'] € Mp—k, m—r(C). Andlogamente se definen

Ala|8) = Ala|f] € My, m—r(C) vy Alalf] = Ale/|8] € My, (C) .

4. Cuando o = f, Ala|a] se abreviard como Ala] y A(ala) = A(a). Sia =1, (resp.
B =1,,), notaremos Al«a|8] = A[—|B] (resp. Ala|f] = Ala|-]).
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5. Dadas A € M,,.(C) y B € M, ,,(C), sea k < min{n,r,m}. Luego, para cada par
0 € Qpm, B € Qk,m se tiene la férmula de Cauchy Binnet para AB:

det (AB)[a]8] = ) det Ala|w] det Blw|d] . (12.1)

WEQE,r
6. Dada a € Q.n, usaremos la abreviacién:

e = e N = nel AL ne™ e AFH
« « (658 a2 « n -

*
Luego, por la multilinealidad de la funcién HE > (2q,...,2%) = 21 A--- Axy (ver 7.2.1,
item 3 y Definicién 7.3.4), y por la Eq. (7.18), el conjunto

5,2\7” = {\/He;\ RS ka}

es una base ortonormal de A*H,, , y se la llama base canénica. Por lo tanto, tenemos
que dim A*H,, = |Qg.»| = (Z)

El complemento de Schur

Definicién 12.1.1. Sea A € M, (C), k€L, y o, 0 € Qp.n -

1. Supongamos que A[a|3] es inversible. En tal caso definimos el complemento de Schur
de Ala|f] en A, como la matriz

A/lo)f] = A(alB) — A(c|f] - Ala|B8] " - Ala|8) € M,_1,(C) (12.2)
indexada por o/ y 3.

2. Si a = 3, escribiremos A/« en lugar de A/[ala].

Observaciéon 12.1.2. Sean A € M,,(C)" y a € Q. Si Ala] € Gl(k)T y consideramos el
subespacio S = Gen{e; : j ¢ a}, entonces el Corolario 3.8.9 dice que
[ Ala 0 } S [ A(a) — A(ala] Ala]™! A(ala)* 0] S

0 0] &t 0 0| st = EAS) .

Definicién 12.1.3. Sea o € Qg », -

E
1. Llamaremos tra = > «; .
i=1
2. Llamaremos sgn(«) al signo de la permutacién 7, € S,, dada por 7, (o;) =i parai € I,
YV Ta (a;») =k+j para j €[,,_. Es decir que m, pone a los buenos al principio y a los
malos al final, preservando sus érdenes. Por lo tanto,

k
sgn(a) = H(—l)o‘ﬁi =(-1)", con r=tra —

i=1

k(k + 1)

5 (12.3)
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En efecto, se puede ver que

To = (kyooyar) . (2,...,00)(1,2,...,01),

donde (a1, ...,a,) denota al r-ciclo asociado. Esto se deduce de que el primer ciclo (que
consta de a; — 1 trasposiciones) manda a; al lugar 1. El segundo (que consta de ag — 2
trasposiciones) manda co al lugar 2 (observar que (1,2,..., 1) no movié a as ) y deja

a a1 en el lugar 1. Se sigue as{ hasta mandar oy al lugar k. Lo demds (los valores
que toma en o) queda armado para producir la permutacién 7, , porque se mantuvo
su orden interno, y van a donde deben ir. Por ejemplo, los indices 1,...,a; — 1 estan
en o (si @ > 1) y se “corren” un lugar a la derecha por el primer ciclo. Luego, los
“lugares” 2,...,as — 1 estdn ocupados por mds elementos de o y se vuelven a corren
con el segundo ciclo (manteniendo su orden original). Luego de aplicar los k ciclos,
quedan todos los de o’ ordenaditos y al final.

3. Sea T, € Up(n), la matriz de permutacién asociada a m,, , dada por

T.e; = €, si i=1,...,k
‘ (12.4)

Taekﬂ-:ea; si j=1,...n—k.
Tenemos entonces que det T, = sgn(m,) = sgn(«).

El siguiente resultado generaliza la Proposicién 3.8.7 y el Corolario 3.8.9 a matrices y bloques
cualesquiera (siempre que sean cuadrados).

Teorema 12.1.4. Sean A € M, (C), k€1, y a,B € Qin . Se tiene que
Ala|p] € Gl(k) = det A =sgn(a) sgn(8) det Ala|G] det A/[a0] . (12.5)

Si también A € Gl(n), entonces A/a|B] € Gl(n—k) y
(4/kal3)) = A7) (12:6)

Demostracion. Empecemos con el caso particular « = 8 = Il . En este caso, se puede aplicar
una argumento igual al de la prueba de la Proposicién 3.8.7, que mostraremos brevemente:
Un célculo elemental prueba que A admite la factorizacion

— In[OL] 0 A[Oé] 0 In[a} A[a]flA[a‘a)

A partir de esto podemos deducir sin problemas la Eq. (12.5), porque los factores de la
derecha y de la izquierda en el lado derecho de Eq. (12.7) tienen determinante 1, mientras
que el factor central tiene determinante igual a det A[a] det(A/«). También, Eq. (12.6) es
consequencia de la Eq. (12.7), tomando inversas de ambos lados.
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Para probar el caso general, consideremos las matrices T,, T definidas en Eq. (12.4). Llame-
mos B = Ta_lATB . Usando la Eq. (12.4) vemos que, como matrices de sus tamarfios,

Bllx] = Alalf] , B(Ix) = A(alB) , B(Il[ly] = A(alf] v Blx[lx) = Ale|B) . (12.8)

Mostraremos la primera igualdad de la Eq. (12.8), ya que las demds se muestran de manera
analoga: dados i, j € I, tenemos que

Blly]ij = (T ' ATp)[Ik)ij = (Ty ' ATpej,ei) = (ATge;, Taes)

= <A€ﬂj 76()¢i> = Aa,ﬂj = A[a|ﬂ]’t] .
Observar que las igualdades de (12.8) aseguran que B/[Ix] = A/[«|B] . Luego
sgn(a) sgn(B)det A = det B = det B[l|Ix] det B/[Ix|lx] = det Ala|5] det A/[a]f]

va que det T, = sgn(«). Finalmente, la Eq. (12.6) resulta de la relacién:
ATY(Bla) = (TP A7) (k) = B~ (1) = (B/[Ik]) " = (4/[alA]) .

En el siguiente enunciado veremos que toda matriz A € M,,(C) puede ser aproximada tanto
como se quiera por matrices tales que todas sus submatrices cuadradas son inversibles. Esto
serd usado para obtener varias identidades de determinantes a partir del Teorema 12.1.4.

Lema 12.1.5. Dada A € M, (C) y e > 0, existe B € M, (C) tal que

1

1. ||JA— B|| <e, donde | - || es una norma en M, (C).

2. Todas las submatrices cuadradas de B son inversibles.

n 2
Demostracion. La cantidad total de submatrices cuadradasde Aes M = > (Z) . Consider-
k=1

emos la funcién ¢ : M,,(C) — CM que asigna a cada B € M,,(C) la lista de los determinantes
de todas sus submatrices cuadradas, en algiin orden prefijado. Notar que ¢ es una funcién
continua. Llamemos

F:(ﬁ_l({aE(CM:ai;éO para todo iE]IM}).

Para probar el Lema, basta ver que I es denso en M, (C). Llamemos, para cada i € Iy,

I‘Z—:(bfl({aeCM:ai#O}).

M
Es claro que todos estos conjuntos son abiertos y que I' = [ I';. Por otra parte, cada T';

i=1
es denso en M, (C), porque Gl(k) es denso en My (C) para todo k € N. Por ejemplo, si
¢(A); = det A, entonces 'y = Gl(n). El resultado se sigue de que una interseccién finita de
abiertos densos es densa. En efecto, si U y V son abiertos densos y Z es abierto, entonces
Z NU es un abierto no vacio. Entonces (ZNU)NV =ZN(UNV) # & para todo abierto Z.
Por lo tanto U NV es denso. Por induccién, quien dice 2, dice M.
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12.2 Identidades asociadas a determinantes

Teorema 12.2.1 (Identidad de Jacobi). Sea A € Gl(n). Entonces

det A(fS|a)

det Ail[a|m = sgn(a) sgn(f) detA

para todo par o, € Qg - (12.9)

Demostracion. Se sigue de las ecuaciones (12.6) y (12.5), aplicadas a o/ y 3"

det A™' = sgn(a) sgn(B) det A~ 'a|f] det A7 /[a]f] =
— et 4~ alg] = LB (ot 41 o = DI gep gl

lo que culmina la prueba.

Observacién 12.2.2. Cuando k =1, la Eq. (12.9) induce la identidad:

detAGE) oy (12.10)

A = (—1)
( )J ( ) detA 9 ’

conocida como la regla de Cramer.

12.2.3. Sean J, =diag (1,—1,1,—1,...,(-1)""!') €U(n), y w,& € Qp,n . Luego

k(k—1)
2

det Jp[a|w] = dap sgn(a)(—=1)" 2,

donde d, 3 =1 0 0 de acuerdo a si « = § 0 a # 8. En efecto, si a # w, en J,[a|w] hay una
columna de ceros, y por lo tanto su determinante es cero. Cuando o = w tenemos que, si pg,
denota al nimero de elementos pares de «, entonces

k
Pa = Z(ai —1)=tra—k (mdédulo 2) .

i=1
Luego

k(k+1) k(k—1)
=2~k —z

det Ju[a] = (=1)P* = (=1)" 7" = sgn(a) - (1) =sgn(a)(=1)"=,

lo que culmina la prueba. Si A € Gi(n), suele notarse A# = J, A~1J, a la llamada inversion
de A. La siguiente igualdad se sigue de la Eq. (12.9), usando (12.1) (Cauchy-Binnet):

det A(Bla)

det(J, A~ T, [alp] = oA

para «,( € Qg , (12.11)

dado que det J,[a] - sgn(a) = det J,[8] - sgn(B) = (—1)k*-1/2,
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12.2.4. La siguiente igualdad es vélida para toda A € M,,(R): dados o, 3 € Qg.n ,
Z sgn(w) det Alor|w] det A(B|w) = a5 sgn(B) det A . (12.12)
WEQK,n
De hecho, cuando A es inversible, por Eq. (12.9), el lado izquierdo de la Eq. (12.12) da
sgn(f8) det A Z det Ala|w] det A [w|f] = sgn(B) det A det I,,[a|] ,
wEQkn

por la férmula de Cauchy Binnet (12.1). El caso no inversible se deduce por continuidad.
Observar que, tomando k = 1, y fijando cualquier r € I, como a = 3, nos queda el algoritmo
usual propuesto en el Ejercicio 7.5.11 (y usando n veces) desarrollando por la fila 7:

det A = Z sgn{r}sgn{i} A,; det A(r|i) = Z(—l)”‘i A, det A(r]q) . (12.13)

i€l icl,
El desarrollo por columnas sale aplicando esto a AT.
12.2.5. Dados «, 8 € Q. v, ademds, w, T € Qy,, tales que w C o, 7 C ', sean
p=alUw= (u,fo, ooy pikyr) Yy v=0UT=1,v2,. . Vkt1) € Qrtin -
Existen entonces v y 0 € Qp k41 tales que oy = iy, ¥ Bi = Vo, , @ € I;. Luego definimos

k(k+1)

o e
w=sgn(7)=(—1)M 2, sgn

sgn — e sgn(o) . (12.14)

Con estas notaciones, se tiene la siguiente version local del Teorema 12.1.4:

det Afald]det ( (A/[a]f])wr]) = sen —— SgnﬁﬁT

det Ala Uw|BUT] (12.15)

En efecto, consideremos la matriz B = (amu,-)i,jeﬂkﬂ € Mg+i(R). Entonces vemos que Eq.
(12.15) coincide con Eq. (12.5) para B,~, o en lugar de A, «, 3, respectivamente. De hecho,
como B = Alulv] = Ala Uw|B U 7], entonces Bly|o] = A[a|f] y, por otra parte,

B/lyle] = B(yle) — B(ylo] Blylo]™! Bly|o)
= A(a|B)w|r] — A(alB] Ala] 8]~ Ala|B)[w]|7]
= (A/[elB)wlr] -

Una consecuencia inmediata es la siguiente caracterizacién de las entradas de un complemento
de Schur: Dados a, 8 € Qy,», se tiene

. 5 detAlaU{a)lsU B
{A/[a|] }(a;,ﬁg) =sgn {al} Sgh BU{B} det A[a|3]

(12.16)
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Corolario 12.2.6. Sea A € M,(R) y sea r € 1, tal que A,. # 0. Entonces, para todo
o € Qi tal quer ¢ «, se tiene que

(A/[rDla) = Al{rual/[r] .

Todas esas letras significan que las submatrices principales de A/[r] sélo dependen de las
entradas correspondientes de A (y no de las demds).

Demostracion. Dados i, j € a, la férmula (12.16) asegura que

(a/mDlal) = (/i)

T v det Al G Y]
Ly A,
= (Alfryual/)

ij

por lo ambas matrices coinciden.

12.2.7 (Identidad de Sylvester). Dados A € M, (R) y «, 8 € Qk.n , se cumple que

det ({ det A[a U {e;}|BU{B}}]}, jer 71@») = det A - det A[a|g]"F 1 (12.17)
Para probarlo, tomemos los ntimeros
€; = sgn _c P sgn 7ﬁ para todo 7,5 € I
i = y = ; , n—k
aU{og} ! BU{B;}

Por la Eq. (12.16), vemos que el lado izquierdo de la Eq. (12.17) es igual a

det [det Afa|3] (4/[al8]),; =i p; | =

det Aa|8]"* det [diag(el e enei) AflalB) diag(pr s ... ,pn_k)] -
L n—k o n—k 3
det Afa|8]"*" det A[a|B] det(A/[a|A]) ];[1 sen oy ];[1 A
La férmula (12.17) se sigue ahora de la Eq. (12.5) y del siguiente resultado:

Lema 12.2.8. Sea a € Q. Entonces

n—Fk
«
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Demostracion. Recordemos la definicién de los signos de a y de W , para cada entrada
i € I,_;. En ambos casos, es calcular el signo de la permutacién que manda a los buenos
al principio y los malos al final. En otras palabras, estdn determinados por la cantidad
de trasposiciones necesarias para efectuar tales ordenamientos. Pero miremos el siguiente
proceso: empezamos por el dltimo elemento de o y lo corremos hasta el final (si no estaba
allf). Al peniltimo, lo corremos hasta justo despues de oy, . Y seguimos asi con todos los de
o’ hasta llegar al primero. El nimero de trasposiciones en cada paso es justo el que determina
el correspondiente sgn m , porque los a; que tiene arriba quedaron pegados entre si, al
haber sacado antes los de o/ mayores que . Pero al final de todo mandamos prolijamente
a todo o’ hasta el final, por lo que la suma total da el sgn(«).

Observacion 12.2.9. La prueba anterior es un poco charlada, pero créanme que ustedes
lo preferirian asi, antes que tener que leer una cuenta explicita. Igual daremos una versién
guiada de esa cuenta en los ejercicios. Como aval de la prueba anterior, se verd alli que
la suma de los exponentes de la productoria de (12.18) da igual (y no sélo congruente) al
exponente de —1 en sgn(w), segun las Eq’s (12.3) y (12.14).

12.3 Un poco mas de complementos de Schur

Recordemos que, si A € M,,(C), k€1, y o, 8 € Qi satisfacen que Aa|5] es inversible, el
complemento de Schur A[a|f] en A es la matriz

A/lo)f] = A(alB) — A(c|f] - Ala|8] " - Ala|8) € M,_1(C)

indexada por o y 3. Llamemos C? = Gen {e;:j€B'}y CP = Gen{ey: k€ B}. Rep-
resentemos C* = CP & CP , poniendo que un vector C* 3> x = zg + 3. Andlogamente
Cr = C* @ C“ Observar que Ala|B] opera desde C” hacia C%, lo que denotaremos
Ala|B] : CP — C*. Por lo tanto Ala|3]~! : C* — CP. Los otros cachos de A operan en
forma coherente, por ejemplo Ale|g) : CP — C* y asf. Con estas notaciones, podemos
pensar que A/[a|f] : C¥ — C*.

Proposicién 12.3.1. Sea A € M,,(C) y supongamos que A[a|f] es inversible para ciertos
o, B3 € Qpn . Definamos

P(A,a,8) € M, (C)  dado por P(A,a,B) x =x5 — Ala|B]  Ala|B) x5
para x = xz + xg € C". Entonces, si abreviamos P(A, «,3) = P, se tiene que
1. P2=P.
2. ker P = Gen{e; : j € 3} = CP.

3. (AP)(«a|B) = A/]|f] y las demds coordenadas de AP son nulas.
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Demostracion. Observar que Px = Pxg y que —A[a|8] "t Aa|B) x5 € CP para todo = € C™.
Por ello es claro que P? = P y que ker P = C”, porque los sumandos que definen a P no
interfieren entre sf, por lo que nunca se anula en C# \ {0}.

De lo anterior, deducimos que si x = x5 € C?, entonces APz = 0. Esto dice que (AP)[a|f] y
(AP)(a|B] son matrices nulas, porque son las partes de AP que acttian en C? y van a lugares
que no interfieren entre si. Por lo tanto, para cualquier x € C”, se tiene que

APz = APzy = [A(alB) + AlalB)]p — [A(0]5] + Alald] ] Alal )" Ala]8) zs

= (Al018) - A(el8lAlolB Alalf) ) a5 = Aflo]B]zy € T
Esto muestra que (AP)[a|3) =0y que (AP)(«|B) = A/[c|B].
Corolario 12.3.2. Sean A € M, (C) y o, B € Qi tales que Aler|3] es inversible.
1. Para todo x5 € C% existe un x5 € C? tal que A/[o|flzg = A(zg + x5).
2. Sea Q € M,,(C) tal que
Q*=Q , kerQ=C’ y RA-Q) CC™. (12.19)
Entonces se tiene que Q = P(A, a, ().

Demostracion. Sea P = P(A,a, 3) la proyeccién de la Proposicién 12.3.1. Luego
Aflalflzy = APwg = Az — A(Afal8] ™ Ala]B) ap ) -

Luego basta tomar x5 = —A , A[a|8] 7' A[a|3) x5 . Si me dan ahora un Q que cumple (12.19),
entonces Q% = Q y ker Q = CP. Luego, como en el Ejercicio 3.9.19, se puede ver que

Qr =Qxp =x5 + Q[B,8)xs , paratodo x=uxz +ax3€C".
El hecho de que R(AQ) C C* indica que (AQ)[a|3) = 0. De lo anterior, uno deduce que
0= (4Q)[a[B) = Ala|B) + AleB]Q[3,8) = Ala|B]Q[B, ) = —A[alp) .
Como Alal|f] es inversible, tenemos que Q[3, ) = —Ala|B] 7t A[a|3), o sea que Q = P.
El siguiente teorema es un resultado anédlogo a la Proposicion 3.8.5.

Teorema 12.3.3. Sea A € M,,(C) y supongamos que Alc|f)] es inversible para ciertos a, 5 €
Q- Sean w,T € Qp.p , tales que w C o/ y 1 C 3. Entonces

1. (A/[e)|f])w|T] € Gl(r) siy sdlo si AloUw|BUT]) € Gl(k+7).
2. En este caso se cumple la siguiente igualdad de matrices:

(4/1018]) /lwlr] = A/lauwlBUT] . (12.20)
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Demostracion. El item 1 se deduce en forma inmediata de la Eq. (12.15). Por la Proposicién
12.3.1, tenemos tres proyectores: P(A, «, 3), P(A/[a|f],w,T) y P(A,aUw,BUT) tales que

A/lol] = A-P(A,a,) , A/laUw|8UT] = A-P(4,aUw,BUT) ¥

(4/1018]) /1wl) = A/lalB) - P(A/[a]8],w,7) = A P(A,0,8) - P(A/[alf],w,7) ,  (12.21)

salvo los ceros. Ahora bien, ker P(A,a, 3) = CP, mientras que A/[e|] opera sélo en C7'
por lo que, si pensamos a P(A/[a|f],w,T) € M, (C) con ceros fuera de /', se tiene que
ker P(A/[a|f], w, T) = CPYT. En particular, como C? C CPYT, se tiene que

P(A/[O‘|6]7W7T)(I - P(A70476)) =0 = P(A/[a|ﬁ],w,T)P(A,a7ﬁ) = P(A/[a|ﬂ],w,7)
y la matriz Q = P(A,a,3) - P(A/[a|8],w,T) € M, (C) cumple que
Q*=Q , kerQ=C" y R(A-Q)CClw) (12.22)

donde igualdad del medio es un ligero ejercicio, y la dltima inclusién surge de que, como dice
la Eq. (12.21), se tiene que (A/[oz|ﬁ])/[w|7] = AQ. Ahora, la Eq. (12.22) asegura, via el
Corolario 12.3.2, que @ = P(A,cUw,BUT), por lo que

(4/1018) /lelr] = AQ = A/favwlBUT].

Observacién 12.3.4. Otra forma de probar la férmula (12.20), con técnicas més parecidas a
las del resto de este Capitulo, seria calculando las coordenadas como determinantes por medio
de las ecuaciones (12.15) y (12.16). En efecto, sean i € (¢ Uw)" y j € (8U 1), llamemos
p={i} yv=4{j}y obsevemos que, en el lado izquierdo de (12.20) tenemos

T

o e Q400 U plr U]
wUp TUv det (A/[a|6])[w|7—]

((A/lalB)/wlr]), ;

J

= sgn

det Ala Uw U p|fUTUY]
= dond
c det Ala Uw|BU ] ’ onde

T 8

& ©Sgn 5y - sgn 307

€ =sgn —2— - sgn —— - sgn

wUp alUw © sgn

o _B8
aUwUp TUr pUTUY *

La misma entrada del lado derecho de (12.20) es igual a

sur det AlaUwUp|fUTUY|
puTUY det Ala Uw|BUT]

(A/[anWUT]). = sgn -2 goq

ij aUwUpn

Por lo tanto, ambas matrices tienen todas sus coordenadas iguales, salvo los signos. Para ver
que ellos coniciden, bastar{a verificar que, para todo i € (¢ Uw)" y todo j € (BUT),

e =sgn 055, ssn ﬁﬁffw , donde p={i} yv=1{j}. (12.23)

Esto sale usando la Eq. (12.14) y un sinntimero de cuentas que, con gran alegria, le dejamos
al lector interesado como ejercicio.
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12.4 Ejercicios

Ejercicios que aparecen en el texto

12.4.1. Completar los detalles de la prueba de la Eq. (12.3).

12.4.2. Dar una prueba numérica de la Eq. (12.18). Es decir: Dada o € Qg probar que
n—k

11 sgn W = sgn(a) . Se suguieren los siguientes pasos:

i=1 :

1. Para cada i € I,,_y, sea 7' € Qg k41, definido como en 12.2.5 para o y « U {a}}.
Recordemos que en la Eq. (12.14) se vi6 que sgn ;5% = sen(y?) = (—1)“71—7]‘(’?” ;
donde 7* € Sy4+1 manda o/ al final de aU{a/}. El tema es ver en qué lugar de entre las
entradas de a que ubicado el o . Pongamos, por conveniencia, que ag = 0y a1 = 00.
En tal caso, mostrar que

kE+2)(k+1
tr 71:%—3', cuando se tiene que a;_1 < o) < aj .

2. Deducir que sgnﬁa;} =sgn(y’) = (-1 siajo1 <al <aj .
3. Contemos cuantos hay de cada tipo: probar que
i€l k:ai<at=a1—-1, [{ielhr:ar<a}=n—ap ¥y
|{Z el,_k: a1 < Oz; < Oéj}| = — 01 — 1 cuando 2 < 7 < k.

4. Ahora si, calcular el exponente de la productoria:

n—=k &
i k(k+1) .
;(tr’}/ _T) = j;(k_']+l)(aj_aj_1_1)+0'(n—04k)
k k
= Do (k*jJrl):traf@'
Jj=1 j=1

5. Usando la Eq. (12.3), concluir la prueba de la férmula (12.18).

12.4.3. Dar una prueba de la férmula (12.20) basandose en el camino delineado en la Ob-
servacién 12.3.4. En otras palabras, probar la Eq. (12.23). Se sugieren dos caminos. El
primero es encontrar permutaciones que tengan esos signos y que hagan lo mismo, como en la
prueba del Lema 12.2.8. El segundo es contar todo a lo bestia, y mostrar que son congruentes
modulo 2. En ambos casos, se puede reducir el trabajo a probar dos identidades mas cortas
y similares, a saber: Dados o € Qg , w € Q. ¥ = {i}, todos disjuntos,

o w o alJw

- sgn - sgn = sgn ————
aUw 8 wUp & aUwUp & aUwUp’

sgn

y lo mismo para (3, 7 y v. Por ejemplo, se puede mandar w U p al final, después mandar a p
al dltimo lugar, y después volver a mezclar a w con a.
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Ejercicios nuevos
Notacién: Sea A € M,, ,(C) tal que m > n y rk(4) =n.

1. Dado I C 1, con |I| = r y dado b € C™, denotaremos por by al vector de C" que se
obtiene dejando sélo las coordenadas de b que pertenecen a I.

2. J(A) :={I C1L, :|I| =ny det A[I] # 0}. Observar que rk(A) =n = J(A) # .

12.4.4 (Ben Tal - Teboulle). Dada A € M,,, ,(C) tal que m > ny rk(A) =n, seac € C" la
solucion del problema de cuadrados minimos

min ||[Az — b||* para un b € C™ fijo .
zeCn

Si para cada I € J(A) denotamos ¢; = A[I]~'b; , probar que c pertenece a la cipsula convexa
de los ¢y . Se suguiere probar que c es la tnica solucién de la denomina ecuacién normal

A* Az = A*b.

Luego, usar la regla de Cramer y la férmula de Cauchy-Binet.



Capitulo 13

Matrices totalmente positivas

Este capitulo estd basado en un trabajo de T. Ando [20], aparecido en 1987, y estd escrito
utilizando como punto de partida un trabajo de A. Iglesias. Las herramientas fundamentales
para las demostraciones son los intrincados resultados del Capitulo anterior.

13.1 Definiciones y criterios de positividad total

En esta seccion introducimos las nociones de regularidad de signo y positividad total.

Definicién 13.1.1. 1. Llamaremos sucesion de signatura a una sucesion
e=(ei)ien € {~1,1} | es decir, tal que & =+1 paratodo i€ N.
2. Dado A € R con |A| = 1, notaremos Ae a la sucesién de signatura Ae = (Ae;)ien -

3. Si 7 es otra sucesién de signatura, llamaremos 7e = (7; &;)ien -

Definicién 13.1.2. Sean A € M,, ,,(R) y £ una sucesién de signatura. Sea r = min{n, m}.

1. Decimos que A es de signo regular con signatura €, y abreviaremos diciendo que A es
e-RS si, en la base canénica &, = {Vk! e} : a € Qyn}de APH,, , se tiene que

ern-A*A>0 paratodo kel,, (13.1)
La regularidad de signo de A es equivalente a la condicién
ep-ag, Nag, N---Nag, >0, para [B€Qrm kel , (13.2)
o, por la Eq. (7.19), en forma de determinantes,

epdet Alw|8] >0 para o€ Qin, BEQrm kel (13.3)
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2. A se dice estrictamente de signo regular con signatura € (A es e-ERS) si, en la Eq. (13.1)
(0, equivalentemente, en la Eq. (13.2) o la Eq. (13.3)), reemplazamos > por >.

3. Decimos que A es totalmente positiva (y abreviaremos TP) si es e-RS respecto de la
sucesion € = 1, es decir, si

AFA>0, kel,, (13.4)
0 equivalentemente si
ag, Nag, N---Nag, =20, para [e€Qrm kel , (13.5)
es decir, si
det Alo|3] >0 para «a€Qrn, BEQrm kel . (13.6)

4. A se dice estrictamente totalmente positiva (ETP) si > es reemplazado por > en las
ecuaciones (13.4), (13.5) o (13.6).

Para testear la regularidad de signo de A se requiere chequear los signos de un nimero muy
grande de determinantes. Pero si el rango de A es conocido, en particular si A es inversible,
el niimero necesario de determinantes a chequear puede ser considerablemente reducido. La
prueba de este resultado, que es bastante complicada, se posterga a un Apéndice al final
del Capitulo. Esto se debe a que su aplicacién es clave en el desarrollo de la teoria y la
construccién de ejemplos, pero estas aplicaciones son de un grado mucho menor de dificultad.
Una ves apreciado el efecto devastador del siguiente Teorema, es probable que el lector afronte
con mayor entusiasmo la dificil lectura de su demostracion.

Definicién 13.1.3. Sean €N, k€l, y a € Qi . La dispersién de « es el ntimero
dlo)=ar —a; — (k—1) = Z aip1 —a; — 1,
i€ lp—_1

con la convencién de que d(«) = 0 para los a € Q1. Observar que d(a) =0 siy sélo si las
entradas de a son consecutivas, i.e. ;41 = a; + 1 para todo ¢ € I_; .

Teorema 13.1.4. Sea A € M, ,,(R) con tk A = r, y sea ¢ una sucesién de signatura.

1. Para que A sea e-RS, es suficiente que las Eqs. (13.2) o (13.3) se verifiquen en los casos
en que d(8) <m —r.

2. En particular, si las Egs. (13.5) o (13.6) son vélidas en esos casos, A es TP.

Ahora pasemos a los criterios para la regularidad de signo estricta. El nimero de determi-
nantes se reduce aun més. La prueba de este criterio también se dard en el Apéndice.

Teorema 13.1.5. Sean A € M,, ,,(R) y € una sucesién de signatura.

1. Para que A sea e-ERS es suficiente que, para todo k € Iimn,m)

epdet Al|8] >0 para « € Qpn, B€ Qrm talesque d(a)=d(B)=0.
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2. En particular A es ETP si
det A[a|8] >0 para o € Qrn, BE€ Qrm talesque d(a)=4d(8)=0.

Ejemplo 13.1.6 (Vandermonde). Sea t = (t1,...,t,) € R™. Se llama matriz de Vander-
monde de t a V(t) € M,(R) dada por V(t);; =" O sea que

1oty ... 7t
1ty ... ty !
vity=1 . . ) . Esconocido que  detV(¢) = H(tj —t;) . (13.7)
o : i<
1ty ... tnt

La prueba es un ejercicio tradicional de induccién (ver Ejercicio 7.5.12). Supongamos que
0<t; <---<tp,. Entonces V(t) es ETP.

En efecto, observar en principio que V (t) € Gl(n). Luego, para probar que V (t) es ETP, el
Teorema 13.1.5 nos dice que basta ver que det V(¢)[a| 8] > 0 para los pares ¢, § € Qin ,
tales que d(a) = d(8) =0. Si = (r+1,r+2,...,r+ k) y llamamos t, = (ta,,---,tay)s
entonces se ve facilmente que

det V(t)[a| 8] = Ht’ - det V(ty) >

El argumento clave es que, gracias a que d(3) = 0, la submatriz V (¢)[a | 5] tiene en sus filas,
potencias consecutivas de los ¢, , por lo que, dividiendo a cada fila por V'(t)[ | B];1 = t7,, , se
obtiene la matriz V (t,) que es tambien una matriz de Vandermonde de una k-upla ordenada.
La positividad del determinante en este caso se deduce de la férmula (13.7). Observar que la
ETPcidad se mantendria si uno inventara matrices de Vandermonde rectangulares (donde no
coincidan necesariamente el niimero de potencias y de numeros ¢;) pero siempre pidiendo que
el vector t tenga entradas estrictamente crecientes.

Corolario 13.1.7. Una matriz A € Gl(n) triangular inferior es TP sidet Ala|1,2,...,k] >0
para cada k € I, y cada o € Qy; 1, -

Demostracion. Sea A triangular inferior. Como el tk A = n, de acuerdo al Teorema 13.1.4,
basta mostrar que detA[a|8] > 0, para «, 8 € Qg.n, con d(8) = 0. Si ay < (1, entonces
det A[a|f] = 0 por ser A triangular inferior. Si ag > (1, sea 7 = {1,2,...,8; — 1}. Por ser
A triangular inferior, es claro que A[r|G] = 0. Entonces, por hipdtesis,

0 < detAlaUT|1,2,...,0;] =det AlaUT|SUT]
B1—1
= det Alr]det A[a|f] = H a;; det Aol

i=1
-
Aplicando la hipétesis a los conjuntos a = I, se obtiene que [] a;; > 0 para todo r € I,,.
i=1

Pero como det A = [ a;; # 0, se sigue que detA[a|8] >0

i=1
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La prueba del Teorema 13.1.5, combinada con el Corolario 13.1.7, genera el siguiente criterio
alternativo:

Corolario 13.1.8. Sea A € M, (R) triangular inferior. Entonces es TP si se verifica que
det Ala|1,2,...,k] > 0 para cada k € 1,, y cada o € Qp, p, , con d(a) = 0.

Demostracion. Ejercicio (hace falta ver la prueba del Teorema 13.1.5).

Definicién 13.1.9. Una matriz A € M,,(C) es llamada una matriz de Jacobi (o tridiagonal)
si a;; = 0 siempre que i — j| > L.

Teorema 13.1.10. Sea A € M,,(R) una matriz de Jacobi. Supongamos que

1. A>0.

2. Para todo k €1, y @ € Qg tal que d(a) = 0, se tiene que det A[a] > 0.

Entonces A es TP y, para cualquier t = (t1,ta,...,t,) € Ri",

det (A +diag(t) ) > det A+ [t - (13.8)

i=1

Demostracion. Por induccién en n. La afirmacién es trivial para n = 1. Supongmos que el
Teorema es vélido para n — 1 en lugar de n. Consideremos primero el caso en que det A > 0.
Por el Teorema 13.1.4, tenemos que chequear

det Ala|8] >0 para  «o,0€ Q, con d(B)=0.

Para k = n, esto es la hipétesis. Para k < n — 1, usaremos la hipdtesis inductiva, que asegura
que las matrices A(1) y A(n) son TP. Supongamos que 1 ¢ 8. Si 1 ¢ «, entonces A[a|f]
es submatriz de A(1) y det A[o|8] > 0. Si 1 € «, entonces la primera fila de A[a|B] es
(a1,3,,0,...,0). Luego

det Alor|B] = a1, det A[{oa, ..., ar}[{B2,...,Bk}] =0,

porque la tltima matriz también vive dentro de A(1). El andlisis es similar si 1 € 3, porque
en tal caso, como d() = 0, debe verificarse que n ¢ 3, y puede usarse que A(n) es TP. Por
lo anterior, deducimos que A es TP en este caso (i.e., det A > 0).

Supongamos ahora que aj; > 0 (es facil ver que este caso es suficiente). Veamos que, en tal
caso, A/{1} cumple las hipétesis del Teorema. En efecto, es facil ver que A/{1} difiere de
A(1) sélo en la entrada 2,2 (es decir la 1,1 si la numerdramos de corrido). Por lo tanto, dado
aC{2,...,n} con d(a) =0, si 2 ¢ o entonces det (A/{1}[a]) = det (A(1)[a]) > 0. Si 2 € a,
por la Eq. (12.15) se tiene que

_det A[L,2,..., k]

ail

det (A/{1}[a]) = det (A/{1}[2,3,...,k)) >0.
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La hip6tesis inductiva nos asegura que A/{1} es TP y
det (A/{l} + diag(ta, . . . ,tn)> > det A/{1} + Hti :
i=2

Por lo tanto, por el Teorema 12.1.4 y el hecho de que A >0, se tiene que

det (A + diag(t) ) = (a1 + 1) det ((A + diag(t) )/{1} )

= (a11 +t1) det (A/{1}+diag(t2+ diafa1 - 412021 ,...,tn))
aii a1+t

audetA/{l}—i—Hm :detA-FHtl .

=1 i=1

v

Resta ver que A es TP. Para ello basta observar que, para todo € > 0, la matriz A + eI
tiene det(A +el) > &™ > 0 y cumple las hipdtesis del Teorema (para ambas cosas se usa la
férmula (13.8), que fue probada para A, y vale para los los Ala] con d(«) = 0 por la hipétesis
inductiva). Luego A+l es TP por el argumento del principio. Como estas matrices convergen
a A, ella también debe ser TP.

Corolario 13.1.11. Sea A € My(R) de Jacobi y TP. Entonces, dado t € R, se tiene que
A + diag (t) es también TP.

Demostracion. Se sigue del Teorema 13.1.10, aplicado a las submatrices principales, que
A + diag (t) es una matriz de Jacobi positiva con menores principales no negativos.

Corolario 13.1.12. Sea A € M, (R) de Jacobi tal que A>0. Entonces exite £ € R tal que
E1+ A es TP.

Demostracion. Ejercicio.
Concluimos esta secciéon con un teorema de aproximacién de una matriz TP con otras ETPs.

Teorema 13.1.13. Toda matriz e-RS puede ser aprorimadada arbitrariamente cerca por
matrices e-ERS con la misma signatura. En particular, toda matriz TP puede ser aprozimada
arbitrariamente cerca por matrices estrictamente TPs.

Demostracion. Sea A € M, ,, una matriz e-RS. Podemos asumir que n = m, considerando
[A,0] o [§] si es necesario. Como veremos en la Seccién 8, existe una sucesién {G,} de

matrices n-cuadradas ETPs tales que G, —— I,,. Ahora procedamos por induccién hacia
p—oo

atrés en k = rk A. Notemos que la Eq. (7.17) implica
g A(GpAG,) >0 si i<tkA y A(GpAG,)=0 si i> 1kA. (13.9)

Esto se deduce de que, dadas matrices X,Y,Z € M, (R) tales que X > 0, Z > 0 pero
0 # Y >0, entonces XYZ > 0. Cuando rk A = n, la afirmacién se sigue inmediatamente
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de la Eq. (13.9). Asumamos que la afirmacién es cierta para todas las matrices regulares de
signo de rango k+1. Sitk A = k, tomemos un p para el que B := G, AG,, esta suficientemente
cerca de A. De acuerdo a las ecuaciones (13.9) y (7.19), B tiene la propiedad

gidet Bla|f] >0 para «o,8€Q;n 1€ (13.10)

Sea,

5— min min{|detB[a|ﬁ]| :0‘75€Qi,n}

- , donde detB[@]=1.
1<i<k max{ |det Blw|T]| : w, T € Qi—1,n }

Fijemos 0 < ¢t < 0 y consideremos la matriz C = B + tegep+1E11. Dados a, § € Qpp,
desarrollando por la primera columna, se tiene que

det Co| 8] = det Bla|B] + tegerr1 det Bla\ {1}B\{1}] si leang,

y  detCla|f] = det Bla|8]  en otro caso .

Para ver que C' es e-RS se consideran tres casos: submatrices de tamafios r < k (ahi se usa
que t < § y el sumando extra no puede cambiar signos), r > k + 1 (ahi da todo cero porque
rkB =1kA = k) o r = k+ 1. Por ejemplo, tomando o, 8 € Qp41, tales que 1 € aN G, se ve
que ex+1 det Cla|f] > 0, porque det Bla|3] = 0 pero e det Bla\ {1}]|8\ {1}] > 0, por la Eq.
(13.10). En particular, esto muestra que rk C' = k + 1. Para ¢ chicos, C estd suficientemente
cerca de B, y por lo tanto de A. Ahora, por hipdtesis inductiva C' puede ser aproximada
arbitrariamente cerca por matrices estrictamente regulares de signo con signatura €. Esto
completa la induccion.

13.2 Permanencia de la positividad total

Esta seccion estd dedicada a métodos candénicos de produccién de matrices TP nuevas a partir
de otras dadas. Es claro que si A es de e-RS, también lo es su adjunta A* = AT,

Teorema 13.2.1. Si A € M,, ,,(R) ese€4-RS y B € M, ;(R) es eg-RS, entonces:

1. El producto AB es e-RS, cone =¢c4 -€p.
2. En este caso, AB se convierte en e-ERS si

(a) A eses-ERS yrkB =1, o si
(b) tkA=n y B es eg-ERS.

3. Si Ay B son ETP, tambien lo es AB.

Demostracion. Los ftems 1 y 3 son consecuencia inmediata de las ecuaciones (7.17) o (12.1)
(Cauchy-Binnet). El item 2 se deduce de los siguientes hechos:

* SiC >0y D=0 no tiene columnas nulas (y se puede multiplicar), entonces CD > 0.
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* Sirk B =1, las columnas de B son LI. Luego para todo k <y todo § € Qx,, se tiene
que rk B[—|f] = k, por lo que debe existir un o € Qy, ,,, tal que det A[a|F] # 0.

La suma de dos matrices TPs no es en general TP. Por lo tanto, es poco comin que una
matriz A € M,,(R) genere un semigrupo TP de un pardmetro. Esto significaria que e* sea
TP para todo t > 0. La excepcién la dan las matrices de Jacobi TP:

Teorema 13.2.2. Sea A € M, (R). Son equivalentes:

1. et4 es TP para todo t > 0.

2. A=¢&I+ B para algin £ € R y una matriz B € M, (R) que es de Jacobi y TP.

Demostracion. Supongamos primero que A es de la forma mencionada. Entonces, como

tB\"
eld = ftetB — eft lim <I + ) ,
p

p—o0

por la Eq. (9.41), la positividad total de e*4 resulta del Teorema 13.2.1, ya que B es una
matriz de Jacobi y es TP, asi que I + %B sigue siendo TP por el Corolario 13.1.11.

Supongamos reciprocamente que ¢4 es TP para todo t > 0. Por el Corolario 13.1.12, basta
mostrar que A es una matriz real de Jacobi con elementos no negativos fuera de la diagonal.

Usando el desarrollo en serie et4 = > tkk‘?k , es facil ver que
keN
tA tA
Looet =T . . I+tA—e
A= }111(1] o equivalentemente que }111(1) — = 0. (13.11)

Como e'4 >0, esto muestra que todas las entradas no diagonales de A son no negativas.
Veamos que a;; = 0 si |[i — j| > 1. Por ejemplo, si i+ 1 < j, entonces

det(etA[i,iJrl\iJrl,j])ZO paratodo t>0,

lo que, via la Eq. (13.11), implica que

. 1 - . . :
0< 2111’% det [’L, 1+ 1|’L + 1,]] = }H% {tai,iﬂai“,j - (1 + tai+17i+1)aij} = —Q;j -

El caso j + 1 < i es andlogo. Luego A es de Jacobi y pI + A >0 para algin p € R. Para
encontrar una B que sea TP, basta usar el Corolario 13.1.12.

Teorema 13.2.3. Sea A € M,, ,,(R) e-RS. Sean o € Qin Y B € Qi,m - Entonces,

1. Ala|f] es e-RS.

2. Sin=m, dla) =0y A(a) € Gl(n — k), entonces A/a/ es e,-RS, donde la sucesion de
5ignos € = (En—k En—k+i)iel, -



250 Matrices totalmente positivas

3. Sin =my A es inversible, entonces A% = J,A"1J, ese;-RS, donde e; = (€nen_i)ien ,
con la convencion de que €; =1 si j < 0.

4. En particular, si A es TP, también lo serdn Ala|B], A/’ y J, A7 T, .

Ademds, los mismos resultados valen reemplazando “regular de signo” por “estrictamente
reqular de signo” (o TP por ETP) en todos los casos.

Demostracion. Fijemos w, 7 € Qpr talesque 7 C 3, w C a.

1. Es trivial, ya que

epdet Ala|f)[w|T] = epdet Ajw|T] >0  (resp. > 0)

2. Supongamos ahora que 7 C . Se sigue de la la Eq. (12.15) que

o <on o det Alo Uwl|a/ U 7]
o Uw B wur det A[o]

det (A/a’)[w|r] = sgn

Notar que det Aja’ Uw|a/ U 7] tiene signo €,_x4p y detA(a) tiene signo €,_j. Pero
como d(a) = 0, se ve facilmente que sgn(a//a’ Uw) = sgn(a//a’ UT) (ambos dependen
sélo de cuantos elementos de o' estén después del bloque «).

3. Observar que €, det A > 0y, por la Eq. (12.11), tenemos que

_ det A(B|a)

1 —

det (J,A7"J,) [a]8] = dotA
donde &, det A(B|a) = e,k det A[F’'|a’] > 0 (resp > 0).

Las ultimas afirmaciones se deducen de lo anterior.

En lo que sigue, se usard varias veces el Corolario 12.2.6, cuya férmula repasaremos para
comodidad del lector: Sea A € M, (R) y sea r € I, tal que A4,, # 0. Entonces, para todo
a € Qi tal que 7 ¢ «, se tiene que

(A/[rDla) = A[{r}ual/[r] . (13.12)

Proposicién 13.2.4 (Pinching). Sea B € M,,(R) una matriz TP. Entonces

det B < det B[lx|det B(Ix) para todo k €l,—q . (13.13)

Demostracion. Probaremos la Eq. (13.13) por induccién en m. Para m = 2, tenemos que

bi2>0 y by >0 = detB =bi1baa — b1aba1 < b11baa .
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Asumamos que la afirmacion es cierta para todos los casos de orden menor que m. Asumamos
que k > 1y que by; > 0. Por la Eq. (12.5) se tiene que

det B[l;] det B(Iy) = by1 det B[I;]/{1} det B(Iy) = by1 det B/{1}[2,...,k] det B(Iy) ,
donde la dltima igualdad se deduce de la Eq. (13.12), que decia que
B/{1}[a] = B[{1} Ua]/{1} para todo « tal que 1 ¢ «

Como la matriz B[1, k+1,k+2, ..., m] es de orden menor que m y es TP, la hip6tesis inductiva
nos asegura que

biydet B(I,) > detB[l,k+1,k+2,...,m]
budetB[l,szrl,kJrQ,m]/{l}
b11 det B/{l}(ﬂk) s

Usando nuevamente la hipdtesis inductiva en la matriz B/{1} que es de orden m —1, y es TP
por el Teorema 13.2.3, obtenemos

det B[I] det B(I,) = by, det (B/{1}[2,...,k]) det B(I)
> by det (B/{l}[?,...,k]) det B/{1}(I)
> by det (B/{1}[2,...,m]) — by det B/{1} = det B .

Si k = 1, asumiendo ahora que b,,,, > 0, tenemos que

det B = by, det(B/{m}) < by det(B/{m}[1]) det(B/{m}[2,...,m —1])

Ahora, det(B/{m}[1]) = b1 — blbmbml < by1 por ser B>0. Ademds, por la Eq. (13.12),
tenemos que B/{m}[2,...,m — 1] sz[2, ...ym]/{m} = B(1)/{m} . Asi,

det B < b11bmm det B(1)/{m} = by; det B(1) = det B[1] det B(1) .

Los casos en que b11 = 0 0 by, = 0 se pueden anlizar a mano (mostrando que en tal caso
det B = 0 por tener una fila o columna nula) o bien cambiando b1y por by + % (con lo que B
sigue siendo TP) y tomando limite.

Corolario 13.2.5. Si A € Gl(n) es TP, entonces
det Ala] >0  para cade k€l, ycada o€ Qpp . (13.14)
En particular, en este caso siempre existen los complementos de Schur A/[a].

Demostracion. Por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Asumamos que la afirmacién
vale para n—1. Por la Proposicién 13.2.4, tenemos que 0 < det A < ay; det A(1). Luego A(1)
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es TP e inversible y a1; > 0. Si a3 > 1, entonces a C I, \ {1} y la desigualdad det A[a] > 0
se sigue de la hip6tesis inductiva aplicada a A(1). Si ag =1, la Eq. (13.12) aplicada a a/\ {1}
con r = 1, muestra que

det Ala] = a11 det A[a]/{1} = a11det A/{1}[a\ {1}] .

Entonces la desigualdad detA[a] > 0 se deduce de la hipétesis inductiva aplicada a A/{1},
que es inversible por el Teorema 12.1.4 y es TP por el Teorema 13.2.3.

13.3 Factorizaciones LU y UL

Una factorizacién A = BC' es llamada una LU-factorizacion (resp, U L-factorizacién) si B
(resp. C) es triangular inferior y C' (resp. B) es triangular superior.

Teorema 13.3.1. Sea A € M, ,,(R) TP con n > m. Entonces A admite una LU -factoriza-
cion A = Ap Ay y una UL-factorizacion A = AL Ay, donde las matrices triangulares Ay, €
M, [R), Ay € M,,(R) y Ay, A € My, i (R) son todas TPs.

Para demostrar el Teorema necesitamos dos largos Lemas técnicos: Para ellos necesitaremos
una notacién nueva: Dados 21 ,..., &, € R", denotaremos por X = [z1,..., ] € Mum(R)
a la matriz cuyas columnas estan dadas por C;(X) = z;, para todo i € I, .

Lema 13.3.2. Sea A = (asj)ijer, = [a1,...,a,] € My(R) una matriz TP. Si a1 # 0,
entonces también es TP la matriz B = [by,...,b,] € M,(R) definida por
a4

bi=a; si i€l y b =a;— ap, st 1€l \Ig.

aik

Demostracion. Por el Teorema 13.1.13 podemos asumir que detA > 0. Como obviamente
det A = det B, de acuerdo al Teorema 13.1.4 basta mostrar que

bi Abip1 A---Ab; =20 para 1<i<j<n, (13.15)
i.e., la positividad para los « tales que d(a) = 0. Sij <k oi <k <j, entonces
bi Abipi A ANbj=a; Naga A Naj ,
y la Eq. (13.15) es vélida porque A es TP. Si k < i, consideremos la matriz
C=lag,ak41,---,0n,0,...,0 € M,(R),

que es TP, por serlo A. Se ve facilmente de la definicién de C'/{1} que

0
M= [bk—i-l»bk—‘rQa"'vbnaOv"'?O] = |: C/{l} :| GMn,n—l(R) :
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En efecto, observar que todas las primeras coordenadas de los b; (j € I, \ I ) son nulas, por
lo que la primera fila va bien. Si j € I,,_; e ¢ € I,,_1, entonces

Ci+1,1C1,541 a1, k+j
(C/{1});; = civr, 41 — ———F— o T = i, kg o k] i1, k= (bktj) iy = Mit1,j -

)

En los demds casos, debe ser (C/{1});; = 0 (y la otra también). Ahora la ecuacién (13.15) se
deduce de la positividad total de C/{1} y de M, garantizada por el Teorema 13.2.3

Lema 13.3.3. Sea A € M, (R) una matriz TP. Entonces existen C' y S € M,(R), ambas
TP, tales que C[1,1) =0 (i.e., F1(C) =c11e1), S es triangular superior y A = CS.

Demostracion. Para cada j € 1,,_1 , consederemos la matriz

I; 0
— — Jj—1
7}.——[61,62,...,€j_1,0,€j,8j+1,...,en_l}—— 0

e M, (R),
N ()

donde N,,_j11 € M, _;11(R) es el bloque de Jordan con los unos arriba (Jacobi nos robé
la J). Observar que Ty = N, el bloque de Jordan tutti. Cada T es una matriz de Jacobi
positiva y triangular superior. Luego las T; son TP por el Teorema 13.1.10.

Estas matrices nos permitirdan “correr” hacia la izquierda las columnas no nulas de A. Si

a1 =az=...=ag_1 = 0 pero ax # 0, entonces
k—1
A = [ag, Grs1y -y a0, 0,...,0] T7 7,
y la matriz 41 = [ak, ak+1,---,0n,0,...,0] es TP. Si seguimos sin columnas nulas hasta a4,

Y Qk+p+r €S la primera columna no nula de las que quedan, como antes obtenemos que
[@htpt1y -y 05ee 0] = [@hipiry - vy @n,y0,..., 0] T7 !
o, mirando como dan las cuentas,
Ay = [ak, ., Qkgp, Qhgptrs - An, 0,..., 0] T;J:Ql .

Es decir,
r—1 mk—1
A= ak, . Qhtpy Uptrs - -+ Oy 0, O Tl T

Observar que todo queda TP, y T;:Ql Tf_l es triangular superior. Aplicando entonces este
procedimiento finitas veces, obtenemos que A = BT, donde T triangular superior y TP y
B = [b1,bs,...,b,] es una matriz TP tal que b, = 0 implica que b; = 0, para j > i. Si
BJ[1]1) # 0, tomemos el mayor ¢ para el cual by; # 0. Afirmamos que by ;_1 # 0. En efecto, si
b1,,—1 =0, para todo j € I, , tendriamos

det B[1, j|i — 1,4] = b1i—1bji — bribji—1 = —b1;bji—1 >0,

lo que implicarfa que todos los bj;—1 = 0, o sea b;_; = 0, lo que contradice que b; # 0.
Entonces B admite una factorizacion B = DU, , donde

b
D := [blv“'abi—lvbi*b 1, bi—1,bi11,.-,bn] ¥
1,0—1
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€i—1+ €, €it1,. .- 6n] .

Notemos que ahora Dy; = 0. Por otro lado, U; es una matriz de Jacobi positiva, triangular
superior, y por lo tanto TP por el Teorema 13.1.10. La positividad total de D se sigue del
Lema 13.3.2, porque, como by ; = 0 si j > ¢, entonces

bl,j

1,i—1

bjzbj— bi—1, para j=4i+1,i14+2,...,n.

Repitiendo este procedimiento, llegamos a una factorizaciéin B = CU,Up_; ---U;, donde
cada U; es triangular superior y TP mientras que C' es una matriz TP tal que C[1]|1) = 0,
como se buscaba. Ahora basta tomar S = U,Up_1---UiT que es como se pedia.

Demostracién del Teorema 13.3.1: Considerando la matriz [A,0] € M, (R), podemos
confinar la prueba al caso n = m. Ademas, usando conversiones, basta tratar sélo la factor-
izacién LU. Cuando n = 1, es trivial. Asumamos que la afirmacién es cierta para n — 1 en
lugar de n. Para conseguir hacer el paso inductivo, alcanzaria con probar que existen R, F'y
S € M, (R), todas TP, con S es triangular superior, R es triangular inferior y

_ | fu 0 . _
F= { 0 F(1) | tales que A= RFS,
porque en tal caso se factoriza F(1) por hipétesis inductiva, y se agrandan las matrices
triangulares (y TP) de M,,_;(R) obtenidas, poniéndoles (fi1)'/? en el lugar 1,1. Recordar
que producto de triangulares es triangular, y lo mismo con TPs (por el Teorema 13.2.1).

Pero por el Lema 13.3.3, existen S como antes y C' € M, (R) tal que C es TP, C[1]1) =0
y A =CS. Y por el mismo Lema, existen R como arriba y F' € M, (R) tal que F es TP,
F([1] =0y CT = FTRT. Observar que multiplicar por una triangular superior a derecha,
solo cambia a la primera columna multiplicindola por un escalar, asi que F' hereda lo bueno
que tenfa C' (ceros en la primera fila) pero gana ceros en la primera columna, quedando como
queriamos.

Corolario 13.3.4. Toda A € Gl(n) triangular superior (inferior) y TP es producto de un
cierto numero de matrices de Jacobi triangulares superiores (inferiores) y TPs.

Demostracién. Por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Asumamos que la afirmacién
es cierta para n — 1, y sea A € Gl(n) triangular superior (inferior) y TP. Por el Lema 13.3.3
(v su prueba), tenemos una factorizacion A = DS con S un producto de matrices de Jacobi
triangulares superiores, todas ellas TP, y D también TP, con D[1,1) = 0. Pero como A es
triangular superior, también se da que D(1,1] = 0. Luego

b= [ dél D(()l) ]

y D(1) € Gl(n — 1) es totalmente positva y triangular superior. Por hipétesis inductiva
tenemos D(1) = W Wy - - - W para algunas matrices de Jacobi TPs y triangulares superiores
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W, eGl(n—1),iel,. Sean

1/2
szldbl Vg/‘| , 1€l .

Entonces A = W W5 - W,S es una factorizacién como la buscada.

Definicién 13.3.5. Ademds de la relacién de orden usual A > B entre matrices en M, (R),

t
introduzcamos una més fuerte: Diremos que A > B si A*A>AFB para todo k € N. En otras
palabras, si

det A[a|(] > det Blar|f] paratodo ke€l, y a,8€ Qin - (13.16)

t
En esta notacién, A > 0 significa que A es TP.

t t
Observacién 13.3.6. Es claro que la relacién A > B implica que Ala|8] > Bla|f] para

t
cualquier par a, 8 € Qy,p, , pero no que A — B >0, como puede verse con las matrices
2 1 1 0
=[]y et
t ot t t
Tampoco A > B >0 implica que A/{1} > B/{1} o que J,B~J,, > J, A" 1J,.
Teorema 13.3.7. Si A€ M,(R) es TP, ya =1 o a ={k,k+1,...,n}, entonces, si A(x)

es inversible, se cumple que
t
Ala) = A/d . (13.17)

Demostracion. Prueba para el caso o = I Fijemos w,7 € @, tales que w Cay 7 C a.
Deberfamos probar que det (A[a]) [w|r] > det A/a/[w|7]. Observar que la Eq. (12.15) nos dice
que
Al Uwl|a' U 7]

det A(a) ’

porque los dos signos que intervienen en la Eq. (12.15) son iguales en este caso, por ser o
quien es. Por lo tanto, bastaria probar que

det A/a’ [w|T] =

det AjwU /|7 U] < det (Afo]) [w]r] - det A(a) = det Alw|7] - det A(c) .

Consideremos Alw U /|7 Ua’] € My —k41(R) con su numeracién de corrido en I,,_x1; . Como
w,T C a =1}, entonces

Alw|r] = Al Uw|d' UT] [1,...,]] v A(a)=Ald Uwld UT][l+1,....n—k+1],
y el resultado se deduce de la Proposicién 13.2.4.

Las factorizaciones LU y UL en el Teorema 13.3.1 dan lugar a otras desigualdades.
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Teorema 13.3.8. Si A € M,(R) es TP, y a = I o a = L, \ I, entonces, si A(c) es
inversible,

¢
Ala] — A/a’ 20 (13.18)
Demostracion. Prueba para el caso o« =1, \Ix ={k+ 1,k +2,...,n}: Sea A = AL Ay una
factorizacién LU con Ay y Ay TP, garantizada por el Teorema 13.3.1. Entonces, por las
propiedades de Ay, y Ay, se tiene que A(a) = Ap(a)Ay(a) (por lo que ambas submatrices
son inversibles), A(ala] = Ap(a)Avu(ala] y Alala) = Apaja)Ay(a). Por lo tanto,
Ala) — AJd = Alaja)A(a) " A(ala]
= Aplala)Ay(a)(Ar(e)Au(a)) " AL (a)Au(ala]
= Arlala)Av(alal.

Como Ap[aja) y Ay(ala] son TPs, también lo es su producto Ar[aja)Ay(ala]. La prueba
para el caso a = I, se hace usando una factoriacién U L.

13.4 Matrices oscilatorias

Una matriz A € M, (R) se dice oscilatoria (abreviaremos OSC) si es TP y una cierta potencia
AP es ETP. Las OSC juegan el rol de las primitivas en el Capitulo 11. En esta seccién
presentaremos un criterio simple para que una matriz TP sea OSC. Observemos que una
matriz OSC es inversible, y su adjunta es también OSC. por lo tanto, por el Corolario 13.2.5,
si A e M, (R) es OSC, entonces se tiene que det A[a] > 0 para todo @ € Qg -

Teorema 13.4.1. Sea A € M,,(R) una matriz OSC. Entonces

1. A% = J, A" J, es OSC.

2. Ala] y A/a’ son OSC’s para cada o € Q. tal que d(a) = 0.
Demostracion. Supongamos que A es TP y AP es ETP.

1. El Teorema 13.2.3 asegura que J,A~1J, es TP y que (J,A71J,)P = J,(AP)"1J, es
ETP. Asi, J,A"1J, es OSC.

2. Probemos primero que A[a] es OSC para el caso a = I,_1. Sea B = A[l,—1] = A(n).

Tomemos 3,7 € Qg n—1,y sean = FU{n} y v =7U{n}. Por la férmula de Cauchy-
Binnet (12.1), el hecho de que det AP[u|v] > 0 implica que existe una sucesién

P
(w(i))f:o en Qki1,n tal que W’ =, W =y oY HdetA[w(iil)‘w(i)] >0
i=1

Llamemos &) Qk.n—1 ala k-upla obtenida eliminando la tltima componente de w®,
Como Alw 1 |w®] es TP con determinante positivo, por la Eq. (13.13) se tiene que

det B@" Y|o®] >0, paratodo iel,.
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Entonces, nuevamente por la positividad total de B y la Eq. (12.1),

P
det BP[B|7] > [ [ det Bl@“~"|@®] >0,

i=1

lo que prueba que BP es ETP. El caso A[2,3,...,n] se trata de manera anéloga. El
resto de los casos (o € Qg con k < n— 1y d(a) = 0) ahora se pueden probar por
induccién en n, dado que « C 1,71 0o a C I, \ {1}.

Veamos que A/a’ es OSC: Observar que J, A~ J,[a] = J, A" [a]Jy , dado que d(a) = 0
(puede aparecer un —Jy, , pero se cancela). Por los casos anteriores, sabemos que

JnA T ), es OSC = JyA o]y = J,A7 T, [a] es OSC

= (A 7'a])t es OSC.
Pero la Eq. (12.6) dice que A/a/ = (A7 a])7L.
Lo siguiente da un criterio para la “oscilatoriedad”.

Teorema 13.4.2. Sea A = (a;j)i je1, € Mn(R) una matriz TP. Entonces

AesOSC <« AeGl(n), aii41>0 y aj+1,>0, paratodo i€l,_4. (13.19)

Demostracion. Supongamos que A es OSC. Por el Teorema 13.4.1,

.. Qi i a;
B:=Alii+1]=| " it
Air1,i Ai41,4i4+1

debe ser OSC. Luego B? > 0 para algin p. Pero esto es posible sélo cuando a; ;41 > 0
Vv ait+1,; > 0, ya que si alguno de los dos se anulara, entonces B y todas sus potencias
serfan triangulares. La otra implicacién serd probada como consecuencia de un resultado mas
general, hacia el fin de la seccion.

Corolario 13.4.3. Sean A, B € M, (R), ambas TP. Si A es OSC y B es inversible, entonces
AB y BA son OSC.

Demostracion. Observar que A € Gl(n), por se OSC. Luego AB y BA € Gl(n). Ademsds,
como B es inversible y TP, entonces b;; > 0 para todo i € I, (Corolario 13.2.5). Por lo tanto
AB y BA satisfacen la condicién (13.19), ya que

n

(AB); iy1 = Zai,j bj,it1 > i iy1bi41,441 >0 paratodo i€, .
=1

La prueba para (AB);+1,; y las entradas correspondientes de BA es andloga.

El siguiente teorema presenta una extensién de la condicién (13.19) para matrices OSCs.
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Proposicién 13.4.4. Supongamos que A € Gl(n) y es TP. Si A satisface la Eq. (13.19),
entonces det Ala|3] > 0 para cada par o, 3 € Qg tal que

oy — Bl <1y  méx{a;, 5} <min{at1, Bit1} para todo i€y, (13.20)
donde usamos la convencion g1 = PBr+1 =n+ 1.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién en k. El caso k = 1 se sigue del Corolario
13.2.5 (si @ = B) y la suposicién (13.19). Fijemos k > 1, y supongamos que la afirmacién
es cierta para cada par en (Ji_1, que satisface las hipdtesis. Tomemos un par «, 5 € Qg.n
que cumpla la Eq. (13.20). Si d(a) = d(8) = 0, entoces la Eq. (13.20) impica que o = 3.
Luego det A[a|(8] = det A[a|a] > 0, nuevamente por el Corolario 13.2.5. Ahora, asumiendo
que d(3) > 0, sea B = A[a|f] = [bs,,bg,,---bs,], donde cada bg, € R* = R*. Supongamos
que det B = 0. En principio, por la hipdtesis inductiva, sabemos que

det Blag ..o yap—1|B1,.. ., Bk—1] >0 vy detBlag,...,ax|B2,...,0:] > 0.
Junto con la positividad total de B, esto implica que
O#blgl/\bﬂ2/\.../\bﬁk7120 y 07ébﬁ2/\bﬁ3/\.../\bgk20. (1321)

Entonces el hecho de que det B = 0 garantiza que bg, € Gen{bg, : i € I;_1}, y ademds
k—1
bg, = Z & bg, paraciertos & € R, donde & # 0 (13.22)
i=1

(sind {bg, : 1 € I \ {1} } serfa LD). Sustituyamos bg, en la Eq. (13.21) para obetener
(—1)F 72 ¢ b5, Nbg, Ao Abg,_, =0 (13.23)

Como d(8) > 0, el conjunto ordenado vy :={j ¢ 8 : 1 < j < B} es no vacio. Mostremos
que, para cada j € v, la a-proyeccién b; de C;(A) cumple que b; € Gen {bﬁl,bgw cee bﬁk—l}'
Es decir que

bj A bﬁ1 VAN ng VAN bg,%l =0 (13.24)

Para esto, tomemos i tal que §; < j < ;41 . Entonces, como Ala|3U {j}] es TP,
bg, ... ANbg, NbjNbg, A...Nbg,_, >0 'y bg,...Abg, AbjAbg,_, N...Nbg, >0. (13.25)

Ahora sustituyamos la expresion (13.22) para bg, en la Eq. (13.25) para obtener
(=11 &bg, Ao Abg AbjAbg ., AL Abg,_, =0. (13.26)

es claro que las ecuaciones (13.21) y (13.23) versus (13.25) y (13.26) son consistentes sélo si
la igualdad se da en la Eq. (13.26). Pero como & # 0, solo queda que la Eq. (13.24) sea
valida. El argumento muestra que rk (A[a|6U’y] ) = k—1. Silo que pasaba era que d(a) > 0,
consideremos el conjunto ordenado 7 := {i ¢ « : @; < i < «ai}. El argumento anterior,
aplicado a los vectores filas (0 a AT), dice que tkA[a UT|3U~] =k — 1.
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Por tdltimo, se sigue de la Eq. (13.20) y de que d(3) > 0 o d(a) > 0, que existe algin w € Q.
tal que d(w) =0, w CaUT,yw C BU~. Pero, como rkAla U |8 U~] = k — 1, se debe
cumplir que det Ajw] = 0, lo que contradice al Corolario 13.2.5. Esto completa la prueba en
todos los casos.

La “ida” del Teorema 13.4.2 se verd como consecuencia del siguiente resultado més general.

Teorema 13.4.5. Sean Ai,..., A, € M,(R), inversibles y TPs, conp > n —1. Si cada A;
satisface la Eq. (13.19), entonces el producto A1As--- A, es ETP.

Demostracion. Por el Teorema 13.1.5 basta mostrar que
det(A1As--- Ay)[e|B] >0 para «,8€ Qi talesque d(a)=d(B)=0.
Asumamos que 31 > o y sea w(® = a. Definamos w®) € Qkn,paral €I, ;, como
wgl) = min {/6’1, ai+méx{l+ifk,0}} , el
Es ficil ver que w® = By que cada par w1 w® satisface la Eq. (13.20). Usando la

Proposicién 13.4.4, podemos deducir que det 4;[w~V|w®] > 0, para todo I € I,, . Por lo
tanto, se sigue de la Eq. (12.1) (Cahuchy-Binnet) y la positividad total que

p
det(A1 4z -+ Ap)[aff] > [ det 4 Vw®] >0,
=1

lo que prueba el Teorema.
Corolario 13.4.6. Sea A € M, (R).

1. Si A es OSC, entonces A"~ es ETP.

2. Si A es e-RS, es inversible y cumple que

ai;i #0 para 1€l, 'y a; i+10i41,: >0, para i€l
entonces A2"~1) es ETP.

Demostracion.

1. Se sigue inmediatamente del Teorema 13.4.5.

2. A? es TP por ser A e-RS. Por la hip6tesis se tiene que (A%); ;41 >0y (A%)i41.: >0
para todo i € I,,_; . Entonces satisface la Eq. (13.19), y podemos usar la parte 1.
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13.5 Variacion de signos

Esta seccion esta dedicada a caracterizaciones de la regularidad de signo de una matriz en
términos de algunas propiedades de disminucién de variacién del operador lineal que ésta
induce.

Definicién 13.5.1. Sea x € R™. Dada una sucesién de signatura e, decimos que

1. € es una sucesién de signo de z si para todo ¢ € [, se cumple que €;z; = |z;].

2. En tal caso, el nimero de cambios de signo de z asociado a &, denotado por C(g), es el
nimero de indices ¢ € I,,_; tales que €; ;41 < 0. Es decir que

0(6) = i(l — &5 €i+1) .

N |

3. La mdzima variacion de signos Vi (x) (resp. minima variacién de signos V_(x) ) es el
méximo (resp. minimo) de los valores C(g), cuando ¢ recorre todas las sucesiones de
signo de x. Vemos que

0<V_(z)<Vi(z)<m—1 paratodo zeR".

Si ninguna componente de z se anula, x tiene una tinica sucesién de signo, y por lo tanto
V_(x) = Vi (z). Este valor comtn es llamado la variacién de signo exacta y denotado
por V().

Observacion 13.5.2. Sea x € R™.

1. Ojo que x puede tener variacion de signo exacta, aunque tenga coordenadas nulas. Por
ejemplo si x = (1,0, —1), entonces V_(z) = Vi (z) = 1.

2. Pero si x tiene variacion de signo exacta, es facil ver que

(a) T #07&.%".
(b) Si x; =0, entonces 11 ;41 < 0.

(¢) En particular, x no puede tener dos coordenadas nulas seguidas.

3. Sia € Qrn ¥ xo es la a-proyeccién de x a R, entonces
Vo(za) SV-(2) vy Vi(wa) < Vila) .

En efecto, si € es una sucesién de signo de z, entonces e, lo serd para x, (y todas se
consiguen asf). Pero es facil ver que C(e,) < C(e).

Proposiciéon 13.5.3. Sean ai,as,...,a, € R"™, linealmente independientes, con n > m.
Entonces son equivalentes:
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(1) Vi(b) <m —1, para todo b € Gen{a1,ag,...,an} \ {0}.
(2) a=a1 ANag A--- A ay, es estrictamente definido (como vector), i. e. +a > 0.

Demostracion. Sea A = [a1,a2,...,am] € Mym(R). Es claro que la condicién a > 0 equivale
a que det A[a|—] > 0 para todo o € Qu,.n. Para ver la suficiencia, supongamos que a > 0
y que existe b € Gen{aj,az,...,an} \ {0} tal que V. (b) > m. Es ficil ver que existe
& € Qm+1,n tal que la a-proyeccién de b tiene variacién méxima m. Como det A[G|—] > 0
para todo 8 € Q. n, en particular aquellos 3 C «, deducimos que las a-proyecciones a} de
a; para i € I, también cumplen a} Aay A---Aal, >0y que b, € Gen{a],...,al,}. Porlo
tanto, considerando la a-proyeccion si es necesario, podemos suponer que

n=m+1 yque (=1)"';>0, paratodo i€l,.
Como los eAZ. =eg AN~ Nej—1 Nep1 A Ney, i €1, forman una base completa ortogonal
de A™R™, tenemos que

al/\-~~/\am:Z§ieE\i), donde §i:\/E<a1/\-~-/\am,e@)>:detA(i|—}>O,
i=1

para todo i € I, .

n
Como b € Gen{ay,as,...,a,} vy, ademds, b= > b; e; , tenemos que
i=1

i=1

O:b/\al/\ag/\-~-/\am={Z(—l)i_l& bi}~€1/\62/\~-~/\6n,

porque e; A efj) = d;;(—1)""er Aea A+ Ae,. Pero las condiciones (ya verificadas) & > 0y
(—=1)*=th; > 0, i € I,, implican entonces que b; = 0, i € I,, 0 sea b = 0, una contradiccién.
Esto completa la prueba de la suficiencia.

Probemos ahora la necesidad. Como vimos al principio, bastaria verificar que
det Ala|—] det A[B]—] >0 para todopar «, BE€ Qmn -

Fijados a y 3, podemos unirlos por una sucesién a = w(®, w® . 0wk = 3 en Q.. que
verifica la siguiente propiedad: para cada i € [ existe

7D € Qmirn talque WY@ oy WO O
Observar que la desigualdad det A[a|—] det A[B]|—] > 0 se sigue de las desigualdades
det Al Mdet Aw@|-] >0 , 1<i<k, (13.27)

dado que

k
sgn (det AJa|—] det A[B|—]) = sgn (H det Alw® Y] det AJw® —]) .
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Considerando, en el caso i-ésimo de la Eq. (13.27), la proyeccién sobre 7() | podemos asumir
nuevamente que n = m + 1, ya que estamos trabajando en dos subconjuntos de 7(*) y, sobre
todo, porque la hipé6tesis V. (b) < m — 1, para todo b € Gen{ay,az,...,an}\ {0} se preserva
al proyectar sobre 7(9) | por la Observacién 13.5.2. Ahora, como antes,

a /\ag/\w-/\am:Z{i e@) con fi:detA({iH_] .
i=1

Si & = 0 para algun i, entonces e; € Gen{ay,as,...,a,}. Pero en tal caso tendriamos que
Vi(e;) = n—1 = m, lo que contradice la condicién (1). Ademas, si no todos los §; tienen
el mismo signo, entonces &;&;+1 < 0 para algin [. Entonces, si b = &41e; + &e141, tenemos
como antes que

bAa Aas A -+ A ay = ((—1)l*i§l+1gl + (fl)l&glﬂ) et Nesh...Nep =0,

por lo que b € Gen{ay,as,...,an}. Pero como &1 < 0, tenemos V(b)) =n—1=m, lo
que también contradice la condicién (1). Luego todos los signos de &; son iguales, es decir, se
cumple (2).

Lema 13.5.4. Sea x € R™. Entonces

Vi(x)+ Vo (Jpx) =V_(2) + Vi(Jpz) =n—1. (13.28)

Demostracion. Cuando € recorre todas las sucesiones de signo de z, J,e recorre todas las
sucesiones de signo de J,x. Observar que

1 n—1

(1 —eigiq1) + % Z(l — (Jn€)i(Jn€)is1)

i=1

n

C(e) + C(Jne)

I
or

N
3 |
‘ _

(1—eigip1) + (1 — (=17 Neg(—1)'ey)

DN | =
[
=l

3

(I —eiciv1) + (I +egip) =n—1,
1

DN | =

%

lo que muestra la Eq. (13.28).

Teorema 13.5.5. Sea M un subespacio de R™ tal que 0 < dim M < n. FEntonces, las
siguientes dos condiciones son equivalentes:

(1) Vi(z) < dimM — 1 para todo = € M\ {0}.
(2) V_(y) > dim M para todo y € M+ \ {0}.
Demostracion. Tomemos bases completas ortonormales

{ai,a9,...,an} para M, 'y {ams1,8mi2,-..,an} para Mt
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Si A = [a1,a9,...,a,], entonces A es unitaria y podemos asumir que detA = 1. Por la
Proposicién 13.5.3 (y su prueba), la condicién (1) es equivalente a que detA[«|I,,] sea no nulo
y tenga el mismo signo para todo o € @y, . Como A € U(n) y det A =1,

det(J,AJ,)(all,) = det(J,(A*) " T, (all,) = det A*[L,,|a]
= det Ala|L,,] ,

por la Eq. (12.11). Luego det(J,AJ,)[r|m + 1,...,n] es no nulo y tiene el mismo signo
para todo T € Qn—m.n. Llamemos b; = J,AJne; = (—1)"J,a;, para i > m. La condicién
anterior es equivalente a que by,+1 A b2 A+ Aby, >0 (o bien < 0). Por lo tanto, también
Jnmp1 ATn@mia A - - Adpan, es estrictamente definida. Entonces, nuevamente por la Proposi-
cién 13.5.3, obtenemos que V. (J,y) < n—m —1 para todo y € M=\ {0}. Aplicando el Lema
13.5.4, deducimos la condicién (2). La implicacién (2) = (1) se prueba igual.

Una version local del Teorema 13.5.5 da la siguiente caracterizacion de la regularidad de signo
estricta en términos de una propiedad de disminucién de variacién.

Teorema 13.5.6. Sea A € M, ,,(R), con n > m. Entonces A es e-ERS si y sdlo si el
operador lineal A : R™ — R™ disminuye la variacion de signos, en el sentido de que

Vi(Az) <V_(z) para todo x€R™\ {0} (13.29)

Demostracion. Supongamos que A = [ay,aq,...,ay,] es e-ERS. Tomemos x € R™ \ {0}, y
llamemos k& = V_(z). Entonces existen 5,w € Qp+1,m tales que

Bi Sw; < Biy1 paratodo i€ly vy wp < Bry1 Swrgr
que describen los signos de x de la siguiente manera:
o fi=min{j€l,:z; #0} y wpy1 =max{j €, :z; # 0}

e Las componentes de z tienen signo constante (no nulo en los bordes) para todo j entre
Bi y wi -

o z; =0siw; <j< Biy1 para algin .

e Para cada ¢ € [, hay un cambio de signo entre z,, y la siguinete entrada no nula de
T, que es Tg,,, -

Si, para cada i € Iy, llamamos

k+1 n
bi= Y, wa; = Ar=) b . yaque Ar=3) za;,
Bi<j<wi i=1 =t

y ¢; = 0 para aquellos j que no aparecen en algin b; . Ahora la regularidad estricta de signo de
A implica que, si vamos eligiendo k+ 1-tuplas (j1 ,. .., jk+1) tales que §; < j; <w;, @ € Igt1,
tenemos que

Ekt1 - Ay N, N+ Naj, ., >0
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k+1
Por lo tanto, si v = €541 - sgn (H xwi>, se tiene que
i=1
v o bl/\bz/\"'/\bk+1 >0,

dado que es una suma de vectores tales que todas sus coordenadas tienen signo . Entonces
el Lema 13.5.3 dice que

k+1

Vi(Az) =V, (Z bi> <k=V_(z),
i=1

lo que prueba la Eq. (13.29).

Supongamos reciprocamente que A = [a,ag,...,a,] satisface la condicién (13.29). Sean
k
w € Qrm y ¢ € R™ tales que z, = ) z;e,, # 0. Por otra parte, puede obsevarse que
i=1
k
Az, = Y miay,, € Gen{ay, ,...,ay, }. Es claro que V_(z,) < k — 1, de donde por hipétesis,

i=1
Vi (Az,) < V_ (z,) < k — 1. Esto dice que

Vi(y) <k—1 paratodo ye€ Gen{ay,,...,au,}\{0}.

Entonces se sigue del Lema 13.5.3 que ay, A ay, A--- A ay, es estrictamente definida. Por lo
tanto, A serd e-ERS si el signo ay, A ag, A--- A ay, depende sélo de k. Para k = m esto es
trivial. Fijemos 1 <k <m —1 y tomemos «, 3 € Q. Como en la prueba del Lema 13.5.3,
existe una sucesiéon a = w@, wW® . W) = Fen Qk,n que verifica la siguiente propiedad:
para cada ¢ € [, existe

@ e Qr+1,n tal que WD 0y @ O
Por lo tanto, basta probar que, para cada 7 € Qg41,m € ¢ € [x41, se cumple que
ry N NQry_y NQpyy N Nagy Yy anp A ANag N, N Nagy
tienen el mismo signo. Mediante un argumento de continuidad esto sera establecido si

ar, AN Nar_ AN(L=t)ar, +tar  JANary Ao Nag,

es estrictamente definido para cada 0 < ¢t < 1. Y esto se deduce del Lema 13.5.3, via la Eq.
(13.29), porque, si z € R¥ \ {0}, entonces

i—1 k41
V_ ije,j +xi((1 = t)er, +ter,,,) + Z e, | <k-1,
=1 j=i+2

puesto que los signos de las coordenadas 7; y 7,41 son iguales.
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Lema 13.5.7. Sea x € R". Si una sucesion x, —— x, entonces

p—oo
V_o(z) <lminfV_(z,) y  limsupVi(z,) < Vi(z). (13.30)
p—0o0 p—00

Demostracion. Si llamamos J = {i € I, : x; # 0}, debe existir algin pg € N tal que
|(zp); — ;| <min{|z;|:i€J} paratodo jeJ y p>po.

Entonces, sgn(zp); = sgn(x;) para j € J. Luego, si p > py, toda sucesién de signo ¢, para
z, es también una sucesién de signo para x, porque los signos (de x y z,) coinciden en J,
mientras que en los ¢ ¢ J no hay problemas, porque x; = 0. Resumiendo, para todo p > pg
debe cumplirse que V_(z) < V_(x,) para p > po (porque z tiene mds sucesiones de signo que
zp). O sea que V_(z) < liminf, . V_(z,). La otra desigualdad se prueba igual.

La regularidad de signo esté caracterizada por una propiedad de variacién de signo mas débil.

Corolario 13.5.8. Sea A € M,, n,(R) con tkA = m. Entonces A es e-RS si y sdlo si
V_(Az) <V_(xz) paratodo x€R™\{0}. (13.31)

Demostracion. Como veremos en la Seccién 7, existe una sucesién (Gp)pen en Gl(n) de

matrices ETPs , tales que G, —— I, . Supongamos primero que A es e-RS. Como rkA = m,
P00

el Teorema 13.2.1 asegura que G,A es e-ERS para todo p € N. Ademas G,A —— A.

p—0Q0
Entonces el Teorema 13.5.6 garantiza que

Vi(GpAz) <V_(z) paratodo zeR™\{0}.
Luego, por la Eq. (13.30), tenemos que
V_(Az) <liminf <V, (Gp,Azx) < V_(z),

p—00

lo que muestra la Eq. (13.31). Supongamos ahora que la Eq. (13.31) es valida. Por el
Teorema 13.5.6, aplicado a G, como A es inyectiva,

Vi(Gp(Ax)) < V_(Az) <V_(x) paratodo peN y xeR™\{0},

El Teorema 13.5.6 (al reves) muestra que G,A debe ser e-ERS para todo p € N. Tomando
limite, vemos que A debe ser e-RS.

Usando la relacién de dualidad (13.28), podemos hablar de algunas propiedades de aumento
de signo.

Corolario 13.5.9. Sea A € M, ,n(R) con tkA = m. Entonces J,AJy, es ERS (respectiva-
mente, RS) si y sdlo si

n—m+Vy(r) <V_(Az) (resp.  Vi(Az)),
para todo x € R™ \ {0}.
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Cuando n = m, la regularidad de signo admite varias caracterizaciones equivalentes.

Teorema 13.5.10. Sea A € Gl(n). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es reqular de signo.

2. Vi(Az) < Vi(z) para todo x € R™\ {0}.
3. V_(Ax) < Vi(x) para todo x € R™\ {0}.
4. V_(Az) < V_(z) para todo x € R™\ {0}.

Demostracion.

1 — 2: Si A es regular de signo (e inversible), también lo es J, A~1J, por el Teorema 13.2.3.
Entonces 13.5.10 se sigue del Corolario 13.5.9, reemplazando x por Az y A por A~! (en
nuestro caso, n —m = 0).

2 — 3: Trivial.

3 — 4: Uusaremos la sucesion G, que aparece en la prueba del Corolario 13.5.8. El mismo
argumento de la prueba de 1 — 2, muestra que,

Vi(GpAx) <V_(z) paratodo peN y zeR"\{0},

porque G, A es ERS. Luego, como G,Ax —— Az, el Lema 13.5.7 nos da que

p—0o0

V_(Az) <liminf V_(G,Az) < liminf Vi (GpAz) < V_(z) , = € R"\ {0} .

4 — 1: Se sigue del Corolario 13.5.8.

13.6 Totalmente Perron-Frobenius

En esta seccién estudiaremos propiedades espectrales de las matrices regulares de signo o
totalmente positivas. La herramienta clave para esto son los resultados de Perron y Frobenius
para matrices positivas. Recordemos la parte mas elemental del teorema de Perron-Frobenius:

Observacién 13.6.1. Sea A € M, (R) tal que A>0.
1. Llamaremos A1 (A),...,\,(A) a sus autovalores, ordenados de forma que

A (A)] = [A2(A)] = -+ = [An(A)] -

2. El mayor autovalor de A es real y no negativo, i.e.,, p(A) = A (4) > 0, y hay un
autovector positivo uy >0 correspondiente a A;(A).
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3. Si A > 0, entonces
)\1(A) > |)\2(A)| y ker(A — )\1(14)]) = Gen {ul} s
para cierto u; > 0.

Teorema 13.6.2. Sea A € M, (R) una matriz e-ERS. Entonces todos los autovalores de A
son reales y distintos. Mds aun,

;m Am(A) > |Am+1(A)], paratodo mel,, (13.32)
m—1

donde usamos la convencion ey = 1 y Ap11(A4) = 0. Ademds, los correspondientes autovectores
U1, U, - . . , Uy pueden ser elegidos en R™, y de modo tal que

up Aug A+ Ay, >0 (como vector) , paratodo m€l,. (13.33)

Demostracion. La prueba se hard por induccién en m. El caso m = 1 es consecuencia de la
Observacién 13.6.1 porque €1 A > 0 por hipdtesis. Supongamos que el resultado es cierto para
1<i<m-—1. Como &,, - A"™A > 0, la Observacién 13.6.1 dice que

0 < plem - A™A) = Ay (em - A" A) = & [[ Mi(4) .

i=1

Por la hipétesis inductiva, que en particular nos dice que == X;(A) = [A\;i(A4)[ > 0, para
i < m, y del hecho de que p(g,, - A™A) es el tnico autovalor de &,, - A" A de médulo maximo,
deducimos que

m m—1 m—1

em [ N(A) = [T =5 A(A) = =" \u(A) TT 1IN > P (A)] T 1M(4)] -
1

€im Em—
=1 1 m-1 i=1 i=1

1=

Luego la Eq. (13.32) se cumple para m. Ahora, como \,,(A) es real, u,, puede ser elegido real.
Por lo tanto tenemos que w1 Aug A - -+ Auy, es autovector no nulo de &, - A" A correspodiente
a A(em - A™A), y tiene coordenadas reales. Entonces, por la Observacién 13.6.1, tomando
& =10 bien £ = —1, tenemos que & - u; Aus Aug A -+ Aty > 0. Ahora, reemplazando a u,,
por &u,, en caso de que sea necesario, obtenemos la Eq. (13.33) para todo m € I, .

Los autovectores reales {uy,us, ..., u,} conseguidos en el Teorema 13.6.2 posee propiedades
oscilatorias interesantes. Para sus formulaciones, necesitamos algunas definiciones.

Definicién 13.6.3. Sea x € R".
1. Notaremos por z(t) : [1,n] — R™ a la funcién linear a trozos
xt)=(k+1—t)zr+ @t —k)zgyr st k<t<k+1, kel,_;. (13.34)

Observar que z(t) es continua, lineal a trozos, y que z(j) = z; para todo j € I, .
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2. Los nodos de z(t) son las raices de la ecuacién z(t) = 0, ordenados de manera creciente
(si son finitos, i.e., si no hay dos coordenadas nulas consecutivas de x).

3. Diremos que dos sucesiones ordenadas £ < & < -+ < & yn < n2--- < Nr+1 estan
entrelazadas si se cumple que

N < &k < Mk+1 , para todo kel .

Teorema 13.6.4. Sea A € M,(R) una matriz e-ERS. Sean uy,...,u, sus autovectores
reales, correspondientes a los autovalores A\p(A), k € I, (ordenados con mddulos decre-
cientes). Entonces

1. La variacion de signo de cada uy, es exacta. Mds aun,

V(ug) =k—1, paratodo kel,. (13.35)
2. Ademds, los nodos de uy(t) y los de uyy1(t) estdn entrelazados.

Demostracion. Fijemos k € [,. Por el Teorema 13.6.2 podemos asumir que uj; A ug A
-+« ANup > 0. Luego, por el Lema 13.5.3, sabemos que Vi (ur) < k — 1. Consideremos
J, A7, la cual es nuevamente ERS por el Teorema 13.2.3. Como J,uy, es un autovector
de J,A~1J, correspondiente a 1/Ax(A) = \y_p11(JonA7LT,), el argumento anterior da que
Vi(Jhur) <n—k. Por la Eq. (13.28), deducimos que

Voup =n—1-Vi(Jpur) > k—12>Vi(ug) ,
lo que prueba el item 1. Para probar el item 2, necesitamos varios pasos previos:
Clamor 1: Para todo k € I,,_; y todo (£,¢) € R?\ {0}, se cumple que
Vi (uk + Cupa1) — 1 < V_(Eug + Cugs1) - (13.36)

En efecto, como u3 A -+ Aug Augyr; > 0 (o < 0), la Proposicién 13.5.3 garantiza que, si
llamamos z = §uy + Cug41 , entonces Vi (z) < (k+1)—1 = k. Aplicando el mismo argumento
a Jplp, ..., Jptks1, Jpuk, que son los primeros n — k + 1 autovectores de las matriz ERS
J,A71J, , obtenemos, via la Eq. (13.28), que

Vi(dpz) <m—k = V_(2)>2k—-1>V,(2)—1,
lo que termina de mostrar la Eq. (13.36).

Sean x(t) = uk(t) e y(t) = ug41(t). Por la Eq. (13.35) y la Observacién 13.5.2, si un nodo
de e x(t) o de y(t) es entero, la coordenada correspondiente de wuy 0 ug41 es nula, no es ni la
primera ni la ultima, y las dos adyacentes son no nulas y de signos opuestos. Por lo tanto,
x(t) tiene k — 1 nodos e y(t) tiene k nodos.

Clamor 2: Sean (£,¢) € R?\ {0} y j € I, \ {1,n}. Si €z(j) + Cy(j) = 0, entonces

(oG -1+ ¢y -1) (G +1D+cuG+D) < 0. (13.37)



13.6 Totalmente Perron-Frobenius 269

En efecto, como en la Observacién 13.5.2, si z € R™ cumple que V (z) — 1 < V_(z), entonces
z; = 0 implica que j =1, j = n, 0 zj_1z;41 < 0. Luego basta aplicar lo anterior y la Eq.
(13.36) al vector z = Eug + Cugtr -

Ahora vamos a por el item 2: Sean t; < ty < -+ < t los nodos de y(t). Entonces bastaria
probar que, para todo | € Ix_;, hay al menos un nodo de z(t) en el intervalo abierto (¢, t;41).

Clamor 3: Supongamos que z(t) > 0 para todo t € (¢;,¢4+1). Entonces
x(t) #0# x(ti31) vy, porende, 0<oa=min{z(t), t € [t;,ti41] }.

Supongamos, por ejemplo, que z(¢;) = 0. Tomemos 7 € N tal que i — 1 < t; < i (o bien j —1
y j+1sit; =jes entero). Como z(t) es lineal en [i — 1,i], tenemos que z(i — 1)z(i) < 0
(resp. z(j — 1)z(j + 1) <0, en este caso por la ecuacién (13.37) ). Tomando

ot (e en WIEDY

se tiene que x(t)+y(t) se anula en el intervalo [i—1, ], ya que x (i) +y(i) = Ex(t;)+y(t) =0,
y es una funcién lineal en [i — 1,4] (resp. se anula en [, 7 + 1] por las mismas razones). Pero
esto contradice la Eq. (13.37).

Recta final: Por la definicién de nodos, y(t) es definido, supongamos que > 0, en el intervalo
[ti,ti+1]. Sea n el minimo de los n > 0 para los cuales z,(t) = z(t) — ny(t) tiene un nodo
s € [ti,ti+1]. Observar que s # t; porque y(t;) = 0 # x(¢;). Por lo mismo s # ¢;41 . Ahora, por
la minimalidad de 7, tenemos que z,(t) > 0 en [t;, t;41]. Pero como z,(t) = (ug —nuk11)(¢) es
lineal en los intervalos [j,j + 1], j € I,_1, esto es posible sélo cuando s € N, o cuando z,(t)
se anula en todo el intervalo [j,j + 1] que contiene a s. Pero cada una de estas psibilidades
produce una contradiccién con la Eq. (13.37), en el primer caso porque z,(t) no cambia de
signo, en el otro porque z, (t) tiene dos ceros enteros consecutivos.

Si A € M, (R) es estrictamente regular de signo, su adjunta A* es también estrictamente
regular de signo. Por el Teorema 13.6.2, los autovectores reales {v1,ve,...,v,} de A* pueden
ser elegidos de forma tal que

vy Ava A---Avp >0, paratodo kel,.

Las propiedades (13.33) y (13.38) de los autovectores de A y A* caracterizan en algin sentido
la regularidad de signo estricta.

Teorema 13.6.5. Si A € M, (R) es inversible, tiene n autovalores reales de distinto mddulo,
y los autovectores reales uy, de A y vy, de A*, correspondientes a Ap(A) = Ap(A*), son elegidos
de forma tal que satisfagan las ecuaciones

ur Aug A---Aug >0 y viAva A---Avgp >0, para todo kel,, (13.38)

entonces alguna potencia de A es estrictamente regular de signo.
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Demostracion. Notemos A\, = A\,(A), para k € I, . Sean

U=lup,ug,...,u,] vy V=Jv1,v2,...,0,].
Entonces U y V son inversibles. Si notamos A = diag(A1,Aa,..., A,), entonces
A=U-AU' y A =V.A-VL. (13.39)

Es facil ver que (u;,v;) = 0 para ¢ # j. Esto dice que V*U es diagonal. Sea p € C" tal que
diag (p) ' =V*U = U '=diag(p)V*. (13.40)

Se tiene que p > 0 (es decir que sus entradas son positivas), ya que para todo k € I, ,
0<k! {ug Aug A+  Aug,v1 Aug A+ Avg) = det VU] = Hp

Por las ecuaciones (12.1) (Cauchy-Binnet), (13.39) y (13.40), y varias reducciones elementales,
podemos ver que, para todo p € N y para todo par o, 8 € Qk,n ,

i P
det AP[a|f] = det(UAPU Y[a|f] = Z det Ula|w] - (H ) -det U™ [w]|f]

WEQkK,n

> detUlalw] - (HAUJl)p (prl> det V[f|w]

WEQk,n
k p k
= (H)\i) -(Hpi> det Ula|l;] det V[S[I] +
i=1 i=1
+ Z det Ula|w] - (H)\%) (pr> det V[B|w].
wEQk,n
w# h

Notar que, como |A1| > || > -+ > |A\,] > 0, entonces

k k
H|)\i| > H\)\w| para todo w € Qrpn \ I,
i=1 =1

mientras que las ecuaciones de (13.38) implican que
Ulally] >0 'y V[BIz] >0 paratodo keN y «,0€Qin -
Entonces para un p suficientemente grande, det AP[«|] es no nulo y tiene el mismo signo que
k p
(H /\i) para cada o, 3 € Qi . Entonces AP es ERS.
Ahora compararemos los autovalores de A con los de A[a], para un « adecuado. El siguiente

Teorema generaliza un hecho que sabfamos para A € H(n) y o € Qn—1,, (entrelace de Cauchy)
y que habfamos mencionado para también para Q. (ver Teorema 2.4.2).
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Teorema 13.6.6. Sea A € M, (R) una matriz ETP. Dados k € N y a € Q,n, con compo-
nentes consecutivas (i.e., tal que d(a) =0), se tiene que, para todo j € Iy,

Ai(A) > Aj(Ala]) > Angj-k(A) (13.41)

AJ(A) > )\j(A/Oél) > An+j—k(A) . (1342)

Demostracion. El caso que concentra la dificulatad es cuando k = n—1, donde @ = I,,_1 o bien
a =1, \ {1}. Supongamos que o = I,_1, y llamemos B = A[a]. Observar que A(A4) consta
de las n raices distintas del polinomio caracteristico Pa(t) = det(t/ — A). Andlogamente
A(B) consta de las n — 1 raices distintas del polinomio caracteristico Pg(t) = det(¢t] — B).
Llamemos \; = \;(A), i € I,, y notemos Ay =tI, — Ay B, =tI, — B, t € R. Para mostrar
la Eq. (13.41) para este «, basta ver que

Pp(X\)Ps(X\ix1) <0, paratodo i€Tl,_;. (13.43)
Consideremos los vectores ¢, con pardmetro real ¢, definidos por

Ty = [(‘Unﬂ det 4, [O‘m]ieﬂ,

)

Entonces la Regla de Cramer (12.10) muestra que, para todo ¢t ¢ o (A), se tiene la igualdad
Ty = dA(t)A;len. Luego, Aixy = Pa(t)e, para esos t, pero por continuidad,

Ay =0 si teo(Ad) = Az, =Nzy,, para jel,. (13.44)

La n-ésima componente x:(n) de z; coincide con Pg(t), mientras que la primera componente
2¢(1) admite la representacién

z(1) =Y "7 > det Alw — {n}lw - {1}]. (13.45)
j=2 wWEQ n
wi=lw;=n

Esto ultimo sale del hecho de que

—ai2 —aszs s —A1,n-1 —ai,n
t — ag2 —as23 e —a2 -1 —a2,n
_ —a t—a .. —as.p— —a
At[Hn—1|27 Ce ,n} = 32 33 3,n—1 3,n
—ap—-12 —Qp—-1,3 .- t— Un—-1n—1 —0pn—1,n

y viendo que subdeterminantes le correponden a cada potencia de t.

Clamor: Se cumple que z4(1) > 0 para todo t > 0.

En efecto, como A es TP, la Eq. (13.45) muestra que z;(1) es un polinomio en ¢ con coeficientes
no negativos. Luego bastaria mostrar que existe un A > 0 tal que x5 (1) # 0 (as{ ya sabriamos
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que algin coeficiente no se anula). Para ello usaremos que, como Pg(t) tiene s6lo n — 1 raices,
existe j € I, tal que zx,(n) = Pp();) # 0. Por la Eq. (13.44), 2, es un autovector vector no
nulo (porque x,(n) # 0) de A, que es ETP. Luego, por el Teorema 13.6.4, z; tiene variacién
exacta, por lo que su primer componente x; (1) # 0.

Aplicando el Clamor a los otros A;, junto con la Eq. (13.44), concluimos que zy, es el
i-ésimo autovector de A con xy,(1) > 0, para todo ¢ € I,,. Luego se sigue del Teorema
13.6.4 que la n-ésima componente tiene signo (—1)*~!. Esto establece la Eq. (13.43), porque
zx, (n) = Pg(\;), i € L,,. Para a = {2,3,...,n}, tomamos nuevamente B = Ala] y ahora

ye = [(=1)"" det Ay[ali)]

En este caso tenemos A;y; = Pa(t)er, lo que también implica que Ayy, = Ajyx,. Aqui,
y+(1) coincide con Pgp(t), mientras que la dltima admite un representacién como la anterior.
Entonces la primera tiene signo (—1)*~! y obtenemos asf la Eq. (13.41) para este a.

El caso k < n — 1 se probard por induccién descendente. Supongamos que la Eq. (13.41)
es cierta para cierto k > 1 y tomemos o € Q—1, con d(e) = 0. Supongamos que o =
{i,i+1,...;i+k—2}coni+k—1<mn. Llamemos 8 =aU{i+ k—1}. Aplicando el caso
anterior a la matriz ETP A[5] € My(R), obtenemos que

N(AB) > A (Ala]) > A (A[B) ,  paratodo  j el .
Por otro lado, la hipétesis inductiva asegura que
Ai(A) > N (A[B]) > Antj—k(A) ,  paratodo jel.

Combinando estas desigualdades, se obtien la Eq. (13.41) para el caso k — 1, lo que completa
la induccién. Resta ver el caso en que i +k—2=mn,i. e. « = {i,i+1,...,n}, que se obtiene
de manera andloga, aplicando el segundo argumento a la matriz Ao U {i —1}]. Veamos ahora
la Eq. (13.42): Sabemos que J, A~1.J, es también ETP por el Teorema 13.2.3. Ademés, por
el Teorema 12.1.4, se ve facilmente que (J,A1J,)[a] = Jo(A/a/)71J,. Observemos que
o(JnA ) =0 (A)"". Luego,

1
N (A) N (Afa)

Aplicando la Eq. (13.41) a J,A~1J, , tenemos que
N (T ATV > N (T AT T [A]) > Mg j—i (AT

= /\n_j+1(JnA_1Jn) y = )‘k—j-ﬁ-l((JnA_lJn)[a]) .

Luego

Mi(A) = A1 (e AT )™ > Xemja(Jn AT o)) ™! = N (A/a)
> )\j(JnA_ljn)_l = )\nJrj,k(A) s

lo que completa la prueba.

Con la ayuda del Teorema de aproximacién 13.1.13, algunos de los resulatdos anteriores
pueden ser genarlizados al caso en que A es regular de signo o TP.
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Corolario 13.6.7. Si A € M, (R) es regular de signo con signatura e, entonces todos sus
autovalores son reales, y

€k

6 AM(A) >0, paratodo k=1, 2,..., rkA.
k-1

Si A es TP, entonces para cada k € I, y cada o € Qy», tal que d(a) = 0, se tiene que
A (4) = Ay (Ala) = Aujoi(A) |
para todo j € I, .
Dado = = (z;) € R", denotemos por x! a su reordenacién decreciente:
wb>al> o>l oy le =Tr; paraalguna TwES, . (13.46)
Teorema 13.6.8. Sea A € M,,(R) una matriz TP. Entonces

diag (A) < A(A) .

Demostracién. Dada una matriz L € M,,(R), llamemos 6*(L) = diag (L)', a su diagonal
reordenada. Probaremos el teorema por induccién en n. El caso n = 1, es trivial. Asumamos
que el teorema es cierto en M,_1(R). Como tr A(A) = tr A = trdiag (A4), y \i(A) = )\zl (4),
1 € I, , basta mostrar que

k k
S Xi(A)=> 6r(A) para kel . (13.47)
=1

i=1

Sean p,q € I, tales que Ay = 0,(A) y Ann = 0;(A). Tomando la conversién de A en
caso de que sea necesario, podemos asumir que p > q. Sea B = A(n) y C = A(1). Como
B,C € M, _1(R) son ambas TP, la hipdtesis inductiva determina que

k k n—1 n—1
SNXNB)=D 6(B) vy D MO 5(C), kel . (13.48)
=1 i=1 i=k i=k

Observar que 0} (B) = 07 (A) para 1 <14 < p (aca se usa que p > ¢). Por el Corolario 13.6.7,
Ai(A) > Xi(B), para i € I,_;. Luego, las desigualdades de (13.48) implican la Eq. (13.47)
para los casos 1 < k < p. Veamos ahora que

n n
dSTN(A) < Y 6r(A), para k>p. (13.49)
i=k+1 i=k+1
En efecto, como 7 (A) =67(C)sip+1<i<n,y X\_1(C) > \;(A), para todo i € I,,_1 (por
el Corolario 13.6.7), observamos que la Eq. (13.48) implica (13.49), y por ende también la
Eq. (13.47) para estos valores de k.
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13.7 Algunos ejemplos

En esta seccién presentamos algunos ejemplos de matrices TPs y la caracterizacién de estas
matrices.

13.7.1. [Ntcleos totalmente positivos] La mayor parte de las matrices TPs no triviales surgen
de la restricciéon de ntucleos totalmente positivos a conjuntos finitos adecuados. Daremos
a continuacion algunas férmulas de produccién de nicleos totalmente positivos: Sean I', A
conjuntos totalmente ordenados (en general, subconjuntos de R o Z).

1. Una funcién a valores reales K(s,t) para s € I', t € A es un nicleo totalmente
positivo (TP) si la matriz [K(s;,t;)]i jer, es TP para todo n € N y toda eleccién

$51<82<...<s, enl y ti<ta<...<t, enA.
La positividad total estricta de un nicleo se define analogamente.

2. Si K(s,t) es TP y f(s),g(t) son funciones positivas en I' y A respectivamente, entonces
el nicleo f(s)K(s,t)g(t) es TP.

3. Si K(s,t) es TP y ¢(s) es un operador monétonamente creciente de un conjunto total-
mente ordenado 'y a T', y ¥(¢) es un operador monétonamente creciente de un conjunto
totalmente ordenado A1 a A, entonces K(4(s),1(t)) es un niicleo TP en T'y x Ay .

4. Si dos nucleos L(s,t) y M(s,t) son TPs y do(-) es una medida en I', entonces el niicleo
K(u,v) := / L(s,u)M(s,v)do(s), para u,v€ A, (13.50)
T

es TP en A x A, si la integral existe. Esto es s6lo una modificacién del Teorema 13.2.1.
Pasemos ahora a la construccién de ejemplos concretos

1. El nicleo L(k,t) = t*, definido en en Ny x R, es TP. Esto es una consecuencia de la
positividad total de las matrices de Vandermonde, vista en el Ejemplo 13.1.6.

2. Dadoskel, ya e RZ“ , el nticleo K (s,t) = Y ays*t* es TP en R, x R, . En efecto,
k=0

a K (s,t) se lo puede realizar como una composicién del tipo (13.50), con dos copias del
niicleo L del item anterior (con la medida en Ny dada por los «ay ).

3. Para cualquier o0 > 0 el ntcleo K(s,t) = exp(ost) es TP en Ry x Ry, ya que es un
limite de nticleos del item anterior (con oy = o*/k!).

4. El ntcleo K (s,t) = exp[—o(s —t)?] es ETP en R, x R, , porque

exp |—o(s—1t = exp —0s? exp(20st) exp —ot? ,  paratodo par s,t€ R, .
[—ol s
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5.

10.

Por lo tanto, para todo n € Ny todo p € R} , la matriz

Gp=(exp[-p(=3)?%) € Mu(R)

1,5 €L,

es ETP por el item 3. Ademds, se tiene que G, —— I,,. Esta sucesién (tomando
p—00

p € N) ha sido usada varias veces en secciones anteriores.

. Paracada 0 < A <1y 0#p e R, consideremos el promedio pesado en Ry x Ry

My = {As? + (1 — \P}H/P, (13.51)

Entonces M) ,,(s,t) 0 1/M ,(s,t) es TP de acuerdo a si p < 0 0o p > 0. Esto se sigue
de la observacién de que para cualquier v > 0

1 10 . du
— us ut 1352
e ol M 1552

donde I'(+) es la funcién gamma, y el nicleo exp(us) es TP en Ry x Ry.

. El ntcleo K(s,t) = min{s,¢} es TP en R, x R, , porque

K(s,t)= lm M) p(s,t) (13.53)
p— —00
: : iy _f® ,
. Si f(t),g(t) son funciones positivas en Ry tales que h(t) = Fo) es no decreciente,
g

entonces el nicleo
K(s,t) = f( min{s,t}) - g( méx{s,t})

es TP en Ry x Ry . En efecto, es facil ver que se la puede reescribir como
K(s,t) =min{h(s),h(t)} g( min{s,t}) g( méx{s,t})

= g(s) - min{h(s), h(t)} - g(t) -

. Dado o > 0, poniendo g(t) = exp(—ot) y f(t) = exp(ot) (con lo que nos queda h(t) =

exp(20t), que es creciente), obtenemos que el nicleo del item 8,

K(s,t) =exp (o min{s,t} —omax{s,t}) =exp(—o|s—t|]) esTPenR; xRy .
Sean {b;}e1, y {¢i}ie1, dos sucesiones en RY . Entones la matriz

b1 by b,
R i) Contn(i) | (TP e 22U
Mn( ) > [bmm(z,J) Cmiéx(i,5) L . €L, €5 el ey o

Esto se sigue inmediatamente del item 8, ya que podemos considerar las funciones
f@)=0b;, sii—1<t<i y gt)=¢, sii—1<t<i.

Una matriz de este tipo es llamada matriz de Green.
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13.7.2 (Matriz de Hurwitz). Un conocido teorema de A. Hurwitz dice que un polinomio
p(z) = doz™ + d12" ! + ... + d,, a coeficientes reales (dy > 0) tiene todos sus ceros en
semiplano abierto Rez < 0 si y s6lo si la matriz

di ds ds d7 dy 0
do do dys de dg 0
0 di d3 ds dr 0
Hy=[dyj-i], . cp =] 0 dy do dy dg 0 | e Ma(R), (13.54)
0 0 0 0 0 - dy

donde ponemos que di = 0 para k < 0 o k > n, tiene menores principales positivos:
det H,[1,2,...,k] >0, paratodokel, . (13.55)

Un tal polinomio p(z) es llamado un polinomio de Hurwitz y la matriz H es la matriz de
Hurwitz asociada a él.

Mostraremos, por induccién en n, que en tal caso la matriz de Hurwitz es TP. Observar que
dy > 0 para cualquier n, por la Eq. (13.55). Luego el caso n = 1 es trivial. Supongamos
que es cierto para n — 1. Tomemos una H, € M, (R) para un buen polinomio p. Llamemos
G=H/{1} € M, _1(R), indexada en {2,3,...,n}. La Eq. (12.15) nos asegura que

dy det (H/{l}[{Q, . .,k:}]) = det H[[,] >0 para todo k € I, \ {1} . (13.56)
Sean g; = F;(G) € R"!, para j = 2,3,...,n. Llamemos ¢ = 3—0 . Entonces las matriz

T € M,,_1(R), indexada en {2,3,...,n}, cuyas filas f; = F;(T) estan definidos por

fo=92, fojr1=925-1 , ¥ foj =goj —cCgej_1 para j>2, (13.57)

también tiene menores principales positivos. Haciendo la cuenta vemos que T' es una matriz
de la forma (13.54) con n — 1 en lugar de n, y dj en lugar de d; , donde

dIQj = d2j+1 y dzjfl = dgj — Cd2j+1 5 para j = 0, 1, 2, ce (1358)

Por la hipétesis inductiva, tenemos que T" es TP, por lo que también lo es

T:_{g ;}GM,L(R).

Haciendo algunas cuentas, podemos deducir de la Eq. (13.58) que

Hy[1,2,...,n—2] = Hy(n— 1,n) = ({S + g(ln - Jn)} STS*) (n—1,n),  (13.59)
donde S = [0,e1,€2,...,6,—-1]. Las matrices S y S* son TPs, y lo es la matriz triangular

superior S + §(I,, — J,). Ahora la positividad total de H), sale de la Eq. (13.59) por los
Teoremas 13.2.1 y 13.1.4.
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13.7.3 (Matrices de Toeplitz). Para una sucesién (bi-)infinita {a, : —c0 < n < oo}, la
oo

matriz (a;—;)i jen es llamada su matriz de Toeplitz, y la funcién f(z) = > a,2", su funcién
—o0

generadora. Un matriz de Toeplitz es TP si y sélo si su funcién generadora es de la forma

o0 o]

L [T+ an2) TT (1 + 22)
f(z) = Cz*exp (*ylz + ?) . 010 010 ,
I;[(l - 6712) H (1 - %)

1

donde k es un entero, C' > 0, y1,7-1 > 0y @n, Bn, Pn,dn > 0 son tales que

o0

> (o + B+ o+ 0n) < 0.

1

Cuando a,, = 0 para n < 0, la matriz de Toeplitz es TP si y sélo si su funcién generadora es
de la forma
(1+ ap2)
flz)=Ce"* ,

(1= Bnz)

»—-:8 H:8

(oo}
donde C' > 0, v > 0, ¥ an, B, > 0 son tales que » (e, + B,) < oo. Las pruebas de estos
1

hechos, basadas fuertemente en la teoria de funciones analiticas estan més alla del alcance de
este trabajo. Cuando es aplicada a un polinomio la caracterizaciéon anterior implica que el
polinomio p(z) = dpz" +d12" "1 +...+d, (dy > 0) tiene todos sus ceros en eje real no negativo
si y sélo si la matriz infinita (d,4;—)i jen es TP, donde d, = 0 para k < 0 o k > n. Notemos
que la matriz de Hurwitz H,, introducida antes es una submatriz de T, méas precisamente
H,=Th+1,n+2,...,2n/2,4,...,2n].

13.7.4 (Funcién de frecuencia de Pdlya). Una funcién f(¢) en (—oo,00) es llamada una
funcion de frecuencia de Pdlya si el nicleo K(s,t) := f(s —t) es TP. La siguiente caracteri-
zacion se debe a Schoenberg (1953), f(t) es una funcién de frecuencia de Pélya si y sélo si su
transformada bildtera de Laplace existe en una tira abierta que contenga al eje imaginario y

tiene la forma
%] 0 t)
~stf(s)ds = Cexp(yt? + ot) - || SRt
[ e =cantt +an [T

)
— 0o

donde C > 0, v > 0, § y a, son reales tales que 0 < > |a,|> < co. La prueba de este
I

resultatdo estd mas alla del alcance de este trabajo.

13.8 Apéndice: La prueba del criterio clave

Las pruebas de los criterios de positividad total se basan en intrincados calculos de deter-
minantes que permiten usar un argumento inductivo. Para ello usaremos fuertemente los
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resultados de la seccién 2 del Capitulo 12. Recordemos, dado que las usaremos bastante,
algunas ecuaciones de alli:

Dados «, 8 € Q. y, ademds, w, T € Q. tales que w C o/, 7 C ', sean
p=aUw= (1,2, .. pieyr) Y v=LUT=(vi,v2,...,Vkt1) € Qtin -
Existen entonces vy 0 € Q4 tales que o; = py, y Bi = Vg, , © € 1. Luego definimos

k(k+1)

=sgn(y) = (-1)""" "2, sgn

a

=s . 13.60
sgn —— N sgn(o) (13.60)
Repasemos la Eq. (12.15): Sea A € M,,(R). Dados o, f € Qi ¥y ademds, w, T € @y, tales

ue w C o, 7 C [, entonce se tiene que
b b

det Afal|g] det ((A/[a|ﬂ])[w|7]> = sgn det Aja Uw|f U 7] (13.61)

o B
sgn
aUw & BUT
Una consecuencia inmediata es la siguiente caracterizacién de las entradas de un complemento

de Schur, vista como (12.16): Dados «, 8 € Qk,» , se tiene

0 5 detdfoU{a}lBU 3]
WP oo =50 ey B0 E T et Alalg)

(13.62)

La siguiente igualdad, vista en (12.12), es valida para toda A € M, (R): Dado 5 € Qg n ,

> sgn(w) det Alw|f] det A(w|B) = sgn(B) det A . (13.63)

WEQK,n
Identidad de Sylvester (Eq. (12.17)): Dados A € M, (R) y «, 3 € Q. , sSe cumple que
det ({ det Al U {c}|B U {B3}}]}, jer 7}9) = det A - det A[a|g]"F! (13.64)
Necesitamos ademés el siguiente resultado especifico:

Lema 13.8.1. Sea A € M,,(R). Dados & € Qn_1,n, Yyw € Qn_a,n tales que w C «, se tiene
det A[w|1,n) det Ala|q) = det A[w|1, ¢) det Alar|n) + det Ajw|q, n) det Aa|l) , (13.65)
para todo 1 < q < n. Notar que asumimos que n > 3.

Demostracion. Fijemos p € wy sean = w\ {p} y v ={1,¢,n}. Ademds sean {m} = o'\ w.
Dividiendo ambos lados de la Eq. (13.65) por det A[u|v]? tenemos que el lado izquierdo de la
(eventual) igualdad queda

det Al U {p}v U {q}] det AU {p,m}lvU {1,n}]
det Alp|v]?
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y el derecho,
det Alp U {p}|v U{n}] det A[pU {p,m}[vU{1,q}]

det A[p|v]? +
det Al U {p} U (1] det Al {pomlv U {aum] __
det A[p|v]? '

Llamemos B = A/[u|v]. Notar que, por las ecuaciones (13.61) y (13.62), se tiene que

¢ =sgn “U’Ep} sgn uuliq} sgn MU{Z,m} sgn VU{”LH} By 4 det ( B[p,m|1,n}) ,

Por otra parte, oo = €3 By, det Blp,m|1,q] +e3 B, 1 det Blp, m|q,n] , donde

€2 =S80 gny S8N UMy SN Ttpmy 80 Uty Y

€3 =S8N oGy S8N UMy S8N ioipmy 80 sU{gm)

Sacando como factor a sgn MUH{P} sgn se ve que la Eq. (13.65) es equivalente a la

0
pu{p,m}
siguiente relacién: sgn Vuliq} sgn VU{’; T B,.q det B[p,m|l,n] =

sgn VULJEn} sgn Vu{y1,q} By, det B[p,m|1, q] + sgn yul~/{1} sgn VU{’;’n} B, 1 det Blp,m|q,n] .

Por otra parte, usando la Eq. (13.60), una cuidadosa cuenta muestra que

Sgn Vulf{q} sgn l/U{li,n} = sgh VUlJEn} sgn VU{Vl,q} = sgn VULJEI} sgn VU{I:LTL} ' (1366)
En efecto, observar que por la definicién usando permutaciones tenemos que

sgn#{q} = sgnﬁ‘(’m} , sgn#{l} = sgnm, y que sgn#{n} =1.

YOl =
ahora la Eq. (13.66), nos queda que la Eq. (13.65) es equivalente a la relacién:

v

Luego las igualdades de (13.66) surgen de que sgn sgn #{1} SgN SOy - Usando

B, det Blp,m|l,n] = By, det Blp,m|l,q] + Bp1 det Blp,m|q,n] ,

que se verifica facilmente para cualquier matrix B (notar que son determinantes de matrices
de 2 x 2).

Sean A € M,,,,(R) y € una sucesién de signatura. Sea r = min{n,m}. Recordemos las
definiciones: A es e-RS (resp. e-ERS) si

epdet Alw|3] >0 (resp. >0) paratodo k€l,, a€Qkn, BE€ Qrm. (13.67)
Recordemos el enunciado del Teorema 13.1.4:

Teorema 13.1.4 Sea A € M,, ,,(R) con rtk A = r, y sea € una sucesién de signatura.



280 Matrices totalmente positivas

1. Para que A sea e-RS es suficiente que, para todo k € Lyinin,my ¥ @ € Qr.n s

epdet Alo|8] >0 para [B€Qrm talque d(B)<m-—r. (13.68)

2. En particular, A es TP si det A[a|3] > 0 en esos casos.

Demostracion. Observar que cualquier 8 con d(5) # 0 cumple que d(8) < m — 2. Eso hace
innecesario estudiar los casos en que r < 2, en particular sin < 2 o m < 2. Asumamos
entonces que n,m > 3. Probaremos la la Eq. (13.67) por induccién en k, asumiendo que A
cumple la condicién (13.68). Cuando k = 1, la Eq. (13.67) es cierta porque d(3) = 0 para
cualquier 8 € Q1 4, . Supongamos que se cumple la Eq. (13.67) para todos los j < k pero no
para k. Luego deben existir un 3 € Qg,m y un a € @y, tales que

e det Ala|f] <0, (13.69)

y que d(() es el minimo para los 8 que cumplen tal cosa. En particular tenemos que
l=d(B)>m—r. (13.70)

Afirmamos el tal 8 cumple que para todo p ¢ [ tal que 81 < p < O, debe pasar que
apANag, A+ Nag, , =0 . (13.71)

En el caso k = 2 esto serfa que a, = 0. Observar que si (13.71) fuera cierta, tendriamos
que dim Gen{a; : /1 <j < B} < k, y estamos considerando k + [ columnas. Por lo tanto
r =tk A <m —1, lo que contradiria la Eq. (13.70). Esta contradiccién mostraria que la Eq.
(13.67) es vélida para d((5) = k.

Asi que vamos a por la férmula (13.71): Para esto fijemos un p como antes, y llamemos
7 ={02,03,...,0k—1}. Una reformulacién de (13.71) es decir que para todo tal p vale que el
rk(A[—|TU{p}]) <k —2. Dadow € Qk—1,n, con w C a, el Lema 13.8.1 nos dice que

det Alw|r U {p}] det Ala|r U {B1, Be}] =

det Alw|T U {Bk}] det Ala|m U {B1, p}] + det Ajw|T U {81 }] det Alar|m U {p, Br}] (13.72)

Como 7 U {f1,0Bk} = 68, d(rU{B1,p}) <1 -1y d(rU{p,0Br}) <1—1, se sigue de la Eq.
(13.69), la hipétesis inductiva y la propiedad minimal de I que la identidad arriba mencionada
sélo puede ser valida cuando

det Ajw|trU{p}] =0, paratodo we€ Qr_1n, wla, (13.73)

pues el lado derecho de la igualdad (13.72) tiene signo ex_1ex (0 0) y en el izquierdo hay,
por hipdtesis, un factor cumple que e det Aja|3] < 0 y el otro ex_; det Ajw|T U {p}] > 0.
Por otro lado, si k > 3, al calcular det A[e|f] # 0 via la Eq. (13.63), vemos que existe un
v € Qr—2 ., tal que v C a y det A[y|7] # 0. Luego, para probar que rkA[—|7 U {p}] < k — 2,
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serfa suficiente mostrar que todo vector fila de A[—|7 U {p}| es una combinacién lineal de los
vectores fila con indices en 7, o equivalentemente que

det AlyU{¢}|TU{p}] =0, paratodo qel,\v. (13.74)

En el caso k = 2 el tal v = @ (al igual que 7), pero es claro que (13.74) equivale a que a, = 0,
y el resto de la cuenta funciona. Cuando ¢ € «, (13.74) se deduce de la Eq. (13.73), ya que
yU{q} € Qr_1.n y estd dentro de a. Fijemos ahora un ¢ ¢ «. Sean p = {u1,pe2, pus} =
(a\v)U{q}, vy v={B1,p, Ok} Consideremos la matriz

B e M3(R) dadapor b;; =det AlyU {p;}tU{r;}], para i,j€el;.

Entonces por hipdtesis inductiva todos los b;; tienen el mismo signo €;_; y, por la Identidad
de Sylvester (13.64), todos los subdeterminantes de matrices 2 x 2 de B[—|1) y B[—|3) tienen
el mismo signo ,_s ) . Por otro lado, la Eq. (13.73) implica que b; 2 = 0 siempre que u; # q.
Luego la Eq. (13.74) equivale a que C3(B) = by = 0. Si ¢ = p1 , tendrfamos

det AlyU{g}t|lr U{B:}] detAlyU{g}rU{p}] det A[yU{g}|TU{Bk}]
B=| det A[yU{ua}|7U{B1}] 0 det A[y U {po}|T U{Bk}] | ,
det Ay U {ps}|m U {B1}] 0 det A[y U{us}t|T U{Bk}]

con todas las entradas del mismo signo. Si by # 0, las condiciones anteriores sélo son consis-
tentes cuando by 1 = b3 1 = 0 o bien by 3 = b3 3 = 0. Esto es asi porque los de la izquierda
producen determinantes (de 2 x 2) de un signo y los de la derecha del signo contrario, cosa
solo permitida si del lado malo (el signo que no concuerda con ej_s &x) son ambos cero. En
el caso de que ¢ = pg pasa lo mismo (b1 =bg; =0 o bien by 3 = be 3 = 0).

Aplicando nuevamente la Eq. (13.64) tendriamos que, si a \ v = {a; as}, entonces

det Aly U{ai}[r U{61}] det AlyU{ar}[7 U {Bk}]

et | et Aly U {as} T U{B}]  det Afy U {as}|r U {3 }]

= det Ala|5] det A[y|7] (13.75)

es nulo, mientras que det A[y|7] # 0. Llegamos a que det A[a|5] = 0, lo que no vale.

Supongamos ahora que g = po . Queda

det A[y U {u1}|7 U {B1}] 0 det A[y U {p1 }|7 U {Br}]
B=| detAlyU{g}ltU{Bi}] detA[yU{qtlrU{p}] detAlyU{g}TU{B}] | ,
det A[y U {uz}|T U {B1}] 0 det A[y U {pa}|m U {Bk}]

Ahora debe pasar que, si bag # 0, entonces by; = b33 = 0 o bien b; 3 = b3 = 0. Esto sale
porque det B[1,2|1,2] y det B[1, 2|2, 3] deben tener signo e;_2 & , pero deberian ser opuestos,
porque todos los b;; tienen el mismo signo. Si por ejemplo el malo es el de la derecha, debe
pasar que by 3 = 0. Y la misma idea obligaria a que b3 ; = 0, por lo que B tendra una diagonal
con tres tipos del mismo signo. Pero en tal caso, la matriz de (13.75), que es B[1, 3|1, 3], serfa
diagonal y su determinante tendria signo e_s & , por lo que el de det Aa|3] serfa e, . Minga.
En el caso opuesto (b1,1 = b33 = 0), un razonamiento semejante lleva a la misma conclusén
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absurda. Asi by = 0, lo que establece la validez de la Eq. (13.71). Ya habiamos visto que ello
muestra que la Eq. (13.67) es vélida para d(8) = k, lo que completa la induccién.

Recordemos el enunciado del Teorema 13.1.5:

Teorema 13.1.5 Sean A € M,, ,,(R) y € una sucesién de signatura.

1. Para que A sea e-ERS es suficiente que, para todo k € Imn,m)

epdet Al|3] >0 para « € Qpn, B € Qrm talesque d(a)=4d(B)=0.

2. En particular, A es ETP si det A[o|5] > 0 es esos casos.

Demostracion. Probemos las desigualdades
€k det A[a|ﬁ] >0 para (O NS Qk‘,n ) ﬁ € Qk,m ) ke Hml’n(n,m) ) (1376)

por induccién en k. Cuando k = 1, esto es trivial porque d(a) = d(8) =0 para @ € Q1. ¥
B € Q1,m - Asumamos que la Eq. (13.76) es cierta con k — 1 en lugar de k. Primero fijemos
un « € Qg con d(a) =0, y probemos la Eq. (13.76) para este o por induccién en [ = d(5).
Cuando [ = 0, esto se sigue de la hipétesis del teorema. Supongamos que e det Alar|y] > 0
siempre que v € Qrm v d(y) <1 —1. Sea € Qk,m con d(3) = I. Entonces existe p tal que

ﬂ1<p<ﬁk7 d(TU{Blap})él_]- y d(TU{pvﬁk})SZ_lv

donde 7 = {f2,...,0k—1}. Se sigue de la Eq. (13.65), como en la Eq. (13.72) de la prueba
del Teorema 13.1.4,
det Ajw|T U {p}] det Ala|r U {51, Bk} =

det Alw|7 U {1 }] det Ala|r U {f1, p}] + det Alw|T U {51}] det Ala|r U {p, Bi}]

para cualquier w € Qr—_1,, tal que w C . Usando las dos hipétesis inductivas vemos que
el lado de la derecha es no nulo con signo €j_1 €, mientras que det Alw|r U {p}] en el lado
izquierdo es no nulo con signo ;1. Por lo tanto la igualdad es consistente sélo cuando
e det A[e|8] > 0. Esto prueba la Eq. (13.76) para los @ € Q. ,, con d(«) = 0. Luego fijamos
cualquier 8 € Qg v hacemos una induccién similar sobre [ = d(«), dado que el caso d(a)) =0
es lo que probamos antes. Hay que usar la Eq. (13.65) para filas, que se deduce de la usual
tomando traspuestas de las matrices involucradas. As{ podemos concluir que la Eq. (13.76)
es cierta en general.

13.9 Ejercicios

13.9.1. Sea A € M, (R) triangular inferior. Entonces es TP si se verifica que

det Ala|1,2,...,k] >0 paracadakel, y cada a € Qg cond(a)=0.
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13.9.2. Sea A € M, (R) tal que A es de Jacobi y A >0 (entradas positivas). Probar que
exite un £ € R tal que £ I + A es TP.

13.9.3. Sea A € M, (R) la matriz del Ejemplo 11.2.15. Porbar que, si A € R, entonces
A+ A esTP <— A>1.

Cotejar las propiedades de sus autovalores y autovectores con los resultados desarrollados en
las secciones 13.5 y 13.6.

13.9.4. Probar detalladamente el Teorema 13.2.1 que decia:
Sean A € M, n(R) y B € My, 1(R). Probar que entonces

1. Si Aesea-RSy B esep-RS, el producto AB es e-RS, con e = ¢4 - ep.
2. En este caso, AB se convierte en e-ERS si

(a) Aeses-ERSyrkB =1, 0si
(b) tkA=ny B es eg-ERS.

3. Si Ay B son ETP, tambien lo es AB.

13.9.5. Si dos nticleos L, M : T" — A son TPs y do(-) es una medida positiva en I', entonces
K(u,v) := / L(s,u)M(s,v)do(s), para u,v € A, esun nicleo TP. (13.77)
T

Se sugiere replantearlo para que se pueda deducir del Teorema 13.2.1, en principio para
medidas concentradas en finitos atomos.

13.9.6. Verificar la veracidad de los otros 4 + 10 items del apartado 13.7.1, donde se muestran
los mas interesantes ejemplos de matrices TP.
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Notaciones y abreviaturas

Se enumeran las principales notaciones y abreviaturas del libro, por orden de aparicién:
Capitulo 1

I,=41,2,...,n}.

R, ={z€R:2>0}yR] ={recR:z >0}

My (C) =C™"™ y My,m(C) =C*™

Mo (R) = R™" y My, o (R) = R™™

Gl(n) = {A € M,(C) : A es inversible }

Ps(z) = det(z] — A) € C[z] es el polinomio caracteristico de A € M, (C).
trA = zn: Ai; para una A € M, (C).

Ci(A) Z::%ahv ,G2i .. .,ani) € C" es la i-ésima columna de A € My, (C).
F;j(A) = (aj1,aj2,...,a;m) € C" es la j-ésima fila de A € M, (C).
d(A) = (A11,...,Ann) € C", la diagonal de A € M,,(C).

ag 0 O

diag (a) = diag (a1,...,an) = | -, | € My(C), paraa e C".
0 0 an

Em = {egm) e eS,’[‘)} es la base canénica de C™.

1=1,=3% " =(1,...,1) e C".
E,=1, Siln € M,J(C)*, la matriz de puros unos.
Gen{X} =Gen{z1,...,2m} es el subespacio generado por X = {z1,...,Zm}.
kerA={2x€C": Az =0} y R(A)=A(C™)=1Im(A)CC", para A€ M, »(C).
rk(A) = dim R(A) = dim Gen {C1(A),...,Cn(A) }, para A € My m(C).
(z,y) = zn:xk%, z,y € C" .

rt 1/2

foll = Nl = (2 = ( Sl ) parawecr,

L(H, K) es el espacio de operadores lineales de H en K (dos espcios de Hilbert).
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BON : base ortonormal.
A* = AT € M »(C) la adjunta de A € My, (C) .
H(n) = {A € M,(C): A= A"}, matrices autoadjuntas.
U(n) ={U € M,(C) : U*U = I}, matrices unitarias.
N(n) ={N € M,(C): N*N = NN*}, matrices normales.
2(C)F ={A € M,(C): A> 0} C H(n), semidefinidas positivas.
I(n)T ={A € My,(C): A>0} = Gl(n) N M,(C)T, definidas positivas.
(A) ={X € C:ker(A — AI) # {0} }, el espectro de A € M,,(C).
A(A) = (M(A4),..., A (A)) los n autovalores (con multiplicidad) de A € M,,(C).
(A) = méx{ |(Az,z)| : € C", ||z]| =1}, el radio numérico de A € M,,(C).
p(A) = méx{ |A| : A € 0 (A)}, el radio espectral de A € M, (C).
|A]lsp = méx{||Az| : z € C",||z|]| =1} = min{C > 0: ||Az| < C|z||, =€ C"}.
AlZ = Zn: |aij|* = tr(A* A), la norma Frobenius de A € M,,(C).
=

i,j=
A 2 B (unitariamente equivalentes) si existe U € U(n) talque A=U"BU .

TS8(n)={T € M,(C) : T;; = 0 para ¢ > j} las triangulares superiores.
AlllJ] = A1y = (A’"l)?g € My, m(C), para A € M,(C), I,J C1, con |J| =k, |K|=m.
AlI1T) = ATl \ J] y A(I|J] = Al \ I]J).
Ay = A({r}) = {asj bigrzj € Mp—1(C) , para A € M, (C) yr €1L,.
QR es la factorizacion A = QR con Q € U(n) y R € TS(n) tal que R;; > 0, para todo j € I, .
rQy=zy" = (mZE)zgrﬂn € My m(C), paraxz € C" e y € C™.

i€lm

<

Q

g

S, = {0 : 1, — L, biyectiva }, el n-grupo simetrico.
Lsy Rp : My (C) - M, (C) dadas por La(X) = AX y Rg(X) = XB , para X € M,(C).

Capitulo 2

A(A) € R™ es el vector creciente de autovalores de A € H(n).

(A) € R™ es el vector decreciente de autovalores de A € H(n).
Amm (A4) = M(A) = pn(A) =mino (A)  y  Amax(A) = A (A) = p1(A) = méxo (4) .

Capitulo 3

B<C <= (Buz,z) <(Cuz,z) para todo z unitario en C" (con B,C € H(n) ).
My = {x € M : ||z|| = 1} para un subespacio M C C".

Ps € M, (C) es la proyeccién ortogonal sobre un subespacio S C C".

As = PSAP5|S € L(S) , la compresién de A € M, (C) a un subespacio S C C".
Apy = All] = {aij }ijer, € Mi(C) y

Ay = A(Ik) = {aij}ij>k € Mn_r(C), ambos para A € M,(C) y k€L, .

AY? € M,,(C)7T es la raiz cuadrada de A € M,,(C)*.
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|A| = (A*A)Y/2, el médulo de A € M,,(C).

5i(A) = ui(|A|) = pi(A*A)Y2 ] los valores singulares de A € M,,(C), para i € I, .

S(4) = (s1(A), . 5u(A)) = p(|A]) € R"

Y(A) = diag (s(4) ) € Mn(C)", para A € M, (C).

A =U|A| = |A*|U es una descomposicién polar de A € M,,(C) si U € U(n).

A =WZX(A)V* es una descomposicién en valores singulares de A € M,,(C) si W,V € U(n).
AT = W y AT = % son las partes positiva y negativa de A € H(n).

1Al = (

[Allry = > si (A) (norma de Ky Fan) para A € M (C) y k € I, .
1

1=

NgE

1/p
S (A)p> = (tr|A]?)"? (norma de Schatten) para A € M,(C) y 1 < p < cc.
1

=

1All|~ = Nr?a}x N(Az) la norma matricial inducida en M,,(C) por una norma N en C".
2)=1

Ao B = (ai; bij) € Myu,m(C) el producto de Hadamard (o Schur) de A, B € My, m(C) .

icly
J€lm

0 A 2(A4)

A* 0 0 —3(A)
M(A,S)={DeM,(C)Y: DA y R(D)CS}para Ac M,(C)".

Y (4,8) = méXM(A, S) el shorted de A € M,,(C)* a un subespacio S C C".

~

€ H(2n) para A € M, (C).

A" 1a seudoinversa de Moore-Penrose de A € M, (C).

v(A) = min {||Az|| : z €ker A~ ||lz|| =1} el médulo minimo de A € M,,(C).
(x, y), = (Az, y) pra Ae M, ()" yx,y € C*.

PA,S)={QeM,(C): @>=Q, AQ=Q*Ay R(Q) =S} para A € M,(C)".
A<"Bsi BA* = AA* y B*A = A*A (orden %), para A, B € M, (C).

Capitulo 4

z! y 2! los reordenados de z € R™ en forma decreciente y creciente.

troz = (xz,1) =3 x; , para xz € C".
i=1
r <y si y € R" mayoriza a x € R".

z <w y (resp. z <" y) si y € R" submayoriza (supramayoriza) a z € R™ .

A>Bsi As; > By paratodo par i €1, j € I, con A, B € My m(R).

x>y six; >y para todo i € I,,, con xz,y € R™.

|z] = (|z1], ..., |zn]), para z € R™.

DS (n)={A e M,(C): A>0, tr F;(A) =1y trC;(A) = 1 para todo ¢ € I, }.

ZTo = (To),--+»Ton)), Para o €8, y xz € C".

P, € U(n) la matriz de permutacién dada por P, © = z,, parac € S, y z € C".
Up(n) ={P,:0 €8S, } CU(n).

I denota un intervalo en R.

f(@) = (f(z1),..., f(zn)) € R", para una funcién f:I — R, y un vector & € I" .
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x < y log-mayorizacién (con productos), para x,y € ]R:" (z,y > 0).
log

xlgw y log-mayorizacién débil, para z,y € R" .

Capitulo 5

Pr(n) = {P € H(n) : P> = P y rk(P) = k}, los proyectores ortogonales de rango k, para k € I, .

Up(n) = {U € My 1(C) : U*U = I;}, el espacio de isometrias de C* en C™.

NUI : norma unitariamente invariante.

gy :C" — R, dada por gn(z) = N (diag(x) ) para N una NUI en M, (C) y z € C™.

fgs : funcién gauge simétrica.

A < B si pu(A) < u(B), para A, B € H(n).

Cp(A) = PAP + (I — P)A(I — P) el pinching de A € M,,(C) por P € Px(n).

Cp(A) = i P, AP; el pinching de A por el sistema de proyectores P = {Py,..., P} C H(n).
i=1

conv [C] = { i b : meN, bpeC, AeR™y A< (1,0,.. .,0)}7 la cédpsula convexa de C.
k=1
UA) ={UAU" : U € U(n)} = {B € H(n) : u(B) = pn(A)}, la 6rbita unitaria de A € H(n).

NDUI : norma débilmente unitariamente invariante.

Capitulo 6

Hi(n)={A€H(n) : o(A)CI}.
f(A) : el calculo funcional de A € Hi(n) por f:1— R.
e =exp(A) = i ‘%L , la exponencial de A € M, (C).
m=0
If = gllx, 00 == sup {|f(t) — g(t)] : t € T}.
i (z,y) es la primera diferencia dividida de una funcién f : T — R de clase C*.
Dgzy € Mumn(C) es la derivada o diferencial de g : U C R™ — R™ (U abierto) en zo € U .
fery(t) = f(7(t)) es la composicién de una curva v y el cdlculo funcional por f.
MOP : funcién monétona de operadores.
UOP : funcién convexa de operadores.

NOP : funcién céncava de operadores.

Capitulo 7

H,, = C" con su producto interno.

H,, ® Hj = { funcionales F' : H, x Hy — C bilineales } el producto tensorial.

r®y=xy’ € H, ®Hy es el tensor elemental, dado por = ® y(u,v) = (u,T)(v,7) , u € H,, v € Hj, .
Enn={e" @M vicl,, jel} ~{Ey € Mai(C):i€l,, j€li}, la BON de H, ® Hy,.
A®B(z®y)=Az®By, v€H,, yecHr,con Ae LH,)y B € L(Hy).
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anB e alnB
AR B= Lo | € Mug(C), el producto de Kroneker de A € L(H,) y B € L(Hy).

an1B ... apnnB
®k H., es el espacio k-tensorial sobre H,, , el producto tensorial de H,, por si mismo k veces.
21 Q- @k (U1, ,uk) = Hle (us,T;), los k-tensores elementales.
R"A: Q" H,, — ®"H,, la potencia k-tensorial de A, dada por @* A (21 ® -+ @ 1) = Az1 ®
e ® Amk .
P e U(®" H,) dado por P™ (F) (z1,--- ,zx) = F(xry,  + ,%Tx(k)), Para m™ € Sy, .
AFH,, = { F e ®k H, : P#n)F =sgn(m) F paratoda w € Sy }, el espacio k-alternado sobre
H,, .

n

k=14 > sgn(m), la proyeccién ortogonal de Q" H,, sobre AFH,, .
TE S

1N Az =PF (21 ®...QxK) = % > sgn(m) Te) ® - ® Trk) , €l k tensor alternado.
TE Sk

AFA € L(A*H,, , A*H,,) dado por A¥A (z1 A---Axy) = Azy A--- A Axy, , k-potencia alternada de A.
Qrn={a= (1,00, ,ar) €L} : 1<a1<ae<--<ar<n} ~{JCL, :|J|=k}.
o =T, \a € Qn_kn , el complemento de un a € Qx,, -
eh = e = efﬁ) A eg;) ARERWAY eg;) € AFH, , para a € Qg -
Eln={VEkl e} :a € Qun}, la BON de A*H, .
det A = > sgn(o) ﬁ a; ;) = A" A, para A € M, (C).
j=1

cES,
perA = > ]I aj.@) €C, la permanente de A.
oeS, j=1
1oty .oyt
, 1ty ... 37t
V(t) = (tg_l) = . . € My (C), el Vandermonde de t = (¢1,...,t,) € C".
4,j€ln . . .
1 tn ... t°71

Capitulo 8

C(4) = max ||Ci(A)], y F(A) = méx [|[Fi(A)], , para A € Mn,m(C).
Kn(A) = NI(nBé)); N(AoB) = min{k :N(AoB)<kN(B), Be Mn((C)}, con N norma en M, (C).
Ka=Kj.,,(A), para A € M, (C).
¢* la adjunta de una funcional ¢ : S C M, (C) — C, dada por ¢*(A) = p(A*), A€ S.
¢ : My(C) - C dadapor ¢p(A)=(A,B)=tr(AB"), con B € M,(C).
S;={CeMn(C):cij=0 vparatodo (i,j) ¢ J}, para J C I, x L.
J C1I, x I, cample (P) si (¢,5) € J = (j,4) € J y también (i,¢) € J para todo ¢ € L, .
A ... A
AR —E, @ A= € Min(C), para A € M, (C).
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Capitulo 9

Re A = A+TA* €H(n)elmA= A;iiA* , para A € M, (C).

S(A,B) = AB + BA € H(n) es el producto simetrizado de A, B € H(n).

C < DsiC™ < D™, para todo m € N, con C, D € M, (C)".

AVB:plln;o(Ap+Bp)% :mjn {CeM,(C)' 1A C y B<C }, para A, B € M,(C)".
f:Myp(C) — Res clase T si (;s continua, f(XY) = f(YX)y |f(X*)| < f(XX*]™),Vm, X,Y.
A#oB = AYV2(ATV2BATY 2> AY2 para a € [0,1], A, B € M, (C)*.

A#B = A#,B = AMZ(A-V2BAT/2)1/2 41/2

Capitulo 10

W(A) = {(Az,z) : ©€C", ||z]] =1 } es el rango numérico de A € M, (C).

Capitulo 11

MP,m ={A € My m(R): A>0}, matrices de entradas positivas.
MEP,, m = {A € M, n(R): A > 0}, matrices de entradas estrictamente positivas.

Vo ={(p,q) € :p # q}.
FC : matriz fuertemente convexa.

Capitulo 12

A/la)B] = A(a|B) — A(a|B] - Ala| 8] - Ala|B) € Myu—k(C), el complemento de Schur de A € M,,(C).
sgn(a) = ﬁ (-1 = (=1)" conr =tra — w ,para un o € Qp,n -
i=1

n =diag (1,—1,1,—1,...,(=1)""") € U(n).

o
alw

sgn = sgn(7), donde v manda « al principio de a U w.

Capitulo 13

€ = (€:)ien € {—1,1}" es una sucesién de signatura.

Si T es otra sucesién de signatura, llamaremos 7& = (75 €;)ien -

A es e-RS si es de signo regular con signatura .

A es e-ERS si es estrictamente de signo regular con signatura e.

A es TP si es totalmente positiva, o sea que A es e-RS respecto de la sucesién ¢ = 1.

A es ETP si es estrictamente totalmente positiva, o sea que A es e-ERS respecto de la sucesién ¢ = 1.

dlo)=ar—a1—(k—1)= > oait1 —a;— 1, esladispersién de o € Qg n -
i€ly_q
LU-factorizacién: A = LU con L triangular inferior y U triangular superior.
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U L-factorizacién: A = UL con L triangular inferior y U triangular superior.
1,y Tm] =X € Mum(C) si C3(X) = z; € C" para cada i € L, .

A;B si AFA>A*B, ie. det Ala|8] > det Bla|3] paratodo k€L, v o, 8 € Qin-
A es OSC si es TP y una cierta potencia A? es ETP.

V4 (x) la méxima variacién de signos de € R™.

V_(z) la minima variacién de signos de z € R".

Gp = (exp [fp(i - j)ﬂ )” . € Mn(R).

Hy, = [daj—i] € M, (R), matriz de Hurwitz p(z) = doz™ + di2" 1 + ... +dn.

i,j €lp



