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Prefacio

El examen de doctorado (“qualifying”) es uno de los requerimientos de la Fac-
ultad de Matemaética, Astronomia y Fisica (FaMAF) para optar por el titulo
de “Doctor en Matemética”.

En el ano 1995 la Dra. Marfa J. Druetta hizo una recopilacion de exdmenes
de doctorado tomados desde la creacién de la carrera en 1980 hasta marzo
de 1995. El trabajo de archivo de la Dra. Druetta fue realmente excelente ya
que se publicaron 68 de los 70 exdmenes tomados en ese periodo de 15 anos.
Esta publicacion pretende continuar y actualizar la tarea de la Dra. Druetta.
En nuestro caso, hemos podido publicar 78 de un total de 111. Los exdmenes
faltantes pertenecen principalmente a la época 1996-2000.

El contenido matemético de los exdmenes aqui reproducidos se mantiene fiel
al de los originales. Sin embargo, nos hemos permitido hacer algunas modi-
ficaciones en la presentaciéon de los mismos, siguiendo una linea estética propia.

La idea de hacer esta recopilaciéon surgié naturalmente cuando los autores, al
prepararse para rendir este examen, lamentaron no contar con exdmenes méas
recientes. Esperamos que los futuros doctorandos encuentren en las péaginas
de este libro el entrenamiento y la confianza necesarios para sobrellevar esta
primera prueba en el camino al doctorado.

Agradecemos a todos los profesores de esta facultad que restaron minutos de su
tiempo para ayudarnos en la tarea, buscando los exdmenes que ellos hubieran
tomado.

Agradecemos también a la Comisiéon Editora de Publicaciones de Matemética
su aporte para llevar a cabo esta publicacién.

Los autores.
Junio, 2009.
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CAPITULO 1

Funciones complejas

Agosto 2009

El examen se aprueba sumando al menos 50 puntos.

1. (16pt.)

(a) Sea v una funcién armonica en Q = {2 : |z| < R} y continua en Q tal que u = 0
sobre el borde 0f). Probar que u =0 en (.

(b) Sea f(z) analitica en una region A D D = {z : |z| < 2} tal que f(dD) C iR.
., Qué puede afirmar sobre f7 Justificar.

. (17pt.) Sea A={z:|z4+1i <1} Nn{z: |z — 1] < 1}. Mostrar que existe (construir)

una aplicaciéon conforme de A sobre el disco unitario U = {z : |z| < 1}.

. (17pt.)

(a) Sea f(2) analitica en un abierto A D U = {z : |z| < 1}, que satisface |f(2)| < 1,
Vz € OU. Probar que f tiene exactamente un punto fijo en el disco unitario
U={z:]z| < 1}.

(b) ¢ Verdadero o falso? Para todo n > 3, la ecuacion e* = nz" tiene n soluciones en
el disco unitario U. Justificar.

. (17pt.)

(a) Sea © una region de C y {f,} una sucesion de funciones analiticas en € tal que
fn — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de 2. Probar que f es
analitica en Q y que f;, — f’ uniformemente sobre subconjuntos compactos.

(b) Mostrar que f(z) = > ze ™ es analitica en {Re(z) > 0} y calcular f'(z).
n=0
JAdmite f una extension analitica a un abierto A 2 {Re(z) > 0}7 Justificar.

. (17pt.)
(a) Sea f(z) una funcion analitica en la franja F = {z : a < Im(z) < b}, que satisface
f(z+1) = f(2) para todo z € F. Mostrar que f admite el desarrollo

[e.e]
f(z) = che%mz, zeF,
—0o0

1
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y que éste es uniformemente convergente en F. = {z : a + ¢ < Im(z) < b — ¢},
Ve > 0. Dar la férmula integral de los coeficientes ¢, n € Z en términos de f.
(Ayuda: probar que f(e2™*) = f(z) define una funcién analitica en una corona,
luego aplicar Laurent).

+oo
(b) jVerdadero o falso? > 27/ =--- 4 Z% + Z% +1+142+22+... coincide con el
— o0
desarrollo de Laurent de una funcién analitica en una corona. Justificar.

. (16pt.) Calcular el valor principal de la integral
+oo
/ cosT 4

Marzo 2009

. Sea x un namero real tal que 0 < x < 1. Calcular la siguiente integral, donde C' es
la circunferencia de centro cero y radio uno recorrida en sentido antihorario.

(1—2xz+z2)2 .
/c z(l—xz)Q(z—x)2d .

. Probar que una transformacion homografica f transforma el disco |z| < 1 sobre el
disco |w| < 1 si y sélo si existen a, 8, con |a| < 1y |3] =1 tales que para todo z,

Z—

f(z)=p8

az—1"

. (a) Sea f una funcién analitica y sin ceros en un dominio simplemente conexo D.
Demostrar que f tiene un logaritmo analitico, es decir, existe una funcién g,
analitica en D, tal que e9 = f.

(b) Sea D el complemento en C de AU B, donde A y B son las trayectorias de las
siguientes curvas o y [3.

a:|-n/2,7/2] = C, a(s)=i+e",
B:(—00,0] — C, B(s) =s+2i

Sea h la rama de la funcion de la funcion logaritmo definida en D con h(—1) =
—mi. Calcular A (i).

. (a) Enunciar con precision el Teorema de Morera.

(b) Sea s, una sucesion de funciones analiticas en el disco |z — z,| < R, que converge
puntualmente a una funcién s. Suponer que la convergencia es uniforme en todo
disco cerrado |z — z,] < R — 0, para cada 0 < § < R. Probar que s es analitica
en el disco |z — z,| < R.

. Decir en cada caso si es verdadero o falso. Justificar.
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(a)Si 0 < = < 7/2, entonces la curva a : R — C, a(t) = sen (z + ti), tiene su
trayectoria contenida en una hipérbola.

(b) Si f y g son funciones analiticas que cumplen f (z) = g (1/Z) para todo |z] = 1,
entonces f y g conciden.

(c) Existe un polinomio p(z) con p (—1) # 0 tal que si

cos (z3 + 1)
fZ)=—"F5—
p(2)
entonces la funcion z — |f (z)] alcanza un méaximo local en z, = —1.

Diciembre 2008

1. (a) Enuncie y demuestre el lema de Schwartz.

(b) Pruebe que si f : U — U analitica y no inyectiva entonces |f'(0)] < 1.

2. (a) Calcule la integral impropia

*  cosar
————=dz, a>0,b>0.
| @
(b) Calcule la integral
ez4+4z2—1
/ e
lz|=4/3 25(2% + 1)
3. (a) Exhiba una funcion entera cuyos ceros estén exactamente en los puntos z, = logn
para todo n € N. Justifique.

(b) Si I'(2) denota la funcion Gamma, pruebe que para todo z ¢ Z se tiene

P(:)T(1—2)=

sen(rz)’

4. ; Verdadero o falso? Justifique.

(a) Sea f(z) meromorfa en C tal que |f(z) + 1+ 3i| > & para todo z. Entonces f es
constante.

(b) Si una sucesion a, € C satisface ), |an| < 00y Y, nla,| = oo, entonces la serie
>, nFlay,| tiene radio de convergencia 1.

(c) Si una sucesion a,, € C satisface >, |an| < oo y existe k € N tal que Y, n¥a,| =
00, entonces la serie ) anz™ tiene radio de convergencia 1.

Agosto 2008

1. Halle la forma general de una aplicacion bianalitica de D en D, donde D es el disco
abierto de centro 0 y radio 1. Demuestre.
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o0

. Pruebe que si g(z) = > h(n)z", donde |z| < 1y h(z) es un polinomio a coeficientes
n=0

enteros, entonces g(z) admite una extension analitica a C\ {1}.

. Defina la funciéon Gamma (denotada I'(z)). Pruebe:

(i) T(z+1)=2I(z), (i) T(2)I(1—2) = ﬁ

o0
. Sea la funcion f(z) = 3. 2™, holomorfa en U = {z : |2| < 1}. Pruebe que
n=0
f(2) no posee extension holomorfa a ningin abierto U’ donde U C U’, U # U'.
Sugerencia: considere el comportamiento de f(z) en direcciones radiales z = o2
tal que 1 <k <m—1.

. ;Verdadero o falso? Justificar.
(a) Sea f analitica en G D D tal que f(0) = 1y |f(2)] > |2| si |z| = 1. Entonces f
tiene un cero en D.

(b) Si f es entera y |f(2)| <1+ |z|'/? para todo z € C, entonces f es constante.

(¢) Sean f, g funciones analiticas en una regiéon G tales que fg es analitica. Entonces
f es constante o g = 0.

Marzo 2008

. Halle una transformacion conforme (esto es una aplicaciéon biyectiva y analitica) entre
la region ©; = {z € C:Re(z) >0} N{z€C:|z|] <1} y el complemento en C del
eje real positivo [0, 00).

. Sea D ={z € C:|z| < 1}. Demuestre que si f es una biyeccién analitica de D en D

entonces f es de la forma
9 Z—a
Z)=¢e? T ——
fe)=et 222,
con # € Ry con a € C tal que |a| < 1.
. Demuestre que una funcién entera con un polo en oo es un polinomio.

. Calcular

o 1
3 3 dzx.
R i S A N |

/ sen () d.
0 xr

(Integre % sobre un camino apropiado).

. Calcular

. (a) Demuestre que la serie Y —1— converge uniformemente sobre compactos de C

2
neL (2=n)
que no contengan ningin entero.
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(b) Probar que
2

T 1
sen? (z) Z 2

neZ (Z _n) .

(Ver que % - > ﬁ se extiende a una funcién entera g (z) que es aco-

nez
tada).
— 1
(c) Calcular Z:l ot

7. Demuestre que toda funcién entera y acotada es constante.

8. Enuncie alguna version del teorema de Rouché.

Diciembre 2007

1. Sea f continua en D = {z: 2 < 1}.

(a) Probar
/z|—1 f(z)dz = /|Z_1 2 dz.

(b) Si f(z) es analitica en un abierto que contiene a D entonces

1 f(Z)dZ_{f(O) - silal <1,
f0) = f (%) silal>1.

2 |z|=1 z—aQ

2. (a) Sea Guna region en C, a € G,y f: G — {a} — C, una funcion analitica tal que
Q2 = f(G—{a}) es acotado. Probar que f tiene una singularidad evitable en
z = a. Ademas si f es inyectiva entonces f(a) € 0S2.

(b) ¢ Es posible construir una transformacion conforme inyectiva de

{0 < |z| <1} sobre {r < |z| <R}, parar > 07

/°° log x
————dx
o (1+2?)
4. Probar que si G es una regién simplemente conexa de C tal que su borde 0G tiene

al menos dos puntos, entonces G se aplica conformemente sobre un abierto acotado
de C (Dar una prueba constructiva).

3. Calcular

5. Discutir la veracidad de las siguientes afirmaciones. Justificar
(a) Si f(z) es una funcién analitica en un entorno de zp, entonces existe una sucesion
b, > 0 tal que
lim (bp)* =00y ‘f(")(zo)‘ > 1! by,

n—oo
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(b) Existe una funcion entera no constante f(z) que satisface la propiedad
f(z) = f(ﬁ) para todo z, |z| > 1.

(c) Si f(2) es una funcién analitica y sin ceros en una region G, entonces log | f(z)|
es arménica en G.

oo
(d)SiRez, >—1 (n=1,2,...), laserie ) log(l+ z,) converge absolutamente si y
n=1
oo
solo si Y z, converge absolutamente.
n=1
Marzo 2007

. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta.

(a) Si zp es una singularidad aislada de una funcion f y f7 f(2)dz = 0 para todo
contorno vy simple, cerrado, alrededor de zg, que no pasa por 2y, entonces zg es
singularidad evitable de f.

(b) Existe f entera, no constante, con |f(z)| = 2 para todo z.

(¢c)Sea A = {z€C:0<|z| <1}.Si f es analitica y acotada en A entonces f se
prolonga analiticamente a B = {z € C: |z| < 1}.

. Determine el radio de convergencia de las siguientes series.

@ S a"" (<),

oo
(b) 3 anz™ con ag, = b*", agpi1 =a®" 1 a,beR, 0<a,b< 1.
n=0

.Sea B={z€C:|z|<1},T={2€C:|z|] =1} y sea O un abierto que contiene a
B. Sea f analitica en O, |f(z)| < 1 para todo z € T, tal que f(z0) = 2o para algin
zo € B.

(a) Demuestre que

76) =l < T e 0

para todo z tal que |z — zp| <1 — |z0].
(b) Si en la desigualdad (f) vale la igualdad para algin z con |z — zp| < 1 — |20],
demuestre que
f(2) = 20+ A(z — 20),

1+]|20|
1—|zo0|"

. Sea n un entero > 2. Muestre que

/OO dr T
0 1+x”7nsen(%).

. (a) Enuncie y demuestre el teorema de Casorati-Weierstrass.

para algin A € C con |\| =

(b) Enuncie el teorema de Picard.



FUNCIONES COMPLEJAS 7

Diciembre 2006

1. Pruebe que toda funcién meromorfa en C U {oo} es una funcion racional.

2. Sean f(z) y g(z) enteras tales que |f(z)| < |g(z)| para todo z € C. ;Qué conclusion
puede obtenerse sobre f y g7

3. Sean f, funciones holomorfas en un abierto 2 de C, f,, sin ceros en Q Vn. Si f, — f
uniformemente sobre compactos, pruebe que f es idénticamente cero o f no tiene
ceros en 2.

4. Demuestre el teorema de Montel para familias normales. Explique el uso del mismo
en la prueba del teorema de la aplicacién de Riemann.

5. ;Verdadero o falso? Justifique su respuesta dando una demostracién o un contrae-
jemplo.

(a) Sea f(z) continua en Im z > 0, holomorfa en Imz > 0. Sea

s f(z) Imz >0,
fz) ._{ f(2) Imz<0.

Entonces, fdeﬁne una funcién holomorfa en C y ademés f~: fsiysolosi fes
real en z € R.

(b) Sean z1, ..., 2, puntos distintos en C y ky,...,k € Ny. Sea
V=V(z,...,zr;k1,..., k)

el espacio de todas las funciones holomorfas en CU {oo} \ {21, ....2,} que poseen
un polo de orden < k; en z; para cada 1 < j <.
Entonces dimV =k; +...+ k. + 1.

Junio 2006

1. (a) Una transformacion de Mébius transforma un par de circulos concéntricos en otro
par de circulos concéntricos. Demostrar que las relaciones de los radios deben ser
iguales.

(b) Hallar una transformacion de Méobius que lleve el circulo |z| = 1 y el circulo
|z — i| = % en circulos concéntricos. ;Cudl es la relaciéon de sus radios?

2. (a) Sea G una region, sea a € Gy supongamos que f : G — {a} — C es una funcion

analitica tal que f(G — {a}) = Q es acotado. Demostrar que z = a es una
singularidad evitable de f. Si f : G — {a} — C es uno a uno, demostrar que
f(a) € 09.

(b) Demostrar que no hay ninguna funcién analitica uno a uno que transforme G =
{z : 0 <|z| < 1} sobre la corona Q = {z : r < |z| < R}, donde r > 0.



EXAMENES DE DOCTORADO

3. (a) Calcular
Jim _ 4z
R—00 Ji,=r V1 — 22

(b) Usar el teorema de Cauchy para calcular

/1 da

V1T =22

4. (a)Sea Q ={z=x+1iy : a <y < b}. Sea f € H(Q) tal que f(z) = f(z+ 1) para
todo z € ). Demostrar que f tiene un desarrollo de Fourier en §2,

oo
f(Z) — ch e27rinz7
—0

que converge uniformemente en z : a +€ <y < b — ¢, para todo e.

(b) Hallar las formulas integrales que expresan los coeficientes de Fourier ¢, en tér-
minos de f.
5. (a) {Cuando se dice que el producto [] z, es absolutamente convergente?
n>1

(b) ;Para qué valores de z es convergente el producto [] (1 —2™)?
n>1

(¢) i Existe un conjunto abierto no vacio G tal que [] (1—z") converja uniformemente
n>1
en todo subconjunto compacto de G7 Si asi fuera, jcudl serfa el G mas grande?

Marzo 2006

1. (a) Demostrar que si f es una funciéon analitica en un abierto que contiene al disco
B(a; R) entonces

<!

2 R
i0y 2
— drdf.
. A f(a+e)rdr

|f(a)

(b) Sean G una region del plano complejo y M una constante fija. Probar que

F={fcH@) : //sz)?dxdy < M}

es una familia normal.

(c) Sea D el disco unidad abierto. Probar que F = {f € H(D) : Re(f) >0, f(0) =
1} es una familia normal. ;Qué pasa si quitamos la hipotesis f(0) = 17

2. (a) Sea R una funcién racional sin polos en el eje real positivo tal que lim zR(z) = 0.
r— 00

Demostrar que

zo2z:—oox0:cx—7riooxx.
S Res(R(:)log(:)) = =2 | Ala)logds —2ri [ R(w)d
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(b) Calcular
/OO log x Qe

3. (a) Probar que la serie ) ﬁ define una funciéon meromorfa en C.
n=—00

(b)Sea f(z) = >_ ﬁ Probar que f(z + 1) = f(z). Hallar los polos de f y la

parte singular en cada uno de ellos. Probar que | l‘im f(2) = 0 uniformemente
y|—o0
en x.

(c)Sea g(z) = (Selfm)Q. Probar que g es meromorfa, de periodo 1. Calcular los polos

de g y la parte singular de cada polo. Probar que | l|im g(z) = 0 uniformemente
y|—oo
en .

(d) Probar que

o0

Z (z—ln)2 - <ser71T7rz)2'

n=—oo

(e) Deducir la relacion de Euler:
>
26
= n 6
4. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

. ., . dg .-
(a) Si f es meromorfa en una region simplemente conexa €2 entonces f = G2 tiene

una solucién ¢ meromorfa si y solo si los residuos de f en  son todos ceros.
dz

(b) /|Z|:5/2 I'(z) sen(7z) =0

Agosto 2005

1. Sea g, una sucesion de funciones enteras que converge uniformemente en compactos
a una funcion entera g, tal que el conjunto de ceros de cada g, esta contenido en R.
Mostrar que el conjunto de ceros de g esté contenido en R.

2. Sea f :[0,1] — C una funci6n continua. Definimos

1
h(z) = /0 f(t)cos(tz)dt, para z € C.

(a) Mostrar que h es una funcién entera y calcular los coeficientes del desarrollo de
Taylor de h centrado en 0.

(b) Mostrar que si h es la funcion nula, entonces f es la funciéon nula.

3. Sea h una funcién entera tal que
h0)=3+4i y |h(z)|<5 si |z <1.
Mostrar que h(z) = 3 + 4i para todo z € C.
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. Calcular 3" 2, evaluando las integrales de la funcién f(z) =

. Sea f una funcion entera no polinémica, mostrar que f(C) es denso en C y que

existen infinitos puntos w;, tal que la fibra f~!(w,) tiene cardinal infinito para cada

n.
2T
/ e’ d6.
0

. Calcular la integral

. Mostrar que existe una funcion analitica en el conjunto {z € : |z| > 4} cuya derivada

€S
z

(z—1)(z2—=2)(z—3)°

. Sea f analitica en el semiplano H := {Re(z) > 0} de modo que |f(2)| < 1 para todo

z € Hy f(1) =0 Mostrar que

Ayuda: considerar la funcion h(z) = 2 y foh.

Diciembre 2004

. Probar que:

(a) L(2) = [;° e "t*~! dt define una funcion analitica en el semiplano Re(z) > 0.
(b) I satisface la ecuacion funcional I'(z 4+ 1) = 2I'(z).

(c)I' admite una continuacién analitica a todo C, salvo por polos simples en z =
0,—1,—2,.... Hallar el residuo de f en dichos polos.

(d) Para z > 0, y > 0, X
=11 _ p\y—1 _ F(‘T)F(y)
/0 11— t) dt_if(m—l—y)'

(Ayuda: Expresar I'(x)I'(y) como una integral doble y cambiar a coordenadas
polares).

s cot(mz)
™ T
—2 — sobre con-
n=1

tornos apropiados.

. Hallar todas las funciones analiticas biyectivas de

G={zeC:Im(z) > -1} N{ze€C: |z > 1}

sobre el disco unidad D.

. (a) Enunciar y demostrar el Teorema de Montel. (Definir los conceptos involucrados).

(b) Sea G una region y M una constante fija. Probar que

]:z{fEH(G):ffG|f(z)|2dxdy§M}

es una familia normal.
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(c) Sea D el disco unidad abierto. Probar que
F=A{fe€H(D):Re(f) >0, f(0) =1}

es una familia normal. ;Qué pasa si quitamos la hipotesis f(0) = 17

5. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.
(a) La imagen de una funcion entera no constante es densa en C.
(b) La funcién f(z) = 2* — 62 + 3 tiene 2 ceros en {z € C: 1 < |z| < 2}.

(c) Sea G un abierto simplemente conexo. Si f € H(G) entonces existe una sucesion
de polinomios tales que f = limp,, en H(G).

(d) Toda funcién meromorfa en la esfera de Riemann S? es una funcién racional.

Julio 2003

1. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.

(a) Si 2z es una singularidad aislada de una funcion f : U C C — C, U abierto, y si
f es acotada en algin entorno de 2y entonces zg es una singularidad evitable de

f.
(b) Existe f entera, tal que f(™(0) =n! Vn > 1.

(¢)Si f = u +iv es analitica en una region G y u? = v en G entonces f es constante
en G.

2. Sea

Demuestre que f es meromorfa en C y tiene polos simples en los enteros. Ayuda:
Pruebe que f tiene estas propiedades en cualquier disco de radio R centrado en el
origen.

3. Sea 7 : [a,b] — C una curva cerrada, C'. Sea a € C tal que v no pasa por a. Sea

1 1
w(7, a) / dz.
v

27 Z—«

Demuestre que w(7y, a) es un nimero entero.
dr 27w
+1 33

5. Enuncie el Teorema de Rouché.

o
4. Pruebe que/
0
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Agosto 2000

1. Sea

n

o0 22
f(z) = Z:jl ik

Pruebe que

2f(2) + 2f(2) = 422 f(2).

. Sea C' el circulo |z| = 3 orientado positivamente. Pruebe que si

22—z —
g(w)z/CHdz (] #3),

Z—w

entonces ¢g(2) = 8wi. ;Cudl es el valor de g(w) cuando |w| > 37

. (a)Sea f(z) = BE q analitica en zg, q(20) = 0, ¢'(20) # 0. Pruebe que zg es polo
q(z
de orden 2 de f con residuo
) q/,(ZO)
=== 3°
7' (z0)

(b) Calcule
/ dz
c (z+22)?

donde C es el circulo centrado en el origen, de radio 2, orientado positivamente.

. Determine el namero de ceros de 287 4+ 36257 + 7124 + 23 — 2 + 1,

(a) dentro del circulo de radio 1 centrado en el origen;

(b) dentro del circulo de radio 2 centrado en el origen.

. (a) Sea {f»} una sucesion de funciones analiticas en un abierto U. Supongamos que

para cada subconjunto compacto K de U, la sucesiéon converge uniformemente
sobre K y sea f el limite de f,. Demuestre que f es analitica en U.
(b) Sea
=1
f(z) = e

n=1

Demuestre que esta funcion es analitica en U = {z : Rez > 1}.

Marzo 2000

. Sea f(z) analitica y no acotada en {z : 0 < |z| < 1}. Mostrar que una y sélo una

de las siguientes posibilidades pueden ocurrir:
(a) | f(2)] — oo cuando z — 0,
(b) para todo € tal que 0 < e <1, {f(2):0 < |z| < €} es denso en el plano.
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N

22

.S = —
ea f(z) 22 +4
(a) Obtener la representacion en serie de potencias de f alrededor de zp = 0.

(b) Obtener la representacion en serie de Laurent de f en potencias de z alrededor
de zp = 0.

En cada caso, describir el conjunto en el que la serie representa a la funcién.

 cosw
. Calcular el valor de la integral / —————dz. Expresar la respuesta como
o Xr—z+1

numero real.

. Sea D la interseccion de los discos |z| < 1y |z — 1| < 1. Encontrar una aplicacion

conforme de D sobre el disco unidad |w| < 1.

. (a) Sea f una funcién entera. Supongamos que existen constantes positivas A, B y

« tales que |f(z)| < A+ B|z|* para todo z € C. Probar que f es un polinomio.
i,Cudl es el valor mas grande que puede tener el grado de f?

(b) Sea f analitica en un conjunto abierto D que contiene al disco |z| < 1. Suponer
ademas que f(0) =1y |f(2)| > 2 para todo z con |z| = 1. Probar que f tiene al
menos un cero en |z| < 1.

. Sea D ={z:|z| <1}. Sea f: D — C analitica, no constante y tal que Re f(z) >0

para todo z € D.
(a) Mostrar que Re f(z) > 0 para todo z € D.

(b) Usando una transformacion de Mobius apropiada y el Lema de Schwarz, probar
que si f(0) =1 entonces

para todo |z| < 1.

Agosto 1997

. Si f y h son dos funciones analiticas en sendos entornos de la clausura D del disco

D = {z € C | |z| = 1}, determinar (con prueba o contraejemplo segin el caso) la
validez o falsedad de cada una de las siguientes implicaciones:

a) |f| <|h| en 0D = frontera de D = |f| < |h| en D.
b)|fl|<|hlen 0D y |h| >0en D = |f| <|h|en D.
|fI<|hlendD y |h|>0en D = |[f| < |h|en D.
f(l/n)=h(-1/n)=1/n?> VneN = f=henD.
f(l/n)=h(-1/n)=1/n3 VneN = f=henD.

)
()
d)
(e)

(f) ]i(z)dz:/ M VneN = f=henD.
oD 3 — Nz D 3 — Nz

(
(
(

f(z)dz:/ h(z) dz VvneN = f=henD.
0

op 2n —z D 2n—z
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(b) [fl=1[hl en 0D = {|f[ < |h| en D} 6 {|f| = [h| en D}.

Preguntas complementarias: ;Qué relacion hay entre la cantidad de ceros de h y de
f+ h en D (contados segun sus multiplicidades) bajo la hipotesis de (a)? ;Pueden
los ceros de f en D estar en cantidad infinita numerable? ; Qué cantidad de llamadas
pudo haber hecho Yabran al celular del Padre Farinello aquella noche? En fin, piense
sin apuro.

. Si log indica una rama del logaritmo complejo, definida en el complemento de la

semirecta (—o0,0] por logz = In|z| 4+ i(2km + arg z) (con un entero k fijo, —m <
arg z < 7, y In = logaritmo real), sefiale el error del siguiente razonamiento: (1+i)? =
(-1 —1)? = 2log(l +1i) = 2log(—1 —1i) = arg(l +1i) = arg(—1 — i) = /4 =
—3r/4 = 4 = 0 (paradoja de Bernoulli). Si su religion proclama la igualdad de
todos los niimeros no haga esa parte del ejercicio, pero en cambio pruebe que el
radio de convergencia de la serie de Taylor de log en un punto zp es |zp|. jPuede
hacerse esto sin el conocimiento explicito de los coeficientes de la serie, usando quiza
el “principio de unicidad del prolongamiento analitico”, o algo asi? ; Usted qué piensa?
Ya volvemos.

d
. Halle / ° alo largo de |z] =n € N.
zsen z

. Siuna f : C — C no constante cumple una acotacion del tipo |f(z)] < R(1 +

|z)}=" Vz € C con ciertos R y r > 0, tal que f no puede ser una funcién entera
(;y descremada?).

. Defina el concepto de dominio simplemente conexo y enuncie (pero no pruebe) el

teorema de la aplicacién conforme de Riemann. Después muestre que quitando de
C el origen y la espiral dada por t — efel’, con t € R, se obtiene un abierto A
simplemente conexo. Ilustre el teorema de Riemann exhibiendo una transformacion
conforme que aplique (inyectivamente) tal A sobre el disco |z| < 1, llevando el punto
ie~7/2 al origen (jpuede exhibir mas de una?). En fin, notemos que A se parece
también a la Argentina, pues yendo en sentido antihorario (o sea hacia atras en la
historia) el panorama se ensancha y se engrandece, mientras que hacia el futuro el
camino se estrecha y nos infunde angustia e incertidumbre. ; Perdera Menem el juicio
si en el préoximo comicio se derrumba el edificio que con tanto sacrificio construyé
con gran oficio para nuestro beneficio? ;Cedera terreno Terragno en su terruiio y se
daré Alfonsin un chasco més en Chascomus? ;Podra el Chacho con calma chicha
seguir sin chucho esperando chocho que pierda Chiche? Para ver qué nos espera hay
que recorrer A en sentido horario.

Marzo 1997

. Determine cudal de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa y justifique su

respuesta.

(a) Toda funcién armonica en un dominio D en C es la parte imaginaria de una
funcién analitica en D.
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(b) Las funciones racionales son exactamente las funciones meromorfas sobre la esfera
de Riemann.

(c) La siguiente funcion es entera.

£2) :{ sen(T) 2 #0,

0 z=0.

2. Probar que si la integral sobre cualquier camino triangular en un dominio D de una
funcién continua se anula, entonces la funcién es analitica en D.

3. Calcular:
(a) la suma de la serie
i (_1)n+1
2 )
n=1 n

evaluando las integrales de la funcién sobre contornos apropiados;

22sen z

(b) el niimero de soluciones de médulo menor que 1 —contando multiplicidades— de
la ecuacion
sen?(z) = 92°.

4. Encontrar las transformaciones conformes biyectivas del dominio {z : |Rez| <
1, Imz > 0} en el circulo de centro zp y radio r.

5. Sea D un dominio en el plano complejo, C(D,C) el espacio de funciones continuas
de D en C, y H(D) el espacio de funciones holomorfas en D.
(a) Demostrar que H(D) es cerrado en C(D,C).
(b) Demostrar que la aplicacion f — f' de H(D) en si mismo, es continua.

(c) (Es valida la afirmaciéon (a) si reemplazamos “holomorfa” por “meromorfa” y
“C(D,C) por “C(D,C U {c0})?

Marzo 1996

1. Sea zp una singularidad aislada de f. Pruebe las siguientes afirmaciones:
(a) Si f es acotada en algun entorno de zp entonces zp es una singularidad evitable
de f.
(b) Si f(z) — oo cuando z — 2y entonces 2y es un polo de f.

(c)Si f tiene una singularidad esencial en zp entonces f(A — {z}) es denso en C
para todo disco abierto A tal que zg € A.

zZ— T

2. Sea f(z) =

zsenz

(a) Describa la singularidades de f (no olvide el punto en el infinito).

(b) {Como debe definirse f en las singularidades evitables para que sea holomorfa
alli?
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. Sea f(z) =

(c) Calcule

/Wf(z) dz y /WJ}/((;) dz

donde 7 es el circulo |z — 5| = 7 orientando positivamente.

22

22+4°

(a) Obtener 1;_ representacién en serie de potencias de f alrededor de
zZ0 — 0.

(b) Obtener la representacion en serie de Laurent de f en potencias de z alrededor
de zp = oc.

En cada caso, describir el conjunto en el que la serie representa a la funcion.

. Evaluar las siguientes integrales:

©  dgx 2r 40
=2.3.4....): _ 0 1).
/0 S =234 /0 S (0<a<)

5. Encontrar una aplicacion conforme de la franja 0 < Im z < 1 sobre el disco |z| < 1.

6. (a) Enuncie y pruebe el Lema de Schwarz.

(b) Sea f holomorfa en Re(z) > 0, f(1) = 0y |f(2)] < 1 para todo z tal que
Re(z) > 0. Encontrar el maximo valor posible que puede tomar |f(2)| y [f'(1)].
. Cuéles son las funciones extremales (es decir, las funciones que alcanzan estos
valores maximos)?

. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique claramente

su respuesta.
(a) Si f es entera y |f(z)] < 1 para todo z tal que |z| = 1 entonces la ecuacion
f(%) = z tiene al menos una solucién en |z| < 1.

(b) Existe una funcion entera f que satisface todas las propiedades siguientes:
(i) f(z) > 0 para todo = > 0;
(ii) f(iy) > 0 para todo y > 0;
(iii) f'(0) =1.

(c) La familia de funciones
1 27
F={f: fesholomorfaen |z2| <1y / / |f(rel®)|?rdrdf < M}
o Jo

es normal (M no depende de f).
(d) La familia
F ={f : f es holomorfa en |z] < 1, f(0) =1y 0 ¢ rango(f)}

no es normal.

. Sea f una aplicacion conforme del disco |z| < 1 sobre un cuadrado S con centro en

el origen y tal que f(0) = 0. Entonces:
(a) fiz) =if(2); ¥

(b)si f(z) = > anz™, an = 0 salvo cuando n =1 mod 4.
n=1



CAPITULO 2

Funciones reales

Agosto 2009

Se aprueba con un minimo de 60 puntos.

1. (18 puntos) Sea (A, pt) una medida sobre un conjunto X (o sea, A es una o-algebra
de P(X), u(0) =0y p: A— [0,00] es una funcién o-aditiva). Diga si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta.

(a)Si A, e A,ke Ny Ay C Ay C--- C Ai C ... entonces

1( U Ag) = sup p(Ag) = lim p(Ay).
keN keN k—o0

(b)Si Ay e A ke Ny A1 DAy D--- D Ag D ... entonces

n( N Ag) = inf p(Ag) = lim p(Ag).
LEN keN k—oo

2. (16 puntos)

(a) Determine el

1 3
t
lim / n el dt.
n—oo o 14 nt3

(b) Demuestre que si f : E — [0,1] es una funcion integrable entonces

k—oo

lim / ffdm=m{te E: f(t)=1}.
E

3. (18 puntos) Sean 1 < p < ¢ < 0.
(a) Demuestre que L?[0,1] C LP[0,1] y que la inclusion ¢ : L9]0,1] C LP[0,1] es
continua pero no suryectiva.
(b) Demuestre que L?[0, 1] es de primera categoria en LP[0, 1].
4. (18 puntos)

(a) Enuncie el Teorema de Fubini.

17
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(b) Dé un ejemplo que evidencie que la conclusion del Teorema de Fubini puede no
ser cierta si alguna hipo6tesis no se cumple.

. (12 puntos) Demuestre que si H y K son espacios de Hilbert y U : H — K es una

funcién suryectiva tal que
(Uf,Ug) = (f.9)

para cualquier par de funciones f,g € H, entonces U es lineal.

. (18 puntos) Demuestre que si 4 es una medida compleja sobre X entonces

() < .

Marzo 2009

. Sea f una funcion medible en [0,1] y sea g (x,y) = f(z) — f (y). Probar que g €

LY ([0,1] x [0,1]) si y solo si f € L' (]0,1]). Justificar las afirmaciones acerca de la
medibilidad de cada una de las funciones involucradas.

. Sea X el espacio vectorial de las funciones continuas sobre el [0, 1], con la topologia

dada por

@ -ee)
W= [ e e

y sea Y el espacio vectorial de las funciones continuas sobre el [0, 1], con la topologia
dada por

1
d(f,g):/o (@) — g (2)] da.

Decidir si
(a) la identidad I : X — Y es continua;
(b) la identidad I : X — Y es abierta.

N ..
. Sea Dy (t) = > et
=N

(a) Probar que

Dy (t) = Sens(e];f(—:)é) !
2

y que ||Dyl|; — oo para N — oo.
(b) Sea, para f € L' ([~, ), el n-ésimo coeficiente de Fourier de f definido por

Fo=o [ e ar

Sea Cp = {{an} : |an| — 0,para n — oco}. Probar que la aplicacion
F: L' ([-m,7]) — Cy

es lineal, continua, inyectiva y no es sobre. Ayuda: para probar la tltima afirma-
cién puede usar (a).
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4. (a) Probar que si f,g € L' (R") y

frg@)= [ f(xr—y)g(y) dy,

]Rn
entonces f * g es una funcién continua.

(b) Probar que si A y B son dos conjuntos medibles Lebesgue, de medida positiva,
entonces A+B :={a+b|a € Ay bec B} contiene un intervalo. Ayuda: observar
que si A tiene medida positiva, entonces existe un intervalo I tal que I N A tiene
medida positiva y entonces pruebe que x4 * xp no puede ser la funcién nula. x4
es la funcion caracteristica de A.

5. Sea F un conjunto medible, contenido en R™. Probar que a. e. x € R" existe

De @) = i ™ (E 02((;—5, 5))

yque Dg(x)=1la.e.z € Eyque Dg(x)=0a.e. .z ¢ E.

6. Sea v, el volumen de la bola unidad de R™. Usar el teorema de Fubini para probar
que

n—1

1
Uy = 2?)n_1/ (1 — 752)T dt.
0

Julio 2007

R indica ndmeros reales; N nimeros naturales; m medida de Lebesgue en R o R™.

1. Sea f,, : R¥ — R una sucesion de funciones, f : R¥ — R funcion.

(a) Si f,, es medible Lebesgue para todo n, y f, converge puntualmente a f, mostrar
que f es medible Lebesgue.

(b) Si f,, es continua para todo n, y f, converge uniformemente a f, mostrar que f
es continua.

(¢) Si fy es continua para todo n, y f, converge puntualmente a f, mostrar que f
puede ser discontinua.
2. Sea f :[a,b] — R que tiene derivada en todo punto del intervalo.
(a) Mostrar que f’ es medible Lebesgue.

(b) Suponer que ademés f es creciente, mostrar que

b
/ (1) dm(t) < £(b) — (a).

3. (a) Enunciar el teorema de Baire.
(b) Mostrar que existe una funcion continua en el intervalo [0, 1] que no es derivable
en ningtn punto.

4. Enunciar el teorema de Fubini. Dar un ejemplo de funciéon f : X x X — R donde
las integrales iteradas son iguales y de manera que la integral doble de f no existe.
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. (a) Sea (X, 9, 1) un espacio de medida tal que u(X) = 1. Mostrar que LP(X, u) C

LY(X, o) para p > 1.
(b) Sea N con la medida cardinal, mostrar que ¢/!(N) C ¢2(N).
(c) Mostrar que LY(R,m) € L*(R,m) y L*(R,m) € L*(R,m).

. Sean f,, f de cuadrado integrable en [0, 1] de manera que f, converge puntualmente

a fyque | fnll2 converge a || f||2. Mostrar que || fn — f||2 converge a cero.

Marzo 2007

. Sea (X, ) un espacio de medida y p una medida positiva.

(a) Enunciar el Lema de Fatou y usarlo para probar el Teorema de la Convergencia
Dominada de Lebesgue.

(b) Mostrar un ejemplo donde se da la desigualdad estricta en el Lema de Fatou.
oo 75—1/71

¢) Calcular lim -

. Sea (X, ) un espacio de medida y x4 una medida positiva.

(a) Definir los espacios LP(X, 1) para 0 < p < o0.

(b) Enunciar y probar la desigualdad de Holder.

(c)Sea f € () LP fija. Mostrar que la funcién
p=>1

o(p) = log | f1I}

es convexa, es decir ¢(ap + (q) < ad(p) + Bo(q) para todo «, 5 > 0 tal que
a+B=1,ytodop,qg>1.

(d) Si f € L" para algiun r < oo, probar que lim || f||, = || f]|cc, donde el limite puede
p—o0
ser infinito.

(e) Sea B la bola unitaria en R? centrada en el origen, y sea f € LP(B) para todo p >
1, pero f ¢ L*>. Suponga ademas que vale la desigualdad || f||p+1 < tandlFilen

para todo p > 1. Probar que

/ @l <00, Va e (0,1).
B

. Sea f : [0,1] — R medible con respecto a la medida de Lebesgue. Si para todo

intervalo J C [0, 1] se tiene que

0< /Jf(x) dz < m(J),

probar que 0 < f(z) <1 a.e. en [0,1].
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4. Sea (X, p) un espacio de medida tal que pu(X) < oo y sea f : X — R medible.
Probar que f € L'(X, u) si y solo si

22%@{3@ eX:|f(x) >2"} < 0.
n=1

5. Sea M un subespacio cerrado de L?([0,1],m) que esta contenido en C([0,1],] - ||),
donde || f]| = sup{|f(x)] : = € [0,1]}.
(a) Probar que existe una constante C' tal que ||f|| < C||f|l2 para toda f € M.
|[Ayuda: El Teorema del Grafico Cerrado puede ser de utilidad.]

(b) Probar que para cada = € [0, 1] existe ¢, € M tal que f(x) = (f, ¢,) para toda
feMy|¢e2<C.
(¢) Probar que dim M < C2,
6. (a) Enunciar y probar el Principio de Acotacion Uniforme para espacios vectoriales
normados sobre C.

(b) Sea X un espacio vectorial normado sobre C y sea {x,} C X una sucesion débil-
mente convergente. Probar que {z,} es acotada.

(c) Dar un ejemplo de una sucesién que es débilmente convergente pero no es con-
vergente en la norma de X.

Diciembre 2006

1. Sea f € L'(R), probar que:

+o0

lim f(x)sen(nx)dz = 0,
+oo

lim f(z) cos(nz) dz = 0.

2. Sea E C R un conjunto medible (Lebesgue) tal que |E| = 1. Probar que para cada
0 <t <1 existe un conjunto E; C E tal que |E;| =t.

3. Sea (fn)nen una sucesion de funciones en LP, 1 < p < 0o que converge en casi todo
punto a una funcion f € LP. Mostrar que f, — f en LP si y sélo si ||fall — [|f]l-
. Vale lo mismo para p = oo?

4. Sea g € L'. Probar que existe f € L' tal que

1
/ fa=llglh.
0

1
lgli=  sup / /g
{feLt || fll=1}JO

Enunciar un resultado similar para LP, 1 < p < oc.

Probar que

5. Enunciar y demostrar el Teorema de Convergencia Dominada y el Lema de Fatou.
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Diciembre 2005

. Sea f:]0,1] — R tal que f es una funciéon continuamente diferenciable, que satisface

f(0) = 0. Mostrar que

1/2

w11 < [ 72ar)

z€[0,1]

. Sea {P,} una sucesion de polinomios a coeficientes reales de grado a lo sumo D <

oo. Suponer que en el intervalo [0,1] la sucesion {P,} converge puntualmente al
polinomio nulo. Mostrar que la convergencia es uniforme en el intervalo [0, 1].

. Sea (X, u) un espacio de medida. Sea f,, : X — C una sucecion de funciones medibles

en X la cual converge puntualmente a una funcion f. Sea 1 < p < co. Supongamos
que f, € LP(X,p) Vn y que || fnllp converge a || f|,. Mostrar que ||f, — f|l, — 0
cuando n tiende a infinito.

. Enunciar y bosquejar una demostracién del Teorema de Riesz de representaciéon para

funcionales positivas.

. Construir una sucesion {f,} de funciones continuas a valores reales en el intervalo

[0,1] de modo que:
(a) en [0,1] converge puntualmente a la funcion nula;

(b) ’fol fn(x) dx‘ < K < o0, Vn;

(c) lim fol fn(s)ds no es igual a cero.
n—oo

. Sea B un espacio de Banach y T, una sucesiéon de operadores lineales acotados en

B que convergen puntualmente a una funcién 7. Probar que T' es un operador lineal
acotado y que la convergencia es uniforme en compactos. Dar un ejemplo de B y una
sucesion como en el parrafo anterior de modo que la convergencia no es uniforme en
bolas cerradas y acotadas.

Agosto 2005

. (a) Enunciar el Lema de Fatou y usarlo para probar el Teorema de la Convergencia

Dominada de Lebesgue.
(3] tfl/n
(b) Calcular lim ——
oy (L)

. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Si la afirmacion es

falsa dar un contraejemplo y si es verdadera probarla.
(a) Sea E un subconjunto medible de R” y sean f, fr € L'(E) tales que

k—oco J

entonces fr — f a. e.
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(b) Sea E' un subconjunto medible de R™ y sea f : E — |0, 1] integrable, entonces

lim [ fP=m({teE: f(t)=1}).

n—oo E

Aqui m es la medida de Lebesgue.

(c)Si f € L'([a,b]) entonces f2 € L'([a,b)]).

(d) Sea f : R™ — R medible y tal que fE f =0 para todo subconjunto medible F de
R™, entonces f =0 a. e.

3. Sea (X, M, 1) un espacio de medida. Si f € LP(u) para algan p > 0, probar que
lim ||f|lq = || flloo, donde oo esté permitido como posible valor del limite.
q—00

4. Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio cerrado de H, probar que
H =M@ M*. Ademas, si z € H se escribe comoz =y +zcony e My ze€ M,
mostrar que z e y son los tnicos elementos de M+ y M cuya distancia a = es minima.

5. Sea M un subespacio cerrado de L?([0, 1], m) que esta contenido en C([0, 1]).

(a) Probar que existe una constante C' > 0 tal que ||f|l, < C| f| para toda f € M
(recordar que || fll, = sup{|f(z)|: z € [0,1]}).

(b) Probar que para cada = € [0, 1] existe ¢, tal que f(z) = (f, ¢,) para toda f € M

(¢) Probar que dim M < C2,

6. Sea f: R? — R definida por

fog @ @0 # 0.0,

0 si (xz,y) = (0,0).

(a) Mostrar que las integrales de Lebesgue

[K[ﬁmwm}wy [Xﬁ}mw@}m

existen y valen cero.

(b)Si D = {(z,y) : =1 < 2,y < 1} y dzdy es la medida producto en R2, mostrar
que la integral [[5, f(z,y) dz dy no existe.

(c) Enunciar el Teorema de Fubini e indicar porqué los resultados no contradicen este
teorema.

Agosto 2004

1. (a) Enuncie el Teorema de la Convergencia Dominada, el Teorema de la Convergencia
Monétona y el Lema de Fatou. Pruebe uno de estos resultados.
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(b) Si 0 < a < 1, probar que

« 1
lim n/ (1 — )" cos(nx)dx = 3
0

n—oo

. (a) Mostrar que si f es integrable Riemann en [0, 1], entonces f es integrable Lebesgue

en [0, 1] y ambas integrales son iguales.

(b) Dar un ejemplo de una funciéon f integrable Riemann en [0, 0] y no integrable
Lebesgue en dicho intervalo.

. Enunciar y probar dos de los siguientes enunciados:

(a) Desigualdades de Holder y Minkowski.
(b) El Teorema de Hahn-Banach (caso real).

(¢) El Principio de Acotacion Uniforme.

. Sea H un espacio de Hilbert, f : H — C una funcional lineal y sea N = Ker(f).

Probar que si f no es continua entonces N = H.

. Sea {fn}52, una sucesion de funciones integrables (en algun espacio de medida)

tal que f, — f a. e, donde f es integrable y satisface || fn|1 < ||f]1 para todo

n=1,2,.... Probar que
i [ 4~ [ f
n—oo

[Ayuda: En algtin momento considerar |f| + |fn| — |f — ful-]

. Sea f: X — [0, 00] integrable. Probar que dado € > 0 existe § > 0 tal que para todo

subconjunto medible A C X con p(A) < d se tiene [, f <e.

. Sea X = ([0,1], 1) e Y = (]0, 1], v) donde p es la medida de Lebesgue y v es la medida

que cuenta puntos. Sea f la funcién caracteristica de la diagonal D = {(z,y) : = =
ypC X xY.

(a) Probar que f es medible con respecto a u X v en X x Y.
(b) Calcular:

/Xxy fd(u xv);
/Y </X fz,y) du(x)) dv(y);
/X </Y flzy) dV(y)> du(z).

(c) Los resultados obtenidos contradicen el Teorema de Fubini o el Teorema de
Tonelli?

. Sea S un subespacio vectorial de L*[0, 1] que es cerrado como subespacio de L*/3[0, 1].

(a) Probar que S es cerrado como subespacio de L*[0, 1].

(b) Probar que existe una constante K tal que || f|l4+ < K| f|l4/3 para toda f € S.
[Ayuda: Usar el Teorema del Grafico Cerrado.|

. Si f € LP N L™ para algin p < oo, entonces lim || f|lg = || f1]oo-
g—00
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Julio 2003

1. Sea f,, : (X, 9, u) — C una sucesion de funciones integrables que converge puntual-
mente a una funciéon f. Suponer que para cada € > 0 existen: A, € M, g > 0 una
funcién integrable y un numero Ny tal que

/ |foldp <, Vn > No,
X—A.
Mostrar que f es integrable y que
lim [ [f— foldu=0.
n—oo X

2. Mostrar que si f es integrable Riemann en [0, 1], entonces f es integrable Lebesgue
en [0,1]. Dar un ejemplo de f integrable Riemann en [0, 00| y no integrable Lebesgue
en dicho intervalo.

3. Para cada namero natural n escribir n = 2" + k con 0 < k < 2" Sea fn la
funcion caracteristica de [2%, %] Considerar esta funcion en LP([0, 1], dm). Mostrar
que:

(a) para p > 1 vale lim fol |fnPdm = 0,
n—oo
(b) fn no converge puntualmente en el intervalo [0, 1].
4. Enunciar y bosquejar la demostracion del teorema de Banach-Steinhauss.

5. Sea f, una sucesiéon en L*(R,dm) tal que la sucesion numérica [ f,, f dm converge
para cada f en L?. Mostrar que la sucesién f, es acotada en L2.

6. Dar un ejemplo de una funcién en R? de modo que sus integrales reiteradas con
respecto a medida de Lebesgue coinciden, y sin embargo la funcién no es integrable
Lebesgue.

7. Sea aj,, una sucesién de ntmeros reales y sea f,, una base ortonormal de L?([0, 27, dm)
tal que la sucesion de funciones g, (z) := ay, fn(x) converge puntualmente a la funcion
nula en el intervalo [0, 27] y || fn|| es una sucesién numeérica acotada. Mostrar que la
sucesion a, converge a cero cuando n tiende a infinito. [Ayuda: aplicar Egoroff.|

Marzo 2003

1. Definamos para f € L'[-m, 7], f(n) = [T _f(t)e” " dt, ¥n € Z. Probar que si f es
absolutamente continua,

1/2
ST IF@ < Il + (Z nl) 17l

neZ neN

[Ayuda: Estimar |f(0)| por separado y calcular f'(n)]
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2. Sea g(z) = ff“ f(t)dt, donde f € LP(R), 1 < p < oo. Probar que

g€ Co(R) = {f continuas | lim f(t) = 0} .

[t| =400

3. Decidir sin son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Sean f,, n € N,y f

funciones medibles en R.

(a) Si {fn(x)} son funciones positivas y fn(z) — f(z) a. e. = € R entonces
nh—>Holo fo(z)de = /f(:L‘) dz.

(b) Si f, — f en L(R), entonces f, — f (en medida). Decimos que f, — f si para
cada A > 0,
lim [{z : [(fn = f)(@)| > A} =0.

n—o0

. Usar que % = fooo e ' dt y el Teorema de Fubini para probar que

4 sen(x)

. T
lim der = —.
A—+4o00 0 x 2

. Dar ejemplo de un f € L2(R), f ¢ L*(R), pero f € L'(R).

Marzo 2001

. Sea f(x,y), 0 < x,y <1, que satisface:

e Para cada z, f(x,y) es una funcién integrable de y.

o a%f(:v, y) es una funcion acotada de x e y.

Muestre que %f(x, y) es una funcion medible de y para cada = y que

o [t Lo
5 | reman= [ e an

. o0 dt

. Muestre que

. Sea f € LY QA p).

(a) Pruebe que {z € Q: f(x) # 0} tiene medida o-finita.
(b) Pruebe que para todo € > 0 existe A € A con u(A) < oo tal que

/Qfdu—/Afdu‘<e-

. Verifique si las siguientes funciones, definidas en R?, son integrables.

() f(z,y) = e @Y7,
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sen(2)

(421 +y?)

5. Esboce la demostraciéon del siguiente:

(b) f(z,y) =

Teorema: Si f € C(T) y € > 0, existe un polinomio trigonométrico P tal que
|f(t) — P(t)| < € para todo t € R.

Julio 2000

1. (a) Enuncie el Teorema de Fubini.

(b) De un ejemplo de una funcién medible f : X x X — R tal que las integrales

iteradas
/}{(/Yf(x,y)dy> dz vy /Y(/Xf(x,y)da:) dy existan,

/ f(z,y)dxdy no exista.
XxX

pero que

(c) Verifique si las siguientes funciones son integrables en R2:

sen()
A () Ty

e g(z,y) = h(x — y), donde h : R — R es una funcion medible.

2. Sea f € LP(R"™), 1 < p < oo. Definimos 75, f(x) = f(z — h). Demuestre que
1
li — =2r .
tim |17 — fllp = 21 /],

[Sugerencia: Considere primero f € LP(R™), con soporte compacto.]

3. Sean F'y G funciones absolutamente continuas y sean f y ¢ sus derivadas respectivas
(definidas a. e. x).

(a) Demuestre que F'G es absolutamente continua y que (FG)' = F'G + FG'.

(b) Demuestre que vale la formula de integracion por partes

b b
/ FOG() dt + / F(t)g(t) dt = F(H)G(b) — F(a)G(a).

4. Sea f periodica, de periodo 27, e igual a sg(x) en (—m, ).
(a) Calcule la serie de Fourier de f.
(b) Pruebe que

o0

sen(27 + 1 T
Z (27 )

= 25 +1 4
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Marzo 2000

1. (a)Sea 1 < p < oo. Demostrar que si {f,}nen es una sucesion de funciones del
L,(R™) que cumple fy,(z) — f(z) para casi todo x € R" y existe g € L,(R") tal
que | fn(x)] < g(x) para casi todo = € R, entonces f,, — f en L,(R™).

(b) De un contraejemplo que muestre que la condicién de acotacién por una g no
puede ser omitida.

2. Sea f(x) = x?sen(L) para 2 # 0,y f£(0) = 0. ;Es f de variacion acotada en [0,1]?

x
JEs f absolutamente continua en [0, 1]?
3. Sea g : R — R par, no negativa, g(z) > 0 si > 0, y no decreciente en [0,00), y sea
f una funciéon medible, finita, definida en el espacio de medida (€2, A, ). Demostrar
que para todo a > 0,

p{z € Q:|f(z)] = a} < g(la)/Q(QOf)du-

4. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta.
(Demuestre los resultados que use).
(a) Si X es un espacio vectorial normado y si zg € X, z¢ # 0, entonces existe una
funcional lineal acotado f sobre X, de norma 1, tal que f(z¢) = [|zo]|.
(b) Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, M # H, entonces
existe y € H, y # 0, tal que yL M.

Agosto 1998

1. Sea {7y }nen una numeracion (inyectiva) de los ntimeros racionales y sea

flx) = E 27" VreR.
Tn<T
Entonces f es estrictamente creciente en R, continua en los irracionales y discontinua
por la derecha (aunque no por la izquierda) en los racionales (;Puede una funcion
monoé6tona ser discontinua en cada uno de los puntos irracionales?).

2. Probar que el conjunto “partes finitas de Z” es numerable, y deducir que hay nimeros
reales que no pueden obtenerse como raiz de ningtin polinomio de coeficientes enteros
(tales reales se dicen “trascendentes” y entre ellos estan e y 7, segiin probaron Hermite
y Lindemann en 1873 y 1882 respectivamente).

3. Sea f una funcion (real) continua en un intervalo abierto I, y supongamos que ella
admite en cada = € I una derivada por la derecha f}(x) (finita). Sea A el conjunto
de los € I que tienen (cada uno) un entorno en el que f, se mantiene acotada.
Probar que A es (un abierto) denso en I (probar primero que A no puede ser vacio:
discurrir sobre la cadena de conjuntos

0,, = {x €l|3ye (z,z+ 1) con 7f(y;:£(m) > n},

analizando si éstos pueden ser densos o no).
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4. Mostrar que se puede hacer una numeracion {r, }nen de los racionales de modo que

la formula
p(S) =Y (H)'? (*)

rn€S

defina (en la familia de las partes de R) una medida que sea finita sobre cada conjunto
S semiacotado superiormente (y por tanto sobre cada compacto). Mostrar que tal
medida p es regular y decir qué funciones son integrables respecto de ella (y evaluar
su integral). Reemplazando en (*) cada sumando por L, sin tomar raiz cuadrada,
se obtiene otra medida similar v cuyo espacio L. contiene al L}l como subconjunto

denso.

5. Sea f una funcién real y acotada, definida en un intervalo compacto [a,b]. Mostrar
que si f es integrable en el sentido de Riemann también lo es en el de Lebesgue, con
igual integral, pero que no vale la reciproca.

Agosto 1997

1. Sean 1 < p,q,s < oo tales que %—&— % —i—é = 1. Sean f € LP(R™), g € LI(R"),
h € L3(R™). Probar que fgh € L}(R™) y que

Ni(fgh) < Np(f) Nq(g) Ns(h),

donde No(F) = (fou |F(z)|*da)"/*, VF € LY(R"), a > 1.
2. (a) ;Es posible quitar la condicién de acotacion en el Teorema de Lebesgue de la
Convergencia Dominada?

(b) Sea (€2, A, i) un espacio de medida finito. Sea (X, ),>1 una sucesion de funciones
medibles definidas sobre 2 con valores en R, X otra funcion medible de € en R.
Probar que si X;, — X u a. e., entonces X,, — X en p-medida.

(c) {Es cierta (b) si u(Q2) = +o0?

3. Sea Q el conjunto de los ntimeros racionales. ;Es posible que exista una familia
numerable de subconjuntos abiertos de R cuya interseccion sea Q7

4. Sean Py, P, Ps, ..., Qo,Q1,Qo, ... las funciones definidas sobre R por
P()(.’L') =1, VzeR;

dk
Py(z) = (=1)F exp(z?) @exp(—f), k=1,2,..., VxeR;
2
Qr(z) = exp <§> Py(z), k=0,1,..., VxzeR.

(a) Probar que

(i) Ppt1(z) —2zPy(x) + Pl(z) =0, k=0,1,2,...,VzeR;

ii) P, (z) — 2zP[(z) +2kPy(xz) =0, k£=0,1,2,..., Vz eR;

() k )

iii ")+ (2k+1—22)Qr(z) =0, k=0,1,2,...,Vz €R.
k

—
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(b) Mostrar que (Qg)x>0 es ortogonal en £2(R).
(c) Sea Hi(x) = iQk(x), k=0,1,2,..., Vo € R. Determinar (cg)r>0 de modo tal

T ook
que (Hg)g>0 sea ortonormal en £2(R).

(d) Probar que \/2(k + 1)Hyq1(z) = aHy(x) — H(z), YV, VE.

. Se dice que F : R — [0, 1] es una funcion de distribucion si

o r<y= F(z) < F(y),
e F' es continua a derecha en todo punto,

e lim =0 y lim =1.
Zr——00 r—+00

Sea F = {F : R — [0,1] | F es una funcion de distribuciéon}. Sea A : F x F —
[0, 4+00) dada por:

ME,G)=inf{e >0 | F(zr—¢) —e < G(x) < F(x+¢€) +¢€ Ve R}

(a) Probar que X es una métrica sobre F (métrica de Levy).

(b) Sean (Fy)n>1 y F en F. Probar que A(F,, F') — 0 implica F,,(z) — F(x) para
todo x punto de continuidad de F'.
Nota: La reciproca también es cierta pero es mucho més dificil de probar.

(c) Para cada F' € F sea ur la tinica probabilidad sobre (R, B) donde B es la o-algebra
de Borel (que pup sea una probabilidad quiere decir que pp es una medida y que

pr(R) = 1), tal que
pr((—oo,z]) = F(x), Yz eR.
Sea F1 = {F € F| [g|z|dpr(x) < oo}, Sea T : Fi — R dada por
T(F) = [ wdr(a).

Probar que T no es continuo en F' con respecto a A cualquiera sea F' € Fj.

. Sean (2, A) y (A, B) dos espacios medibles. Probar que

(a)Sea T : Q — A medible, T-(B) = {T"YB) | B€ B}. Sif:Q — Res
T~1(B)-medible, entonces

T(w1) = T(w2) = f(w1) = f(w2).

(b) Sea T : 2 — A medible y suryectiva. Si f: Q — R es T~ !(B)-medible, entonces
existe una tnica funcién medible g : A — R tal que f=goT.

. Sea X un espacio normado, || || su norma. Se dice que X es uniformemente convexo

su para cada € > 0 existe § > 0 tal que

Iz =yl =1, |{@+y)||>1-6= |l —yl| > e

Probar que
(a) Si X es un espacio de Hilbert, entonces X es uniformemente convexo.

(b) Probar que L'(R) no es uniformemente convexo.



CAPITULO 3

Estructuras algebraicas

Agosto 2009

Se aprueba con 50 puntos.

1. (15 pts.) Considere el anillo R = Z[y/—5]. Decida si cada una de las siguientes
afirmaciones es verdaderas o falsa y justifique:
(a) R es DIP.
(b) R es factorial.
(¢) R es Noetheriano.

2. (15 pts.) Sea A un anillo conmutativo con identidad, tal que para todo x € A existe
neN, n>1 conz" =z
(a) Probar que todo ideal primo de A es maximal.
(b) Probar que la interseccion de todos los ideales primos es 0.
(c) Mostrar que si A es finito, entonces A = F1 @ - - - @ F}j, con F, cuerpo para todo k.

3. (15 pts.) Probar que si e es un elemento idempotente (e? = e) del anillo A entonces
el A-médulo Ae es proyectivo.

4. (15 pts.) Sea A un dominio de ideales principales. Probar que todo A-mo6dulo
finitamente generado y libre de torsion es libre. Mostrar un ejemplo donde A no es
DIP y la afirmacién es falsa.

5. (15 pts.) Sea Z,, el anillo de enteros modulo m y G = GL(n,Zy,) el grupo de
matrices n X n inversibles con coeficientes en Z,,. Calcule el orden de G cuando
m = p* con p primo y k € N.

6. (15 pts.) Sean H; y Hs dos subgrupos distintos del grupo G con [G : Hy| = [G :
Hs] = 3. ;Cuales son los posibles valores de [G : H; N Ha?

7. (10 pts.) Enunciar y demostrar el criterio de irreducibilidad de Eisenstein.

31
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Julio 2009

. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Todo grupo de order 69 es abeliano.

(b) Si A es un dominio de integridad finito, entonces A es un cuerpo.
(¢) R/Q es un Z modulo libre de torsion.
)

(d) Si f, g : Q — R son homomorfismos de anillos con identidad y f|z = g|z, entonces

f=g.

. Sea G un grupo de orden 24 y H un subgrupo de order 8 que no es normal en

G.
(a) Determinar la cantidad de subgrupos conjugados a H.

(b) Probar que G no es simple.

. Sea E un A-moédulo simple y sea M = @,.; M; una descomposicion en suma directa

de A-mo6dulos del A-moédulo unitario M. Probar que

Hom 4(E, M) = @5 Hom 4 (E, M;).
el

. Sea V un anillo de valuacién, es decir un anillo conmutativo con identidad tal que si

a,b € V entonces alb o b|a.
(a) Probar que todo ideal finitamente generado de V' es principal.
(b) Probar que V' tiene un tnico ideal maximal.

() SiV es un anillo de valuacion noetheriano, probar que existe un elemento t € V'
tal que todo ideal propio de V es de la forma (") para algin entero n > 1.

.(a)Dado ¢ : A — S un morfismo de anillos con unidad tal que ¢(14) = 1g y
S1y...,8, € S, probar que existe un tnico morfismo ¢ : Alxy,...,z,] — S
llamado evaluacion en si, ..., s, tal que ¥(z;) = s; para 1 <i < n.

(b) Sea A un anillo con identidad. Probar que

Alzy, ... xn) = Alzr, .o k) [Tty - - T

. Explicar como se utiliza el Teorema de Descomposicion (o de Estructura) de mo-

dulos sobre dominios de ideales principales para probar la forma racional de una
transformacién lineal de un espacio vectorial de dimensién finita en si mismo.

Marzo 2009

. (a) Sea A un grupo abeliano libre de rango finito n y sea B un subgrupo de A.

Demostrar que existe una base {aq,...,a,} de A, un natural £ < n y enteros
dy,...dy tales que di|da|...|d y {d1a1,...,drai} es base de B.
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(b)Sea A = Z3 y B el subgrupo de A generado por los elementos (2,0,0), (0,3,0),
(0,0,4). Dar una base {a1, a9, as} de A, el natural k < 3 y los enteros dy, ..., dj
tales que cumplen las condiciones del punto (a).

2. (a) Sea H un subgrupo de un grupo G de indice n. Demostrar que la acciéon por
traslacion a izquierda de G en el conjunto de coclases a izquierda G/H induce un
homomorfismo de G en S, cuyo ntcleo esta contenido en H.

(b) Asumir que G es simple y |G| = 60.

(i) Demostrar que |H| < 12 para todo H < G y que en caso de que G tenga un
subgrupo de orden 12 entonces es isomorfo As. (Sugerencia: esto se puede
obtener utilizando la parte (a).)

(ii) Determinar cuantos p-subgrupos de Sylow tiene G parap =3y p = 5.

(iii) Demostrar que G es isomorfo a As. (Una posibilidad es determinar cuéntos
2-subgrupos de Sylow tiene G.)

3. En este ejercicio los anillos tienen identidad y los médulos son unitarios. Recordar
que un anillo R tiene la propiedad de la invariancia del rango si para todo R-médulo
libre M, toda base de M tiene la misma cardinalidad.

(a) Demostrar que si f : R — S es un epimorfismo de anillos con identidad y S tiene
la propiedad de la invariancia del rango, entonces R tiene la misma propiedad.

(b) Demostrar que los anillos conmutativos tienen la propiedad de la invariancia del
rango (aceptando que los cuerpos tienen esta propiedad).

(c) Dar un ejemplo de un R-mdédulo libre que tenga bases de diferente cardinalidad.

4. Sea R un dominio de integridad (con identidad) y sea F' el cuerpo de fracciones de

R.

(a) Sea M un ideal maximal de R, demostrar que Ry = {a/b € F :a € R, b €
R, b ¢ M} es un subanillo de F.

(b) Demostrar que I, = {r € R : rq € R} es un ideal no nulo de R para todo ¢ en F.

(¢) Demostrar que R = ﬂ Rys. (Sugerencia: usar (b).)

M ideales
maximales

5. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre R.

(a) Dar las definiciones de operador lineal semisimple y nilpotente sobre V' y enunciar
el teorema de descomposicion (aditiva) de Jordan-Chevalley para un operador
lineal sobre V.

(b) Dar la descomposicion de Jordan-Chevalley del operador lineal en R3 que en la
base canénica tiene matriz

1 2 2
A=10 2 2
0 01

Diciembre 2008

1. Considerar el anillo de enteros de Gauss, Z[i].
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(a) Describir las unidades del anillo.

(b) Probar que es un dominio de factorizacion tnica.

2. Definir grupo abeliano divisible y probar las siguientes proposiciones.
(a) El grupo de los racionales Q y los grupos Zy~ para todo p primo, son divisibles.
[Zpo ={a/beQ/Z: a,be Z, b=7p", i > 0}]
(b) Si G es divisible y libre de torsion, entonces G es isomorfo a una suma directa de
copias de Q.
3. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

(a) Sean A, B matrices cuadradas con coeficientes racionales o reales. Si A y B tienen
los mismos polinomios caracteristicos y minimales, entonces son semejantes sobre
los racionales o reales respectivamente.

(b) Si A es una matriz cuadrada racional o real, nilpotente, entonces el inico autovalor

de A esel 0.

(c) Las siguientes dos matrices complejas tienen la misma parte nilpotente.

1 1

1 2
2 1 2 3
3 1 3 4

1 .on
n n

(d) Si A es un subespacio de My, (C) tal que toda matriz de A no nula es invertible,
entonces dim A = 1.

4. Sea el grupo abeliano Z*/((1,1,0,0),(-1,1,2,0),(0,-2,1,3),(0,0,-3,1)). Dar el
rango, sus factores invariantes y divisores elementales.

5. Sea R un anillo cualquiera. Definir R-mddulo proyectivo y probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes.
(a) M es proyectivo.
(b) Toda sucesion exacta corta 0 — A — B — M — 0 se parte.
(¢) M es sumando directo de un médulo libre.
(d) El funtor Homp (M, ) es exacto.

Agosto 2008

1. Enunciar y demostrar el teorema sobre submoédulos de un médulo libre sobre un
‘DIP’.

2. Demostrar que A,, es simple si y sélo si n # 4.
3. Sea H un subgrupo propio del grupo finito G. Probar que
U cHz 1 #G.

zeG
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4.* (a) Si un grupo infinito G contiene un subgrupo normal propio N tal que N € Z(G),
entonces G contiene un subgrupo normal propio infinito.
(b) Si un grupo infinito no-conmutativo G contiene un subgrupo normal propio N
tal que G/N es conmutativo, entonces G contiene un subgrupo normal propio
infinito.

(¢) Mostrar que la condicién de no-conmutatividad es necesaria en (b).
(d) Mostrar que también la condicion de existencia de un tal N es necesaria en (b).
5. Sea F un cuerpo y sea A = F[t?, %] C F[t], el subanillo de F[t] generado por t* y
t3.
(a) Demostrar que el ideal de A generado por t? y 3, no es principal.
(b) ;Son los elementos 2 y ¢3 irreducibles en A?
(c) ¢{Son primos en A7
6. Analizar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar sus respues-
tas.
(a) Si G es un grupo finito generado por dos elementos de orden dos, entonces G =
Dy, para algin n € N.
(b) En un dominio R, todo par de elementos tiene m.c.d.

(¢)Si by b son elementos no nulos de un cuerpo F, entonces las matrices [‘5 lc’} y

[8 Ij:' } son similares.

(d)Si M es un modulo libre, entonces todo conjunto de generadores contiene una
base.

Julio 2008

1. Hacer uno de los siguientes dos ejercicios.
(a) Sea Zy, el grupo de enteros modulo n.

(i) Probar que Aut(Z,) es isomorfo al grupo de unidades del anillo Z,,, Z}
(ii) La funcion aritmeética ¢(n) = #F#Aut(Z,) es multiplicativa, es decir si
(n,m) =1 entonces ¢p(nm) = ¢(n)p(m).

iii) Probar que Aut(Z,) es ciclico si p es primo.

(iii) q p p

(iv) {Es Aut(Z,) ciclico para todo n?
b) Sea G = D,, el grupo dihedral de orden 2n.

g

(i) Determinar los p-grupos de Sylow de G para todo primo p # 2.
(ii) Determinar los 2-grupos de Sylow de G.

2. Sea G un grupo finitamente generado. Probar que para todo n natural, la cantidad
de subgrupos de G de indice n es finita. [Ayuda: para cada subgrupo H de indice n
considerar la accion de G en el conjunto de coclases determinadas por H.|

3. Sea K un cuerpo y sea A = K[[z]] el anillo de series de potencias.
Sia€ A a= 3 k', el orden de a, ord(a), es el primer j tal que k; # 0. Asi si
i>0
ord(a) =7, a =Y kyx* con k, # 0.

P>
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(a) La funcion ord : A — {0} — N define una estructura de dominio euclideo en A.

(b) A es domino de ideales principales. Mas aun todo ideal propio de A es de la forma
(x™) para algin n.

(¢) A es dominio de factorizacion tnica. Més precisamente x es el inico irreducible
salvo asociados. Todo a € A se factoriza univocamente como a = uz"™ con u € A*.

(d) {Es K[[x, y]] euclideo, principal o de factorizacion unica?

. Decidir si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas justificando.

(a) Sean A, B matrices cuadradas con coeficientes racionales o reales. Si A y B tienen
los mismos polinomios caracteristicos y minimales, entonces son similares sobre
los racionales o reales respectivamente.

(b) Si A es una matriz cuadrada racional o real, nilpotente, entonces el tinico autovalor
de Aesel 0.

(c) Las siguientes dos matrices complejas tienen la misma parte nilpotente.

11 1 2
2 1 2 3
3 1 3 4

1 .on
n n

. Sea R un anillo. La sucesién de R-maddulos

0—A—B—C
es exacta si y s6lo si para todo R-médulo D, la sucesién de grupos abelianos inducida
0 — Hompg(D, A) — Hompg(D, B) — Hompg(D, C)

es exacta.

. Sea R un dominio de ideales principales.

(a) Enunciar el teorema de estructura para R-moédulos, aclarando explicitamente qué
son el orden de un mddulo ciclico, los factores invariantes y los divisores elemen-
tales.

(b) Sean M y N R-modulos ciclicos de 6rdenes m y n respectivamente con m y n no
coprimos. Determinar los factores invariantes de M & N.

Marzo 2008

. Sea G el grupo presentado por generadores (a,b) y relaciones (aba='b = 1).

(a) Probar que G tiene un subgrupo normal H ~ Z tal que G/H ~ Z.

(b) Mostrar que G satisface una sucesion exacta de la forma

0—ZdpZ — G— Zy — 0.
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(c) Probar que G es isomorfo a uno y solo uno de los siguientes grupos:
7 X 7 7. X Zio; 7 X 1; 7. X Zo.

2. Sea G un grupo y f : G — G un homomorfismo tal que f"(G) = 1 para algin
n > 1.

(a) Probar que si Ker f es finito, entonces G es finito.
(b) Probar que si [G : f(G)] es finito, entonces G es finito.

3. Sea R un anillo conmutativo con unidad 1 y R[] el anillo de polinomios con coefi-
cientes en R. Sean a € Ry f = ag + a1x + asx?® + - + apa™ € R[z]. Probar las
siguientes afirmaciones.

(a) Si a es nilpotente, entonces 1 4+ a es una unidad. Deducir que la suma de un
elemento nilpotente y una unidad, es una unidad.

(b) f es una unidad en R[z] siy s6lo si ag es unidad en Ry aq,...,a, son nilpotentes.
[Ayuda: Si bg + bix + -+ + by x™ es el inverso de f, probar por inducciéon en r
que a’ b, = 0. Deducir que a, es nilpotentes y luego usar (a).]

(c) f es nilpotente si y solo si ag, ai, ..., a, son nilpotentes.

(d) f es divisor de cero si y solo si existe a # 0 en R tal que af = 0. [Ayuda: Si
g=>bo+bix+-- 4 bypx™ es grado minimo tal que fg = 0, entonces apby =0y
ang = 0 (pues anula a f y tiene grado menor). Luego probar por induccién que
an—rg =0 para 0 <r <nl]

(e) Si R es DFU, f y g son primitivos si y solo si fg es primitivo. [f es primitivo si
(ao,al, ey an) = 1.]

4. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando.

(a) Si M es un R-modulo tal que todo elemento no nulo es linealmente independiente,
entonces M es libre.

(b) Si A es un subespacio de M,,«,(C) tal que toda matriz de A no nula es invertible,
entonces dim A = 1.

(c) Sean R un anillo conmutativo, M un R-mo6dulo y f : M — M un epimorfismo
de R-moédulos. Si M es noetheriano, entonces f es un isomorfismo.

5. Sea R un anillo con identidad y M (M # 0) un R-mo6dulo a izquierda unitario.

(a) Definir base de M.
(b) Probar que son equivalentes:

(i) M tiene una base.
(ii) M es isomorfo a un suma directa de copias del R-moédulo a izquierda R.
(iii) Existe un conjunto X no vacio y una funciéon ¢ : X — M con la siguiente
propiedad: dado cualquier R-moédulo unitario N y una funciéon f : X — N,
existe un unico morfismo de R-moédulos g tal que g o7 = f. Es decir, M es
libre en la categoria de R-mo6dulos unitarios.

(c) Mostrar que R tiene una base como R-mo6dulo a izquierda, pero no es libre en la
categoria de todos los R-mo6dulos.
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Diciembre 2007

. Sea G grupo y H y N subgrupos de G.

(a) Si N es un subgrupo normal de G y si N, G/N son finitamente generados, entonces
lo es G.

(b) Si N es normal en G y [G : N]y |H| son coprimos, entonces H es un subgrupo
de N.

. (a) Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y H tiene p* elementos, entonces

H esta contenido en todo p-grupo de Sylow.

(b) Sea G un p-grupo, entonces su centro es no trivial.

. Sea G el grupo abeliano finitamente generado por {a,b,c,d, e} y dado por las rela-

ciones
20 —b+c=0, a+c+3d—2e, 5b—3c+e=0.

Determinar la estructura de G, dando el rango de la parte libre y los divisores
elementales.

. (a) El polinomio = + 1 es unidad en el anillo de series de potencias Z[[z]], pero no lo

es en Z[z].
(b) 2 + 3z + 2 es irreducible en Z[[x]], pero no en Z[x].

. Sea A un DIP y M un A-médulo de torsién. Si p es primo en A, se define M (p) =

{m € M : existe n € N tal que p"m = 0}. Probar que:
(a) M(p) es un A-modulo, submodulo de M para cada primo p.
(b) M = @ M(p), donde la suma es sobre todos los primos p de A.

. Sean A, B anillos conmutativos con unidad. Sea M una A-modulo, P un B-moédulo

y N un (A, B)-bimoédulo, es decir N es un A-modulo a izquierda, un B-moédulo a
derecha y las dos estructuras son compatibles, es decir a(zb) = (ax)bparaa € A, x €
N, b € B. Entonces

(a) M ® o4 N es naturalmente un A-médulo y N ® g P es naturalmente un B-modulo.
(b) (M ®aN)®@pP=M®a(NcpP).

(¢) Recordemos que un A-modulo M es playo o plano si el funtor — ®4 M es exacto.

Probar que si f : A — B es un morfismo de anillos y M es un A-moédulo plano,
entonces B ®4 M es un B-moédulo plano.

Julio 2007

. Sea A el grupo abeliano dado por generadores a, b, c con relaciones

20 +b+4c=0, —a+2b+4c=0, 3a+5b+6¢c=0.

Hallar el rango y los factores invariantes de A.
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2. Enunciar los Teoremas de Sylow.

3. Sea A un grupo abeliano divisible. Probar que A es una suma de copias del grupo
aditivo Q de los nimeros racionales y de Z(p™)’s.

4. Sea, H un subgrupo normal de un grupo finito G, y sea P un p-subgrupo de Sylow
de H. Probar que G = HNg(P).

5. Sean p < ¢ < r nameros primos. Demostrar que no existen grupos simples de orden
pqr.
6. Sea G un grupo finito. Sean ademas V un espacio vectorial de dimensién finita sobre
Ry p:G— GL(V) un morfismo de grupos.
(a) Demostrar que V admite un producto interno con respecto al cual todas las
matrices p(g), g € G, son ortogonales.

(b) Supongamos que dimV = 2y p # 1. Demostrar que [G,G] # G. [Sugerencia:
considerar la funcion determinante. |

Marzo 2007

1. Sea A el grupo abeliano dado por generadores a, b, ¢, d con relaciones
—4a—2b+12d =0, 6a+2b—18d=0, 120+ 12¢=0.

(a) Hallar el rango y los factores invariantes de A.
(b) Calcular el exponente del subgrupo de torsion t(A).
(c) Justificar por qué A no es isomorfo al grupo Zy & Zy & Z3 & Z.

2. Sea R un dominio de integridad. Demostrar que si R es dominio de factorizacion
anica, entonces R[X] es dominio de factorizaciéon tnica.

3. Sea R un anillo conmutativo. Demostrar que si R es noetheriano, entonces R[X] es
noetheriano.

4. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

(a) Sean G un grupo finito y H < G, tal que H es ciclico. Entonces todo subgrupo
de H es normal en G.

(b) Sea p un ntimero primo. Si G es un p-grupo finito tal que todo elemento no trivial
de G es de orden p, entonces G es abeliano.

(c) Sean 0,7 € A,,. Si 0 y 7 son conjugadas en S, entonces lo son también en A,,.
5. Sean p un ntmero primo, n > 0. Demostrar que un grupo de orden 4p™ no es simple.

6. Sea R un anillo y sea M un R-moédulo a izquierda. Probar que M es proyectivo de
tipo finito si y so6lo si existen subconjuntos finitos —llamados R-bases proyectivas—
{z;}1; de R, y {fi}_; de R* = Hompg(M, R), tales que para cada x € M, z =

n

=1
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7. Sean p un namero primo, r,n € N. Sean ademés F; el cuerpo con ¢ = p" elementos

y G = GL(n,F,).

(a) Demostrar que el subgrupo UT(n,F,) de las matrices triangulares superiores con
unos en la diagonal es un p-subgrupo de Sylow de G.

(b) Probar que el orden de A € GL(n,F,) es una potencia de p si y solo si A es
semejante sobre I, a una matriz triangular superior con unos en la diagonal.

(c) Demostrar que si n > 2, entonces G no posee p-subgrupos de Sylow normales.

Diciembre 2006

. Sea R el subanillo de los numeros reales dado por R := {a+bv/10 : a,b € Z}.

(a) La aplicacion N : R — Z dada por a + by/10 +— a? — 10b? satisface N(uv) =
N(u)N(v) Vu,v € R; N(u) =0 <= u=0; u es unidad <= N(u) = £1.

(b) iSon los elementos 2 y 44++/10 irreducibles? ;Son primos? ;Es R un dominio
de factorizacién unica? ;Se factoriza en R todo elemento como producto de
irreducibles?

(c) ;Cuales son las unidades de R?

. Sea R := F[z,y] el anillo de polinomios sobre el cuerpo F en dos indeterminadas x e

y; v sea I := xR el ideal principal de R generado por x. Definimos S := F + I, de
modo que S es un subanillo de R, y observamos que I es un ideal de S.

(a) Mostrar que I no es finitamente generado como ideal de S.

(b) Probar que hay infinitos ideales de S tales que no son ideales de R.

. Analizar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar sus respues-

tas.

(a) Con la operacion binaria * en los niimeros racionales Q dada por a*b := a+b+ab,
(Q, *) es un grupo.

(b) Sea X una matriz 3 x 3 sobre C y sea C(X) el C-espacio vectorial de matrices

3 x 3 que conmutan con X. Entonces la dimension de C(X) sobre C es al menos
3.

(c) Si A es un algebra asociativa de dimension finita sobre el cuerpo F, y A no tiene
divisores de cero entonces todo elemento no nulo de A tiene inverso multiplicativo.

. Hallar el orden del grupo definido por generadores a,b y relaciones a® = b?a* =

ab~lab = 1.

. Hacer s6lo uno de los siguientes dos:

(a) Demostrar que todo grupo abeliano divisible es suma directa de copias de Q y de
Zpoo ’s.

(b) Sea R un anillo con identidad y F' un R-mddulo libre con una base infinita X.
Probar que toda base de F' tiene la misma cardinalidad que X.
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Diciembre 2005

1. Elegir uno de los siguientes dos ejercicios.
A. Sea R un anillo conmutativo con identidad.

(a) Definir unidad, elemento irreducible, elemento primo y dominio de facto-
rizacién dnica.

(b) Dar ejemplos de elementos irreducibles que no son primos y viceversa.

(c¢) Demostrar que si R es un DIP entonces los conceptos de irreducible y primo
coinciden.

(d) Demostrar que todo DIP es DFU.

(e) Dar un ejemplo de un DFU que no es DIP.

B. Sea R un anillo conmutativo con identidad y M un R-médulo unitario.

(a) Sea B C M un subconjunto, decir cuando se dice que B es una base de M.
(b) Demostrar que M tiene una base de n elementos si y s6lo si

M~R&---®OR.
—_——

n veces

En lo que sigue, diremos que un R-moédulo M es libre finitamente generado
si tiene una base finita.

(c¢) Dar un ejemplo de un R-modulo libre finitamente generado que contenga un
submoédulo que no es libre finitamente generado.

(d) Demostrar que si R es un DIP y M es un R-moédulo libre finitamente
generado entonces para todo submodulo N de M existe una base By =
{mi,...,mp} de M, k € N, k < n y elementos ri,...,r, € R tales que
By = {rimi,...,rpmy} es base de N y ri|ra|...|r.

(e) Sea R = Z, el anillo de los numeros enteros, M =Z & Z y N el submodulo
generado por {(1,2),(4,1)}. Encontrar una base B de M como la descrita
por el teorema anterior.

2. Sea F un cuerpo y sea A = F[t2,#3] C F[t] el subanillo F[t] generado por t* y
t3.
(a) Demostrar que (t2,¢3) 4, el ideal de A generado por t? y t3, no es principal.
(b) Demostrar que 2 y ¢> son irreducibles en A.
(c) iEs alguno de los dos elementos t2 o 3 primo en A?

3. Sea R un DIP y p € R un elemento irreducible. Sea M un R-mo6dulo y pM = {pm :
me M}.
(a) Demostrar que R/(p) es un cuerpo.
(b) Demostrar que pM es un submodulo de M y que M/pM es un R/(p)-espacio

vectorial con estructura dada por 7.m = rm.

4. Sea G = GL(2,Z3) el grupo de matrices invertibles 2 x 2 con coeficientes en el cuerpo
Zs = 7/3L.
(a) Calcular el orden de G.
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(b) Enunciar el Teorema de la forma racional para matrices 2 X 2 con coeficientes en
Zs.

(c) Para cada clase de conjugacion de GG, dar un representante y calcular la canti-
dad de elementos que tiene. Sugerencia: calcular el centralizador en G de cada
representante.

(d) ;Cuantos 3-subgrupos de Sylow tiene G’y qué estructura tienen?

(e) i Cuantos 2-subgrupos de Sylow tiene G’y qué estructura tienen?

. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar.

(a) Si R es un anillo y p € R[z] tiene grado n, entonces p tiene a lo sumo n raices.
(b) Si R es un anillo con unidad de 4 elementos entonces es conmutativo.

(¢) Si R es un anillo de 4 elementos entonces es conmutativo.
)

(d) Sea S,, el grupo de permutaciones de n elementos y sea f : N — N definida por
f(m) = min{n : S,, tiene un elemento de orden m}.

Entonces f(m) = pi' + --- + pF donde m = pi' ... p* es la descomposicién en
primos de m.

Agosto 2005

. Sea S, el grupo de permutaciones de n elementos.

(a) Mostrar que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de un grupo de per-
mutaciones.

(b) Caracterizar, para todo n, las clases de conjugacion de S,,.

. Sea A un dominio de integridad finito.

(a) Probar que A es un cuerpo.

(b) Probar que A[z]| es un dominio de ideales principales.

. Sea G un grupo finito y sea X un conjunto finito en el que G actta. Para cada z € X

sean O, la orbita de x v G, el subgrupo de isotropia de x. Para cada g € G sea X9
el conjunto de puntos fijos en X por g.

(a) Dados x,y € X, decimos que x ~ y si existe un ¢ € G tal que gxr = y. Mostrar
que ésta es una relacion de equivalencia y que x ~ y si y s6lo si O, = O,,.

(b) Mostrar que para todo z, |O;| = |G|/|G4| y en particular que los subgrupos de
isotropia de elementos de una misma érbita tienen el mismo orden.

(c) Sea X/G el conjunto de orbitas de X. Probar que

1
|X/G| = @l > X9

geG

. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita.
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(a) Enunciar el teorema de clasificacion de modulos finitamente generados sobre un
dominio de ideales principales.

(b) Enunciar el teorema de la forma racional de un endomorfismo de V.
(c) Probar el teorema de la forma racional usando el teorema enunciado en el primer
punto.
5. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando.
(a) Hay exactamente 2"~ 1(2" — 1) subespacios vectoriales de dimension 2 de F3.
(b) El grupo de unidades de Z,, es ciclico, para todo natural n.

(c) Toda matriz compleja es semejante a su traspuesta.

Agosto 2004

1. Sea A un anillo conmutativo con unidad y M un A-moédulo de generacion finita.
Sea ¢ : M — A™ un homomorfismo suprayectivo. Probar que el nicleo de ¢ es
finitamente generado.

2. Sea G un grupo finito y V un C-espacio vectorial de dimension finita. Si p : G —
Aut (V') es un homomorfismo de grupos, probar que para todo g € G la traza de p(g)
es suma de raices de la unidad.

3. Encontrar todos los grupos de orden 135.

4. Dado F cuerpo, probar que el anillo de polinomios F[z] es un dominio de ideales

principales.

5. Sea A una matriz nxn. Sivi,..., v, son autovectores de A con autovalores \1,..., A,
respectivamente y tal que \; # A; si ¢ # j, entonces vi,...,v, son linealmente
independientes.

6. Sean A un anillo conmutativo con unidad, M un A-moédulo finitamente generado, a
un ideal de A y ¢ un endomorfismo de M tal que ¢(M) C aM. Entonces ¢ satistace
una ecuaciéon de la forma

¢+ ar¢" T 4 ap =0

donde los a; pertenecen a a.

Julio 2003

1. Diga si es verdadero o falso y justifique su respuesta.
(a) El centro de un p-grupo no trivial es no trivial (p primo).
(b) Q no es subgrupo de ningtn grupo abeliano finitamente generado.

(c) Un anillo se dice artiniano si toda cadena descendente de ideales se estabiliza. Si
A es un dominio de integridad artiniano, entonces A es un cuerpo.
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. Si H es un subgrupo de Z(p*>*) = {a/p™ : a € Q,n € Ny} tal que tiene un elemento de

orden p* y todos los demas elementos tienen orden menor o igual, entonces H =2 Lk -

. (a) Encuentre todos los grupos de orden 153.

(b) Describe todas las clases de isomorfismos de anillos de 25 elementos.

. (a) Explique como se utiliza el teorema de descomposicion (o de estructura) de mo-

dulos sobre dominios de ideales principales para probar la forma racional de una
transformacién lineal de un espacio vectorial de dimensién finita en si mismo.

(b) Pruebe que todo mo6dulo finitamente generado sobre un dominio de ideales prin-
cipales es isomorfo a la suma directa de su grupo de torsiéon y un mdédulo libre.

Marzo 2001

. (a) Decir cuales de los grupos de orden 12 contienen un subgrupo de orden 6. Justi-

ficar la respuesta.

(b) Sea G' un grupo de orden p* (con p primo) con centro de orden p?. Determinar
cuantas clases de conjugacion tiene G.

. Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K. Si T € Endg (V)

definimos en V' una estructura de K{[z|-médulo por p(z).v = p(T)v.
(a) Decir si V es finitamente generado y de torsion.
(b) Decir bajo qué condiciones sobre T' es V un K[z]-moédulo ciclico.

(¢) Dar una condicién necesaria y suficiente sobre T' para que V', como K[z]-moédulo,
tenga exactamente n generadores.

. (a) Si la descomposicion en primos de m es pi* ... p* probar que

7. :Z;nl X e XZZM.

m
1 1

(b) Sea p un primo impar. Probar que Z;n es ciclico. [Ayuda: considerar el subgrupo
generado por 1+ p.|

. Sea R un anillo en el cual toda cadena ascendente de ideales es estacionaria.

(a) Probar que toda familia no vacia de ideales tiene un elemento maximal.

(b) Si ademés R es un dominio integro probar que todo elemento (no nulo y no
unidad) se descompone como producto de elementos irreducibles.
[Ayuda: probar que existe un elemento irreducible que lo divide.|

. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

(a) Toda matriz nilpotente tiene traza cero.

(b) Sobre un cuerpo de caracteristica p, toda raiz de f(z) = 2P — ¢ es multiple.
(c) Todo endomorfismo no nulo de Zy es sobre.

(d) Todo subgrupo finito de Q/Z es ciclico.
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Agosto 1998

1. Diga si es verdadero o falso y justifique su respuesta.
(a) Si M es un modulo libre, todo conjunto de generadores contiene una base.
(b) Q@ no es un grupo finitamente generado.
(c) Si S es submoddulo simple de M = S7 @ Sa, con S; simples, entonces S es isomorfo

a alguno de los S; (i = 1,2).

2. Sea G un grupo finito y V un C-espacio vectorial de dimension finita. Si p : G —
Aut(V') es un homomorfismo de grupos, probar que la traza de p(g), para cualquier
g € G, es suma de raices de la unidad.

3. Demostrar que toda matriz compleja es semejante (o similar) a su transpuesta.

4. Dado F un cuerpo, probar que el anillo de polinomios F[z] es un dominio de ideales
principales.
5. Sean (Zyk,+,%1) ¥ (Zyk, +,x2) dos estructuras de anillo de Z, (p primo).

(a) Dar una condiciéon necesaria y suficiente para que f : (Zpk, +,%1) — (Zyk, +,%2)
sea un isomorfismo de anillos [Ayuda: tener en cuenta [1]x; [1] = n;[1], con n; € Z
(i=1,2)].

(b) Describir todas las clases de isomorfismos de anillos semisimples de 27 elementos.



46

EXAMENES DE DOCTORADO




CAPITULO 4

Algebra lineal numérica

Agosto 2009

. Si A € R™*" tiene rango completo, probar que
(a)
yl Ax
Omax = ax =
T yermaern [|yll2]|z |2

donde opax es el mayor valor singular de A.
(b) [[A(ATA)~1 AT = 1.

. (a)Sean A € R™ " b e R™ y x € R” la solucién de norma minima de ||b — Azl =
m%l b — Aw||2. Probar que = = A'b, donde Af es la pseudo-inversa de A.
weR™

(b) Sea B € R™*™ con m > n una matriz de rango completo. Sea [, € R"*" la
matriz identidad de orden n. Si A = (’2), determinar || A|2 en términos de || B||2.

(c) Si ka = ||A[]2]|AT|l2 es el niimero de condicién para el problema de cuadrados
minimos, determinar k2 en términos de ||Bllz v || BT|..
. Sea A € R™ " una matriz simétrica y tridiagonal.

(a) Escribir un algoritmo (pseudocodigo) eficiente para obtener la descomposicion
QR de A.

(b) Realizar el conteo operacional del algoritmo propuesto.

(c) {Cual es la estructura de la matriz R obtenida en la descomposicion?

(d) Mostrar que la matriz RQ recupera la estructura tridiagonal de A.

. Resolver el sistema lineal Az = b usando el método iterativo z"+1 = 2" —w(Ax™ —b),

donde w es un parametro y A es simétrica y definida positiva cuyos autovalores A;
satisfacen 0 < a < \; < b. Hallar el pardmetro w 6ptimo.

. Sea A € C™*" una matriz con autovalores A\ y p tal que A # p y sea p € C diferente
de cualquier autovalor de A.
(a) Si || - || es una norma matricial inducida probar que |4 — pI|| > |A — p|.

(b) Probar que k(A—pI) > |\—p|/|pn—p| donde & es el namero de condicion asociado
a una norma matricial inducida.
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6. (a) Sea A € R™™ ™ una matriz simétrica y definida positiva. Probar que el método de

relajacion SOR es convergente si 0 < w < 2.

(b) Supongamos que A = I + cvv’, donde I € R™ ™ es la matriz identidad, v € R®
y 0 > 0. Se quiere resolver el sistema Ax = b, donde b = (1,...,1) € R". Dar
v,29 € R™ y o tal que el método de Jacobi no converge aunque genera una
sucesién acotada de aproximaciones sucesivas.

Marzo 2008

. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificarlo.

(a) Sea A = (a;;) € R™*™,

n
lai;| > Z laij|, i¢=1,...,n == A esno singular.
g
(b)Sea A € R™™ m < n, de rango completo y b € R™, entonces el conjunto
{z : minimiza|| Az — b||2} es de dimensién n — m.

(c) Existe L matriz triangular inferior con unos sobre la diagonal y U triangular
superior tal que A = LU donde A = (J1).

(d) Sea A € R™™ invertible y que tiene una descomposicion LU entonces todos los
menores principales de A son no singulares.

. Probar que cualquier matriz A € R™*™ con m > n, es el limite de una sucesion de

matrices de rango completo.

. Sea la matriz

Apr A
A= ,
( Ay Az
donde Aj; € RF¥** es no singular. Sea S = Agy — A21A1_11A12, mostrar que después
de k iteraciones del algoritmo LU, el bloque As2 ha sido reemplazado por S.

. Sea A € C™™™ una matriz no singular.

(a) Enunciar el algoritmo QR para calcular los autovalores de A y dar un bosquejo
de la demostraciéon de convergencia.

(b) Demostrar que el algoritmo QR preserva la forma de una matriz de Hessenberg,
donde la matriz de Hessenberg H queda definida de manera tal que h; ; = 0, si
1—j5>1.

. (a) Enunciar el método del gradiente conjugado para resolver el sistema lineal de

ecuaciones Az = b.

(b) Mostrar que el método del gradiente conjugado converge en un ntumero finito de
pasos.
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6. Probar que existe una matriz de permutacién P tal que si A es una matriz simétrica
y semidefinida positiva (z'Az > 0 Vz # 0) entonces P! AP = RR! donde

_( Ri1 Rp2
R—< b )
Febrero 2005

1. Sea A € R™*"™,

(a) Mostrar que A tiene una factorizacion LU si y solo si para cada k, 1 <k < n, el
menor principal de orden k es no singular.

(b) Supongamos que A es diagonalizable y los autovalores de I — A satisfacen |A\| >

[A2| > -+ > |A\n|. Sea x* la solucion de Az = b, y dado x¢ se define x4 1 =
(I —A)xp +bparak =0,1,.... Probar que
(a) Tim (e =Wy

]

(b) Si |A1] < 1 entonces klim xR = ¥,

—00

2. Para resolver el sistema A*z = b, k € Ny A con estructura de banda, se proponen
los siguientes algoritmos:

e se calcula Ay, se realiza la descomposicion LU de A* y por tltimo se resuelven
los dos sistema triangulares Ly = by Uz = y;

e se realiza la descomposicion LU de A y se resuelven los sistemas Ly; = z;_1,
Uz, =y;, i=1,...,k donde zg = b.
Evaluando el costo computacional en funcion de n y k, determine cual de los dos
métodos es el méas barato si:
(a) no se aprovecha la estructura de la matriz;

(b) se aprovecha la estructura de la matriz.

3. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

b 1)
(@i A+ 0) = b-+ 80 entonces ot < 2L
(b) p(A) = inf {||A|| : || - || norma matricial inducida}.

11
4. Sea A € C™™ una matriz no singular.

(a) Escribir un algoritmo QR para calcular los autovalores de A y demostrar que
preserva la forma de una matriz de Hessenberg (h;; = 0, si i —j > 1) y que si
la sucesién generada por el método converge, lo hace a una matriz que tiene los
mismos autovalores de A.

(b) Dada A € R"*" A = A!, A definida positiva , considere el siguiente algoritmo:

o Ay = A;

parak=1,...,n:
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o Ai_1 = GxG!, (Descomposicién de Cholesky de Ag_1);
e A, = G%Gk.
(i) Mostrar que el algoritmo esta bien definido.
(ii) Sea A = (%lc’), con a > ¢y autovalores de A, \; > Ay > 0, entonces
. A O
i A= (54)

5. (a) Mostrar que un método de descenso converge en n pasos si las direcciones de
descenso son A-conjugadas.

(b) Definir del método de gradiente conjugado y mostrar que las direcciones de
descenso son A-conjugadas.

(c) La direccion de descenso (del item anterior) en la etapa k + 1 se puede expresar
en términos del residuo y la direccién de descenso de la etapa k.

Diciembre 2004

1. Sea A € R™ ™ invertible, b un vector no nulo y z la soluciéon del sistema Az = b.
Dar una condicién suficiente que permita mostrar que si A y b son suficientemente
proximos (en términos del error relativo) a A y a b respectivamente, entonces:

(a) la matriz A es invertible;

(b) la tinica solucion y del sistema Ay = b satisface una cota de la forma:

donde C' es una constante positiva (finita) y x(A) es el namero de condicion de
A en la norma matricial inducida por || - ||. Encontrar un valor para C.

2. Decidir si la siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Sea T' una matriz triangular (inferior o superior) invertible entonces se cumple
que:
el método de Gauss-Seidel acelerado converge en un nimero finito de pasos para
cualquier eleccion de xg si y sdlo st w = 1.

(b) —4 +1 es autovalor de la matriz

0,2 0,8 1,0 0,2 0,8 0,6 |
0,4 1,0 1,2 1,0 0,4 1,4
0,6 0,6 —0,6 0,6 0,6 1,2
0,8 0,8 0,2 —-0,4 0,4 0,6
0,4 0,4 0,2 1,0 —0,2 0,4
0,6 1,2 0,6 0,2 0,6 1,0

3. Sea A una matriz simétrica definida positiva.
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(a) Mostrar que el método del gradiente conjugado converge en un namero finito de
pasos.

(b) Dar un algoritmo (en pseudo c6digo) que implemente una version del algoritmo
de gradiente conjugado con la propiedad mencionada en el item anterior.

4. Sea A una matriz real simétrica,

(a) Mostrar que el método de Jacobi para calcular los autovalores de la matriz A
converge.

(b) Dar un algoritmo (en pseudo cédigo) que implemente el método de Jacobi.

5. Mostrar las siguientes afirmaciones sobre el método de eliminacién gaussiana:

(a) Si se usa pivoteo parcial se cumple que
1Ulloo < 27| Al|oo-

(b) Si se usa pivote completo se cumple que

1U||oo <

donde n es la dimension de la matriz.

(c) Si A es simétrica y definida positiva el pivoteo parcial no es necesario.
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CAPITULO 5

Analisis funcional

Agosto 2004

1. (a) Pruebe que el valor principal definido para ¢ € C°(R) por

pv(1)¢(z) = lim /_6 () dz + /+OO ¢(x) dz

e—0/) o T T

es una distribucién.

(b) Pruebe que la funcional
[e.9]

v(g) =Y ¢™(})

k=1
define una distribucion en (0,00) que no se extiende a una distribucion en R.
2. Pruebe UNO de los resultados siguientes:
(a) Sea para f € L1(R"),
f@&y={ flx)e " dz.

R

. _ =) _
Entonces, si f(x) =e~ 2 se tiene

() = (2m)2 f(2).

(b) La transformada de Fourier (ver (a)) define un isomorfismo continuo A : S(R") —
S(R™).

3. Pruebe UNO de los resultados siguientes:

~

(a)Si f € LY(R™), entonces f es continua y lim f(¢) = 0.

[[¢]]—o0

(b) Teorema de Plancherel: A : £2(R") — £2(R") es una isometria.

4. Responda DOS de los tres siguientes:

(a) Si ‘H es un espacio de Hilbert y T,, — T en L(H), con T, compacto para todo
n € N, entonces 1" es compacto.

53



54 EXAMENES DE DOCTORADO

(b) Dé condicion necesaria y suficiente sobre {)\, € R} para que si {e,} es BON
de H Hilbert y T(3", cnen) = >, ndnen, con > |cu|> < oo, entonces T sea
compacto.

(c) Determine el espectro del operador

T:L%0,1] — £%0,1],  Tf(z) =xf(x).

Marzo 2001

1. Sea 0 < p < 1. Sea X = LP[0,1] = {f :[0,1] — R : fol |f|P < oo} con la topologia
generada por d(f,g) = fol |f—g|P. Probar que X no tiene abiertos convexos distintos
de X y de (). Describir X’ (dual de X). [Ayuda: probar que si B, = {f : d(f,0) < r}
la cépsula convexa de B, es LP[0,1].]
2. (a) Sean X, Y espacios de Fréchet. Sea {A,} una sucesion de operadores lineales y
continuos de X en Y, y sea A(z) = lim A,(z), Vo € X. Probar que A es un
n—oo
operador continuo.
(b) Sea H un espacio de Hilbert y A : H — H lineal y simétrico: (Az,y) = (z, Ay),
Vz,y € H. Probar que A es continuo.

3. Si g € L{ ., denotamos por i, € D'(R) la distribucién dada por

locy

1g(9) = /R o(x)g(x)dz, Vo € D(R).

(2)Si f, — 0, a. e. z € R, jse cumple que pf, — 0 en DI(R)?
(b) Sea A¢p = [*°_¢(z)In|z|dz, Vo € D(R). Probar que A € D*(R) y que
—€ +o0o
N¢=vp(2)¢ = lin%/ ‘75;:”) dz +/ o) 4,

x
4. (a) Sea )
1f@) = [ )y VS e .l
donde k(z,y) € L([0,1]x[0, 1]). Probar que T es un operador compacto. [Ayuda:
Calcular T'f para el caso £(%,Y) = X[a,t) (¥)X[c,d) (V) ]

(b) Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita. Probar que si T' € B(H) es
compacto entonces o(T) = {\ | (T — \I) no es invertible} # (.
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Variedades diferenciables

Agosto 2009

Todas las variedades consideradas son No.

1. Dadas f, g : R® — R funciones C*°, sea M = {z € R" : f(z) = 0 = g(z)}.

Supongamos que

af af
87:1(:6) %(CU)
Jg Jg
67:U1(:L‘) 87%(96)

tiene rango 2 para todo z € M.

(a) Exhibir una estructura diferenciable en M tal que M resulte subvariedad embe-
bida de R".

(b) Probar que T, M se identifica con {V f(p), Vg(p)}+, donde V denota el gradiente.

(c¢) Demostrar que M es orientable.

2. (a) Dados X1, X3 € X(M) con grupos monoparamétricos locales {6} }, {07}, respec-

tivamente, demostrar que [X1, X3] = 0 si y solo si 0} 62 = 626} para todo t,s
donde estén definidos ambos miembros.

(b) Dados X1, X2 € X(M) linealmente independientes en cada punto de M tales que
[X1, X3] = 0, demostrar que para cada p € M existe un sistema de coordenadas
(U,QO = (1'1, . ,(L‘n)) en p tal que diml = Xl‘U, Bizg = X2|U.

3. Sea m: M™ — N™ una submersion.

(a) Demostrar que 7 es abierta.

(b) Demostrar que para todo p en M existe U entornode g =n(p)en Nyo: U — M
C™ tal que o(q) =p y moo = idy.

(c) Si P es una variedad arbitraria y 7 es suryectiva, demostrar que f : N — P es
C™ siy sblo si form es C.

(d) Demostrar que la distribucién D en M definida por D, = Ker(dr),, p € M, es
C®. ;Es D involutiva? Justificar.

55



56 EXAMENES DE DOCTORADO

4. Sean U(2) = {A € Mz(C) : AAt = I}, S3 = {(Z) eC?: |z|2—|—|w|2:1} y

ey = <(1)> S 53.

(a) Demostrar que U(2) tiene una estructura diferenciable tal que resulta subvarie-
dad embebida de C* y que con dicha estructura es un grupo de Lie. ;Cuél es su
dimensién?

(b) Demostrar, sin usar sistemas de coordenadas en U(2) ni S%, que ¢ : U(2) —
S3, ¢p(A) = Aes, es C™.

(¢) Demostrar que ¢ induce un difeomorfismo ¢ : U(2)/S" — S3, donde U(2)/S!
tiene la estructura diferenciable de variedad homogénea.

5. Indicar en cada caso si la afirmacion es verdadera o falsa. Justificar.

(a) Existe una 2-forma diferencial 6 en SO(3) tal que df es nunca nula.

(b) Sean V,W € X(R3) tales que Vj,, W, son linealmente independientes para cada
p € R3. Entonces existe una subvariedad M de dimension 2 de R3 tal que
(0,0,0) € M y V,,, W, genera T,,M para todo p € M.

(c) El campo X = xaa + zaa en Ma(R) = {<: 3;) DXL, Y, 2, W E R} es tangente
Yy w

a SL(2,R) = {A € My(R) : det(4) = 1}.

Marzo 2009

1. Sea R* con el sistema de coordenadas usual, Id = (z,, 2,t).

(a) Si ¢ : S3(r) — R* es la inclusiéon de la esfera de centro 0 y radio r > 0 en R*,
expresar el espacio tangente a la esfera T(l,’y’Z’t)S‘g(r) como un subconjunto de R*.

(b) Dados los campos de vectores en R* definidos por

X = tﬂ+zg—y2—x9
Oz oy 0z ot
Y = —yg—l—:rg—tg—i-zg
ox oy 0z ot
Z = —zg+t2+:v2—yg
ox dy 0z ot

Probar que X, Y, Z son campos de vectores diferenciables en S3(r) y definen una
base de T(x7y7z7t)5’3(7“) en cada punto (z,y, z,t). Justificar.

(c) Sea © la distribucién definida en R* — {0} por
D(x,y,2,t) =span{ X, Y, Z}(z,y, 2, t).

;Es D una distribucién diferenciable e involutiva en R*—{0}? ;Cuél es la variedad
integral maximal conexa asociada a ® por cada punto?
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(d) Encontrar una 1-forma diferencial w en R* — {0} con la propiedad que en cada
(z,y, z,t) se cumple

w() =0 <= (€T y.nS).
2. Sea M (3,R) el conjunto de matrices 3 x 3 con coeficientes reales y definimos

N={Ae M(3,R):det A=1}.

(a) Exhibir una estructura diferenciable sobre N tal que es una subvariedad embebida
de R? y dar la dimension.

(b) Identificar el conjunto de matrices del espacio tangente TigN de N en Id, la matriz
identidad.
3. Sea M™ una variedad diferenciable de dimensién n.
(a) Dar al estructura de variedad diferenciable de T'M, el fibrado tangente de M.
(b) Probar que T'M es una variedad orientable.

4. Sea M una variedad diferenciable y f: M — M un difeomorfismo.

(a) Si X € X(M) tiene grupo local monoparamétrico asociado {¢; : t ~ 0}, entonces
el campo vectorial df o X o f~! tiene grupo local asociado f o ;o f~1.

(bydfoXofl=Xsiysolosi piof=foq.
(¢)Si X,Y € X(M) tienen grupos locales monoparamétricos asociados {¢:} v {1}
respectivamente, se cumple:

[X,Y]=0 <= ¢iot¢s=1s50¢; paratodo t,s~ 0.

5. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

(a) Si f : R"— R™ es una funcion diferenciable en el origen y satisface f(tx) = tf(x)
para todo t € Ry x € R”, entonces f es una transformacién lineal.

(b) Existe f : P2 — T? funcién diferenciable, inyectiva con derivada inyectiva en
todo punto.

(¢) Todo grupo de Lie conexo es orientable.

Agosto 2008

Todas las variedades consideradas son Ns.

1. Sean S,(R) = {A € M,(R) : A = A'} y P el subconjunto de S,(R) formado
por las matrices simétricas definidas positivas. Demostrar las siguientes afirma-
ciones:

(a) (Sn(R),¢) es un embedding en M, (R) con imagen cerrada. Exhibir una funcion
@ : Mp(R) — Sp(R) C* tal que por = idg, (r)-
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(b) P es abierto en S, (R) y fi : P — P definida por f,(A) = A es un difeomorfismo
para todo k € N, k > 2. Sugerencia: Dada A € P con autovalores a1, ..., an,
demostrar por induccion en k que si X;; = Ej; + Ej; € Sp(R), ¢ < j, entonces
(dfx)a Xij = pr—1(as,a;) X;j, donde pgy_; es un polinomio homogéneo de grado
k — 1 en dos variables con coeficientes positivos.

.(a)Si f: M — N es una inmersion y X es un campo C* en M, demostrar que

para todo p en M existe un entorno U de p y un campo X C™ en N tal que
(df)q Xq = Xf(q) para todo g en U.

(b)Si f: M — N es un embedding tal que f(M) es cerrado en N y X es un campo
C™ en M, demostrar que existe un campo X C™ en N tal que X y X estan
f-relacionados.

. Considerar en M = R3—{(0,0, 2) | z € R} la distribucién D generada por los campos

X y Z definidos por

X(x,y,z) = _y% +xaiy7
0
Z(xvyvz) = &

Demostrar que el cilindro C' = {(:Jc, y,2) ER3 | 22 + 942 = 1}, con la estructura dife-
renciable usual, es una subvariedad integral conexa mazimal de D.

. Sean M conexa y orientable, w una forma de volumen en M y X € X(M) completo.

Si {6 }1er denota el grupo monoparamétrico asociado a X, demostrar que

0; preserva w VteR <= Lxw=0.

. Dados dos grupos de Lie G y H, demostrar que si f : G — H es un homomorfismo

continuo, entonces f es C'°.

. Indicar en cada caso si la afirmacion es verdadera o falsa. Justificar.

(a) Existe una inmersion f : SO(n) — R™n=1)/2,

(b) Todo grupo de Lie es orientable.

(¢)Si V es un campo diferenciable en R3 tal que V = 0 en el complemento de un
subconjunto acotado, entonces [ps div(V) = 0.

(d) Si X € X(M) satisface X, =0y w: X(M) x X(M) — C>°(M) es una aplicacion
C°(M)-bilineal, entonces w(X,Y)(p) = 0 para todo Y € X(M).

Marzo 2008

. Sean M™ y N™ variedades diferenciables y sea f : M™ — N™ una inmersién.

(a) Dar la forma local de la inmersion f: esto es, probar que para cadap € M existen
sistemas de coordenadas (U, ) y (V,¢) de p y f(p), respectivamente, tales que
pofoptiplU)CR™— (V) CR" eslainmersion usual

(U1, Uy ooy Upy) — (UL, U2, ooy Uy, O, ..., 0).
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(b)Si X € C*°(U,TN) es un campo a lo largo de f entonces puede extenderse a un
campo X € X(V) tal que X o f = X sobre U.
2. Sea M una variedad diferenciable compacta Ny y sea f : M™ — R una funcién
diferenciable tal que 0 es un valor regular de f. Sea L = f~1(0). Probar que;

(a) L puede ser cubierto por sistemas de coordenadas en M de la forma (U,¢ =
(1, ..., ) con z1 = f;

(b) existe un entorno abierto V de L en M y un campo vectorial X € X(V) tal que
df(X) = g

(¢) mostrar que existe € > 0 y un difeomorfismo sobre un entorno abierto de L en
M; esto es ¢ : (—e,e) x L — f~1(—e,¢), con la propiedad f(¢(t,p)) =t para
todo p € Ly |t| < e (tener en cuenta el flujo local asociado a X).

3. Sea M™ una variedad compacta orientable y orientada y sea # una (n — 1)-forma
diferencial sobre M.
(a) Probar usando la definicién de integral (no deducir de Stokes) que [,,dé = 0.

(b) Mostrar que para cualquier (n — 1)-forma diferencial sobre M se cumple que dé
se anula en algdn punto de M.

(c) Probar que existen n-formas en M que no son exactas.

4. Justificar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
(a) Sea C el conjunto de numeros complejos munido de la relacion de equivalencia

2k7i

z~e s z, k=0,1,2. El espacio cociente M = C/ ~ posee una estructura dife-
renciable de dim 2 pero no posee ninguna estructura diferenciable con la propiedad
que la proyeccién canénica 7 : C — M sea un difeomorfismo local.

(b) Todo grupo de Lie G conexo es orientable.

(c) Existe f : S™ — ST con n > 1 diferenciable e inyectiva.

Marzo 2006

1. Sean M y N variedades diferenciables y f : M — N una inmersion.

(a) Demostrar que si dim M = dim N y f es biyectiva, entonces f es un difeomor-
fismo.

(b) Demostrar que si M es Na y f es biyectiva, entonces f es un difeomorfismo. Su-
gerencia: usar el Teorema de Baire y la forma local de una inmersion.

TEOREMA DE BAIRE: Si X es un espacio topolégico localmente compacto,
entonces X no es unién numerable de conjuntos nunca densos.
2. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar todas las
respuestas.
(a) Si M™ es compacta y orientable, toda n-forma sobre M es exacta.

(b) Si 7 es un subgrupo monoparamétrico de un grupo de Lie G y 7y se autointerseca,
entonces existe P > 0 tal que v(t + P) = v(t) para todo ¢t € R.
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. Sea f: M™ — N™ una submersion. Demostrar que existe una distribucion C'*° e

involutiva de dimension m—n sobre M cuyas variedades integrales conexas maximales
son las componentes conexas de f~1(q), ¢ € f(M).

. Dada una inmersién f : M"™ — R"! demostrar que M es orientable si y s6lo si

existe un campo normal continuo nunca nulo a lo largo de (M, f).

. (a) Sean T'M el fibrado tangente a la variedad diferenciable M y T,M el espacio

tangente a M en p € M. Demostrar que la inclusion ¢ : T,M < TM es un
embedding.

(b) Dado un grupo de Lie G y H C G un subgrupo cerrado, demostrar que si w es
una k-forma G-invariante en G/H, entonces w es C*.
Recordar que w se dice G-invariante si 7(¢)*w = w para todo g € G, donde

7(9) : G/H — G/H,
GgHw— ggH.

Julio 2003

. Sea C el cilindro {(z,y,2) € R? | 22 + y* = 1} con la estructura diferenciable obte-

nida por el Teorema de la Funcion Implicita, y sea f : S = (—m,27) — C definida

por f(t) = (cost,sent,t?).

(a) Probar que (S, f) es una subvariedad de C, sin recurrir a sistemas coordenados
de C.

(b) Dibujar la imagen de S y probar que no es incrustada (sugerencia: usar suce-
siones).

. Sea M = {(z,y) € R? | y* = senz}.

(a) Probar que existe una estructura diferenciable F en M tal que la inclusién es una
incrustacion (sugerencia: Teorema de la Funcion Implicita).

(b)Sea p : R? — R la proyeccién p(z,y) = z. Mostrar que existe una (nica)
estructura diferenciable 7" en M de la cual (M, p|,,) es un sistema coordenado.

(c)iEs h:R — (M, F), h(t) = (t, /sent) diferenciable? Idem con F.

. Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que f(0) = 0. Se define en R3 la

distribucién D por

D(z,y,2) = span {e1 + f' (z) (seny)es, ez + f () (cosy) ez}

(identificamos T, p]R3 con R? para cada p, de la manera usual). Mostrar que D es
involutiva y hallar una subvariedad integral ¢ : R? — R3 para D tal que ¢ (0,0) =
(0,0,0).

. Considerar la relacion de equivalencia ~ en R x (=1, 1) dada por

(.9) ~ (s +k(-D)'y)  (keD),

El cociente M admite una tdnica estructura diferenciable tal que la proyeccién
canénica 7 es un difeomorfismo local. M es la cinta de Mobius.
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(a) Mostrar que Xr(,) = dm, (6%);; define un campo diferenciable en M.
(b) Hallar las curvas integrales v, de X con v, (0) =7 (0,y) (-1 <y <1).
(c) Mostrar que las v, son periddicas ;Tienen todas el mismo periodo?
5. Sean M una variedad diferenciable y F' : M — M un difeomorfismo. Sea X un
campo completo en M con grupo monoparamétrico 7. Probar que dF, (X,) = X F(p)

para todo p € M si y solo si F' conmuta con cada 73, es decir, 7 = F o1, 0 F~! para
todo t € R (sugerencia: unicidad de las curvas integrales).

6. Un elemento a de AP(V*) se dice descomponible si existen 601, ...,6, € V* tales que
a=60;N---ANb, (dim V =n).
(a) Mostrar que si a es descomponible, entonces a A a = 0.
(b)
(c)

Mostrar que e! A e + e3 A e no es descomponible (V = R%).

Suponer que V tiene dimensién n y sea w una funcién n-lineal alternante no nula
en V. Probar que la aplicacion F : V — A""1(V*) definida por F(v) = t,w =
w(+...,v) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

(d) Si dim V = n, entonces toda a € A" 1(V*) es descomponible.

7. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g y sea E una subdlgebra de Lie de g.
Probar que existe un subgrupo de Lie conexo (H,$) de G, con algebra de Lie b, tal

que d¢ (h) = b.

Marzo 2003

1. Sean M y N variedades diferenciables y f : M — N una funcion diferenciable.
Mostrar que F' : M — M x N definida por F (p) = (p, f (p)) es una subvariedad
incrustada.

2. En R? definimos los campos U y V por

0

Uz,y) = oz’
0
V(z,y) :ewa—y.

Mostrar que no existe un sistema coordenado ¢ = (u,v) de R? tal que

0 0
—=U — =V
ou Y b
3. Mostrar que si X1, ..., X, son campos diferenciables en M tales que para todop € M

{X1(p),..., X(p)} es una base de T,M, entonces M es orientable.

4. Sea ¢ : R x R? — R? definida por ¢ (¢, (z,y)) = (th:r, eSty) . Encontrar un campo V'
en R? tal que ¢ es el grupo monoparamétrico de difeomorfismos de R? asociado a V.

5. Sea 0 una 1-forma diferenciable nunca nula en una variedad M y sea D la distribucion
en M definida por D (p) = Ker (6 (p)) -
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(a) Mostrar que D es diferenciable.
(b) Mostrar que si df = 0, entonces D es involutiva.
6. Mostrar que para el grupo de Lie SO (3) la exponencial no es inyectiva.

7. Sean M una variedad compacta de dimensién n y sea w una n-forma nunca nula en

M. Definir con precision el volumen de M respecto de w, es decir [ s w- Probar que
la definicién es buena, si es necesario.

. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g y sea E una subdlgebra de Lie de g.

Probar que existe un subgrupo de Lie conexo (H,$) de G, con algebra de Lie b, tal
que d¢ (h) =b.

Sea (M, ¢) una subvariedad de una variedad M y sean X,Y campos en M y N
respectivamente tales que dpo X =Y o¢. Si Y es completo, jlo es también X7

Marzo 1996

M y N denotan variedades diferenciables de dimensién m y n respectivamente.

1.

Sea (M, 1) una subvariedad de N, donde ¢ es la inclusion, y sea f € C*° (M ). Mostrar
que para todo p € M existen entornos abiertos U y V de p e ¢ (p) respectivamente,
con U C V, y una funciéon g € C* (V) tales que gov = fen V.

. Sea v : R —M una curva regular tal que v (s) = v (t) si y solo si s —t € 27Z. Sea

I el intervalo (0,27), y sea f : N — M una funcion de clase C*° cuya imagen esta
contenida en v (I). Probar que (y|;) ™ o f: N — I es de clase C*.

. Sea G un grupo de Lie y sean X, X’ campos invariantes a izquierda, Y,Y’ campos

invariantes a derecha, tales que X, = Y. y X! = Y/, Mostrar que si [X,X'] = 0,
entonces [Y,Y’] = 0 (sugerencia: considerar la funciéon g — g~ 1).

. Decir en cada caso si es verdadero o falso. Justificar.

(a) En todo abierto simplemente conexo U de R? existe una 1-forma en U que no es
cerrada.

(b) En un grupo de Lie de dimension n existe un sistema de coordenadas (U, ¢ =
(x1,...,2y)) alrededor de la identidad, tal que los campos 0%1- son invariantes a
izquierda.

(c) Sea g el agebra de Lie de SO (3). Entonces exp : ¢ — SO (3) es inyectiva.

. Sea X un campo completo en M y sea ¢ : RxM—M el flujo asociado. Sea N una

subvariedad incluida en M tal que F := ¢|gxn : R X N — M es un difeomorfismo.
Sea w una m-forma nunca nula en M invariante por el flujo (es decir ¢pjw = w
para todo t). Sea 6 la (m —1)-forma 6 = (xw en N (o sea 0 (Y1,...,Ym—1) =
w(X,Y1,...,Ym1)).

(a) Mostrar que N es orientable.

(b) Probar que existe una constante ¢ tal que
Frw =c(n] dt A730),

donde 71, Ty denotan las proyecciones candnicas de R x N sobre sus factores.
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6. Considerar en M = R3—{(0,0, 2) | z € R} la distribucion D generada por los campos
X y Z definidos por

0
X(mayaz):_yaix—i_ajaiyv
0
Z(x,y,z)za

Probar que el cilindro C = {(x, y,2) ER3 | 2?2 +42 = 1}, con la estructura diferen-
ciable usual, es una subvariedad integral conexa mazimal para D.
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CAPITULO 7

Topologia algebraica

Diciembre 2008

. Sea X la unién de la esfera unidad de dimensién 3 y un segmento que une el polo
norte y el polo sur. Determinar 7 (X).

. Dar un espacio topoldgico X cuya homologfa entera es:

Z sig=0,2,
Hq(X): Zo® dsd Ly siqg=1,
0 siqg> 2.

. Probar que :

(a) SO(n) es conexo por curvas, n > 1.
(b)Si r : S™ — S™ es la restriccién de una transformacion ortogonal de R™™! con
determinante 1 entonces r es homotépica a la identidad.

. Sea X espacio topolodgico. Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) Yz : A1 — X donde 7,,(t) = x0, es una frontera.

1

(b)Si v : Ay — X es una funcién continua entonces v+ ™, es una frontera.

(¢)Si~v,T:A; — X son funciones continuas tal que y(1) = 7(0) entonces .7 —y—7
es una frontera. La concatenacién .7 estd dada por :

y(2t) si0<t<4,
v.7(t) = -
T2t —1) si5<t<1

(d)Si 7,7 : Ay — X son funciones continuas tal que v(0) = v(1) = o y 7(0) =
7(1) = x0, entonces v homotopica a 7 ([y] = [7]) = v homologa a 7([y]x = [T]H).

(e) Si X es conexo por arcos la correspondencia [y] — [y]g induce un isomorfismo
entre

ﬂl(X,xo)/[m(X,xo),m(X, xo)] y Hl(X, Z).
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Marzo 2001

. Sea X = RP?#K donde K es la Botella de Klein. Calcular Hy(X,Z), H1(X,Z)

Vg>0ym(X).

. Probar que toda variedad topolégica compacta puede ser embebida en un espacio

euclideo.

. (a) Probar que toda variedad conexa no orientable tiene un cubrimiento conexo duplo

orientable.

(b) ¢ Es toda variedad orientable el cubrimiento duplo orientable de una variedad no
orientable?

(c) Dar el cubrimiento duplo orientable del espacio X del Ejercicio 1.

. Decidir si es verdadera o falsa cada una de las siguientes afirmaciones, justificando

Su respuesta.

(a) La identidad id : ST — S se extiende a una funcién continua f : S — S! (S C
S2% como el ecuador).

(b) Existe estructura de CW-complejo en S% x S* con una celda en cada dimensiéon
< 6.

(¢) m(Gy) =0, Yn>2 y Vr>1. (G, es el grafo \/I_; S1).
(d) 7, (RP? x RP*) = 7,,(CP?), Vn > 2.

Agosto 2000

. Sea

Calcule H;(82 —Y) i>0.

. Sea (X, A) espacio topologico. Pruebe que si n > 0,

H"(X,A;R) ~ Hom(H,(X,A),R).

. Decir si es verdadero o falso y justificar.

(a) Toda funcién continua f : S — T? es homotépica a una constante.

(b) Si M? es una variedad compacta orientada y simplemente conexa entonces M
tiene la homologia entera de S3.

(¢)Si p:Y — X es un cubrimiento con Y arco conexo y tal que p~!(x) no es un
Gnico punto entonces existe f : X — Y continua satisfaciendo po f = idx.



TOPOLOGIA ALGEBRAICA 67

4. Considere en R? la 1-forma w = xdy — ydx. Sea ¢ : S — R? la inclusion canoénica
y sea 7 : R — St definida por 7(t) = (cost, sent).
(a) Muestre que 7*1*w = dt y que t*w es 1-forma cerrada en S?.
(b) Muestre que existe una funciéon f definida en un entorno de (1,0) en S*, tal que
df = t*w. Mostrar que una tal f no puede estar definida en todo S*.

5. Si X es un CW finito y X;, C X es el n-esqueleto pruebe que

Hl(Xn, anl) =0 7 75 T,

H,(X,,X,-1) es el grupo abeliano libre de n generadores.

Junio 1996

1. Calcular las homologias y cohomologias singulares con coeficientes en Z y el grupo
fundamental del espacio topologico (T?/ ~)V RP?; donde la relacion de equivalencia
en el toro es la que identifica los puntos de una S! (es el toro “estrangulado”).

2. Calcular H1(T™;R) y 7, (T™), para todo ¢ > 0y m > 1.

3. Probar que dados k y n enteros positivos, existe f : S — S™ tal que gr f = k.

4. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar las respuestas.
(De las ultimas cuatro, elegir tres.)

(a) De los siguientes espacios topologicos, dos y s6lo dos, admiten estructura de grupo
topolégico:
D" (D™Y;  stvst: RP?
(b) f : S — RP? continua e inyectiva = f ~ constante.
(c) S* es retracto de RP2.
(d) Dados U y V subconjuntos homeomorfos en S™, si U es abierto en S™ entonces
V' es abierto en S™.

(e) m1(X, x0) es numerable, donde

x=\ 8=

neN




68

EXAMENES DE DOCTORADO

5. Enunciar y demostrar el “Criterio de Relevamiento de funciones”.



CAPITULO 8

Estadistica

Agosto 2009

1. (18 puntos) Sea Xj, Xo,..., X, una muestra aleatoria tal que, Vi = 1,2,...,n,
X; ~U(-6,0), con § > 0.

(a) Encuentre un estadistico suficiente y minimal para 6.
(b) Pruebe que el estadistico hallado en (a) es completo.
(c) Encuentre el estimador maximo verosimil de 62.

2. (16 puntos) Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion de Poisson
con pardmetro A desconocido (A > 0). Para estimar ¢(\) = e™*, considere inicial-
mente el estimador insesgado T' = r(X1, Xo, ......  Xn) = Iix,—0)-

(a) Calcule la cota de Rao-Cramer para estimar g(A).

n
(b) Demuestre que U = > X; es suficiente y completo para estimar A.
i=1
(c) Calcule W = E)\(T/U = u) (“Rao-Blackwelizacion de T basada en U”).
(d) (Es W insesgado? ;Es W IMVU? ; Alcanza la Cota de Rao-Cramer? Justifique
Sus respuestas.

3. (15 puntos) Sea X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria tal que, Vi = 1,2,...,n,
X; ~ N(u,0?%), con puy 0% desconocidos. Se desea hacer inferencia sobre 6, donde:

0 = In[E(e*)].
(a) Exprese 0 en términos de p y o2.
(

b) Encuentre el estimador de maxima verosimilitud de 6.

)

)
c¢) Determine un estimador insesgado para 6.
20 puntos) ; Verdadero o Falso?. Justifique sus respuestas
)

(
4. (
(a) Sea X una Variable aleatoria, tal que X ~ U(—1,1). Para todo n € N se define
X si|X|<(1-12),
X, = ) h
noosi | X][>(1-2).

FEntonces X,, converge en distribucién a X.
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(b) Si {rn(X1,Xa,..., Xpn)},cn €5 una sucesion de estimadores de ¢(6), tal que:
(i) lim Varg(r, (X1, Xo,..,X,) =0.
n—oo
(i1) lim Ep(rn(Xi1, Xo, .., Xn) = q(0).
n—oo
Entonces {r,(X1, X2,..., Xn)},cn €s débilmente consistente para estimar ¢(f).

5. (17 puntos) Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién exponen-
cial con pardmetro 6 = 3 (A > 0).

(a) Encuentre el estimador de méxima verosimilitud de 6.

(b) Construya un intervalo de confianza del (1 — «)100% para A, basdndose en el
hecho que:

V(v = A) — N(0,2?)

donde Apry es el estimador de méaxima verosimilitud de A. Ayuda: Aplique el
método Delta.

(c) El intervalo hallado en (b) es exacto o asintético? Justifique su respuesta.

6. (15 puntos) Enuncie y demuestre el teorema de Lehmann-Scheffé.



CAPITULO 9

Ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales

Agosto 2009

. Sea U C RY un abierto acotado, sea f : R — R continuamente diferenciable y
estrictamente creciente, y sean u,v € C2(U) NC(U) tales que

—Au+ f(u) > —Av+ f(v) enU,
U > en OU.

Probar que entonces u > v en U. Mostrar que si ademés U es conexo y se da la
iltima igualdad en un punto de U, entonces u = v.

. Sea f € C?(R3). Resolver, reduciendo el problema a una ecuacién de ondas unidi-

mensional, el problema

gt — (Uge + Uyy + uzz) =0 en R? x R,
u(x,y,2,0) = flx,y,2), w(x,y,z,00=0 en R3.

. Sean g,h € C*(R) y de soporte compacto, sea u soluciéon de

Ut — Uzge = 0 en R x (0,00),
u(w,0) = g(x), w(r,0)=h(z) enR,

y sean k(t) = /uf(x,t) dz y p(t) = /ug(x,t) dz. Probar que k(t) + p(t) es
R R
constante para todo t.

. Sea k un ntmero positivo. Resolver con el método de separacién de variables el
problema

up — kuggy =0 en (z,t) € (0,7) x (0,00), (k>0),
u(0,t) =u(m,t) =0 ent >0,
u(z,0) = sen(x) en z € (0,m).
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5. Sea, para z € R", u(z) = |:1:\% Sea B = {x € R" : |z| < 1}. Decidir para cuales
p > 1 vale que u € WHP(B).

6. ; Verdadero o falso? Justificar.
(a) (0.5 puntos) El siguiente problema de Neumann no tiene solucion:

Au=1—-u* en B(0,2) C R,
gu =1 en 9B(0,2).
(b) (0.5 puntos) Existe una funcién u armoénica y no negativa en B(0,1) C R? tal que
u(1/n,0) = 1/n para todo n € N.
(c) (0.5 puntos) Sean a € RY y r > 0. Sea u continua en B(a,r) — {a}, armonica en
B(a,r) —{a} y tal que
max 4 = max u.
B(a,r) 9B(a,r)

Entonces u es constante.



CAPITULO 10

Algebra universal y teoria de reticulados

Agosto 2009

. Caracterice de la forma mas sencilla posible las congruencias de:
(a) (R, min, max).
(b) (G,-,71, e) (un grupo).
(c) (P(X),Nn,U).
. Demuestre el Teorema de Birkhoff: Toda algebra A es isomorfa a un producto sub-

directo de algebras subdirectamente irreducibles (todas ellas imagenes homomorficas
de A).

. Probar que (Con(A),C) es un subreticulado completo del reticulado de relaciones
de equivalencias de A.

. Sea L un reticulado distributivo acotado pseudcomplementado. Probar:

() z Az =0= 2z A2™ =0.
(b) (z V)" = 2" Nz*.
() (z Ax)*™ = 2" Na™.

. Pruebe que si C' es un operador clausura algebraico entonces el poset de conjun-
tos cerrados de C es un reticulado algebraico, cuyos compactos son los conjuntos
finitamente generados.

. (a) Probar que toda élgebra de Boole finita es atémica.

(b) Probar que si B, B’ son édlgebras de Boole finitas y f es un homomorfismo de B
en B’ entonces para todo a’ atomo de B’ se tiene que f~!([a’)) es de la forma [a),
para algtin atomo a de B.

(¢) Probar que toda élgebra de Boole atomica y completa es de la forma P(X), para
algin X.

73



74

EXAMENES DE DOCTORADO

Diciembre 2007

1. Sea B un algebra de Boole, y sea B’ una subalgebra de B. Probar que todo h' €

Hom(B',2) se extiende a un h € Hom(B,2).

. Caracterice de la forma mas simple posible las siguientes congruencias:

(a) 0 € Con(R,+,-,—,0), donde (R,+,-,—,0) es un anillo,
(b) 8 € Con(B, A,V), donde B es un algebra de Boole.

(c) O(a,b) en un anillo con unidad (pensar en qué forma tiene el ideal mas chico
generado por un elemento dado e)

(d) 6(a,b) en un reticulado distributivo.

. Sea L una p-algebra. Pruebe:

(a) Para todo a tal que a V a* = 1 se tiene 0),4(0,a*) € Con(L).

(b) v% = AL sii L es algebra de Boole sii D(L) = 1.

(c) Si L es finitamente subdirectamente irreducible entonces L tiene a lo sumo dos
elementos densos.

(d) Si D(L) es la cadena de 2 elementos d < 1, entonces para todo cerrado a se tiene
a<doa*<d.

(e) Si L es finitamente subdirectamente irreducible con més de 2 elementos, entonces
L = B &1, para algtn algebra de Boole B.

. (a) Sea K una clase de élgebras de un tipo fijo. Defina qué significa que U(X),

un algebra del mismo tipo generada por X, tenga la universal mapping property
(UMP) sobre K con conjunto de generadores libres X.

(b) Pruebe que si U1(X1), U2(X2) son dos élgebras de K con la UMP sobre K con
sus respectivos conjuntos de generadores libres, entonces Uy (X1) = U(X3).

(c) Supongamos que X # (). Pruebe que si K # ) entonces existe un élgebra que
posee la UMP sobre K con conjunto de generadores libres X (con | X| = | X]) que
vive en ISP(K).

. Sea B un algebra de Boole, y suponga que el filtro [x) se escribe de manera unica

como interseccion de ultrafiltros. Pruebe que x es supremo de dtomos.

Marzo 2006

. (a) Sea U un ultrafiltro de un algebra de Boole B. Pruebe que AU existe, y es 0 0 es

un atomo.

(b) Sea I un conjunto infinito. Pruebe que en el dlgebra de Boole de los subconjuntos
finitos y cofinitos de I existe un s6lo ultrafiltro no principal.

2. (a) 0, 6* forman un par de congruencias factor en el algebra A si 0NO* = A, OVo* =V

y 0,0% permutan. Pruebe que 6,6* forman un par de congruencias factor sii
ONe*=Ayfholf*=V.
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(b) Pruebe que si A tiene un par de congruencias factor entonces A se escribe como
producto directo de factores no triviales.

(c) Suponga que A es de congruencias distributivas. Pruebe que las congruencias
factor forman un subreticulado complementado de Con(A).

3. Sea B un algebras de Boole. Defina B* como el espacio topolégico de los ultrafiltros
de B dotados de la topologia que tiene como subbase los conjuntos de la forma
ola)={U € B*:a e U}.

(a) Pruebe que B* es un espacio Booleano, o sea Hausdorff, compacto con una base

de clopens.

(b) Sea f : By — By un morfismo de algebras de Boole. Pruebe que f* : By — Bj
definida f*(U) = f~1(U) es una funcién continua inyectiva (suryectiva), si f es
suryectiva (inyectiva).

4. Sea B un &lgebras de Boole. Sea B | a el algebra de Boole que tiene como universo
al intervalo [0, a]. Pruebe:

(a)B > Bla x BJd.

(b)SiaAb=0y B | aesisomorfo a B | b entonces hay un automorfismo en B que
“intercambia” a con b.

5. (H,V,A,0,1,—) es un algebra de Heyting si (H,V, A,0, 1) es un reticulado distribu-
tivo acotado y se satisface

rT—y>z<=2Nr <y

para todo z,y, 2.
(a) Pruebe que todo intervalo [a,b] de un algebra de Heyting es pseudocomplemen-
tado. Dé explicitamente el pseudocomplemento de un x € [a, b].

(b) Pruebe que todo intervalo [a, b] de un algebra de Heyting es un algebra de Heyting.
Dé explicitamente el complemento relativo x —q5 y de cada par z,y € [a, b].

(c) Pruebe que el reticulado de filtros de un algebra de Heyting es isomorfo al reticu-
lado de congruencias.

Diciembre 2005

1. (H,V,A,0,1,—) es un algebra de Heyting si (H,V, A,0, 1) es un reticulado distribu-
tivo acotado y se satisface

T—y>z <<= zAzxz<y

para todo z,y, 2.

(a) Pruebe:
1) Si z <y entonces z —» r < z — T—z>Y— 2
Y yy Y
(i) z = (y = 2) = (@Ay) = 2
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(ili) z = (yA2) = (@ = y) Az — 2);
(iv) (zVy) —mz=(x - y) A(z— 2).

(b) Pruebe que 8 = {(z,y) : (xt — y) A (y — =) > a} es una congruencia, para todo
ac H.

(c) Pruebe que H es subdirectamente irreducible sii existe un mayor elemento b < 1.
2. Sea A un algebra. Pruebe que para todo 6 € Con(A), son equivalentes:

(a) A/6 subdirectamente irreducible.
(b) @ completamente meet irreducible.
(c) Existe 6 € Con(A) tal que 0 #60 y [0,V]=0U I, V].
(d) Existe (a,b) € A? tal que 6 es maximal en el conjunto de las congruencias que no
contienen a (a,b).
3. (a) Sea M una clase de algebras del mismo tipo, sea F' € M y sea G un conjunto de
generadores para F. Pruebe que son equivalentes:
e F' es libremente generada por G.
e Para todo par de términos n-arios t1(x1,...2,) y te(x1,...zy,), y para todo
g1, - gn € G, si
t(g1s s 9n) = 15 (91, s Gn),
entonces la ecuacion t; = to9 se satisface en toda dlgebra de M.

(b) Sea A un algebra. Considere el &lgebra
Fo(A) € AY,

definida como el algebra de todas las funciones “término” n-arias de A" en A.
Pruebe que F,(A) es libremente generada por G = {m; : ¢ = 1,...,n} en la
variedad V(A)

4. Suponga que C' es un operador clausura sobre X. Pruebe:

(a) C' es algebraico si y solo si el reticulado de cerrados de C' es algebraico y los
elementos compactos son exactamente los finitamente generados.

(b) Si el reticulado de cerrados de C es algebraico, no necesariamente C' es algebraico.

5. Caracterice las clases ecuacionales de la variedad de Algebras de De-Morgan.
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Teoria elemental de Lie

Noviembre 2008

. Sea g un algebra de Lie semisimple sobre C y h una subalgebra de Cartan de
g.
(a) Probar que existe una descomposicion

g:b@@gaa

aEA

donde A es el conjunto de raices del par (g, bh).
(b) Para g = sl(n,C) hallar el peso maximo de la representacion adjunta. Justificar.
. Sea g semisimple sobre C y h una subalgebra de Cartan de g. Sea A el conjunto
de raices del par (g,h) y AT el conjunto de raices positivas. Probar que las raices
simples son una base de bh*.
. . Verdadero o falso? Justifique.

(a) Sea g un algebra de Lie compleja. Si la forma de Killing de g es no degenerada
entonces g es semisimple.

(b) Sea g un algebra de Lie compleja. Entonces g es semisimple si y sélo si [g, g] = g.

. Sea G un grupo de Lie compacto conexo y T un toro maximal de G. Pruebe que si
X € T es un caracter de T tal que para todo t € T y n € N(T'), el normalizador de
T, se tiene que x(ntn~!) = x(t), entonces x se extiende a un caricter de G.

Agosto 2008

. Pruebe que un élgebra de Lie de dimension finita sobre C es semisimple si y sélo si
la forma de Killing es no degenerada.

. Pruebe que si G es un grupo de Lie compacto conexo, entonces dos toros maximales
Ty v Ty en G son conjugados, es decir Tp = gThg~ ', g € G. ;Es esto cierto para dos
toros 171 y T3 en G de la misma dimengion, no necesariamente maximales?

7



78

EXAMENES DE DOCTORADO

. Pruebe que si G es finito, entonces la cantidad de representaciones irreducible de

G es igual a #{clases de conjugacion en G}. Determine todas las representaciones
irreducibles complejas de S5 y Ay.

. Pruebe que toda representaciéon irreducible de un 4lgebra de Lie g semisimple sobre

C, posee un peso maximo que la determina a menos de equivalencia. Determine los
pesos méaximos de las representaciones fundamentales de SL(n, C) y exhiba modelos
para ellas.

Marzo 2007

. Enunciar el teorema de Peter y Weyl.

. Sea G un subgrupo de Lie compacto de GL(n, C). Mostrar que el subespacio Y V,®

vel
V3 es denso en el espacio vectorial de las funciones continuas en G a valores complejos
munido con la topologia de convergencia uniforme en G.

. Para el grupo G = SO(2n) encontrar un toro maximal, calcular las raices y el grupo

de Weyl de G. Calcular generadores para el reticulado de pesos de G.

. Sea G un grupo de Lie compacto conexo tal que su subgrupo conmutador esta con-

tenido en un toro de G. Mostrar que G es un toro.

. (a) Enunciar y demostrar las relaciones de ortogonalidad de Schur.

(b) Sea xy el caracter de una representacion irreducible de un grupo compacto G.
Calcular ||xv |2

. Sea H x K el producto de dos grupos de Lie compactos y (7, V') una representacion

irreducible de H x K. Mostrar que existen (o, V1), (7, W7) representaciones irre-
ducibles de H, K de modo que (o, V) es equivalente a Vi @ W.

. Sea T el toro de matrices diagonales en U(n). Sea S un toro en U(n). Usando algebra

lineal mostrar que S es conjugado a un subtoro de 7. Mostrar que dos toros maximales
de U(n) son conjugados.



CAPITULO 12

Reglamentos y programas

Extracto de la resolucion HCD N°© 102/04 del HONORABLE CONSEJO DIRECTIVO DE
LA FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA Y FISICA.

ARTICULO 1°: El plan de trabajo de cada estudiante del Doctorado en Matematica debera
incluir:

i) La aprobacion de un Examen de Doctorado de acuerdo a los programas y modalidades
que se establecen en el Anexo I de esta Resolucién.

ii) La aprobacion de al menos tres Cursos de Formacion Superior o su equivalente en cur-
sos de posgrado de menor puntaje, de acuerdo a lo establecido en la Resolucion HCD
N° 235/94, cuyos contenidos no se superpongan significativamente con los contenidos
de las materias rendidas en el examen de Doctorado.

ARTICULO 2°: El examen establecido en el Articulo 1°, inciso i), sera tomado en las
fechas que se determinen de acuerdo al Articulo 24 de la Ordenanza FaMAF N° 1/84 y al
mecanismo explicitado en el Anexo I, y debera rendirse dentro de los 2 primeros anos de
la carrera, salvo debida justificacion.

ARTICULO 3°: El tribunal encargado de tomar el examen al que se refiere el Articulo
2°, estard integrado por Profesores de Matemética de esta Facultad, con maximo grado
académico. En cada ocasion, el Tribunal serd designado por el Decano con suficiente

antelacion.

ARTICULO 4°: Seran funciones del tribunal del examen establecido en el Articulo 1° inciso

i):

i) Confeccionar las pruebas que constituyan el examen.

ii) Receptar las pruebas correspondientes.

iii) Calificar las pruebas y el examen, labrando el acta correspondiente.

1v

)
)
)
) Elevar el acta a la Secretaria de Posgrado de la Facultad para su registro y archivo.

79
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ARTICULO 5°: Los Cursos de Formacion Superior a los que se refiere el inciso ii) del
Articulo 1°, deberan ser propuestos al HCD por la Comisiéon Asesora del Doctorando.

ARTICULO 6°: Comuniquese y archivese.

1°)

20)

39)

4°)

5%)

6°)

ANEXO 1

El Examen de Doctorado establecido en Articulo 1°, inciso (i) de la presente Resolucion
consistird de tres pruebas escritas, cada una de ellas correspondiente a una de las
materias cuyos programas se especifican en el punto 7°).

El Examen se tomara en no mas de tres (3) sesiones diferentes dentro de un lapso no
mayor que treinta (30) dias corridos. La prueba correspondiente a cada una de las
materias deberd completarse en una tinica sesion.

Las materias que conforman el Examen de Doctorado provienen de un grupo de ma-
terias denominadas basicas y de otro grupo de materias denominadas especificas. El
grupo de materias basicas consta de dos areas:

a) Area analisis, conformada por las materias Funciones reales y Funciones comple-
jas.

b) Area algebra, integrada por las materias Algebra lineal numérica y Estructuras
algebraicas.

El grupo de materias especificas esta constituido por: Analisis funcional, Variedades
diferenciables, Topologia algebraica, Estadistica, Ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, Algebra universal y teoria de reticulados y Teorfa elemental de Lie.

Las materias del examen seran:

1) Una de las materias basicas del area de algebra.
2) Una de las materias bésicas del area de analisis.

3) Una tercera elegida entre las materias especificas y las materias basicas restantes.

Cada examen sera calificado como “Aprobado”, “No Aprobado” o “Aprobado Condi-
cionalmente”. La calificacion de “Aprobado” se asignara cuando las tres pruebas fueren
consideradas satisfactorias y la de “No Aprobado” cuando dos 6 méas pruebas fueren
consideradas no satisfactorias. La calificaciéon de “Aprobado Condicionalmente” se asig-
nard cuando exactamente una prueba fuere considerada no satisfactoria. En tal caso
el estudiante deberé rendir satisfactoriamente una nueva prueba de la correspondiente
materia en alguna de las dos épocas de exdmenes subsiguientes, a efectos de obtener la
calificacion de “Aprobado”. En caso contrario la calificacion final serd “No Aprobado”.
En todos los casos, la calificacion de “No Aprobado” implicara que el estudiante debera
rendir nuevamente las tres pruebas para aprobar el examen.

Para rendir el examen el estudiante debera inscribirse en la Secretaria de Posgrado. En
la solicitud de inscripcién deberdn constar las materias que se eligen de acuerdo a los
puntos 3°) y 4°). Asimismo el estudiante debera proponer la manera en que desearia
que las sesiones y las pruebas fuesen distribuidas. Esta distribucién sera decidida
finalmente por el Decano de la Facultad y la decision serd comunicada dentro de los
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7°)

diez dias de efectuada la inscripcién. Se recomienda al estudiante que se inscriba al
menos 30 dias antes de la fecha propuesta para comenzar el examen. En todo esto
deberia actuar de comtn acuerdo con su Director.

El estudiante podra inscribirse para el examen en cualquier fecha autorizada desde el
momento en que sea considerado un doctorando (Art. 6°) Ordenanza FaMAF 1/84.

PROGRAMAS: Funciones reales, Funciones complejas, Estructuras algebraicas, Al-
gebra lineal numérica, Anélisis funcional, Variedades diferenciables, Topologia alge-
braica, Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, Estadistica, Algebra universal
y teoria de reticulados y Teoria elemental de Lie.

Funciones reales

1.

Medida de Lebesgue. Medida exterior. Conjuntos medibles. Funciones medibles.
Convergencia casi uniforme. Teorema de Egorov. Teorema de Lusin.

. Integral de Lebesgue de funciones acotadas en conjuntos medibles de medida finita.

Funciones integrables Riemann. Lema de Fatou. Convergencia monétona. Teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue. Convergencia en medida.

. Diferenciacién e integracion. Funciones de variacién acotada. Diferenciacion de inte-

grales. Continuidad absoluta. Funciones convexas. Desigualdad de Jensen.

. Espacios LP. Desigualdades de Hoélder y de Mincowsky. Completitud. Funcionales

lineales continuas. Teorema de representacion de Riesz.

. Teorema de Baire en espacios métricos. Teorema de Stone-Weierstrass. Teorema

de Arzela-Ascoli. Teorema de Hahn-Banach. Teorema del grafico cerrado y de la
aplicacién abierta. Espacios de Hilbert. Sistemas ortonormales completos. Identidad
de Parseval. Funcionales lineales en espacios de Hilbert. Series de Fourier.

. Espacios de medida abstractos, funciones medibles e integrables. Diversos teoremas

de convergencia. Medidas con signo. Descomposicién de Hahn. Descomposicién de
Jordan. Variacién total. Teorema de Radon-Nycodim. Descomposicién de Lebesgue.
Espacios LP, 1 < p < o0.

Medida exterior. Integral de Lebesgue-Stieljes. Medida producto. Teoremas de Tonelli
y Fubini.

. Conjuntos borelianos en espacios localmente compactos. Medidas de Baire. Fun-

cionales positivas en C,(X). Medidas regulares. Funcionales continuas en C(X) (X
compacto). Teorema de representacion de Riesz.

REFERENCIAS.

I
II)

H. ROoYDEN. Real Analysis. Mcmillan.
W. RUDIN. Real and complex analysis. Mc Graw Hill.

Funciones complejas

1.

Diferenciacién compleja. Funciones analiticas y series de potencias. Transformaciones
homograficas. Aplicaciones conformes.
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2. Integracion compleja. Teorema de Cauchy. Indice de una curva cerrada. Férmula de
la integral de Cauchy. Teoremas de Liouville, Morera, de la aplicacién abierta y del
modulo maximo. Lema de Schwarz.

3. Singularidades. Desarrollo de Laurent. Residuos. Calculo de integrales por resi-
duos. Teorema de Weierstrass-Casorati y enunciados de su generalizacién: Teoremas
de Picard. El principio del argumento. Teorema de Rouché. Principio de reflexiéon de
Schwarz.

4. Familias normales. Teoremas de Montel y de la aplicacién de Riemann. Teorema de
factorizacion de Weierstrass. La funcién Gamma.

5. Teorema de Runge. Diversas caracterizaciones de regiones simplemente conexas del
plano complejo. Teorema de Mittag-LefHer.

REFERENCIAS.

I) L. Aurrors. Complexr Analysis. Mc Graw Hill.
IT) J. Conway. Functions of one complex variable. Springer.
IIT) W. RupiN. Real and complex analysis. Mc Graw Hill.

Algebra lineal numérica

1.

Autovalores y autovectores. Similaridad. Polinomio caracteristico. Método de las
potencias y de las potencias inversas. Método del cociente de Rayleigh.

. Matrices unitarias. Equivalencias por unitarias. Teorema de triangularizacién de

Schur. Matrices normales. Rotaciones de Givens. Reflexiones de Householder. Fac-
torizacion QR. Algoritmo QR. Problema de cuadrados minimos.

Forma canénica de Jordan. Polinomio minimal. Factorizaciones triangulares. Des-
composicién LU.

. Matrices hermitianas y simétricas. Caracterizacién y propiedades. Descomposicion

espectral. Autovalores de matrices hermitianas.

Normas vectoriales y matriciales. Sistemas lineales. Teoria de perturbaciones. Niimero
de condicioén.

Localizacion y teoria de perturbacién de autovalores. Teoremas de Gershgorin. Méto-
dos iterativos para sistemas lineales. Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR. Métodos
de descenso. Método de gradientes conjugados.

Matrices definidas positivas y semidefinidas positivas. Caracterizacién y propiedades.
Descomposicién de Cholesky. Descomposicién polar y descomposicién en valores sin-
gulares.

REFERENCIAS.

)
11

1
I

v

)
11

)
)

R. HorN & C. JounsoN. Matriz Analysis. Cambridge University. Press.

G. GoLUB & VAN LoaN. Matriz Computations. The Johns Hopkins. University Press.
D. WarkINS. Fundamentals of Matrixz Computations. John Wiley & Sons.

P. Lascaux & R. THEODOR. Analyse numerique matricielle appliqueé a lart de
l'ingenieur. Masson.



REGLAMENTOS Y PROGRAMAS 83

V)

K. HorrMmaN & R. Kunze. Linear Algebra. Prentice Hall.

Estructuras algebraicas

1.

Grupos. Subgrupos. Homomorfismos. Grupos ciclicos. Grupos cocientes. Grupos
finitos. Grupos simples (grupo de permutaciones). Grupos libres. Acciones de un
grupo sobre un conjunto. Teoremas de Sylow. Grupos abelianos libres. Subgrupos.
Estructura de grupos abelianos finitamente generados. Grupos divisibles.

. Anillos. Homomorfismos. Anillo cociente. Ideales. Ideales primos y maximales. Do-

minio a ideales principales y de factorizaciéon tnica. Anillos de polinomios, nociones
basicas. Anillos noetherianos.

Médulos. Submodulos. Homomorfismos. Médulo cociente. Médulo finitamente gene-
rado sobre dominio a ideales principales, submdédulos, estructura. Espacios vectoriales.
Forma racional y de Jordan de una transformacion lineal.

REFERENCIAS.

I
II)

S. Lana. Algebra. Addison-Wesley.
K. HorrFMmaN & R. KUNZE. Linear algebra. Prentice-Hall.

III) E. GentiLk. Notas de Algebra, Fasciculo 22. Facultad de Ciencias Exactas Fisicas y

Naturales de la Universidad de Buenos Aires.

Analisis funcional

1.

Espacios vectoriales topologicos. Conjuntos balanceados, absorbentes y convexos.
Axiomas de separaciéon. Conjuntos acotados. Funcional de Minkowski. Espacios lo-
calmente convexos. Generacion de topologias mediante familias de seminormas. Com-
pletitud. Condiciones de metrizabilidad. Espacio dual de un E.V.T.L.C.. Topologias
en el espacio dual. Espacios de funciones diferenciales en R™ .

. El espacio de funciones de prueba y su topologia. Distribuciones, funciones localmente

integrables y medidas. Derivaciéon de distribuciones. Soporte. Orden. Convolucién.
Regularizacion de funciones y distribuciones. El espacio de Schwartz (S(R™)). Dis-
tribuciones temperadas. Transformada de Fourier de distribuciones. Transformada de
Fourier en S(R"), L}(R") y L?(R"). Teorema de Plancherel.

. Operadores acotados en un espacio de Banach. Espectro (continuo, discreto y residual).

Resolvente. Operadores compactos. Propiedades y ejemplos. Espectro de un operador
compacto.

Operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert. Operadores positivos. Convergencia
débil y fuerte. Raiz cuadrada de un operador positivo. Descomposicién polar. Calculo
funcional. Proyecciones ortogonales. Resoluciéon de la identidad. Teorema espectral
para operadores normales. Operadores compactos autoadjuntos. Operadores unitarios.

REFERENCIAS.

I)
IT)

W. RubpIN. Functional Analysis. Mc. Graw Hill.
S. LaNG. Real Analysis. Addison Wesley.

IIT) Riesz & Naay. Lecons d’Analyse Fonctionnelle. Gauthier-Villars.
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Variedades diferenciables

1.

Variedades diferenciables. Fibrados tangente y cotangente. Particiones de la unidad.
Funciones diferenciables que separan cerrados de compactos.

. Subvariedades, inmersiones, inmersiones inyectivas. Teorema de la funcién inversa.

Forma local de una inmersién. Diferenciabilidad de funciones con imagen en una sub-
variedad. Teorema de la funcién implicita. Forma local de una submersién. Teorema
del rango.

Campos vectoriales. FExtensiones locales y restriccion de campos a través de una in-
mersién. Corchete de Lie de campos. Curvas integrales. Flujo local de campos. Dis-
tribuciones diferenciables e involutivas. Teorema de Frobenius: forma local y global.

Formas diferenciales. Derivada exterior de formas. Propiedades de funtorialidad.
Derivada de Lie de formas. Orientabilidad de variedades, distintos criterios. Inte-
gracion de n-formas. Teoremas de Stokes y de la Divergencia. Sus versiones clasicas
en el espacio Euclideo.

Grupos de Lie. Algebra de Lie de un grupo de Lie. Correspondencia subgrupo-
subdlgebra. Grupo monoparamétrico. Exponencial: ejemplos y propiedades. Subgru-
pos cerrados. Estructura de variedades homogéneas y ejemplos.

REFERENCIAS.

1

11)

F. WARNER. Foundations of differentiable manifolds and Lie groups. Scott, Foreman

and Co.
Y. MatsusHima. Differentiable manifolds. M. Dekker.

IIT) W. BootHBy. Differentiable manifolds and Riemannian manifolds. Academic Press.

Topologia algebraica

1.

Retractos por deformacion. Grupo fundamental. Espacios simplemente conexos. Teo-
rema del punto fijo de Brouwer. Teorema de Van Kampen. Aplicaciones.

Espacios de revestimiento. Revestimiento Universal. Relevamiento de Funciones.
Transformaciones de cubrimiento y su relacién en el grupo fundamental. Correspon-
dencia entre cubrimientos de X y subgrupos de 71(X). Revestimientos de grupos
topologicos. Grupos de homotopia de orden superior. Propiedades bésicas.

Homologia singular (R un D.I.P.). Invariancia Homotépica. Homologia relativa. Suce-
sion exacta de homologia. Escision. Aplicaciones a esferas. Sucesion de Mayer-
Vietoris. Relacion entre m1(X) y H1(X,Z). Teorema de Jordan-Brouwer. Invariancia
del dominio y de la dimensién.aqui

. Complejos CW. Su homologia. Caracteristicas de Fuler. Grupo fundamental de un

complejo CW.

Cohomologia singular. Cohomologia relativa. Relacion entre HY(X, R) y Hy(X, R)
(R un DIP).

REFERENCIAS.

)

M. GREENBERG. Lectures on Algebraic Topology. Benjamin.
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I1) W. Massey. Introduccion a la Topologia Algebraica. Reverté.
IT) A. Garcia & C. SANCHEZ. Introduccion a la Topologia Algebraica. Direccion General
de Publicaciones de la Universidad Nacional de Cordoba.

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

1. Férmulas de representacién para EDP. Formulas explicitas para las soluciones de EDP
lineales. Ecuacién de transporte. Problema de valores iniciales. Problema no homogé-
neo.

Ecuacién de Laplace para espacios de dimensién n. El problema de Dirichlet en una
bola de R™. Solucién fundamental en R™. Férmula del valor medio. Principio del
méximo fuerte. Funcién de Green en dominios con simetria.

Ecuacién del calor. Derivacion de la ecuacién del calor en una dimension. Soluciéon
fundamental para dimensién n. Principio del maximo fuerte.

Ecuacion de ondas. Formula de D’Alambert. Ecuaciéon de ondas no homogénea. Prin-
cipio de Duhamel. Dominios de dependencias. Ecuacion de ondas forzada. Resonancia.
Método de caracteristicas para las ecuaciones casi-lineales.

2. Otras formas de representacion de soluciones. Separacion de variables (Series de
Fourier). Soluciones autosemejantes. (exponencial, onda viajera , solitones). Trans-
formacién de ecuaciones no lineales en lineales: Transformacién de Hopf-Cole.

3. Soluciones débiles. Definicién de derivada en forma débil, ejemplos. Definicién de
Espacios de Sobolev.

Opcién 1: Ecuaciones elipticas. Soluciones débiles. Existencia: Teorema de Lax-
Milgran.

Opcién 2: Leyes de conservaciéon. KEcuacién de Burgers. Choques. Condicién de
entropia. Solucién débil, Problemas de Riemann.

REFERENCIAS.

I) L. Evans. PDE. AMS.
II) I. PERAL ALONSO. Primer Curso de Ecuaciones en derivadas parciales. Addison Wes-
ley.
II1) R. HABERMAN. Elementary Applied Partial Differential Fquations. Prentice Hall.

Estadistica

1. Fundamentos Probabilisticos: Espacios probabilisticos. Teorema de extensién de
Caratheodory. Variables aleatorias. Probabilidad y esperanza condicional: teorema
de Radon-Nikodyn. Convergencia de sucesiones de variables aleatorias: teorema de
Kolmogorov, leyes débil y fuerte de los grandes niimeros. Transformada de Laplace:
funcién generadora de momentos. Transformada de Fourier: funciones caracteristicas.
Teoremas centrales de limite.

2. Fundamentos de inferencia puntual paramétrica (muestras finitas). Modelos estadis-
ticos paramétricos. Estimadores: suficiencia, completitud, ancilaridad, insesgamiento.
Teoremas de Rao-Blackwell y Lehmann-Scheffe. Estimadores IMVU. Familias expo-
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nenciales. Estimadores de momentos y mdaxima verosimilitud. Desigualdad de la
informacién. Cota de Rao-Cramer

3. Fundamentos de tests de hipdtesis y regiones de confianza en modelos paramétri-
cos. Tests uniformemente més potentes: hipétesis uni y bilaterales, potencia, nivel y
p-valor. Tests 6ptimos. Lema de Neyman-Pearson. Tests para media y varianza en
el caso normal. Tests insesgados: tests uniformemente més potentes insesgados. El
problema de dos muestras. Cotas, intervalos y regiones de confianza.

4. Teoria de grandes muestras: resultados asintoticos. Consistencia y normalidad asin-
toticas. Distribucién asintética de estimadores de méaxima verosimilitud y de momen-
tos. Eficiencia relativa asintética. Cota de Rao-Cramer asintética. Optimalidad de
méxima verosimilitud. Tests e intervalos de confianza asintéticos.

5. Estimacion Bayesiana. Modelos bayesianos. Admisibilidad. Estimadores de Bayes.
Estimacion minimax. Caso de familias exponenciales. Estimador de James-Stein.

6. Estadistica no-paramétrica. Modelo de posicién para una muestra bajo una distribu-
ci6n continua arbitraria. Test del signo: nivel y potencia. KEstadisticas de orden,
rangos. Estimador puntual de Hodges-Lehmann. Modelo de posicién para una mues-
tra bajo una distribucién simétrica continua arbitraria. Tests de rangos signados de
Wilcoxon: nivel y potencia. Teoria asintotica.

REFERENCIAS.

I) L. BREIMAN. Probability. Addison-Wesley.

IT) K. L. CHUNG. A course in probability theory. Academic Press.

II) R. DURRETT Probability theory with examples. Duxbury.

V) T. P. HETTSMANSPERGER. Statistical inference based on ranks. Wiley.
V) E. L. LEHMANN. Theory of point estimation. Wiley.

VI) E. L. LEaMANN. Testing statistical hypothesis. Wiley.

[

Algebra universal y teoria de reticulados

1. Reticulados. Homomorfismos, congruencias, ideales y subreticulados. Reticulados
distributivos. Teorema del filtro primo. Dualidad de Priestley. Reticulados completos
y reticulados algebraicos. Operadores de clausura. Algebras de Boole.

2. Algebras. Homomorfismos, congruencias, subélgebras. Teoremas de isomorfismos.
Productos directos, congruencias factor, y édlgebras directamente indescomponibles.
Teorema de representacion subdirecta de Birkhoff. Algebras libres. Teorema HSP de
Birkhoff. Condiciones de Mal’cev para permutabilidad y aritmeticidad. Teorema de
completitud de la logica ecuacional (Birkhoff).

REFERENCIAS.

I) R. BaLBes & P. DWINGER. Distributive Lattices. University of Missouri. Press,
Columbia, Missouri.

IT) S. Burris & H. SANKAPPANAVAR. A Course in Universal Algebra. Springer-Verlag,
New York.

ITT) G. GrATZER. Ungversal Algebra. Van Nostrand, Princeton.
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V)

V)

G. GRATZER. Lattice Theory. First Concepts and Distributive Lattices. W. H. Freeman
and Co.

R. McKENzZIE, G. McKENZIE & W. TAYLOR Algebras, Lattices, Varieties, Vol. 1. The
Wadsworth & Brooks/Cole Math. Series, Monterrey, California.

Teoria elemental de Lie

1.

Grupos de Lie compactos, toros maximales, teorema de conjugacién de toros maxi-
males, algebras de Lie complejas reductivas, subédlgebras de Cartan, sistemas de raices,
grupo de Weyl, pesos dominantes.

. Topologia de grupos de Lie compactos, reticulado unidad, centro de un grupo de Lie

compacto, Teorema de Weyl.

. Representaciones de dimensién de finita de grupos de Lie compactos. Algebra uni-

versal envolvente. Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Teorema del peso méaximo de
E. Cartan.

. Medida de Haar en un grupo de Lie y en espacios homogéneos. Formula de integracion

de Weyl. Caricter de una representacion, formula del cardcter de Weyl, formula de
la dimensiéon de Weyl. El anillo de representaciones virtuales de un grupo de Lie
compacto. Representaciones inducidas.

. Teorema de Peter y Weyl, relaciones de ortogonalidad. Teorema de reciprocidad de

Frobenius.

REFERENCIAS.

I) N. R. WaLracH. Harmonic Analysis on Homogeneous Spaces. Marcel Dekker, Inc.,

New York. (Capitulos: 2, 3 y 4).

I1) A. W. Knapp. Lie Groups Beyond an Introduction. Progress in Mathematics, v. 140,

Birkhauser. (Capitulos: 2, 3, 4,y 5).

IIT) T. BROCKER & T. DIECK. Representations of Compact Lie Groups. Graduate Texts

in Mathematics, v. 98, Springer-Verlag, New York.

V) J. F. Apawms. Lectures on Lie Groups. Benjamin, New York.



