Examenes de
Doctorado
2009 — 2016

Ecuaciones Algebra Universal
i i 3%
D Dllferjnmsles.er; Teoria de Lie
erivadas Parciales 3%
3%
Estadistica

4%
Topologia ™~
Algebraica
6%

Variedades
Diferenciables
12%

Analisis Funcional
2% Estructuras
Algebra Lineal Algebraicas
Numérica 21%
7%

Recopilacion de:

Agustin Garcia Iglesias

Emilio Lauret

Marzo 2017

FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA, FisicA Y COMPUTACION

UNIVERSIDAD NACIONAL DE CORDOBA



i

EXAMENES DE DOCTORADO




Prefacio

Este libro contiene exdmenes de doctorado tomados en la Facultad de Matemé-
tica, Astronomia, Fisica y Computacién (FaMAF) entre diciembre de 2009 y
marzo de 2017. Se integra asi a la serie de publicaciones que comenzd con
el trabajo de la Dra. Marfa J. Druetta en 1995. Entonces, la Dra. Druetta
hizo una recopilacién de exdmenes tomados en el periodo 1980-1995. Mas ade-
lante, retomamos esta tarea y reunimos en una segunda entrega los exdmenes
correspondientes a los anos 1996-2009.

Los exdmenes aqui reunidos son un reflejo fiel de los archivos que hemos recibido
y solo han sido modificados para ajustarse a parametros estéticos comunes a la
publicacién.

Es nuestro deseo que esta serie de publicaciones sea de utilidad para que los
doctorandos en matemaética de FaMAF puedan superar con éxito esta etapa.
Confiamos en que la resolucion de los ejercicios que componen los libros de
la serie no solo sirve como anticipo del examen sino que también dota a los
estudiantes del conocimiento de cada materia que la facultad pretende de los
futuros doctores.

A lo largo de estos diez anos, hemos recolectado mucha informacién sobre los
exdamenes tomados. En esta oportunidad, incluimos en el capitulo final algunas
estadisticas que nos resultaron interesantes y que se desprenden de esta base
de datos.

Renovamos nuestro agradecimiento a los profesores de la facultad que cola-
boraron con esta tarea, haciéndonos llegar los examenes que oportunamente
tomaron. Asimismo, agradecemos a la Comision Editora de Publicaciones de
Matematica por llevar a cabo esta publicacién.

Los autores.
Marzo 2017.
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CAPITULO 1

Funciones complejas

Febrero 2017

/ dz
. (627rz + 1)2’

. Sea D la interseccion de los discos |z| < 1y |z — 1] < 1. Encontrar una aplicacién
conforme de D sobre el disco unidad.

. Calcular

para 7y : [0,1] — C, ~(t) = €27t

. Sea f una funcién meromorfa en C tal que

) = Yo

n>0

para todo |z| < 1. Determinar sus polos y dar la serie de Laurent centrada en z = 0
en todos los anillos posibles.

. Sea f una funcion holomorfa en el disco unidad con |f(2)] < 1y f(0) = 0. Probar
que para cualquier entero n > 1, la funcién f(z) — 2"2" tiene precisamente n ceros
(contados con multiplicidad) en el disco |z| < 1/2.

. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique ade-
cuadamente.

(a) Si f es una funcién entera que satisface Re(f(z)) < 2/|z| para todo |z| > 1,
entonces f es constante.

lf(2)
1+]z]*

(b) Si f es una funcién entera tal que sup < 00, entonces f es un polinomio de
zeC

grado < 4.
(c)Sea G = {z € C : Imz > 0}. Si {fn} C H(G) es una sucesion de funciones
inyectivas que convergen a f en H(G), entonces f es inyectiva.

. Demuestre el Teorema de Montel para familias normales. Explique el uso del mismo
en la prueba del Teorema de la aplicacién de Riemann.
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Diciembre 2016

. Encontrar una aplicacién conforme que mande el conjunto
{z=re?:reR", 0<6<n/2},

en el disco unidad |z] < 1.
. Encontrar todas las funciones enteras tal que |f(z)| > |f/(z)| para todo z € C.

. Clasificar las singularidades y dar la parte singular del desarrollo en serie de Laurent
en las mismas de la funcion

cos(mz/2)
2(1 _ eQm'z) ’

fz) =

. Encontrar todas las funciones analiticas en el disco unidad tales que

1 n? 1
f(zn—1>:f(n—1>:n’

para todo n € N.
. (a) Calcular

oo
sen xr
dzx.
0 Xz

/OO dz
0 (3}2 + 1)71

. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar su re-
spuesta proporcionando una demostracién o un contraejemplo adecuado.

(b) Para n = 2,3, ... calcular

(a) Sea f una funcién entera e inyectiva. Entones f es un polinomio de grado uno.

(b) Sea f una funcion tal que las ecuaciones de Cauchy-Riemmann se cumplen para
todo z € C. Entonces f es una funcion entera.

(¢) No existe ninguna funcion analitica en el disco unidad tal que |f(z)| = el*l en
todo el disco.

(d) No existe ningun polinomio P de grado N tal que

P(z) _
/|Z|2 (n+1)z—1 dz=0

para todon =20,1,...,N.
. Enunciar el Teorema de factorizacién de Weierstrass.
. Enunciar y demostrar el Teorema de Casorati-Weierstrass.

. Enunciar y demostrar el Teorema de Hurwitz.
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Nota:

. Sea f(z) =

Agosto 2016

1
. Calcular / 0g(2) dx para a > 0.
0

z2 4 a2

. Sea f una funciéon meromorfa en C con serie de Taylor ), apz" centrada en 0. Si

ar, > 0 para todo k y r = min{|zg| : f tiene un polo en zp} < oo, entonces f tiene
un poloen z = .

. Sea f:{z€C:Re(z) >0} = {z € C: |z| <1} analitica tal que f(1) = 0. {Cuéan

grande puede ser |f(2)]?

. Determinar dénde converge la funcién

. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique ade-

cuadamente.

(a) En el anillo de funciones enteras H(C), todo ideal maximal es igual a Z, := {f €
H(C): f(a) = 0} para algin a € C.

(b) Si G es un abierto conexo y simplemente conexo de C, entonces toda funcion

holomorfa en G tiene primitiva.

(c) Sea D el disco unidad abierto en C. Si f : D — C satisface que f2 y f3 son
analiticas en D, entonces f es analitica en D.

(d) Sea G abierto y conexo en C, a € G y f una funcién analitica en G. Si

Re(f(2) = f(a)) < —Im(f(2) — f(a))

para todo z € GG, entonces f es constante.

. Enuncie y demuestre las distintas caracterizaciones de dominios simplemente conexos.

Diciembre 2015

Justifique todas sus respuestas. D := {z € C||z|] < 1} el disco (abierto) unidad.

. Sea v una funcién armoénica en C cuya imagen estd contenida en un semiplano.

Demostrar que u es constante.
z

(z—2)(z+3)
(ii) zo = 2. En cada caso indicar el conjunto en que la serie obtenida representa a la

. Hallar los desarrollos de Laurent centrados en: (i) zg = 0,

funcion.

. (a) Construir una aplicacion conforme f de {z: Re(z) > 0,0 < Im(z) < 1} en D.

(b) Calcule el nimero de tales f si ademas requerimos que f(1 —4) =0y f/(0) <O.
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. Calcular las siguientes integrales.

*° cos(x) * sen(x)
(a) / mdx, CLGR>U. (b) /_mwmdx

o &

. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique ade-
cuadamente. Responder correctamente al menos 4.

(a) Existe al menos una funcién entera f no constante tal que f(z) = f(1) para todo
z € C—{0}.

(b) Si f es una funcién meromorfa sobre C tal que |f(z) + 3 + 7i| > 1/4 para todo z
en C donde la f esté definida, entonces f es constante.

(¢) El polinomio p(z) = 27 — 423 4 z — 1 tiene tres ceros en D.

(d) ]1i)>.<iste1una3f‘unci(’)n analitica f: D — D tal que f(—3 +3i) =2+ 2iy f/(-1+
30) =1+ 70

(e) Existen funciones analiticas no constantes f y g sobre alguna region G tales que
f g es analitica.

(f) Si f tiene un polo simple en z = a y g es analitica en un abierto que contiene a
a, entonces Res(fg;a) = g(a) Res(f;a).

(g) Si G es una region y f : G — C es analitica e inyectiva, entonces f’(z) # 0, para
todo z € G.

6. Enunciar y probar el Teorema de Casorati-Weierstrass.

. (a) Enunciar el Teorema de la aplicacién de Riemann.

(b) Enuncie al menos cinco caracterizaciones de regiones simplemente conexas del
plano complejo y demuestre la equivalencia entre al menos tres de dichas carac-
terizaciones.

Julio 2015

00 2d
. Calcular/ #.
o r*4+ax-+1

. Calcular las series de Laurent de f(z) = 7 bara |z| <1y para 1 <|z].

1
(z—1)
. (a) Sea  la region comprendida entre |z| < 1y |z—1/2| < 1/2. Hallar una biyecciéon

conforme de 2 sobre el disco unitario.

(b) Dar una funciéon ® : SL(2,R) = {g € Ma(R) : det(g) =1} - H ={z€ C:

Im(z) > 0} suryectiva tal que ®(g1) = ®(g2) si y solo si g1g;+ € SO(2) =

{( cos 6 senB) = R}

—senf cosf

. Sea G un abierto conexo en C. Probar las siguientes afirmaciones para f,g € H(G)

ya€G.

(a) f divide a g (i.e. 3h € H(G) : g = fh) si y solo si cada cero de multiplicidad
m > 1 de f es un cero de multiplicidad n > m de g.
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(b)Z, :={h € H(G) : h(a) = 0} es un ideal maximal de H(G).
(c) Existe un ideal de H(C) que no esta contenido en ningin Zp para cualquier b € C.
5. (a) Defina la funcién Gamma como un producto infinito. Enuncie (sin demostrar) la
férmula de Gauss y I'(z) como una integral sobre (0, 00) para Re(z) > 0.
(b) Enuncie y demuestre el Teorema del mapeo abierto.
(¢) Enuncie y demuestre el Lema de Schwarz.
6. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique ade-
cuadamente.
(a) Existe una funcion entera no constante f tal que f(z) € R para todo |z| = 1.
(b) Existe f entera tal que f(gim) =0y £ no se anula en todo C para todo n > 1.
(c) Existe una funcion holomorfa biyectiva entre {z € C: 0 < |z] < 1} y {z € C:
1< |z| <2}

(d) Toda funcion holomorfa y acotada del disco unitario a C tiene primitiva.

Agosto 2014

D :={z e C||z| < 1} el disco (abierto) unidad.

1. Dar una aplicacién conforme de G := {z € C||z —i| < 1} n{z € C||z+ 1| < 1}
sobre el complemento de D.

(z —m) e1
sen(z)(z —7)

(a) Determinar las singularidades aisladas de f en C y clasificarlas.

2. Sea f(z) =

(b) Calcular f7 f, donde ~ es la curva simple dada por |z — 7| = 1 recorrida en sentido
antihorario.

3. Calcular las siguientes integrales.

> cos(x 4 de
oo (24 1) o 1+sen®0
4. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique ade-
cuadamente. Responder correctamente al menos 4.
(a) Existen funciones analiticas no constantes f y g sobre alguna region G tales que
f g es analitica.
(b) El polinomio f(z) = 22° — 62 + 2z + 1 tiene 2 soluciones en A := {z € C|1 <
|z| < 2}.
(c) Si f tiene un polo doble en z = a y g es analitica en un abierto que contiene a a,
entonces Res(fg;a) = g(a) Res(f;a).
(d) Si f es una funcion meromorfa sobre C tal que |f(z) 4+ 2 4 5i] > 1/2 para todo z
en C donde la f esté definida, entonces f es constante.



EXAMENES DE DOCTORADO

(e) Existe una funcién f: D — D analitica tal que f(§) =3y f'(3) = 15

(f) Si G es una region y f : G — C es analitica e inyectiva, entonces f/(z) # 0, para
todo z € G.

. Enunciar y demostrar el Lema de Schwarz.

e Enunciar el Teorema de la aplicacién de Riemann.

e Enuncie al menos cinco caracterizaciones de regiones simplemente conexas del
plano complejo y demuestre la equivalencia entre al menos tres de dichas car-
acterizaciones.

. Dar la factorizacion de la funcion sen(mz) y demostrarla usando el Teorema de fac-
torizacion de Weierstrass.

Diciembre 2013

. Sea A = 1(1+i/3) y sea R la region

R={z€C:|lz=)\<1lylz—) <1}

Determinar la imagen de R por la funcion f(z) = 1 S
—z

. Sean f y g funciones enteras. Mostrar que f(z)? + g(2)? = 1 para todo z € C, si y
solo si existe una funcion entera F(z) tal que f(z) = cos E(z) y g(z) = sen E(z).

. (a) Probar que para todo m, ¢ € Z, { < m se cumple

1 (L+2)™  (m
271 \z|:1 Z“’1 N f '

[ 2\"/3n) V3+1
(b) Probar que Z <> ( > = .
Z\27) \n 2

. Resolver dos de los siguientes ejercicios

o0
(a) Calcular / "N d.
0 €T
o
d
(b) Para n = 2,3, ... calcular / G
0 "+ 1

oo eax T

(c) Probar que para todo 0 < a <1, /_oo 1+e”  sen(ra)

. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar su re-
spuesta proporcionando una demostracién o un contraejemplo adecuado.

(a) z = 0 es una singularidad esencial de la funcion cos(e'/?).

(b) Sea f una funcion no-constante holomorfa en un conjunto abierto que contiene el
disco unidad (cerrado). Si |f(z)| = 1 siempre que |z| = 1, entonces la imagen de
f contiene el disco unidad.
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(c) El polinomio 2* — 422 + 2 + 1 tiene tres raices en el disco unidad {z||z| < 1}.
(d) Para todo z, |z| < 1 se cumple |1 — (1 — 2)e?| < |z|%.
6. Enunciar y demostrar el Teorema de Casorati-Weierstrass.

7. (a) Enunciar y demostrar la formula de producto para la funciéon sen(z).

(b) Probar que
2m?2m

T 2m—-1)2m+1)

=N

4 4
"3E

w| N

T
2

Julio 2013

1. (a) Determinar si existe una funcion analitica del disco abierto de radio 1 en si mismo
ytalque f(3) =3y f'(3) = 3.
(b) Sea ¢ una transformacion de Mobius, definida en el plano complejo extendido,

tal que transforma el disco cerrado D := {z € C : |z| < 1} en un subconjunto
acotado de C y tal que que ¢(S) C S, donde S := {z € C: |z| = 1}. Probar que
¢(D) C D.
+o0 1
2. Calcular, usando el método de los residuos: ——dx.
/_oo (1422)

3. Determinar si existen funciones analiticas, definidas en C ~ R? tales que:
(a) su parte real sea f(z,y) = 2% + y?;

2

(b) su parte imaginaria sea h(z,y) = 22 — y?;

(c) su parte real esté acotada;

(d) se anule en el borde de un disco.

4. Decidir la validez de las siguiente afirmaciones. Justificar
(a) sen(z)Zz es analitica en C;
(b) % es analitica en C;
(c) Existe una funcion analitica f(z), no constante, cuyo dominio es el disco abierto
de radio 1, y tal que |f(0)| sea un méaximo local de de |f(z)].

5. Enunciar y demostrar el Teorema de la aplicacién conforme de Riemann.

Marzo 2013

1. (a) Encontrar una aplicacién conforme que lleve la region
0
Q={z=re": -5 <0< %},

en el disco unidad |z| < 1. Dibuje una figura incluyendo algunos puntos carac-
teristicos y donde son llevados por la aplicacién.
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(b) Sea D el disco unidad abierto y sea C, el semiplano superior abierto. Mostrar
que

z—i(22+1)

z+i(z2+1)’

es una aplicacion conforme de Dy = D NCy en D.

F(z) =

. La funcion de Bessel J,,(z) se define como el n-esimo coeficiente de la serie de Laurent

de la funcion e%(cfé):

e%(C*l/C): Z Jn(z)gn

(a) Demuestre que J_,(z) = (=1)"J,(x), n € Z.

(b) Demuestre que J,(z) tiene la siguiente representacion integral

1 7T
Jn(z) = = [ cos(nf — zsen@)do.
T Jo

(c) Pruebe que la funcién de Bessel tiene la siguiente expansion en serie

v=0
. Si u ¢ Z, demuestre que
2~ 2
= (u+n) (senmu)
t
Ayuda: Integrar la funcion f(z) = %, en el circulo |2 = Ry = N + 3 con
u+z

N > |u| entero y tomar el limite N — oc.

. Encontrar todas las funciones f analiticas en el disco unidad tales que
(a) f (%) =e ",

) F G <e™

o0
. Paran=2,3,... calcular / dz
0

a4+ 1
. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar su re-
spuesta proporcionando una demostracién o un contraejemplo adecuado.

(a) Toda funcion meromorfa es el cociente de dos funciones enteras.
(b) Si una funciéon f(z) es entera e invectiva entonces es un polinomio de grado 1.

(c) Sean f y g funciones enteras tal que |f(z)| < |g(2)| para todo z € C. Entonces
existe ¢ € C tal que f(z) = cg(z).

(d) Para \ estrictamente mayor a 1, existen exactamente dos soluciones de la ecuacion
ze*™* =1, en el disco unidad abierto |z| < 1.

(e) El polinomio 27 —22° 4623 — 2 +1 tiene seis raices en el disco unidad {z | || < 1}.
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(f) Para todo n € Ny z € C se cumple

n—1
24l = H(z2 — 2z cos(ZtLr) +1).
k=0

7. Enunciar y demostrar el Teorema de Rouche.

8. Demuestre que si f y g son analiticas y coinciden en un conjunto con un punto de
acumulacién entonces son iguales.
Junio 2012
PARTE 1
1. Construir una aplicacion analitica que lleve H = {z € C| Im(z) > 5} conformemente
sobre el interior del disco unidad {z||z| < 1}.
2. Encontrar todas las funciones enteras f tales que
[f () < M1+ vz — ).
para algin ntimero positivo M.
3. a)Indicar las singularidades y encontrar la expansion en series de Laurent de la
funcién
62
z(z2 4+ 1)’
en el dominio 0 < |z| < 1.
b) Si f es una funcion analitica en C\ {p1,...,pn} entonces existen N +1 funciones
enteras go, ..., gn tales que
f(z) =90(z) + 1 (1/(z = p1)) + - - + gn(1/(z — pN)).
4. Probar que
i<2>n<3n> B V341
= \27 n 2
5. Probar que
L[ de T
(i) 1t a2 = Ev
—0o0
2w
de 2m
ii = , ara a > 1.
()/0 a+ cosf a2 —1 P
6. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar su re-

spuesta proporcionando una demostracién o un contraejemplo adecuado.

(a) El polinomio 2" —22° 4623 — 2 +1 tiene seis raices en el disco unidad {z | |z| < 1}.
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(b) Si f es una funcién entera y f(z)/z" — 0 cuando |z| — oo para algin n € N,
entonces f es un polinomio de grado n — 1.

¢) Existe una funciéon analitica en C ~ [—1, 1] tal que
(c) : q
f(z)2=1-2°

(d) Si f es una funcién analitica que lleva el disco unidad, {z||z| < 1}, en si mismo,
f(0)=0y f(1/5) = 1/5 entonces f(z) = z.

ParTE 111
7. Enunciar y demostrar el Teorema de Montel.
8. a) Demostrar que

senwz:wzH 1——2 ,
n

n=1
donde la convergencia es uniforme sobre subconjuntos compactos de C.

b) Demostrar que

0
'l —2)I'(2) = .
( () sen Tz
9. Enunciar el Teorema de la aplicacién de Riemann y dar un resumen se su de-
mostracion.
Febrero 2012
PARTE I

1. (a) Determinar y dibujar la region de convergencia de la serie 1% ;‘—:'

funcién que ella representa en esa region.

y hallar la

(b) Sea f(t) continua a trozos en 0 < t < a. Mostrar que la funcién dada por
F(z) = [} e " f(t)dt es entera y dar su desarrollo en potencias de z centrado en
z=0.

2. Hallar una aplicaciéon conforme que mande el disco unitario U = {z : |z| < 1}, sobre
el disco punteado U’ = {2z : 0 < |z| < 1}. ;Son U y U’ conformemente equivalentes?
3. Sea f(z) holomorfa en el disco abierto D(0, R) que satisface |f(z)| < |z|" para algun

entero positivo ny Vz € D(0, R).

(a) Muestre que f tiene un cero en z = 0 de orden mayor o igual a n.

(b) Muestre que % tiene una singularidad evitable en z = 0.

(c) Deducir que si f es entera y |f(z)| < |z|", para algin entero positivo n y para
todo z € C, entonces f(z) = cz" para algin c € C.

4. ; Verdadero 6 falso?

(a) Si f(z) analitica y no idénticamente nula en |z| < Ry f(0) = 0, entonces existe
un namero r, con 0 < r < R tal que f(z) # 0 para todo z con 0 < |z| < r.
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(b) f es entera tal que g(2) = f(1) tiene un polo en z = 0, entonces f es un polinomio.

(c) f entera no constante entonces f(C) = C.

(d) Sea f(z) una funcién entera que es real sobre el eje real e imaginaria sobre el eje
imaginario, entonces f es una funcién impar.

(e) f entera tal que f(¢) es un conjunto acotado para toda recta vertical ¢, entonces
f es constante.

PARTE 11

® e¥dgx B T
€ +1  sen(ar)
Analizar qué condicion deberfa satisfacer a € C para que siga valiendo la igualdad.

5. Demuestre la igualdad /

, O<a<l.

6. (a) Enunciar el Teorema de Mittag-Lefler.

(b) Sea f(z) = mcot(mz). Para cada N = 1,2,3..., calcular por residuos la integral
d
Iy :/ M, donde z ¢ Z y Cy es el borde del recténgulo —(N + 1) <
Cy 24 —w
x < (N+ %), —N <y < N, recorrido en sentido antihorario.

(c¢) Deducir que

1 &= 2
f(z):Z+;ZQ—n2

PArTE 111

7. Enunciar y demostrar el teorema que afirma que el “méaximo valor del médulo de una
funcién analitica se alcanza en el borde”.

8. (a) Enunciar y demostrar el Lema de Schwarz para una funcién holomorfa en el disco
unitario U.

(b) Usando este lema probar el siguiente resultado: Sea 2 # C una region simple-
mente conexa. Suponiendo que existe f : Q — U, biyectiva y conforme tal que
f(z0) =0y f'(20) > 0, para algin punto fijo zg € £, entonces tal f es anica, es
decir no puede haber dos distintas con esta propiedad.

Noviembre 2011

PArRTE T

1. Describir la regién del plano complejo en la cual converge la serie

oo

> e ()

“—n? (z—2)
Hacer un dibujo aproximado de dicha region.

2. Dar un mapa conforme de la region A = {z: |z —1| < 1, |z — 1/2| > 1/2} sobre el
semiplano superior.
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3. Sea f(2) = cos (5_‘2@

(a) Calcular el desarrollo de Laurent en z = 2 y decir que tipo de singularidad es.
(b) Dar el residuo de f en z = 2.

2T
4. Evaluar la integral / e’ do.
0

PARTE 11
5. Determinar el grupo Aut(C) de funciones analiticas biyectivas de C en C.

6. Sea f analitica en el disco D = {z : |z| < 1}. Supongamos que hay una constante
positiva M tal que

2
/ |f’(rei‘9)|d0§M, 0<r<1).
0

Probar que

/ 1£(2)] d < oo.
01)

7. Sea {2 un abierto conexo de C y sean f; y fo analiticas en {2 sin ceros en comun.
Probar que existen funciones g; y go analiticas en §2 tales que f1g1 + fogo = 1.
Ayuda: Mittag-Leffler.

PaArrE I11

8. El Teorema de Casorati-Weierstrass.

(a) Enunciar el teorema referido sobre la imagen de los entornos de una singularidad
esencial por una funcién analitica.

(b) Probar usando este teorema que la imagen de una funcién entera no constante es
densa en C.
9. El Principio del médulo méximo.

(a) Escribir el enunciado del teorema referido que dice que “el maximo se alcanza en
el borde”.

(b) Probar el teorema enunciado.

10. El Teorema de factorizacion de Weierstrass.

(a) Enunciar el Teorema de factorizacion de Weierstrass, que expresa a una funcion
entera como un producto de cierta funcién y un producto infinito de factores
elementales. Explicar como se definen los factores elementales.

(b) Enunciar el teorema que asegura la existencia de una funciéna analitica con ceros
predeterminados.
(¢) Usando el teorema del item anterior mostrar que existe una funcién analitica en

el disco unidad que no se puede extender a ningtn abierto que contenga al disco
unidad.
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Julio 2011

1. Sea f(z) = >.;2janz™ el desarrollo de Taylor de una funcion f holomorfa en
D(0,R) ={z:]|2| < R}.
(a) Probar la siguiente igualdad

2m
% F(ret) 2 dt = Z|an|2 ;. yo<r<R
Ayuda: si s,(z) es la n-enésima suma parcial de la serie de Taylor, usar el hecho
que $,(z) = f(2) uniformemente en |z| <r < R.
(b) Si |f(2)| < M(r) sobre |z| = r < R, deducir que Y 0% |a,|?r?™ < M(r)?. Usar
este resultado para dar una demostracién del conocido Teorema de Liouville para
funciones enteras.

(c) Si|f(0)] = M(r) para algtan valor de r con 0 < r < R, mostrar que f es constante.

2. (a) Enunciar y demostrar con todo detalle el principio de médulo méximo para una
funcién f holomorfa en un abierto A C C.

(b) Deducir que si u(z,y) es una funcién armoénica en el disco unitario D = {z : |z| <
1}, continua en D y tal que u = 0 sobre el borde |z| = 1, entonces u = 0 en D.

3. Construir una transformacioén conforme biyectiva que aplique la regién comprendida
entre los circulos |z —1/2| = 1/2 y |z — 1| = 1, sobre el disco unitario D = {w : |w| <
1}.

4. Elegir uno de los siguientes problemas:

(a) Sea f(z) = 322, 23", Muestre que el radio de convergencia de la serie es 1 y que
f no puede extenderse analiticamente més alla del disco unitario.
Ayuda estudiar el comportamiento de f sobre el conjunto de puntos de la forma

27'rm

re'sm  con m,n > 0 enteros y 0 <7 < 1.

(b) Sea f una funcién holomorfa nunca nula en el disco unitario D = {z : |z| < 1},
que es continua en D. Muestre que si |f(z)| = 1, para todo z tal que |z| = 1,
entonces f es constante.

Ayuda: mostrar que f admite extension holomorfa a todo C, definiendo f(z) =

1/f(1/z), para |z| > 1.

5. Dada f(z) = GoDGEr2)

ii) zp = 1, iil) 290 = co. En cada caso indicar el conjunto en que la serie obtenida
representa a la funcién.

hallar los desarrollos de Laurent centrados en: i) zg = 0,

6. Determinar la verdad o falsedad de cada una de las siguientes afirmaciones, propor-
cionando una demostracién para aquellas que sean ciertas y dando un contraejemplo
o una buena justificacion para aquellas que sean falsas.
(a) f entera tal que f(R) C Ry f(iR) C iR, entonces f es una funcion impar i.e.
f(=2) = —f(2) para todo z € C.

(b) f entera tal que f(z) = f(%) para todo z # 0, entonces f es constante.
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b

Z — 20
tiene una primitiva holomorfa en {z : 0 < |z — 2| < €}, para algin £ > 0.

(d) Dada u(z,y) = In /2% 4+ y2, existe una funcién holomorfa f : C \ {0} — C tal
que u = Re(f).

(e) No hay funciones enteras suryectivas f : C — {w : Re(w) > 1}.

(c) Sea zp singularidad aislada de f(z), con b = Res(f, z0). Entonces f(z) —

(f) Existe una funcién holomorfa F : {z : |z| > 3} — C tal que

22

Fl(z) = -
()= 2.
para todo z con |z| < 3.

(g) Si zp es una singularidad aislada de f(z) con Res(f,z9) = 0, entonces zp es
evitable.

. Determine el conjunto de los z’s para los que (1 + 2) [[°2,(1 + 2%") converge abso-

lutamente. Deduzca que el producto infinito coincide con (1 — 2)~! en la region de
convergencia.

. Elegir al menos uno de los siguientes problemas:

(a) Demuestre la siguiente igualdad

oo Laz
| S m s 0<a<l

o €@+ 1 sen(ar)

Considere el problema de extender esta igualdad para valores complejos de a,
determinando la regién maximal de C en el cual la integral sea una funcién holo-
morfa del parametro a.

Ayuda: integrar una funcioén conveniente sobre un rectangulo de vértices — R, R, R+
27i, — R + 2mi, recorrido en sentido antihorario.

+o0 2
(b) Calcular / (Sem) da.
0

xr
+oo 6lmdx

teR.

(c) Calcular /

oo 12?2

Febrero 2011

. Probar que no existe ningtin mapa conforme y 1-1 del disco pinchado G =z : 0 < |z| < 1

enelanillo A=z2:1<|z| <2.

. Sea f:[0,1] — R continua y sea h : C — C definida por

1
h(z) = /0 F(t) cos(t2) dt.

Probar que h es entera.
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3. Sea f compleja definida en el disco D = z: |2| < 1 tal que f? y f2 son analiticas.

Probar que f es analitica.
i 46
4. Calcular la integral/ %2) .
o 1-+cos*d

5. Probar que si f es entera e inyectiva, entonces existen a, b € C tales que f(z) = az+b,
para todo z € C.

6. Enunciar el Teorema de factorizacion de Weirstrass para el disco unidad y deducir que
toda funcién meromorfa en el disco unidad es cociente de dos funciones holomorfas.
7. VoF.

(a) Sean {gn(z) }nen funciones enteras con ceros reales. Supongamos que nh_)rrolo gn(z) =
g(z) v que la convergencia es uniforme sobre compactos y que g no es idéntica-
mente cero. Probar que los ceros de g(z) son reales.

(b)Si f es enteray f(z)/z — 0 cuando |z| — oo, entonces f es constante.

(c)Si f es entera tal que |f(z)| = |sen(z)| para todo z, entonces f(z) = C'sen(z)
para una constante C' de modulo 1.

(d) Existe una f analitica en C ~\ {0} tal que |f(z)| > ﬁ para todo z # 0.
z

(e) Si f es entera y lleva sucesiones no acotadas en sucesiones no acotadas, entonces
f es un polinomio.

(f) Si f es analitica en un entorno del disco unidad y |f(2)| < 1 si |z| = 1, entonces
la ecuacién f(z) = 23 tiene una tnica solucién en el interior del disco unidad.

Diciembre 2010

En este examen, U denota el conjunto {z € C: |z| < 1}.

1. Sea f : U — C holomorfa tal que f(¢) es un namero real para cada numero real
positivo en U: Escribimos ), ., an2" la serie de Taylor asociada a f centrada en
0.

(a) Cuadl es el radio de convergencia de la serie?
(b) Mostrar que a, € R, n=0,1,2,....
- (

2. (a) Mostrar que la funcion definida en el disco unidad definida por la serie de potencias

2° __ admite continuacion analitica a lo largo de cualqui i
D>t r2)(ntT) 2dmite continuacion analftica a lo largo de cualquier camino que
no pasa por 1 y que se extiende a una funcién continua en la clausura de U.

(b) Mostrar que no existe ninguna funcién holomorfa g definida cerca de 1 de manera
que f = g en la interseccién del dominio de g con U.
3. (a) Enunciar el Teorema de factorizacion de Weierstrass para funciones holomorfas
en el dominio C.
(b) Demostrar que toda funcion meromorfa es el cociente de dos funciones holomorfas.

4. Sea f una funcion holomorfa en U. Mostrar que f,(z) := f(2"), n=1,2,... es una
familia normal en U.
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. Sea f una funcién holomorfa en U que satisface

27
/ |f'(re?)|do < C < oo
0

para todo 0 < r < 1. Escribir f = a,2". Demostrar:

1 /
(a) a, = / f(f) dz, para 0 < r < 1.
|z|=r

© 2rin z
(b) |an| < C/n.
() Jo 1 f(#)]dt < oo.

. Sea v una funcién arménica en C cuya imagen estd contenida en un semiplano.

Demostrar que u es constante.

. (a) Construir una aplicacién conforme f de {z : Im(2) > 0, 0 < Re(z) < 1} en el

disco unidad U.
(b) Calcule el namero de tales f si ademds requerimos que f(1+1i) =0y f/(0) <O0.

. Determinar las funciones holomorfas definidas en U \ {0} que son acotadas y sujetas

a la condicién f(%) = %, n=12,....

Agosto 2010

. Sea L una circunferencia en C y a, b puntos en C \ L. Construir una transformacién

de Moebius f de manera que f transforma a en b y deja invariante a L. jEs tal
transformaciéon f tnica?

. Mostrar que la funcién definida en el disco unidad definida por la serie de potencias

n . . ., Sy . . .
> n>1 oz admite continuaciéon analitica a lo largo de cualquier camino que no pasa
por 1.

. Enunciar el Teorema de Runge.

. Sea f, una sucesién de funciones holomorfas definidas en un abierto conexo D que

satisface:
(a) existe un punto v en D de manera que la sucesion fy,(v) converge,
(b) la sucesion de funciones f; es locamente acotada.

Mostrar que f, es una familia normal en D.

. Sean r > 0 y D un entorno abierto de la bola cerrada de centro 0 y radio r. Sea

f una funcién holomorfa en D y a,b puntos en el disco abierto de centro 0 y radio
T.

(a) Calcular f|z|:7" % dz en términos de f|z\:r (z(_zg) dz y f|z|:7" (J;(_Zg) dz.

(b) Deducir el Teorema de Liouville a partir de (a).

. Enuncie el Teorema de la aplicaciéon de Riemann.
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7. Construir una sucesién de polinomios p, de modo que:
2 si Re(z) >0,

nl1_>rglopn(z) =4 -2 siRe(z) <0,
2 siRe(z) =0.

a0

. Mostrar que no existe funcién holomorfa en el disco unidad sujeta a la condicién
f(3) = ) ,paran=1,2,....

n n

Marzo 2010

r—y

. (1.75 puntos) Sea f entera y p polinomio. Probar que si |f(z)| < |p(z)|, entonces f
es un polinomio. ;Qué pasa si |e/?)| < |p(2)]?

N

. (1.75 puntos) Calcular

*  cosx
/ ﬁdl" a>0-
oo TFt

3. (2 puntos) Llevar C \ {z € R : |z| < 1} sobreyectivamente al disco unidad D :=
B(0,1) por una funcién f analitica.
4. (0.75 puntos cada item) ; Verdadero o falso? Justificar.

(a) Si f es entera no constante y |f'(2)| < |f(z)] para todo z € Z, entonces f(z) =
e®**P para ciertos a,b € C.

(b) La funcién f(z) = 2* — 62z + 3 tiene 2 ceros en {z € C: 1 < |z| < 2}.
5. (1 punto cada item) Sean G C C abierto conexo y {f,} una sucesién de fun-

ciones analiticas en G tal que f,, — f uniformemente sobre compactos en G. Pro-
bar:

(a) f es analitica en G y fék) — f) uniformemente sobre compactos en G (k € N
fijo).

(b) Si f,, nunca se anula en G para todo n € N, entonces f nunca se anula en G o
f=o.

(c) Si f, es inyectiva para todo n € N, entonces f es inyectiva o f es constante.

Nota: Enunciar claramente todos los resultados utilizados para resolver los ejercicios.

Diciembre 2009

1. Sea D = {z :|z| < 1} y sea f es una funcién analitica en D. Probar:
(a) Si |f'(2) — f(0)] < |f(0)| para todo z tal que 0 < |z| < 1, entonces f es inyectiva
en D.

(b) Si f|,, es inyectiva entonces no existe zg € 0D tal que f(z9) = f(a) para algin
a€cD.
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(c)Si|f(z)| <1 para |z| = 1, existe un tnico z € D tal que f(z) = z.

. Sea G es una region simplemente conexa de C tal que su borde OG tiene al menos

dos puntos, a # b en C. Construir explicitamente, en funcién de a y b, una aplicaciéon
conforme definida en G tal que f(G) es abierto y acotado en C.

+oo eiax
/ sdz.
oo 142

. Sea a € R. Calcular

. (a) Enunciar y probar el Lema de Schwarz.

(b) Describir las biyecciones analiticas de D en D, el disco unidad abierto.

. Decidir cuéales de las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas. Justificar y

demostrar en caso que la afirmacién es V.

(a) Si f(z) es una funcioén entera e inyectiva entonces f(z) = az+b, con a, b nimeros
complejos y a # 0.

(b) Existe una biyeccion analitica de B(a, R), R > 0, sobre C.

(c) La serie
f(Z) — Ze—\/ﬁzgn
n=0

representa una funciéon analitica en |z| < 1 y es uniformemente convergente en
|z| < 1.

(d) f(2) = cos (é:;é) tiene una singularidad esencial en z = 2 con Res(f,2) # 0.

(e) Existe una funcion entera f no constante tal que f(z) # 0y f(z) # 1 para todo
complejo z.

Noviembre 2009

. (Teorema de Morera) Sea f : A — C una funcién continua definida en un conjunto

abierto y conexo A C C. Si fv f(2)dz = 0 para toda curva cerrada v C A, probar
que f es analitica en A.

1
. (a) Obtener el desarrollo de Laurent de f(z) = ————— centrado en z = 0, valido

224241
en la region |z| > 1.
(b) Probar que f(z) = 3", _ 2" es analitica en U = {2 : |z| < 1} ¥ que no admite
extension analitica a ningtin abierto mas grande que U. (sug.: la serie diverge
sobre un subconjunto denso del borde de U).

. Decir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar

debidamente.
(a) Si f es entera y g(2) = f(1) tiene un polo en z = 0, entonces f es un polinomio.

(b) Una funciéon f : C — C tiene periodo p € Csi f(z +p) = f(2) para todo z € C.
Si f es entera y tiene periodos 1,4, entonces f es constante.
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(c)Si f(z) = COSZ(Z), entonces existe F': C~ {0} — C tal que F'(z) = f(z) Vz # 0.
(d) No existen funciones analiticas suryectivas f : C — {z : |z] > 1}.

(e) Joz"exp(2)dz = 0, donde n entero con n > 1y C' = {z : |z| = 1} recorrido en
sentido antihorario.

(f) {fw=-exp(1/2) : 0 < |z| <7} =C~ {0}, Vr > 0.

4. Calcular las siguientes integrales:

Too da dw
. b I: —_—
(a) /0 528 (b) /c e

donde z€ A=C~ {teR,t <0}y C, C A es alguna curva que une 1 con z.

5. Construir una aplicacion analitica que mande el interior de la franja {z : Rez <
0,0 <Imz < 7} conformemente sobre el interior del circulo unitario {z : |z| < 1}y
que ademas mande el borde de la franja sobre el borde del circulo.
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CAPITULO 2

Funciones reales

Diciembre 2016

1. (a) Enunciar el Lema de Fatou y enunciar y probar el Teorema de la convergencia
dominada para funciones medibles Lebesgue en R™.

(b) Decir si es Verdadero o Falso (y justificar):
(i) Si{fn} son integrables no negativas en [0,1] y nh_)n;O fn(z) — 0 para casi todo
punto, entonces existe g € L'[0,1] tal que 0 < f,(x) < g(x) para casi todo
x € [0,1].
(ii) Sean f, f, integrables tal que f, — f para casi todo punto, entonces ||f, —
fllt = 0siy solosi |[fullr = [|f]]1

2. Sea f una funcién integrable en (X, M, u) espacio de medida. Pruebe que, dado
e > 0 existe 6 > 0 tal que para todo conjunto medible A con u(A) < 4, se cumple

que | [, fdu| <e.
3. (a) Enunciar el Teorema de Radon-Nikodym.
(b) Denotemos por p la medida de Lebesgue y por A de contar puntos en X =
[0, 1].
(i) Probar que p << A (p es absolutamente continua respecto a A), y que no
existe h € L'(X,d)) tal que para todo medible E se cumple pu(E) = / hd.
E

(ii) ;Por que no vale, en este caso, el Teorema de Radon-Nikodym?

4. (a) Enuncie el Teorema de la aplicacion abierta y enuncie y demuestre el Teorema
del grafico cerrado.
(b) Sean X e Y espacios de Banach y sea T' : X — Y lineal acotado e inyectivo.
Probar que T-! : Im(T") — X es acotado si y sélo si Im(T") es cerrado.
5. Sea E un conjunto de medida Lebesgue finita. Probar que ||fl||oo, g = lim ||f]],, £-
p—o0
Ayuda: Considerar {x € E: |f(z)| > M} con M < [|fl|oo, £ y probar que lim,, , || f|p, £ >

6. (a) Sean f y g una funcion medible en (0,1). Si f(z)g(y) es integrable en (0,1)x (0, 1),
probar que f y g pertenecen al L'(0,1).

21
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(b) Probar que

2
e ltl® = 7n/2,
n

Agosto 2016

. Estudiar y calcular, cuando sea posible, los siguientes limites

> k > k
li —Fd b) li 5 dz.
WL mrevEt DL iR

. Sea (R, M, ) el espacio de medida, donde M es la sigma algebra de Lebesgue, i la

medida de Lebesgue y p* su medida exterior. Demostrar:

(a)Si A C Ry p*(A) < oo entonces para todo € > 0 existe un conjunto E que es
un Gg tal que A C E'y p(E) = p*(A).

(b) Si {Ag}52, es una sucesion creciente de conjuntos en R (A C Ay para todo k)
entonces existe una sucesion {U }ro; en M tal que Uy, C Ugyy y p(Uy) = p*(Ag)
para todo k.

(c)Sean Ay C Ay C --- C A C ... subconjuntos medibles de R, A = Jp2; Ak
entonces A es medible y u(A) = limg_,o p(Ag).

(d) Sean A; C Ay C --- C Ay C ... subconjuntos de R, A = (72, Ay entonces
pr(A) = lim " (Ay).

. (a) Sea f la funcion sobre el intervalo [—7, 7] definida por f(z) = 0 para —7 < = < 0,

y f(x) =1 para 0 < z < . ;Cuales son sus coeficientes de Fourier?

(b) Probar que
$ 1w
(2n—1)2 8

n=1

(c) Usando el inciso anterior
o0

1 2
Yot

n=1

. Enunciar y demostrar el Teorema de Radon—Nykodim.

. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando ade-

cuadamente su respuesta. Para los tres primeros incisos considere (X, 1) un espacio
de medida abstracta.

(a)Si f, — f en L'(X) entonces f, — f en medida.

(b) Si fp, — f en LP(X) entonces fy(z) — f(z) para casi todo punto.
(c)Sir <p<sentonces LP(X) C L"(X) + L°(X).
)

(d) El conjunto de los nameros racionales Q es un conjunto Gy.
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Diciembre 2015

Enunciar de manera completa los teoremas que usa para resolver los ejercicios.

1. Sea {®,} una sucesion de funciones absolutamente continuas en [0, 1] tales que
®,,(0) = 0 para todo n y ®,, — & uniformemente en [0,1]. Probar que ®,, con-
verge uniformemente en [0, 1] a una funcién absolutamente continua.

2. Sea (X, u) un espacio de medida o-finito. Sea f medible y ¢ > 0. Sea
Ap(t) = p{z € X : [f(z)] > t}).

a) Probar que Af es no decreciente y continua por derecha.
b) Probar que Af(t) < 1 [ |f|du, para todo ¢ > 0.
(c) Sea f no negativa en X. Si [, fdu = 0 entonces f(z) = 0 para casi todo x en X.

(
(

(d) Si f es integrable en X entonces f es finita en casi todo z € X.
3. Decir si es verdadero o falso (Justificar).
(a) Si {fn} son funciones continuas positivas en [0, 1] tales que lim f,(z) = 0 para
n—oo
todo z € [0,1] entonces lim [ f, = 0.
n—oo
(b) Sea (X, %, 1) un espacio de medida, y f medible no negativa en X, si v(EF) =
Jx fdp entonces v << p.
(c)Sir<p<sentonces LP(E) C L"(F) + L*(E).
4. (a) Dada f € LY(R™) definimos la Transformada de Fourier f como

o~

fl@)= [ fl)e ™ "dt,
RN
donde -t =1 | zit;.
(b) Probar que la Transformada de Fourier es un operador continuo de L!'(R") en
CO(R™). ~
Ayuda: Si f es derivable y de soporte compacto cuanto vale f.
(c)Sean f y g en el L'(R™), definimos

Fra@ = [ fa=aa.

Probar que f % g es una funcién del L'(R") y estimar su norma.
(d) Probar que f/*\g(x) = f(2)g(z) para todo z € R".
(e) ;Existe g € L'(R") tal que f g = f para toda f € L'(R")?
5. (a) Enunciar los Teoremas de la aplicacion abierta y del gréfico cerrado y probar este
altimo en el caso de espacios de Banach.
(b) (i) Mostrar que todo z € X tiene una unica descomposicion z = y + z con
ye S yzeSysiysolosi X =851+ 52y S1NSy={0}. En este caso S; y
S9 se llaman espacios complementarios de X.
(ii) Probar que |||z||| = ||y||+]|x||, es una norma en X y (X, |||-|||) es de Banach.
(iii) Mostrar ||| - ||| y || - || son equivalentes.
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Marzo 2015

. Enunciar el Teorema de Radon-Nikodym y el Teorema de descomposicién de Lebesgue.

Junto al enunciado redactar las definiciones involucradas en el enunciado de ambos
teoremas. Para una funcién o : R — R mondtona creciente y continua a derecha, sea
Ueo la medida de Riemann-Stieltjes asociada a a. Mostrar que p,, es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue si y sélo si « es una funcién absolu-
tamente continua. Para una funcién « cuyos conjunto de puntos de discontinuidad
es igual a el conjunto de los ntimeros racionales, ;cudl es su parte singular?

. Probar que si X es un espacio vectorial topolégico de dimensién finita n, entonces

X es homeomorfo a R™ munido de la topologia euclideana.

. Sean (S, M, pu) un espacio de medida, f, : X — R una sucesién de funciones

medibles. Suponer existe una funcién integrable h : X — R>(, de manera que
—h(z) < fn(z) < h(x) vale para todo n > 0 y casi todo = € X.

(a) Probar las desigualdades

/lim inf f f,du < lim inf/fnd,u < lim sup/fnd,u < /lim sup frdu.

(b) Dar ejemplos donde las desigualdades son estrictas.

. Sea 1), una sucesién de operadores lineales acotados en un espacio de Banach B.

Suponer para cada v € B la sucesion T),(v) converge a un vector T'(v) € B. Mostrar
que la relacion v — T'(v), v € B es un operador lineal acotado.

. Demostrar la desigualdad de Hoélder. Escribir cuando la desigualdad de Hélder es

igualdad y justificar su afirmacion.

. Sea (X, M, 1) un espacio de medida. Mostrar que el subespacio generado por las fun-

ciones caracteristicas de conjuntos medibles de medida finita es denso en LP(X,, u)
para 1 < p < co. Mostrar que el subconjunto definido en el parrafo anterior no es
denso en L®(R, piq).

. Sea f: R — R una funcién de clase C! y periédica, de periodo 27. Mostrar que la

serie de Fourier de f converge absoluta y uniformemente.

Julio 2014

. Sea f: R — C. Demostrar que f es medible Lebesgue si y sélo si existe una funciéon

g : R — C medible Borel tal que f = g en casi todo punto respecto de la medida de
Lebesgue.

. Sea {f,} una sucesién de funciones en L'(X, i) la cual converge en casi todo punto

a una funcion f € L'(X, ). Demostrar que

lim/\fn—f\duzosiys()losi lim/|fn]du:/ | fldge.
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7.

. Sea {¢,} una sucesion de funciones absolutamente continuas en [0, 1] tales que

¢n(0) = 0y ¢!, = ¢ uniformemente en [0,1]. Probar que ¢, converge uniforme-
mente en [0, 1] a una funcién absolutamente continua.

. Probar que si H; y Hs son dos espacios de Hilbert entonces uno de ellos es isomorfo

a un subespacio del otro.

. Si A es un subconjunto de [0, 27| medible Lebesgue, demostrar que

lim [ cos(nz)de=0= lim [ sen(nz)dx.

a) Enunciar y demostrar la desigualdad de Holder para espacios LP.

a) Enunciar el Teorema de Fubini.

b) Sean f € LY(R), g € LY(R) y H(z,y) = f(as - y) (y). Probar que H € L'(R?).
Usar esto para mostrar que la funcion (f * g)( fR (y)dy existe para
casi todo x y f x g € L*(R). Luego mostrar que ||f * g||1 < ||f||1HgH1

(a)
(b) Enunciar y demostrar la desigualdad de Minkowski para espacios LP.
(a)
(b)

. Enunciar y demostrar el Teorema del grafico cerrado en espacios de Banach.

Marzo 2014

. Sea fp, @ (X, M, u) — R una sucesién de funciones integrables. Sea h : X — R

integrable, de manera que satisfacen —h(z) < f,(z) < h(x) en casi todo punto de X
y para todo n. Mostrar las desigualdades

/ liminf f,dy < liminf/ fadp < limsup/ frndp §/ lim sup fpdpu.
X X X X

. Sea f: R xR — R una funcién continuamente derivable y de soporte compacto.

Mostrar que la funcién

= / f(z,y)dy (medida de Lebesgue)
R

es derivable y que vale la igualdad ¢'(z) = [ gi (z,y)dy.

. Demostrar que un subconjunto A de R es medible Lebesgue si y solo si A se lo

puede expresar como la union de una familia numerable de conjuntos compactos y
un conjunto de medida de Lebesgue cero.

. Enunciar y demostrar la desigualdad de Minkowsky.
. Sea (X,|| - ||) un espacio de Banach y V un subespacio de dimension finita de
X.

(a) Demostrar que V' es cerrado en X.

(b) Demostrar que para cada z € X existe al menos un vector v, € V de modo que
|lvy — || < [|Jv — z|| para todo v € V.
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. Sea f la funcion de R en si mismo que es periddica, de periodo 27 tal que f(z) =z

(c) Si ademés la norma en X proviene de una estructura de Hilbert en X, demostrar
que v, es unico y que la funcién x — v, es lineal.

. Enunciar el Teorema de Fubini-Tonelli y dar un ejemplo de una funcién cuyas inte-

grales iteradas existen y que no es integrable para la medida producto.

. (a) Enunciar el Teorema de Radon-Nikodym

(b) Bosquejar una demostracion del isomorfismo (Ljp)* ~ L°.

2

para z en el intervalo [—m, w]. Calcular sus coeficientes de Fourier ¢, n € Z y calcular
el limite de la serie Y, o, |cn|?.

Diciembre 2013

. Sea fp, : (X, 9, u) — C una sucesion de funciones integrables que converge puntual-

mente a una funcién f. Suponer que para cada ¢ > 0 existen: A, € M, g > 0 una
funcién integrable y un niimero Ny tal que

/ fuldu <&, ¥n > No, fal@)] < g(2), Va e A..
X—Ac

Mostrar que f es integrable y que

n—oo

fim [ 1f = fulde =0,

. Mostrar que si f es integrable Riemann en [0, 1], entonces f es integrable Lebesgue

en [0,1]. Dar un ejemplo de f tal que la integral impropia de Riemann en [0, 1] existe
y f no es integrable Lebesgue en dicho intervalo.

. Para cada ntimero natural n escribir n = 2" + k con 0 > k < 2". Sea f,, la funcion

caracteristica de [2%, %] considerar esta funcion en LP([0, 1], dm). Mostrar que

(a) para p > 1 vale lim,,_, fol | fn|P dm = 0.

(b) fn no converge puntualmente en el intervalo [0, 1].

. Enunciar y bosquejar la demostraciéon del Teorema de representaciéon de Riez para

funcionales lineales en un espacio de Hilbert.

. Sea f, una sucesiéon en L*(R,dm) tal que la sucesion numérica [ f,fdm converge

para cada f en L?. Mostrar que la sucesion f, es acotada en L2

. Analizar la existencia de las integrales iteradas y la integral doble con respecto a la

medida de Lebesgue en [—1, 1] x [—1, 1] para la funcion %

. Sea f: R — C tal que f es periddica de periodo 27 y f es continuamente deriv-

able. Entonces, la serie de Fourier de f en el intervalo [0, 27] converge absoluta y
uniformemente.
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Diciembre 2011

1. Definir cuando una funcién es absolutamente continua y probar que f(z) = za es
absolutamente continua en todo intervalo acotado del [0, c0) para todo a > 0.

2. (a) Enunciar el Lema de Fatou y enunciar y probar el Teorema de la convergencia
dominada para funciones medibles Lebesgue en R™.
(b) Decir si es Verdadero o Falso (y justificar): Si {f,} son funciones continuas positi-

vas en [0, 1] tales que lim f,(x) — 0 para todo = € [0, 1] entonces lim /fn — 0.
n—oo n— o0

3. Sea E un conjunto de medida Lebesgue finita. Probar que ||f||oc,r = li_>m | flp.E-
pP—00

Ayuda: considerar x € E : [f(z)| > M} con M < ||f||co,p y probar que lim, , || f[|p,z >
£ lloo, -

4. (a)Sean f y g en el L!(R™), definimos
frgl@) = | f@=v)gly)dy.

Probar que f % g es una funcién del L'(R").
(b) Dada f € L'(R") definimos la Transformada de Fourier f como

fla)y=| fye™'ae
Rn”

~

donde x -t = )" | z;t;. Probar que ﬁ(:n) = f(z)g(x) para todo x € R™.

5. (a) Enunciar el Teorema de la aplicacion abierta, el Teorema del grafico cerrado, y
probar este tltimo en el caso de espacios de Banach.

(b) (i) Sea R un espacio de Banach con dos normas || - || y ||| - |||. Si existe k3 >0
tal que ||z|| < ki]||z||| para todo = € R, probar que existe ka > 0 tal que
][] < Fal|]].

(ii) Sean S; y Sz dos subespacios cerrados de R espacio de Banach.

(A) Mostrar que todo = € R tiene una tnica descomposicion z = y + z con
YyE S yz€ SysiysolosiR=.5]+ 5y S NSy ={0}. En este caso
S1y S se llaman espacios complementarios de fR.

(B) Probar que ||z||1 = ||ly|| + ||z||, es una norma en Ry (R, || - |[1) es de
Banach.

(C) Mostrar que existe ko > 0 tal que ||y|| + ||z|| < k2||z]|.

6. Sea espacio de medida (X, %, ) completo, esdecirsiY C Zy Z € ¥ con u(Z) =0
entonces Y € 3. (X contiene a todos los conjuntos de medida cero). Probar que si
f es medible y f = g en casi todo punto, entonces g es medible. ;Vale si (X, 3, u)
no es completo?
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Agosto 2011

. Sea ¢ una funcién integrable en R™ tal que [¢ = 1y sea, para t > 0, ¢(z) =

t~"¢(t"'x). Sea g una funcién infinitamente diferenciable, de soporte compacto en
R"™. Pruebe que

lim(¢1 % g)(x) = (=),

para casi todo x € R".

. Sea H un espacio de Hilbert, y sea {uq : @ € A} un conjunto infinito, ortonormal y

completo. Pruebe que el conjunto P de todas las combinaciones lineales finitas de
elementos de {uq} es denso en H, pero que P # H.

. (a) Enuncie el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

(b) Halle funciones continuas f,, : [0;1] — [0,00) tales que f,(x) — 0 para todo

z € [0,1] cuando n — oo, [ fy(x)dz — 0, pero sup f, no esté en L1([0,1]).
neN

. Sean p y A medidas sobre una o-algebra M siendo p positiva y A compleja. De-

muestre que las dos siguientes condiciones son equivalentes

(a) A < p,

(b) a cada € > 0 le corresponde un § > 0 tal que |A(E)| < ¢ para todo E € M con
w(E) < 6.

. Sean X un espacio vectorial normado, D un subespacio de X, Y un espacio de

Banach y sea A : D — Y una transformaciéon lineal cerrada y acotada. Muestre que
D es un subespacio cerrado de X.

. Enuncie el Teorema de Fubini.

Julio 2010

. Sean { f, }nen medibles Lebesgue en R™ y tal que f, — f p.p-x.

(a) Dar 3 hipotesis distintas que impliquen que

Jn(z)de — f(x)dx.
R" R"

(b) Probar que el Teorema de la convergencia moné6tona implica el Lema de Fatou.

. Sea (X, p) un espacio de medida positiva. Para cada f medible no negativa y para

cada t > 0, definimos:

At) = Mfot) = pfz € X« f(z) > t}.

Llamaremos a A(t) la funcion distribucion de f en X.
(a) Probar que A es mondtona decreciente y continua por la derecha.
(b) Sea f € LP(X) (1 < p < 1). Probar
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0 exw < | Pdu
XO{f(2)>t}
(ii) tPA(t) — 0 si t — oo.
(iii) tPA(t) = 0sit — 0. Ayuda: suponer primero p(X) < oo.
) [ |

(iv / fIPdp = p/ tPIN(t) dt.

3. Decimos que una familia de ®,, n € N es uniformemente absolutamente continua
si dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |E| < § entonces |®,(F)| < € para todo n €
N. Supongamos que {fy}nen, funciones integrables Lebesgue en (0,1), y convergen
puntualmente a f integrable Lebesgue en (0,1). Probar que

{fn}nen son uniformemente
absolutamente continuas.

1
lim/ lfn—fl >0 <—
0

n—o0

4. (a) Enunciar el Teorema de la aplicacion abierta y el Teorema del grafico cerrado
para espacios métricos completos.

(b) Elegir una de las dos posibilidades. Probar el Teorema del gréfico cerrado o hacer
un esquema de la prueba del Teorema de la aplicaciéon abierta para espacios de
Banach.

(c) Sean M y M espacios de Banach. Probar que A € B(IM,9M) es inyectiva y tiene
imagen A(M) cerrada si y solo si existe k tal que [|z|| < k|| Ax|.
5. Decir si es verdadero o falso (Justificar)

(a) Sea (X, X, 1) un espacio de medida, y f medible no negativa en X, si v(F) =
Jx [ dp entonces v << p.

(b)Sir <p < sentonces LP(E) C L"(F) + L*(E).

Marzo 2010

1. Sea {p,} una sucesién de funciones absolutamente continuas en [0, 1] tales que
©(0) = 0 para todo n y ¢, — 1 uniformemente en [0,1]. Probar que {¢,} con-
verge uniformemente en [0, 1] a una funcién absolutamente continua.

2. (a)Sean f y g en LY(R™). Definir f * g(x), probar que f x g € LY(R") y que

frg(x) =g* f(x).
(b) Sea K € L'(R") y definimos

Tf(x) = - K(z —y)f(y)dy.

Probar que si f € LP(R™), 1 < p < oo, entonces el operador T esta acotado de
LP(R") en LP(R™) con |7 < | K.

3. Sea (X, p) un espacio de medida. Sea E medible, f medible y A > 0.
(a) Probar que

1
pae il > <5 [ 1



30

EXAMENES DE DOCTORADO

(b) Sea f no negativa en E. Si [, f =0 entonces f = 0 para casi todo = en E.

(c) Si f es integrable en E entonces f es finita en casi todo x en E.

. Decir si es verdadero o falso (Justificar).

(a) Considerar [0, 1] con la medida de Lebesgue. Sea f,(x) = ny,(z) donde x,(z) =
X[o.1)- Existe g integrable tal que f,(x) < g(x) para casi todo x y para todo n.

(b) Una funciéon f en [a,b] es absolutamente continua si y solo si para cada € > 0

o
hay un 6 > 0 tal que Z |f(br) — flar)| < € para toda sucesion de intervalos
k=1

[ak, bk] C [a,b] que cumpla Z |br, — ag| < 9.
k=0
(c)Sean 1 < p < ool, f, € LP(R™) y f € LP(R™). Si f,(z) — f(z) para casi todo z
Y [lfnlly = [If]lp entonces fn — f en LP.

. Sean los espacios de Banach

= {m = {x;}2,2; € C: Z |zi| < oo} ,
i
> = {x ={x;}2, 2 € C:sup|z;| < oo} ,
i
C= {33 ={z;};2,,2; € C: 3 lim |z] < oo} ,
71— 00

con las normas || - |1 para £! y || - || para £ y C. Probar que ¢! & (¢*°)', siguiendo
los siguientes pasos:

(a) Probar que £ C (¢£°°)'.
(b) Sea Gy : C' — C definida Go(x) = lim;_, o ;. Probar que Gg es una funcional
continua.

(c) Probar que no existe G € (£*°)' de la forma G(z) = Y, z;jy; con y = {y;} € (1.

Diciembre 2009

.(a)Sean 1 < p < ¢ < 0y (X, ) un espacio de medida finita u > 0. Pruebe que

LUX, p) € LP(X, ).
(b) Pruebe que si X = R™ no vale ninguna de las dos inclusiones LY(X, u) C LP(X, p),
ni LP(X, p) € LY(X, p).

. (a) Demuestre el Teorema de Baire.

(b) Pruebe que un espacio de Banach de dimension infinita posee dimensiéon no nu-
merable.

. (a) Sea (X, 1) un espacio de medida finita > 0. Pruebe que L'(X, ) ~ L*°(X, p)

(isomorfo e isométrico).
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(b) Sea X = {0,1} y p la medida en X tal que p({0}) =1, p({1}) =1, u(X) =1y

(@) = 0. ;Qué relaciéon hay en este caso entre L'(X, ) y L®(X, u)?
4. ;Verdadero o falso? Justifique dando una demostracion o un contraejemplo.

(a) Sea A medible, A C Ry f, € L'(A, u) tales que f, — f uniformemente en A, si
n — oo. Entonces se tiene que [, fn = [, f-

(b) Existen f,,, f € L'([0,1]) tales que fol fn — fol f,sin — oo, pero fn(z) 4 f(x)
para todo z € [0, 1].

(c) Existe A C [1, 3] medible tal que, para todo intervalo (a,b) C [1, 3],

p(AN (a,0)) = p(AN([1,3]) \ (a,b)).
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CAPITULO 3

Estructuras algebraicas

Marzo 2017

1. Sea G un grupo finito. Probar que G es isomorfo a un subgrupo de A,, para algin
n € N.

2. Sea A un anillo (con unidad).

1.

Probar que si I, I, I, son ideales de A tales que I + 1y = I+ I = A, entonces
I+ 101, =A.

. Sean Iy,...,1I, ideales de A y sea ™ : A — H;L:1 A/I; el morfismo inducido

por las proyecciones canénicas m; : A — A/I;, 1 < j < n. Probar que 7 es
sobreyectivo si y s6lo si I + I, = A, para todo 1 <i # k <n.

. Enunciar el teorema de la forma racional para una matriz n X n con coeficientes

en un cuerpo F.

. Dar una demostracion del enunciado en la parte (a) usando el teorema de es-

tructura para modulos finitamente generados sobre un dominio de ideales prin-
cipales.

Sea P, el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n con
coeficientes reales. Determinar la forma racional del operador lineal T : P, —
P,, definido por T'(f(x)) = f(z) + f'(z).

4. Para cada n € N, sea ¢(n) el indicador de Euler, definido en la forma:

pon)=|{meZ: 0<m<ny(nm)=1}.

Probar que n =3, ¢(d).
5. Seane N, n>1.

1.

Para cada divisor r de n probar que existe una sucesién exacta corta
/
0— r'Zy — Ly — 12y — 0,

donde ' = n/r.

33
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2. Probar que el morfismo Z,, — rZ,, de la parte (a) se parte si y sélo si (r,7') = 1.

6. Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justificar.

1. Sean V, W espacios vectoriales sobre Q. Si f: V — W es una funcion tal que
flx+y) = f(z)+ f(y), para todo z,y € V, entonces f es un morfismo de
Q-espacios vectoriales.

2. El grupo abeliano Z admite una estructura de Z[v/2]-médulo unitario, siendo
Z[+/2] el subanillo de R de todos los elementos de la forma a + bv/2, a,b € Z.

3. Si My y Ms son submoédulos de un modulo M tales que My N Mo y My + Mo
son de tipo finito, entonces también lo son M7 v Mos.

4. El grupo abeliano Q contiene un subgrupo maximal (propio).

Noviembre 2016

1. Sea G un grupo finito. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) para todo niumero primo p, G contiene un unico p-subgrupo de Sylow.
(b) G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.
2. Sea p un ntmero primo. Probar que el polinomio X?~! 4 ... 4 X + 1 es irreducible

en Q[X].

3. Sea A el grupo abeliano presentado por generadores a, b, ¢ con relaciones

3a4+96+4+9c=0, 9a—3b+9c=0.

(a) Hallar los factores invariantes y los divisores elementales de A.

(b) Determinar la estructura del subgrupo de torsion de A.

4. Sea R un anillo y sea M un R-moédulo a izquierda.
(a) Probar que M es si y s6lo si M es sumando directo de un R-moédulo libre.
(b) ¢ Es cierto para cualquier anillo R que todo R-submodulo de un R-mo6dulo proyec-
tivo es proyectivo?

5. Enunciar y demostrar los Teoremas de Isomorfismo para anillos.

6. Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justificar.
(a) Si p € Aut(S,,), entonces p(A,) = A,.
(b) Existe un grupo no abeliano G tal que el cociente G/Z(G) es ciclico.
(c) Z|X] es un Z-modulo inyectivo.
(d) Existe un morfismo de anillos f : Q(v/3) — Q(v/2) tal que f(1) = 1.
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Agosto 2016

1. Sea G un grupo y sea M el conjunto de subgrupos maximales propios de G. Sea
P(G) = NgemS, st M # 0, P(G) = G, si M = (. Probar que si g € ®(G) y X es
un subconjunto de generadores de G tal que g € X, entonces el conjunto X — {g}
genera G.

2. Sea F' un cuerpo y sea G un subgrupo finito de F’* = F — {0}. Probar que G es
ciclico.

3. Sea A el grupo abeliano presentado por generadores a, b, ¢ con relaciones

3a4+c=0, 3a+8b—3c=0.

(a) Hallar los factores invariantes y los divisores elementales de A.
(b) Para cada nimero primo p, determinar la cantidad de elementos de orden p que
hay en A.
4. Sea R un anillo y sea M un R-modulo a izquierda.

(a) Probar que si M = »°,.; M;, donde cada M;, i € I, es un submoédulo simple,
entonces existe J C I tal que M = ®;cjM;.

(b) Probar que M es suma directa de R-mo6dulos simples si y s6lo si todo submodulo
de M es un sumando directo de M.

5. Sea G un grupo de orden 2m, donde m € N es impar. Probar que:

(a) G tiene un subgrupo normal de orden m.

(b) Todos los elementos de orden 2 de G son conjugados entre si.

6. Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justificar.

(a) Si A es una matriz compleja n X n, entonces toda matriz que conmuta con A es
un polinomio en A.

(b) Si G es un grupo finito y p es un ntmero primo tal que todo elemento no trivial
de G tiene orden p, entonces G es abeliano.

(c) Todo elemento irreducible de Z[v/—5] es primo.

(d) Los anillos Q(v/3) y Q(v/5) son isomorfos.

Julio 2016

1. (a) Sea I' un grupo y sea G un subgrupo normal minimal de I'. Probar que los tinicos
subgrupos de G estables bajo la accion natural del grupo de automorfismos de G
son {e} y G.
Sea G un grupo finito no trivial tal que los Gnicos subgrupos de G estables bajo la
accion del grupo de automorfismos de G son {e} y G, y sea {e} # H un subgrupo
normal minimal de G. Probar que:
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(b) Los subgrupos ¢(H), ¢ € Aut G, generan G.

(c) Existe n € N tal que G es isomorfo al producto directo H x --- x H, y ademas
n veces

H es simple.

. Sea p un namero primo. Probar que (p) es un ideal primo en el anillo de enteros de

Gauss Z[i] si y so6lo si —1 no es un cuadrado modulo p.

. Sea GG un grupo no ciclico de orden N tal que para algin niimero primo p se tiene

que 7,! < N, donde 7, es el nimero de p-subgrupos de Sylow distintos de G. Probar
que G no es simple.

. Sea M un modulo sobre un dominio de ideales principales R.

(a) Probar que si M es finitamente generado y libre de torsion, entonces M es libre.

(b) {Es cierta la conclusion de la parte (a) si se omite la hipotesis de que M sea
finitamente generado?

. Sea D un grupo abeliano divisible. Probar que D = D; & E, donde Dy C D es el

subgrupo de torsiéon de D y E es un grupo abeliano libre de torsion.

. Decidir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justificar.

(a) Si A es una matriz compleja n X n, entonces A es semejante a su transpuesta.
(b) Para todo n > 1, A, = (02 : 0 €S,).

(c) El ideal de Z[v/—5] generado por 3 y 2+ /=5 es un ideal principal.

(d) El polinomio Y® — X4Y3 4+ 2X2Y?2 — 5X3Y + X es irreducible en Z[X,Y].

Febrero 2015

. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique sus

respuestas.

(a) Todo grupo de orden 35 es abeliano.

(b) % es un cuerpo.

(c) Si G es un grupo de orden 63 entonces G tiene un tunico subgrupo normal de
orden 7.

(d) Todo grupo ciclico es divisible.

(e) Si R es un anillo de divisiéon y ¢ € R entonces 2" — c tiene a lo sumo n raices.

. Sea M, (D) el conjunto de las matrices n x n con coeficientes en D.

(a) Demostrar que si D un anillo de division el anillo M, (D) no tiene ideales propios.

(b) Si p € N es primo y D = Z,, probar que el grupo M, (D) contiene un subgrupo
de orden p? y tal que todo elemento tiene orden p

. Sea A un anillo y M un A-moédulo. Demostrar que son equivalentes:

(a) Todo submoddulo de M esté finitamente generado.

(b) Toda sucesién estrictamente creciente de submoédulos de M es finita.
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(c) toda familia no vacia de submo6dulos de M posee un elemento maximal.

4. Sea Z[i] el anillo de los enteros de Gauss.
(a) Mostrar que es un dominio euclideo.
(b) Determinar el conjunto de las unidades.
(c¢) Mostrar que p(z) irreducible en Z[z] no implica irreducible en (Z[i])|x].
5. Enunciar el Teorema de estructura de médulos finitamente generados sobre un do-

minio a ideales principales. jQué implica esto sobre la estructura de un grupo finito?

6. Demostrar que si R es un dominio de ideales principales entonces es un dominio de
factorizacién tinica. §Vale la reciproca?

Julio 2014

1. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique apropiada-
mente.

a) Un grupo G es abeliano si y solo si todo subgrupo de G es normal.

b) Existe un tnico elemento en SL2(Z) de orden 2.

()

d)
)

(e) Todo grupo de orden 15 es ciclico.

El grupo Z3y,, posee un tnico elemento de orden 2.

(
(
Todo grupo finito de orden mayor a 2 posee un automorfismo no trivial.

g y

(f) Si R es un anillo noetheriano entonces R[z] también lo es.

2. Sea G un grupo finito actuando sobre un conjunto finito X con acciéon dada por
>:GxX — X. Sige G, definamos X9 = {z € X : g>x = x}. Demostrar que la
cantidad de orbitas distintas en X es igual a

1
— X9.
a2
geG
3. (a) Demostrar que Q es un Z-modulo inyectivo.
(b) Demostrar que Q es un sumando directo de Q/Z x Q/Z x . ...
4. Sea R un anillo. Un R-modulo P se dice finitamente presentado (f.p.) si existe una

sucesién exacta
0—-K—F—P—=0,

donde F' es un R-médulo libre finitamente generado y K es finitamente gener-
ado.

(a) Sea M un R-mo6dulo, N € M un R-submodulo finitamente generado tal que
M/N es finitamente generado. Demostrar que M es finitamente generado.

(b)Si0 — M — N — P — 0 es una sucesion exacta donde M y N son f.p. entonces
P esfp.

5. Sea G C SL3(Z) un subgrupo finito. Sea 7 : SLa(Z) — SL2(Z3) la proyecciéon
canonica.
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(a) Si A € G entonces A es diagonalizable.
(b) Si A € GNker(m) entonces A no es de orden 2 y tr(A) = —1.

(c) La restriccién de la proyeccion m : G — SLa(Z3) es inyectiva. Es decir, todo
subgrupo finito de SLy(Z) es un subgrupo de SLa(Zs).

(d) Demostrar que no existe un subgrupo finito de SLo(Z) isomorfo a Asj.

. Sea k un cuerpo. Asumamos que p € k[z] es un polinomio irreducible. Sea F =

klz]/(p).
(a) Demostrar que k[x, y]p es un ideal primo de k[x,y] que no es maximal.
(b) Determinar todos los ideales maximales de F'[y].

(c) Determinar todos los ideales maximales de k[x, y] que contienen a k|, y|p.

. Enunciar el Teorema de estructura para médulos finitamente generados sobre un

d.i.p. Enunciar algin corolario.

. Sea G es un grupo infinito y k un cuerpo. Demostrar que el algebra de grupo kG no

es un anillo semisimple.

Aclaraciones: Todo anillo es con unidad distinta de cero. Si R es un anillo, se denota R*
el grupo multiplicativo de R.

Marzo 2014

1. Dar un ejemplo de un grupo que cumpla las siguientes condiciones o demostrar que

dicho ejemplo no existe:
(a) Un grupo que no posea subgrupos no triviales normales.
(b) Un grupo G con un subgrupo H de indice 2 que no sea normal.

(c) Un grupo G con un subgrupo normal H tal que el cociente G/H no es isomorfo
a ningun subgrupo de G.

. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique apropiada-

mente.

(a) Sea A una matriz n x n con coeficientes complejos. Sea C(A) el espacio vectorial
de matrices complejas n x n B tales que AB — BA = 0. Entonces dim C(A4) > n.

(b)Sea k € Q el cuerpo dado por k = {a + by/~7 : a,b € Q}. Entonces k ~
Qlz]/(2* + 7).

(c) Todo ideal de Z x Z es un ideal principal.

(d) El orden de SLg(F3) es 18.

(e) Si R, S son anillos conmutativos tales que existe un isomorfismo de anillos M,,(R) ~
M, (S) entonces existe un isomorfismo de anillos R ~ S.

. Sea I C Z[z] el ideal generado por {p, f(z)} donde p € Z es un numero primo y

f(z) € Z[z] un polinomio. Demostrar que I es un ideal maximal si y solo si f(z) es
irreducible médulo p.
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4. Sean a,b,c,d € Z. Consideremos H el subgrupo de Z? generado por los elementos
(a,b), (c,d). Consideremos la matriz

A:<g§).

(a) Demostrar que si n = det(A) entonces (n,0),(0,n) € H.
(b) Demostrar que si det(A) # 0 entonces Z2/H es un grupo finito.
(c) Es cierta la reciproca de (b)? Es decir que si Z?/H es un grupo finito entonces
det(A) #07
5. Hacer uno de los dos siguientes problemas.

(a) Sea R un anillo que es un dominio integro. Si M es un R-moédulo libre e inyectivo,
demostrar que R es un anillo de divisién.

(b) Sea R un anillo y a € R. Demostrar que el ideal a derecha aR es un R-moédulo
proyectivo si y solo si el anulador a derecha Ann,(a) = eR donde e € R es un
idempotente.

Aclaracion: Ann,(a) ={r € R: ar = 0}.

6. Describir todos los Z-submédulos finitamente generados de Q.

7. Sea M un espacio vectorial de dimension finita sobre C que es un C[z]-modulo. Sea
T : M — M la transformacion lineal que viene dada por la accién de z. Demostrar
que si M es un C[z]-mddulo simple entonces T' es diagonalizable.

8. (a) Sean € Z—{0} y sea I = Z][i]n el ideal bilatero de Z[i] generado por n. Demostrar
que I es un ideal y que a 4 bi € I si y solo si n|a,b. Demostrar que Z[i]/I es un
anillo finito.

(b) Sea 0 # J C Z[i] un ideal. Demostrar que Z[i]/J es un anillo finito.

Diciembre 2013

1. Sea A un anillo conmutativo con unidad, sea (a) = aA el ideal principal de A gener-
ado por a € A y sea P un ideal primo de A contenido propiamente en (a).

(a) Muestre que P = aP.
(b) Ahora suponga que P es un ideal finitamente generado y pruebe que existe b € A
con (1 —ab)P = 0.
Ayuda: Ver a 1 — ab como el determinante de cierta matriz con coeficientes en A.
(c) En particular, si A es un dominio concluya que o bien P =06 (a) = A.
2. Sea G un grupo (no necesariamente finito) y sea # : G — G un homomorfismo que
satisface 0"(G) = {1} para algin entero n > 1.

(a) Si el nicleo de 6 es finito, pruebe que el nicleo de 62 es finito, y deduzca que G
es finito.
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(b) Si 6(G) tiene indice finito en G, pruebe que #?(G) tiene indice finito en G, y
deduzca que G es finito.

. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano y sea M un A-mdédulo finitamente gener-

ado. Sea f: M — M un homomorfismo suryectivo de A-modulos. Pruebe que f es
inyectiva.
Ayuda: piense en los submodulos ker(f™).

. Sea A un anillo (no conmutativo) con 1y suponga que A tiene un tinico ideal maximal

a derecha M.
(a) Muestre que M es un ideal bilatero de A.
(b) Pruebe que todo elemento de A\ M tiene un inverso (bilatero).

(c) Muestre que 0 y 1 son los tinicos elementos idempotentes de A.

. Responda si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justi-

fique.
(a) Todo grupo de orden 21 es abeliano.
(b) Los tnicos idempotentes en un dominio de integridad son 0 y 1.

(¢) Todo submoédulo de un modulo libre es libre.

Marzo 2013

. Sea G un grupo finito. Sea N el subgrupo de G generado por el conjunto {z? : x € G}.

Demostrar que N es un subgrupo normal de G que contiene a [G, GJ.

. (a) Demostrar que en el Z-modulo cociente ZN/ZM existe un elemento z tal que

para todo n € N existe un y, € ZN/ZM tal que
x=2" yp.

(b) Demostrar que no existe un conjunto / y un morfismo de Z-moédulos inyectivo
N7z — 7L

. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Existe un grupo infinito con un subgrupo de indice 5.

(b) Sea R un anillo conmutativo. Si el anillo de polinomios R[z]| es un dominio de
ideales principales entonces R es un cuerpo.

(c) Existen subgrupos no triviales G1, Gy del grupo aditivo (Q, +) tal que Q ~ G} x
GQ.

(d) Sea n,p € N con p primo. El orden del grupo SLy(Z,) es p;%ll.

(e) Sea X un conjunto, k un cuerpo y C(X) el conjunto de funciones f : X — k.
(El conjunto C'(X) es un anillo con suma y producto punto a punto). Para todo
x € X el conjunto m, = {f € C(X) : f(z) =0} es un ideal maximal de C(X).

(f) Sea n € N. Todo grupo de orden 4n + 2 posee un subgrupo de orden 2n + 1.
(g) El centro de Ay es trivial.
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(h) El anillo Z(z,y)/(y?, yx) no es artiniano.
4. (a) Sean A, B € M, (R) tales que AB = BA, A2 = B2 = . Demostrar que Ay B
diagonalizan simultdneamente.

(b) Sea G un subgrupo de GL2(R) tal que G ~ Zg X Za. Demostrar que G es
conjugado a un subgrupo de matrices diagonales.

(c) Demostrar que GL2(R) no contiene un subgrupo isomorfo a Ay.
5. Sea R un anillo conmutativo tal que para todo x € R existe un n € N,;n > 1, que
depende de z, tal que 2" = x.
(a) Demostrar que todo ideal primo es maximal.
(b) Si n = 2 para todo elemento de R, demostrar que todo ideal finitamente generado

es principal.

6. Sea Resunanilloy M, N R-médulos aizquierda. Se define Tps(N) = >,y Im(h).
El sdcalo de M es
soc(M) = Z T (S)
S un R-médulo simple
(a) Si I C R es un ideal a izquierda demostrar que Ty (R/I) = R{im € M :r-m =
0 Vrel}.

(b) Sea M un Z-mo6dulo. Demostrar que el sécalo de M es el subgrupo generado por
los elementos de orden primo.

(c)Sea p : A — B un morfismo suryectivo de anillos. Demostrar que el anillo B es
semisimple si B es semisimple como A-modulo a izquierda. Aqui la estructura de
A-moédulo a izquierda en B es via p.

(d) Demostrar que Z, es un anillo semisimple si y solo si n es un natural libre de
cuadrados.

7. Sea R un anillo y M un R-médulo a izquierda. Sea S = Endr(M). Entonces M es
un S-médulo a izquierda:

T-m=T(m), paratodoT € S,me M.

Sea E = Endg(M). Similarmente, M es un E-mo6dulo a izquierda. Asumamos que
M es un R-moédulo semisimple.

(a) Demostrar que N C M es un R-submoédulo de M si y solo si N € M es un
E-submoédulo de M.

(b) Demostrar que para todo f € Endg(M) y para toda {z1,...,z,} C M existe un
r € Rtal que f(z;)=r-z;,i=1,...,n.

8. Demostrar que no existe un grupo finito G tal que el cociente G/Z(G) es isomorfo
al grupo de los cuaterniones Qs.

9. Sea G el grupo abeliano generado por elementos x, ¥y, z sujetos a relaciones

15z + 3y =0, 3z + Ty +4z =0, 18z + 14y + 82 = 0.
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(a) Escriba a G como producto directo de grupos ciclicos cuyos 6rdenes sean potencias
de primos.
(b) § Cuantos elementos de orden 2 posee G7?
10. Enunciar los Teoremas de Sylow y dar la demostracion de uno de ellos.
Aclaraciones:
e Todo anillo es un anillo con unidad y la unidad es distinta a cero.
e Si R es un anillo, M es un R-moédulo y I es un conjunto, M! = ;M vy M) =
Dicr M.
e El grupo de los cuaterniones Qg es el grupo generado por elementos {—1,i,7,k} y
relaciones
(-1)?=1,2=2=k =ijk=—-1
Diciembre 2012
1. Hallar la region Q C C, donde la serie > 2, 27" sen(nz) representa a una funcion
analitica.
00 eitx
2. Mostrar que / 3 dox = ﬂe*‘”, para todo t € R.
oo T4+ 1
3. Sea f(z) una funcion analitica en un abierto A que contiene a {z : |z —a| <71} C A,
1
para algin r > 0. Probar que f(a) = — // f(z +iy)dady.
r |z|<r
4. Hallar una aplicacion conforme que mande laregion A = {z : Re(z) >0y |z—1| > 1}
en el disco unitario U = {z : |2| < 1}.
5. Sea f(z) una funcién analitica en {z : |z| < 1} tal que |f(z)| = 1, para todo z con
|z| = 1.
(a) Mostrar que F(z) := f(1)~! es analitica en {2 : |z| > 1} y satisface F(z) = f(2),
para todo z con |z| = 1.
(b) Probar que f se extiende a una funciéon meromorfa en C con un nimero finito de
polos. Deducir que f es una funcién racional.
6. ; Verdadero 6 falso?

(a) Existe una funcion analitica h(z) en C = {z: 0 < |z|] < 1} con una singularidad
1

esencial en z = 0, tal que ——— esta acotada.
h(z)—1

(b) Sea f(z) una funciéon entera tal que f(1) = 2f(0). Entonces dado € > 0, existe
z € C tal que |f(2)| <e.

(c) Si f(2) tiene una singularidad aislada no evitable en z = 0, entonces e/(*) tiene
un polo en z = 0.

(d) Existe una funcién armoénica u(x,y) en todo el plano C, tal que u(x,y) > 22 +y?,
V a4y eC.
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(e) Toda funcion entera f(z) que satisface f(R) C Ry f(iR) C iR, es impar, es decir
cumple f(—z) = —f(z), Vz € C.

() La funcion f(z) = —- 1

———5 tiene una primitiva analitica en el abierto 0 < [z| <
z(1 —22)
1.

7. Sea f(z) = Y .7 anz" una funcién analitica en el disco U = {z : |z2| < 1}. Pruebe
que para todo 0 < r < 1 se cumple

1 21

22n
o [, Wre)Par = Zw

Si f(z) es acotada en U, > Yo% |a,|? converge? Justificar.

8. Caracterizar todas las transformaciones conformes inyectivas del disco unitario U =
{z : |z| < 1} sobre si mismo.

9. Sea f(z) una funcién analftica en una regién acotada €. Si f(z) es continua en €,
mostrar que

max{|f(2)|: z € Q} = max{|f(2)] : z € IN}.

Es valido este resultado si €2 es no acotado?

Noviembre 2012

1. (a) Demostrar que F = Za[z]/(2® + ¥ + 1) es un cuerpo.
(b) { Cuantos elementos tiene F'?

(¢) Encontrar el inverso multiplicativo de 22 +1 € F.

2. Se G un grupo finito y p un nimero primo.
(a) Dar la definicion de p-subgrupo de Sylow de G.
(b) Probar que si P es un p-grupo de Sylow, entonces cualquier conjugado de P es
un p-grupo de Sylow.
(c)Sea P e un p-grupo de Sylow. Si g € G tiene orden alguna potencia de p y
gPg~! = P, entonces g € P.
3. Sea, G un grupo finito y sea P un p-subgrupo de Sylow de G para algin primo
.
(a) Asuma que P es ciclico y p = 2. Probar que Ng(P) = Zg(P), donde Ng(P) =
{g€G:gPg ' =P}, Zg(P)={9g€G:grg~! =x,Vo € P}.
(P

(b) Dar un ejemplo donde Ng es diferente a Zg(P) con p =2y P no ciclico.

\_/\./

(c¢) Dar un ejemplo donde N¢(P) es diferente a Zg(P) con p # 2.

4. Considere el anillo R = Z[v/—5|. Decida si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdaderas o falsa y justifique:

(a) R es DIP.
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(b) R es factorial.
(¢) R es Noetheriano.

. Sean I, J ideales de un anillo conmutativo R con unidad.

(a) Probar que hay un morfismo de anillos inyectivo ¢ : R/(INJ) — R/I x R/J.

(b) Diremos que I, J son coprimos si I +J = R. Probar que si I, J son coprimos
entonces ¢ es sobreyectiva.

(c) Probar la siguiente versién del Teorema Chino del Resto: si I3, ..., I, son ideales
de R coprimos 2 a 2, entonces dados ai,...,a, en R, existe r € R tal que
T+ IZ' =a; + Ii.

. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Probar que M es un médulo noetheriano

si y solo si todo submoédulo de M es finitamente generado.

Julio 2012

. Sea R = Z + zQ[x] C Q[z] el anillo de los polinomios con coeficientes racionales y

término independiente entero.
(a) Probar que R es un domino integro con unidades =+1.
(b) Probar que z no es un elemento irreducible de R.

(c) Sea () = Rz el ideal de R generado por z. Describir R/(x) y probar que no es
un dominio {ntegro.

. Se G un grupo finito y p un nimero primo.

(a) Dar la definicién de p-subgrupo de Sylow de G.

(b) Sea H un p-subgrupo de Sylow de G. Probar que si N es normal en G, entonces
H/N es un p-subgrupo de Sylow de G/N.

(c) Probar que si G tiene orden 2p es ciclico o isomorfo a Dy,

. Sea G un grupo finito. Sea p un namero primo tal que |G| = p*m con k > 1y p no

divide a m. Sea X la coleccién de todos los subconjuntos de G de orden p*. Entonces
G actia en X por multiplicacion a izquierda, es decir g - A = {gh : h € A}. Para
A € X denotemos S4 el estabilizador de A. Probar que |S4|\p*.

. Considere el anillo R = Z[x]/I, donde I es el ideal de Z[x] generado por x° + x + 1

v 23 + 2 — 1. Determinar la cardinalidad de R y la estructura del grupo R*.

. Sea A una anillo conmutativo con identidad.

ML MS M S0 (3.1)

una sucesion de A-modulos y homomorfismos. Entonces la sucesion (3.1) es exacta
si y solo si para todo A-moédulo N la sucesion

0 — Hom(M”, N) — Hom(M, N) — Hom(M’, N)

es exacta.

. Sea A una anillo conmutativo con identidad, M un A-médulo finitamente generado

y f: M — A™ un homomorfismo suryectivo. Probar que ker(f) es finitamente
generado.
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Marzo 2012

1. Sean G un grupo finito y p un nimero primo. Supongamos que n, # 1 mod P2,
donde n, es la cantidad de p-subgrupos de Sylow de G. Probar que existen p-
subgrupos de Sylow Py @ de G tales que [P: PN Q| = p.

2. Sea G el grupo abeliano presentado por generadores a, b y ¢ y relaciones

2a — 2b =4e¢, 2b= —4c¢, 2a+ 8b= —6c.

(a) Determinar los factores invariantes y los divisores elementales de G. jEs G iso-
morfo aZQ@ZQEBZg,@Z@Z?

(b) Para cada primo positivo p, determinar la cantidad de elementos de orden p que
hay en G.

(c) {Es G libre? ;Es de torsion?
3. Analizar la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Justificar.

(a) Sea R un anillo. Entonces todo submédulo de un R-médulo proyectivo es proyec-
tivo.

(b) (7) es un ideal primo de Z[i].
(c) Sean R un dominio de ideales principales y sea M un R-mo6dulo libre de rango

n. Si X ={z1,...,x,} es un conjunto de generadores de M, entonces X es una
base de M.

4. Sea R un anillo con identidad y sea J un R-médulo unitario. Probar que las siguientes
condiciones son equivalentes:
(a) J es un R-modulo inyectivo.
(b) Toda sucesion exacta corta 0 — J — M — N — 0 se parte.
(c) J es sumando directo de todo R-médulo M que lo contiene como submodulo.

5. Seann > 1, y sea o € A,. Sean Cl(c) y CIT (o) las clases de conjugaciéon de o en S,
y en A,, respectivamente.

(a) Probar que Cl(c) = CI"(0) o bien | Cl(o)| = 2| C1*(0)|.
(b)Sea n > 5, y sea o € S,, un triciclo. Probar que Cl(c) = C1* (o).

6. Sea R un dominio de factorizacién tnica y sea F' su cuerpo de fracciones. Probar que
si f € R[X] es primitivo e irreducible en R[X], entonces f es irreducible en F[X].

Diciembre 2011

1. Pruebe que si G es un subgrupo simple y no abeliano del grupo simétrico .S, entonces
G estéa contenido en el subgrupo alternante A,,.

2. Verdadero o falso. Justifique las respuestas.
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(a) Todo grupo de orden 14077 = 7 - 2011 es ciclico.
(b) 2% + 1 es irreducible en Zs[x].

(¢) Todo submodulo de un Z-modulo libre es libre.

. Sea H un subgrupo del grupo G. Muestre que las siguientes afirmaciones son equiv-

alentes:
(a) 7'y oy € H para todo z,y € G.
(b) H es normal en G y G/H es abeliano.

1

. Sea R un anillo con unidad 1 y sea V un R-modulo a derecha. Suponga que V =

X @Y eslasuma directa (interna) de los dos submaddulos no triviales X y Y.

(a) Muestre que 0, X, Y y V son los tnicos R-submo6dulos de V si y solosi X y YV
son R-mo6dulos simples y no isomorfos entre si.

(b)Si X y Y son R-moédulos simples y no isomorfos entre si, pruebe que Endg(V),
el anillo de R-endomorfismos de V, es isomorfo a la suma directa de dos anillos
de division.

Resuelva sélo dos de los siguientes tres ejercicios.

5.

Encuentre todos los valores de a en Zg tales que el anillo cociente Zg[z]/(x3 + 22 +
azr + 1) es un cuerpo. Justifique la respuesta.

. Sean I C J ideales a derecha de un anillo R tales que J/I ~ R, como R-mo6dulos a

derecha. Pruebe que existe un ideal a derecha K tal que INK = (0) y I + K = J.

. Sea p € Z primo y sea R el anillo de todas las matrices 2 x 2 de la forma ( a b),

pb a
donde a,b € Z. Pruebe que R es isomorfo a Z[,/p|.

Agosto 2011

. (a) Demostrar que F = Zs[x]/(2® + 2 + 1) es un cuerpo.

(b) ;Cuantos elementos tiene F'?

(c) Encontrar el inverso multiplicativo de x + 1 € F.

. Se G un grupo finito y p un nimero primo.

(a) Dar la definiciéon de p-subgrupo de Sylow de G.

(b) Sea H un p-subgrupo de Sylow de G. Probar que si N es normal en G, entonces
H/N es un p-subgrupo de Sylow de G.

(c) Probar que si G tiene orden 2p es ciclico o isomorfo a Dayy,.

. Sea (G un grupo.

(a) Sea N el subgrupo de G generado por todos los elementos de la forma ghg=th~!

con g,h € G. Probar que N es normal.

(b) Sea N como en 1. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos donde H es
abeliano. Probar que existe un homomorfismo de grupos g : G/N — H tal que
f=gomdonde 7: G — G/N.
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I

. (a) Sea 7 un elemento en R un anillo con 1. Probar que si r

Sea R={a+b.i:a,b€Z,i> = —1} el anillo de enteros Gaussianos.

(a) Probar que R es un dominio de factorizacion unica.

(b) Factorizar el ntumero 70 en factores primos (verificar que cada ntmero en la de-
scomposicion sea primo).

2007 — 0, entonces 1 — 7

es una unidad.

(b) Sea o = V19 V2_19 Probar que si 0 : Z[a] — Z3 es un morfismo de anillos, entonces
6 =0.

. Sea R un anillo conmutativo con 1. Sean M, M;, N, Ny R-médulos y f: M — M,

g : N — Nj; morfismos de R-moédulos. Si f, g son suryectivos probar que f ® g :
M ®r N — M; ®g N es también suryectiva y que ker(f ® g) es un submodulo de
M ®gr N generado por la unién de los siguientes conjuntos:

{a®y:acker(f),y € N}, {r®@b:2€ M,beker(g)}.

. Sea R un anillo conmutativo con 1. Sea N (R) el conjunto de elementos nilpotentes

de R.
(a) Probar que NV'(R) es un ideal.

(b) Probar que N (R) = P(R), donde P(R) es la interseccion de todos los ideales
primos de R

Febrero 2011

. Sea G un grupo finito y sea N un subgrupo normal de G tal que Cg(z) C N, para

todo e # x € N. Probar que (|N|,|G : N|) = 1. Ayuda: usar los Teoremas de Sylow.

. Sea p € Z un namero primo. Para cada f = ag+ a1 X + -+ + a, X" € Z[X], sea

f € Zp[X] dado por f(X) = ap+a1 X+ +a,X", donde a — @ denota la proyeccién

canonica Z — Zy.

(a) Probar que todo ideal P de la forma P = (p, f), donde p € Z es primo y f es
irreducible en Z,[X], es un ideal primo en Z[X].

ecldir s1 el 1deal generado por 2y + — + X — 7 es primo en .
b) Decidir si el ideal g d 2y X4 4+5X3 - X2+ X -7 i 7Z|X

. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

(a) Un grupo simple de orden 360 posee exactamente 35 elementos de orden 5.

(b) Sea R un anillo y sea 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesion exacta de R-
modulos. Entonces M es de tipo finito si y s6lo si M' y M” 1o son.

(¢) Existe un homomorfismo de grupos no nulo Q/Z — Q>%. (Aqui, Q> denota el
grupo de los numeros racionales positivos con la multiplicacion.)

. Considerar el grupo simétrico S,, n > 2.

(a) Demostrar que toda permutacién o € S,, se escribe de manera tnica como pro-
ducto de ciclos disjuntos dos a dos.
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(b) Probar que las transposiciones (i i + 1), 1 <4 < n, generan S,,.

. Sean A y B los grupos abelianos tales que:

(a) A es un grupo abeliano de orden p?¢?, donde p > ¢ son nimeros primos, tal que
A tiene por lo menos p?q elementos de orden pq y todo p-subgrupo de A tiene
exponente p.

(b) B =73/8, donde con S = {(m1, ma, m3) € Z> | my es par, my +5ma —msz = 0}.

Dar una descomposiciéon de A y de B como suma directa de grupos ciclicos y decidir
si A ~ B. Justificar.

Diciembre 2010

. Sean G un grupo finito y P un p-subgrupo de Sylow de G, donde p es un ndmero

primo. Probar que si H es un subgrupo de G tal que Ng(P) C H entonces [G :
H]=1 modpy Ng(H) =H.

. Sea K un cuerpo. Sean f,g,h € K[X]|[Y] y sea p € K[X] tal que fp = gh. Supong-

amos que los coeficientes de g son coprimos en K[X]|. Demostrar que p divide a los
coeficientes de h en K[X].

. Analizar la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Justificar.

(a) Existe un grupo simple de orden 148.
(b) El polinomio Y® — X4Y3 4+ 2X2Y? — 5X3Y + X es irreducible en Z[X,Y].

(c) Sea R un anillo y sea 0 — M’ — M — M” — 0 una sucesion exacta de R-
modulos. Entonces M es inyectivo si y s6lo si M' y M” lo son.

(d)Si f: R — R es un homomorfismo de anillos tal que f(1) = 1, entonces f = idg.

. Sea R un anillo con unidad 1 # 0. Sean ademas I,.J ideales a izquierda no nulos

minimales de R.
(a) Demostrar que IJ =0 o IJ ~ J como R-m6dulos a izquierda.

(b) Si I? # 0, demostrar que existe un idempotente e € R tal que I = Re.

. Sea P el conjunto de ntmeros primos positivos de Z. Se considera el grupo abeliano

A=1lep Zyp

(a) Probar que el subgrupo de torsion de A es Ge?? L.
P

(b) Demostrar que el subgrupo de torsion de A no es un sumando directo de A.

. (a) Enunciar el Teorema de estructura para modulos finitamente generados sobre un

dominio de ideales principales y demostrar la unicidad.

(b) Sea A un un dominio de ideales principales. Probar que todo moédulo de tipo
finito y libre de torsion es libre.
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Julio 2010

1. Fije un primo p y sea G un grupo finito con la propiedad que todo p-subgrupo no
trivial de G estd contenido en un tnico p-subgrupo de Sylow de G. Suponga que
N <G y |N]| es divisible por p.

(a)Si Py @ son p-subgrupos de Sylow de G, muestre que Q = nPn~!, para algiin
elemento n € N.
(b) Pruebe que G/N tiene un tnico p-subgrupo de Sylow.
2. Sea R un dominio de integridad (conmutativo) con identidad 1. Un elemento no

nulo y no inversible s € R se dice ser “especial” si, para cada elemento a € R, existen
q,r € Rcon a=gs+rytal quer es 0o una unidad de R.

(a) Si s € R es especial, pruebe que el ideal principal (s) generado por s es maximal
en R.

(b) Muestre que todo polinomio en Q[X] de grado 1 es especial en Q[X].
(c) Pruebe que no hay elementos especiales en el anillo de polinomios Z[X]. Ayuda:
Aplique la definicién de especial con a =2 y con a = X.
3. Analice la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Justifique.
(a) No existen grupos simples de 56 elementos.

(b)Si M es un A-médulo simple, todo endomorfismo no nulo f € Enda(M) es
inversible.

(c) Los anillos Q(v/3) y Q(v/5) son isomorfos.
(d) Homy(Z, Q) ~ Homy(Q, Z).

4. Sea, R un anillo y sea V un R-moédulo a derecha. Suponga que todo submodulo
simple de V' es un sumando directo de V.

(a) Si W es cualquier submoédulo de V, muestre que todo submodulo simple de W es
un sumando directo de W.

(b) Si V' es un modulo Artiniano, esto es si sus submodulos satisfacen la condicion
de cadena descendente, pruebe que V es una suma directa de un nimero finito
de submédulos simples.

5. (a) Enuncie el Teorema de estructura para modulos finitamente generados sobre un
dominio de ideales principales.

(b) Sea A un un dominio de ideales principales. Pruebe que todo submoédulo de un
A-médulo libre es libre.

Marzo 2010

1. Morfismos de Zy. Sea Z, = Z/nZ el anillo de enteros moédulo n, pensado como
Z-moédulo.

(a) Probar que Hom(Zy, Zn) =~ Z(m, ny, donde (m,n) denota el m.c.d. de m y n.
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(b) Sea p € Z un primo fijo. Calcular Hom (EB /. Zp>.
neN

(c) Calcular Hom(Zg X Z,2, Zo X Zp) con p, q primos.

. El grupo de unidades de Z,,. Denotemos por Z al grupo (multiplicativo) de unidades

de Zy, es decir, Z = {1 <j<n—1:(j,n) =1}. Luego |Z}| = ¢(n) donde ¢ es la
funciéon de Euler.

(a) Determinar los grupos Z§, Z§, Zjs y Z35. iSon grupos ciclicos?

(b) Sea p un primo y k € N. Probar que

7 {Z2 X Zigk—2 p=2, k>2
e
Z¢(pk) = Z(pfl)pkfl p 75 2, k > 1.

Mis atn, Z3, = (—=1) x (5), para k > 3, y Ly = Cp1 X (p+ 1) donde Cp_1 es

un grupo ciclico de orden p — 1.

(c) Mostrar que Z7,, ~ Z% x Z} si (m,n) = 1.
Ayuda: ¢p(mn) = ¢(m)p(n) si (m,n) = 1.

(d) Calcular Z; para n € N arbitrario y dar condiciones necesarias y suficientes para
que Z;, sea ciclico.

. Acciones de grupo y conteo (Burnside-Polya).

(a) Sea G un grupo finito actuando en un conjunto finito X y sea r el nimero de
G-o6rbitas de X. Probar que

1
7":@Z|Xg|

geG

donde Xy = {z € X : gz = z}.
Ayuda: estudie el conjunto {(g,2) € G x X : gz = x}.

(b) Como una aplicacién de la (bella) féormula anterior, decir de cuantas formas dis-
tintas se pueden colorear los vértices de un cuadrado, si cada vértice debe ser
coloreado con un tnico color, a elegir de entre 3 colores fijos distintos. Dar los
coloreos.

. Anillos noetherianos y artinianos. Sea A un anillo (con 1). Probar que:

(a) Si A es principal entonces A es noetheriano.

(b) Si existe x € A tal que x no es ni divisor a izquierda de cero ni un inversible en
A entonces A no es artiniano.

. Dominios integros. Probar que:

(a) Todo dominio euclideo (DE) es un dominio de ideales principales (DIP) y por lo
tanto un dominio de factorizacion unica (DFU). Es decir, probar

DE = DIP = DFU.

(b) El anillo de enteros de Gauss Z[i] = {m +in : m,n € Z} C C es un dominio
euclideo con la aplicacion ¢(a + ib) = |a + ib|? = a? + b,
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6. El A-mddulo Ap~. Sea A un dominio integro y K = Frac(A) su cuerpo de fracciones.
Dado p € A~ {0} definimos

A{p} = {pan:(IEA,nENQ}CK, Apoo ::A{p}/A.

(a) Probar que Ay~ es un A-médulo de torsion. ;Es p-primario?

(b) Mostrar que si A =7Z y p € Z es primo entonces Zy~ es un grupo abeliano que

no es finitamente generado, no es acotado, y que {(( ) } es el conjunto de todos

los subgrupos finitos de Zpe
(c) Probar que Zy, es indivisible pero Z,e es divisible, con p primo.
7. Verdadero o Falso (popurri). Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas. Justificar adecuadamente.
(a) Sea M un A-moéduloy S, 7 C M submoédulos con S ~ T'. Entonces M /S ~ M/T.
(b) Z y k[x], con k cuerpo, son anillos noetherianos y artinianos.
(¢) Zpe, con p primo, es artiniano pero no noetheriano.
(d) R/Z es un grupo con torsion y su torsion es t(R/Z) = Q/Z.
(e) Z|x] es un dominio principal.
()
)
)

f) No existen grupos infinitos en donde todo elemento es de orden finito.

g) Z[v/—5] no es un DFU.
h) Q/Z ~ &pepZy>~, donde P denota al conjunto de primos de Z.

(
(

Noviembre 2009

1. Teoremas de Sylow. Sea G un grupo finito de orden p*m, con k > 1 y p primo no
divisor de m.
(a) Demostrar que para todo i = 1,...,k, G tiene un subgrupo de orden p°.
(b) Demostrar que todos los subgrupos de G de orden p* son conjugados entre si.

(c¢) Determinar todos los subgrupos de Sylow del grupo de permutaciones de 5 ele-
mentos Ss.

2. Mddulos libres y proyectivos. En este ejercicio asumimos que los anillos tienen iden-
tidad y que los médulos son unitarios.
Dado un anillo R, definir R-médulo libre y R-mé6dulo proyectivo. Ademés determinar
cuéles de los siguientes R-médulos M son libres y cuéles proyectivos.

(a) R = M, (k) el anillo de matrices n x n sobre un cuerpo k' y M = R con la accién
que proviene de multiplicar a izquierda.

(b) R = M, (k) el anillo de matrices n x n sobre un cuerpo k y M = k™ con la acciéon
que proviene de multiplicar matrices por vectores.
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(c) R = k] el anillo de polinomios en una variable con coeficientes en un cuerpo k.
Sea A € M, (k) y sea M = k™ con la accion p-v = p(A).v donde p € R, v € M,
p(A) denota la evaluacion de p en la matriz A y p(A).v es el producto de la matriz
p(A) por el vector v.

. Dominios de factorizacion tinica. Demostrar que si D es un DFU, entonces D[z1, . .., Zy]

también es DFU. Ademas, encontrar la factorizacion en irreducibles de los siguientes
polinomios en Z[z]:

(a)p =32t + 923 —272% + 9z — 30.

(b)p=122%+362° — 36 2% — 542 + 16222 — 90z — 270.

. Mdédulos sobre DIP.

(a) Sean vy = (2,4,6) y va = (4,—2,2) elementos de Z> y sea A el subgrupo de Z*
generado por vy y ve. Determinar la estructura del grupo abeliano Z3/A.

(b)Sean v; = (x — 1,22 — 1) y vo = (22 — 2,3z — 3) elementos del Z[x]-mbdulo
Zlz)® Z]x]. Sea A el submodulo de Z[x] & Z[x] generado por vy y ve. Determinar
la estructura del Z[z]-mo6dulo (Z[z] ® Z[x])/A.

. Algebra lineal. Sea A la siguiente matriz:

-1 2 6 12
-1 1 6
A:
00 1 2
00 -1 -1

(a) ;Es la matriz A diagonalizable sobre Q7
(b) {Es la matriz A diagonalizable sobre Zs5?



CAPITULO 4

Algebra lineal numérica

Agosto 2016

. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando en cada
caso.

(a) Si A € R™ ™ es no singular, entonces existen L triangular inferior con unos en la
diagonal y U triangular superior tales que A = LU.

(b) Sea L € R™™ triangular inferior no singular tal que A = LLT resulta simétrica
y definida positiva. Entonces, det(L) > 0.

(c) Sea A € R™™ no singular, A = QR (con ry; > 0,Vi) una descomposicion QR de
A. Sea ATA = LL" la factorizacién de Cholesky de AT A. Entonces, R = L™

(d) Existe una matriz definida positiva no simétrica.!

(e) Toda norma matricial inducida por una norma vectorial es submultiplicativa.

. Sean A € R™*"™ una matriz tridiagonal y b € R™. Proponga un algoritmo eficiente
(pseudocodigo) para obtener la descomposicion LU de A y la posterior resolucion
del sistema Ax = b utilizando dicha descomposicién. Realice el conteo operacional
. Qué estructura tienen las matrices L y U?

I, Z
0 I,
(a) kp(Y) =2n+ || Z]|3.

B 24 02+ V402 + ot
N 2

. Supongamos que P € R™*" satisface que ||[PTP — I,||2 = ¢ < 1. Pruebe que todos
los valores singulares de P estan en el intervalo [1 —&,14¢] y que |[|P—UVT||; <,
donde P = UXVT es la descomposicion SVD de P.

. Sea Y = { ] , donde I,, € R™ "™ es la matriz identidad. Probar que:

(b) k2(Y) , donde o = ||Z|]2.

. Sea A € RDX7 de rango n y sea z € R no nulo y ortogonal a las columnas de
A.

! Considere aqui la definicién de matriz definida positiva excluyendo la simetria

53
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(a) Muestre que existen tnicos x € R™ y A € R tal que satisfacen la ecuacion:
Az + Xz =0,

donde b € R*H1,

(b) Muestre que el vector z es soluciéon del problema de minimos cuadrados minirﬁgizar || Az—
zeR?
bl|2-

6. Sea A € R™™ ™ simétrica y definida positiva. Considere el siguiente algoritmo:

Ay =A

for k=1,... do
Ap_q = Gng, donde Gy, es el factor de Cholesky de Ap_q
A = G%Gk

end for

(a) Muestre que el algoritmo esta bien definido, es decir, que el factor de Cholesky

existe para todo k.

(b) Muestre que Ay tiene el mismo espectro que A, para todo k.

(c) Sea
A:<Z i)

con a > ¢ y autovalores A\ > A2 > 0, y sea

ap by
p— >
Ay < N ) , Vk >0,

la k-ésima iteraciéon del algoritmo. Demuestre que
. A0
lim Ay = :
i < 0 A )

Julio 2015

1. (a) Sea A € C"™*"™ con una descomposicion SV D de la forma A = UEXV*. Encontrar

una descomposicién en autovalores de la siguiente matriz: [g ,4(1)* }

(b) Si A € C"™*™ y la matriz B se obtiene rotando A noventa grados en la direccion
de las agujas del reloj. jTendran A y B los mismos valores singulares? Demostrar
o dar un contraejemplo.

2. Sea A € R™*™ diagonalmente dominante por columnas, esto es
lark| > D lajk|-
J#k

Mostrar que si se aplica eliminacién gaussiana con pivoteo parcial a A no se inter-
cambiaran filas en el proceso.
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3. (a) Si la matriz A es tridiagonal y hermitiana con sub y supra diagonal distintas de
cero entonces los autovalores de A son todos distintos.

(b) Si A es Hessemberg superior con subdiagonal distinta de cero entonces los auto-
valores pueden repetirse. Dar un ejemplo.

4. Describir conceptual y algoritmicamente el proceso de deflacién en el método QR
para autovalores.

5. Enunciar y demostrar la solucién del problema de cuadrados minimos utilizando la
descomposicién Q)R para matrices de rango deficiente.

6. Considerar el sistema lineal Ax = b donde los autovalores de A son reales y positivos.
Sean A1 y A, los autovalores de A mas chico y mas grande respectivamente. Sea
Gy = I —wA la matriz de iteracion del método de Richardson aplicado a A.

(a) Mostrar que todos los autovalores de G, son menores que uno.
(b) Probar que el método converge si y solo si w < 2/\,,.
(©)

)

(d) Si A es definida positiva entonces

Demostrar que el valor 6ptimo de w es wy = 2/(A\1 + A\p).

ko(A) — 1

P(Guy) = m

Diciembre 2014

1. Considere A € R™™ ™ y z € R" tales que

1 -1 -1 ... -1 1
0 1 -1 ... —1 1/2

A=|0 0 1 ... —1], r=| 1/4
0 0 0 ... 1 1/2n-1

(a) Calcule Az, ||Ax|2 v [|z||2.

2. Sean

-1 4 -1 -1 B -1

(a) Mostrar que la matriz B — I es definida positiva, donde A € [0, 2].

(b) Mostrar que la matriz A es definida positiva.
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. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando la respuesta.

(a) Sea A € R™ " tal que

n

lagi| > Z laijl, i=1,...,n.

=1, j#i

Entonces A es no singular.

(b) Sea A € R™*"™ m < n, de rango completo, y b € R™. Entonces el conjunto en
R"™ {z|x minimiza ||Az — b||2} es de dimension n — m.

(c) Existe L matriz triangular inferior con unos sobre la diagonal y U triangular
superior tal que A = LU donde A = (J1).

(d) Sea A € R™ ™ invertible, y que tiene una descomposicion LU. Entonces todos
los menores principales de A son no singulares.

. Mostrar que si H = Hj es dada, y se generan matrices { H; } tal que Hy—puil = Qi Ry,

Hy1 = RpQp + prl con k > 0, entonces

(Qo-..Qj)(R;...Ro) = (H — pol)...(H — p;I)

con j > 0.

. Sea A una matriz singular, simétrica n X n con autovalores A\; = 0y A; # 0 para

i=2,3,...,n. Bajo qué condiciones sobre el factor o, y el vector 20 la iteracion:
2" = a(b— (A —1Dz") + (1 — a)z"

convergerd a la solucién de Az = b. Justificar la respuesta.

. Sea A una matriz simétrica definida positiva. Mostrar que el método del gradiente

conjugado converge en un numero finito de pasos.

. Sea A € C™*™_ Mostrar que

(a) Existen vectores columna u;,v; € C™, j =1,...,m tal que

I—2A=(—zupvy)...(i;uovs)(i — zujvy), VzeC.

*

(b) Los productos internos u}

v; son los autovalores de A.

. Sea X € R™*"™ con m > n. Sea I, € R™" la matriz identidad de orden n. Si:

_ In m4nxn
A= (X) eR ,

determinar ||A||2 en términos de || X||2.
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Diciembre 2013

1. jVerdadero o Falso? (justifique):

1++/n

(@) f[olliflvleo = =

(b) | Allmax = max |a;j| es una norma matricial submultiplicativa en R™*".
1<i<m,1<j<n

|lv]|e para todo v € R™.

2. Sea A € R™ ™ no singular, % < ,{(1,4) y b € R™ no nulo. Demuestre que si Az =b

y (A+dA)E = b+ b, entonces

donde dx =2 — x.

3. Considere el siguiente sistema lineal:

ai dq x1 f1
by a2 do T2 fo
bn—l An—1 dn—l Tn—1 fn—l
L bn Gpn | L Tn | L fn i

(a) Escriba un algoritmo que realice una eliminacién gaussiana con pivoteo parcial
aprovechando la estructura de la matriz.

(b) Realice el conteo operacional del procedimiento.

(c) Realice un bosquejo de la estructura de la matriz U.

4. Sea A = [a} fl] y considere su decomposicion QR con Q = [q¢! Q] ortogonal y

rieor . .
R= ~ | triangular superior.
(a) Encuentre 711, ¢* y T en funcion de o' y A.

(b) Deduzca que la descomposicion QR de A— ¢'rT esta dada por Q y R. Por lo
tanto puede repetirse lo anterior con matrices de menor dimensién.

(c) Escriba un pseudocodigo de este procedimiento para obtener la descomposicion
QR de A.

5. Sea A € R™" y la sucesion de matrices { Ay} definidas por

Ay = RiQy,

donde Qp Ry = Ar_1 es una descomposicion QR de Ax_1 y Ay = A.
(a) Mostrar que Ay = V;' AV}, para k > 1, donde Vi = Q1Q2 ... Q.
(b) Mostrar que Vi Ty = AF para k > 1, donde Ty, = RpRp_1 ... Ry.
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. Muestre que para cualquier matriz A €

(c) Supongamos que A es simétrica, tridiagonal y no singular. Mostrar que Ay es
también simétrica, tridiagonal y no singular para k > 1.

R™*™ vale que

Il +ATA) AT <

5=

para o > 0.

. Considerar la matriz tridiagonal:

(7 1 0 0]
1 6 1
A=10 0
.1 61
(0 ... 0 1 7|

donde todos los elementos diagonales son iguales a 6, excepto por las dos entradas
iguales a 7 que se muestran.

(a) >Es la matriz A invertible? Justificar la respuesta.

(b) Si B = A — 61, se define la siguiente sucesion de vectores:
1 _ 1 k
z :6(b—Bg:), k=0,1,...,

con ¥ = 0. Mostrar que esta sucesiéon converge a r* = A~1b.

(c) Sea p(A) el radio espectral de A. Determinar p(A).

. Se desea resolver Az = b con A € R™"™ gimétrica definida positiva y se propone

k+1 como solucién de minimizar ||z — z*|| 4,

el siguiente método iterativo: definir x
x€$k+l€k

donde K, = span{r¥, Ar*} con r* = b — Az* y Az* =b.

(a) Para la base de K use 7* y el vector p¥ obtenido de ortogonalizar ArF contra
¥ en el producto interno inducido por A. Dé una formula para calcular p* (sin
normalizar).

(b) Escriba un pseudocodigo del método iterativo propuesto para hallar z*.

Febrero 2011

. Considere los métodos de Jacobi, Gauss Seidel y SOR.

(a) Explicar las diferencias entre ellos.
(b) En que condiciones convergen.

(¢) Escriba un algoritmo en pseudo codigo que implemente SOR.
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2. El siguiente algoritmo pretende implementar las rotaciones de Givens para realizar
la descomposicion QR de una Matriz A.

Paraj=1lam—1
Parai=j4+1am
G = givrot(A(i — 1,7), A(i, 5))
A(t—1:4,5:m)=GA(Gi—1:4,5:m)
donde givrot(a, b) transforma el vector [a, b]’ en el vector [va? + b2, 0]".
(a) Decidir si lo hace o no. Justifique.

(b) Si no lo hace, ;qué cambios deberia realizar para que se cumpla el objetivo
planteado?

(c) {Cuantas operaciones se realizan en el algoritmo corregido?

3. Sea A una matriz diagonalmente dominante en sentido estricto (por columnas).

(a) Mostrar que A es inversible.
(b) Mostrar que en la descomposicion LU de A el pivoteo parcial no es necesario.
4. Sea A € R™™ inversible, b un vector no nulo y = la solucion del sistema Ax = b.

Dar una condicién suficiente que permita mostrar que si A y b son suficientemente
proximos (en términos del error relativo) a A y a b respectivamente entonces

(a) la matriz A es inversible.

(b) la tinica solucién y del sistema Ay = b satisface una cota de la forma:

donde C' es una constante positiva (finita) y x(A) es el nimero de condicion de
A en la norma matricial inducida por la norma vectorial || - ||.

Encontrar un valor para C.

5. Sea A una matriz simétrica. Mostrar que el método de Jacobi para el calculo de
autovalores converge.

Diciembre 2010

1. Dada A € R™™ no nula:

(a) Probar que los valores singulares no nulos de A son las raices cuadradas de los
autovalores de AT A o AAT,

(b) Si A € R™ ™ probar |det(A)| = [[" 04, 0; =autovalor.
2. Sea A € R™*" tal que ||A|| < 1 entonces probar:

(a) I — A es no singular.
(b) (I - A)~ =372, A%
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3. Sea A € C™™ no singular, supongamos que A = QR = QVE, donde Q y @ son

unitarias y Ry R son triangulares superiores.
(a) Mostrar que @ = @D, con D diagonal unitaria.

(b) Mostrar que la j-ésima columna de @ es un miultiplo de la j-ésima columna de
Q,j=1,...,n.

. Sea A simétrica y definida positiva.

(a) Probar que |a; j| = \/Gi; aj;-
(b) Sean A y X dos matrices en R™*™ A definida positiva, X no singular, sea B =
XTAX, probar que B es definida positiva.

. (a) Sea A € R™" una matriz simétrica y definida positiva y b un vector fijo. Para

todo x, el vector residual es 7 = b— Az y el vector error es e = A~ 'b—z. Demuestre
que el producto interno del vector error con el vector residual es positivo a menos
que Ar = b.

(b) Sea A € R™™ una matriz simétrica y definida positiva, con el paso ¢ definido
como
(v,b— Ax)

b= (v, Av)

Demuestre que si y = x + tv, entonces (v,b — Ay) = 0.

(c) Sea A € R™"™ una matriz simétrica y definida positiva, probar que los vectores v;
del método del gradiente conjugado son efectivamente direcciones A conjugadas,
es decir (vj,vj)a = (v;, Avj)d; ;.

(d) Sea A € R™™ una matriz simeétrica y definida positiva y {uj,ug,...,u,} un
sistema A-ortonormal consideremos la siguiente iteracion

<b — Aa:i_l, ul>

T =Ti-1+ (s, Auy) U;

con zo un vector arbitrario, luego Az, = b.

. (a) Describir el algoritmo del Método de las potencias para calcular el autovalor de

maximo modulo de una matriz A € R*»*".

(b) Realizar tres iteraciones con este método para la siguiente matriz

9 1
A= (1 2) .
(c) Modifique el algoritmo del método de las potencias para poder calcular el auto-
valor de médulo méximo, en el caso que

AL ==X > [A3] > Mg =0 > A
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Noviembre 2009

1. Considerar la siguiente factorizacién de la una matriz A tridiagonal:

ap €
by az ¢
A= * ok %
* * Cn—1
by, Qn
1 €1 C
do 1 es o
= x % x %
* % ¥ Cp_1
d, 1 en

(a) Deducir relaciones de recurrencia que determinan los valores de los di’s y los eg’s
en términos de los valores de los ag’s, bx’s v los ¢i’s.

(b) Dar una condicién sobre la matriz A que asegure que las relaciones de recurrencia
estan bien definidas.

(c) Dar las formulas que permitan calcular la solucién de Az = b en O(n) operaciones.

2. Sean A y B matrices en R™"*™ A no singular, tales que satisfacen la desigualdad
[|A=1]|2]|B||2 < g, con una constante ¢ < 1.
(a) Mostrar que C' = A + B es no singular.
(b) Mostrar que la iteracién definida por Az/*! = b— Bz’ j = 0,1,... converge para
cualquier z° a la solucién del sistema Cz = b. Dar una estimacion de ||z7 — x||o
en términos de q.

3. (a) Sea A una matriz n x n. Para cada vector z no nulo, el cociente de Rayleigh de
x (con respecto a A) esté definido por

Mostrar que = es un punto estacionario de f (esto es, todas las derivadas parciales
de f se anulan) si y s6lo si x es un autovector de (A + AT)/2 con autovalor A, y
en este caso f(x) = .

(b) Mostrar que si A es simétrica y z es un autovector de A con autovalor A, entonces
para Ax pequeinio,
f(z + Az) = A+ O(||Az]?).

4 (_“a Cf’) .

donde a y b son nimeros reales tales que satisfacen a > b > 0. Mostrar que la
iteracién de Gauss-Seidel es convergente para este tipo de matrices.

4. Sea A la siguiente matrix 2 x 2:
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5. Probar que la iteracion de Jacobi aplicada al sistema lineal Ax = b converge para
todas las matrices 2 X 2 simétricas y definidas positivas.

6. Considerar el método de gradiente conjugado para la minimizacion de f(u) = %(Au, u)—
(b,u). La matriz A es simétrica y definida positiva. Comenzando con ug =0, 79 = b
y Po = 7o, las sucesivas aproximaciones son calculadas mediante:

U1 = Uk + QgPk, Tkl = Tk — QApg, Pk+1 = Tk+1 — BrDr;
(k> i) (Argi1, k)
donde ap = YBr= "1
Apy.-pr (Apk, pr)
(a) Mostrar que para k = 0,1,2,... las siguientes relaciones son verdaderas:

span{po, p1,. .., Pk} = span{re,r1,...,7,} = span{rg, Arg, ..., Akrg}.

(b) Mostrar que si A es de tamano n X n, entonces existe m < n tal que r,, = 0
(asumir que todas las operaciones son realizadas exactamente).

7. Enunciar y demostrar el Teorema de la descomposicién de Cholesky.

T T

8. Probar que G = I —uv* essingular si y sélo si v
G~' =1 — Buv”. Dar una formula para 3.

u = I. Si GG es no singular entonces
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Analisis funcional

Julio 2016

1. Sea X un espacio vectorial topolégico.
(a) Dé la definicion de subconjunto acotado de X.
(b) Demuestre que si K es un subconjunto compacto de X entonces K es acotado.
(¢) Demuestre que un subconjunto E de X es acotado si y solo si todo subconjunto
numerable de E es acotado.

2. Sea s > —2. Ponemos, para f € S (R"),
1
Q,(f) = /(f(-’ﬁ) — £(0)) z°dx.
0

(a) Demuestre que si s > —1 entonces ®, es una distribuciéon temperada de orden
cero.

(b) Si —2 < s < —1, verifique que ®4 es una distribucion temperada de orden menor
o igual que uno.

3. Supongamos que X es un espacio de Banach, T' € B(X), T compacto, r > 0y E es
un conjunto de autovalores de T tales que |A| > r para A € E. Demuestre que E es
un conjunto finito.

4. Sea X un espacio de Hilbert separable, de dimensién infinita con x1, x2,... un con-
[o.¢]
junto ortonormal completo. Para z = > ay,x,, definimos A € B(X) por
n=1
.«
Ax = LAR S
nzl n+17"

Muestre que el espectro puntual de A es {0}.

5. Sea H un espacio de Hilbert y sea T' € B(H), T invertible. Demuestre que T tiene
una tnica descomposiciéon polar T' = U P, donde U es un operador unitario y P es
un operador positivo.

63
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Marzo 2015

1. Sea [; el espacio de sucesiones infinitas * = (a1, e, ... ) de ntumeros complejos tales
que Y 7 o] < oo.
(a) Pruebe que ||z| = sup,, |a| define una norma sobre ;.
(b) Sea f(x) = Y .7 | an. Pruebe que f es lineal pero no continua con respecto a la

norma definida en (a).

2. (a)Sean X e Y espacios de Banach y T : X — Y un operador lineal acotado.
i Cuando se dice que T es compacto?
(b) Sea H un espacio de Hilbert. Sea E : H — H un operador lineal y continuo que
satisface E? = E. Pruebe que E es compacto si y sélo si el rango de E es de
dimensioén finita.

3. Se define la funcién vp(L) sobre C§°(R) asi:
1 —& (e.¢]
vp <> (p) = lim / @dm + / @dx
x e—0 x X
— 00 3

(a) Pruebe que dicho limite existe y que vp(2)(p) € D'(R).
(b) Pruebe que vp(2) € S'(R) y halle zop(L).
4. Si H es un espacio de Hilbert no nulo y 7' € B(H).
(a) Pruebe que si (T'z,x) = 0 para todo x € H entonces T = 0.

(b) Pruebe que la raiz cuadrada positiva de 7T es el tunico posible operador P €
B(H) que satisface ||Px| = ||Tz|| para todo = € H.

5. Enuncie el Teorema espectral para operadores normales.



CAPITULO 6

1.

5.

Variedades diferenciables

Marzo 2017

Probar las siguientes afirmaciones.

1. No existe f : 2 — S' x R diferenciable, inyectiva y con derivada inyectiva en
todo punto.

2. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M un punto critico de la funcién
suave f : M — R. Si dos curvas suaves a, 3 : (—¢,&) — M satisfacen «(0) =
B(0)=py o' (0) = B (0), entonces (f o a)" (0) = (f o )" (0).

3. Sea M una variedad de dimension dos y (U, ¢ = (z,y)) un sistema coordenado
en M. Dado p € U, existe una 1-forma « definida en toda M tal que o = dx
en un entorno abierto V C U de p.

4. Sea G un grupo de Lie y sea X € g, el dlgebra de Lie de G. Dado g € G, existe
Y € g tal que gexp (tX) g~ ! = exp (tY) para todo t € R,

. Sea M una subvariedad compacta de dimensién dos incluida en R?* y sea v € R*

un vector unitario. Probar que existe p € M tal que T,M Lu (como es usual, se
identifica T,M con un subespacio de T,R* ~ R%).

. Sea X un campo diferenciable en M y sea ¢ su flujo. Mostrar que si 1tlim ot (p) =
— 00

q € M, entonces X (¢q) = 0.

. Sea V un espacio vectorial real de dimension n y sea {a1,...,a,} un subconjunto

linealmente independiente de V*. Probar que si f1,..., 3, € V* satisfacen

r
=1

entonces 3; = Z§:1 cijoj para ciertos ¢;; € R con ¢;; = ¢j;.
Sugerencia: Comenzar completando {aq,...,a,} a una base de V*.
1. Sea L una variedad diferenciable y sean D y £ dos distribuciones integrables en
L tales que D (q) C € (¢q) para todo ¢ € L. Dado p € L, mostrar que la hoja de

D por p (es decir, la subvariedad integral conexa maximal de D que contiene a
p) esta contenida en la hoja de € por p.

65
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2. Sean M, N dos variedades diferenciables y sea D una distribucion integrable
en M. Sea & la distribucion en M x N definida por &€ (z,y) = D (z) x {0}
(T(z,4) (M x N) se identifica de la manera natural con T, M x T, N). Probar &
es integrable y que la hoja de £ que pasa por (x,, y,) esté contenida en M x {y,}.

. Probar que todo campo vectorial en una variedad compacta es completo.

Diciembre 2016

. Considerar en R? 1a relacién de equivalencia (z,%) ~ (z + k,y) , con k € Z, y la tinica

estructura diferenciable en el cociente C' = R? /. tal que la proyeccion 7 : R? — C' es
un difeomorfismo local. Sea 7 : (0,7/3) — C definida por 7 (t) = 7 (5 + cot t,sent).
Mostrar que v es una subvariedad pero no es imbedding.

.Sea f: M — N C® y (P,¢) una subvariedad de N tal que f(M) C ¢(P). Sea

fo: M — P, ¢o fo=f. Probar lo siguiente:

(a) Si fo es continua, entonces fy es diferenciable.

(b) Si ¢ es un embedding, entonces fp es continua.

.SeaO(n)={AeM(nR)|AA =1}

(a) Probar que O(n) es una subvariedad de M (n,R). >Es un embedding? Hallar
T70 (n), donde I es la matriz identidad n x n.

(b) Mostrar que la aplicaciéon a : O (n) x O (n) — O (n) definida por « (A4, B) = AB
(multiplicacion de matrices) es diferenciable.

(c) Sea e; el vector columna, (1,0,...,0)". Mostrar que la funcion F : O (n) — RP" !
definida por F (A) = [Aey] es diferenciable, donde RP"! es el espacio proyectivo
real de dimensién n — 1.

. Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que f(0) = 0. Se define en R3 la

distribucién D por
D(z,y,z) = span {e1 + f'(z) (seny) es, ez + f(x) (cosy) es }

(identificamos TPR3 con R? para cada p, de la manera usual).

(a) Mostrar que D es involutiva.
(b) Hallar una subvariedad integral ¢ : R? — R3 de D tal que ¢ (0,0) = (0,0,0).

. Sean M y N variedades conexas orientadas y f : M — N un difeomorfismo.

(a) Probar que {p € M : f preserva orientacion en p } es abierto en M.

(b) Probar que hay exactamente dos posibilidades: o bien f preserva orientacién o
bien f invierte orientacion.

. Determinar en cada caso si es verdadero o falso. Justificar.

(a) Si M es una variedad de dimension n y existen Xi,..., X, campos C*, lin-
ealmente independientes en cada punto y tales que [X;, X;] = 0 para todo ¢, j,
entonces [Y, Z] = 0 para todo Y, Z € X(M).
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(b) Si M es compacta y orientada de dimension m y 6 es una (m — 1)-forma diferencial
sobre M, entonces existe p € M tal que df, = 0.

(¢)Si G es un grupo de Lie compacto y f : G — (R,+4) es un homomorfismo de
grupos de Lie, entonces f es constante.

Agosto 2016

1. Sea C el cilindro {(:z:,y, 2) ER3 |22 + 9% = 1} y sea a : (0,47) — R? definida por
o (s) = (coss,sens,sen ).

Mostrar que « : (0,47) — C es una subvariedad de C' (en particular diferenciable)
que no es incrustada.

2. Sea M una variedad diferenciable compacta conexa, sea X € X(M) ysea f € C*°(M)
no idénticamente cero. Probar que si ¢ € R satisface X (f) = cf, entonces ¢ = 0.

3. Sea V un espacio vectorial real de dimension n y sea {«a1,...,a,} un subconjunto
linealmente independiente de V*. Probar que si 31,..., 8, € V* satisfacen

r
Zai A 51 = 07
=1

entonces 3; = 22:1 cijoj para clertos c¢;; € R con ¢;; = ¢j;.
Sugerencia: Comenzar completando {aq,...,a,} a una base de V*.

4. Sea w la 2-forma en R? definida por w = 2%z dx Ady + yzdz Adx v sea ¢ : R? — R3,
o (s,t) = (st, s2, 3t). Calcular f: R? — R tal que ¢*w = f ds A dt.

5. Indicar en cada caso si la afirmacion es verdadera o falsa. Justificar.

(a) Si U,V son campos en R? definidos por
d

0 0
U= 5 V = (cos z) E + (sen z) 3’

entonces la distribucion D en R3 definida por D (p) = span{U (p),V (p)} es
integrable.

(b) La subvariedad f : R — R? definida por f (t) = e~ (cost,sent) es subvariedad
integral de alguna distribuciéon de dimension uno en R2.

(c) Sea g el agebra de Lie de SO (3). Entonces exp : g — SO (3) es inyectiva.

6. Sea w la k-forma en R™ definida por fdr' A --- A dr¥, donde f : R® — R es una
funcion diferenciable. Probar que d?w = 0.

7. Sean M una variedad compacta de dimensién n y sea w una n-forma nunca nula en
M. Definir con precisién f  w- En particular, probar que la definicion es buena.
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Julio 2014

1. Sea O(n) = {A € R™" | AA' = I} el conjunto de matrices ortogonales nxn.

(a) Mostrar que O(n) es una subvariedad incrustada de R™*".
(b) Sea v : R — O(3) dada por

cost —sent 0
v(t) = | sent cost O
0 0 1

i Es v diferenciable?

. Sea m : M — N una submersién y sea « una curva suave en N con «a(0) = q.

Mostrar que dados p € 7 1(q) y v € T,M con dm, (v) = o’ (0), entonces existe una
curva v : (—g,e) = M con v(0) = p, 7 (0) =v y tal que a = mwo~.

. Sean U = 8% y V= 5% + yz% dos campos en R3.

(a) Probar que la distribucién definida por D, = span{U,, V,} no es involutiva.
(b) Mostrar que el plano z = 0 es una subvariedad integral de D.

(c) ;Existe un sistema coordenado (x1,x2,23) en algin entorno de (0,0,1) tal que
0 _ v 0 e
Uy g5 = V1

ox1
. Sea V un espacio vectorial real de dimension n y sea {a1,...,a,} un subconjunto
linealmente independiente de V*. Probar que si 51, ..., 3, € V* satisfacen

r
=1

-
entonces 3; = g cija; para ciertos c;; € R con ¢ = cjj.

i=1
Sugerencia: Comenzar completando {a1,...,a,} a una base de V*.

. Probar que si n es impar, entonces el espacio proyectivo RP™ es orientable.

. Considerar en R? el producto definido por

(l’,y,Z) : (xlvylaz/) = (:E—I—a:',y+y',z+z'—|—xy') .

(a) Probar que (R3,-) es un grupo de Lie.

(b) Para cada i = 1,2,3, calcular el campo invariante a izquierda V'’ en R? tal que
V¥ (0) = e;. Verificar que [Vl, Vﬂ = V3.

. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g y sea h una subdlgebra de Lie de g.

Probar que existe un subgrupo de Lie conexo H de G con algebra de Lie b.
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Febrero 2014

Todas las variedades consideradas son Ns.

1. Sea f : M — N un imbedding tal que f(M) es cerrado en N. Dada g € C*®°(M)
probar que g se extiende a N, es decir, existe § € C*°(N) tal que go f = g.

2. Sea S, (R) = {A € M,(R) : A= A'}. Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) (Sp(R),7) es un imbedding en M, (R) con imagen cerrada. Dar la dimensién de
Sp(R) y exhibir una funcién ¢ : M, (R) — S, (R) C* tal que o i = idg, (r)-
(b)Si P ={A € Sp(R) : (AX,X) > 0VX € R", X # 0}, demostrar que P es

abierto y que f : P — P definida por f(A) = A? es un difeomorfismo.'

3. Considerar en M = R3—{(0,0, 2) | z € R} la distribucién D generada por los campos
X y Z definidos por X(z,y,z) = —y% + :):8%, Z(x,y,2) = %. Demostrar que el
cilindro C = {(x,y, 2) ER3 |22 +42 = 1}, con la estructura diferenciable usual, es

una subvariedad integral conexa maximal de D.
4. (a) Dados X1, X5 € X(M) con grupos monoparamétricos locales {6} }, {07}, respec-
tivamente, demostrar que [X1, X2] = 0 si y solo si 6} 2 = 020} para todo t,s
donde estén definidos ambos miembros.

(b) Dados X1, X5 € X(M) linealmente independientes en cada punto de M tales que
[X1, X2] = 0, demostrar que para cada p € M existe un sistema de coordenadas
(U, =(x1,...,2y,)) en p tal que 8%1 = Xilv, 8%2 = Xo|u.

5. Sea G un grupo de Lie con élgebra de Lie g y sea H una subdlgebra de Lie de g.
Probar que existe un subgrupo de Lie conexo (H, ¢) de G, con algebra de Lie b, tal

que do (h) = b.
6. Indicar en cada caso si la afirmacion es verdadera o falsa. Justificar.
(a) Si M es una subvariedad de R™*! y M C S™, entonces M es subvariedad de S™.
(b) Todo grupo de Lie es orientable.
(c) Si g es el dlgebra de Lie de SO(3) entonces exp: g — SO(3) es inyectiva.
)

(d) Existe una forma de volumen exacta en S3.

Noviembre 2013

1. Sea M C N una subvariedad de N. Sea Z un campo vectorial en M y sea p un punto
de M. Mostrar que existen entornos abiertos U y V de p en M y N respectivamente,
con U C V, y un campo vectorial Z en V tal que Z, = di,(Z,) para todo ¢ € U
(donde ¢ : M — N denota la inclusion).

'"Recordar que si A € S, (R), existe una base ortonormal que la diagonaliza; A € P si y sélo si A es
simétrica y sus autovalores son positivos.
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2. Sea f : R—R una funcién diferenciable. Mostrar que la distribucién D en R? dada

por
D (x,y,z) = span {(1,0,f' (x) seny) , (0,1, f (2) cosy)}

es involutiva (para cada p, se identifica T,R® con R? de la manera usual).

. Sea ~ la relacion de equivalencia en N = R x (—1,1) definida por

(2.9) ~ (v +k (=" y)

para k € Z, y seam : N — M = N/. la proyeccién canénica. Suponer que la
cinta de Moebius M tiene la estructura diferenciable tal que 7 es un difeomorfismo
local.

(a) Probar que D,,(x,y) = Rdﬂ'(z,y) <aay

( )> define (bien) una distribuciéon de di-
:E’y

mensién uno en M.
(b) Mostrar que no existe un campo V' definido en toda M tal que D, = RV, para

todo g € M.

. Sea P = §3/_ el espacio proyectivo de dimensién tres. Sea V un campo vectorial en

P x R. Probar que existe § > 0 tal que para todo ¢q € P, la curva integral (4 ) de V'
estd definida en el intervalo (—d, ).

. Sea p un punto de una variedad diferenciable M de dimensién n. Probar que existen

un entorno abierto U de p en M y n (n — 1)-formas cerradas w’ (i = 1,....,n) en U
tales que {w! |i=1,....,n} es una base de A"~ ! (T, M)" para todo ¢ € U.
. Se consideran las matrices
1 0 0 0 01
A=1 01 0 , Y=100 0|,
00 —1 1 0 0
cosht 0 sinht
E@)=| o 1 o0

sinht 0 cosht

y el grupo de Lie G = {X € GL(3,R) | XTAX = A}. Mostrar que Y estd en el
algebra de Lie de Gy que exp (tY) = E ().

. Escribir dos definiciones equivalentes de que una variedad M sea orientable y de-

mostrar que una de ellas implica la otra.

Marzo 2013
. Sea M una variedad diferenciable de dimension n 4+ k y sean Xi,---, X, campos
tangentes C™ tales que Xi(p),-- -, X, (p) son vectores linealmente independientes de
T, M, para todo p € M. Probar que los corchetes de Lie [X;, Xj], 4,7 =1,...,n, son
nulos si y s6lo si, dado p € M existe una sistema de coordenadas (U, x = 1, ..., ZTnik)

alrededor de p tal que 6@“ =X;,i1=1,...,n
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. Sean X, Y los campos vectoriales tangentes a la esfera unitaria S C R"*! definidos
por X(q) =v—(v,q)q, Y(¢) = w— (w,q)q donde v,w son dos vectores fijos de
R™*1. Calcular el campo [X,Y].

. Sea M una variedad diferenciable y sea, X un campo tangente C'°*° en M con soporte
compacto. Probar que X es completo (es decir, las curvas integrales de X estan
definidas en todo R).

. Sea R™*™ el espacio vectorial de las matrices de n X n con coeficientes reales y sean
GL(n), las matrices inversibles y O(n) las matrices ortogonales. Probar que GL(n)
y O(n) son subvariedades embebidas de R™*".

. Sea D una distribuciéon involutiva C* en M y sea X € X(M) completo que yace
en D. Sea N C M una subvariedad integral conexa maximal de D y sea 6; el flujo
asociado a X. Demostrar que 6;(N) C N para todo t y que 6|y : N — N es
diferenciable.

. Sean X,Y los campos vectoriales C*° de R" definidos por
X(q) =v e T,R", Y(q) =AqeT,R"

donde v € R" y A € R™*"™. Calcular:
(a) El flujo ¢ asociado al campo X.

(b) El flujo 9y asociado al campo Y.

(c) El corchete [X,Y].

Diciembre 2012

M y N denotan variedades diferenciables No de dimensién m y n respectivamente.

1. Sea f: M — N una funciéon C.

(a) Probar que si df}, es inyectiva y (z1,...,2,) es un sistema de coordenadas de N
alrededor de f(p), entonces (x;, o f,...,x;,, o f) es un sistema de coordenadas de
M alrededor de p para cierto subconjunto {ii,...,im,} de {1,...,n}.

(b) Sea (P, ¢) una subvariedad de N tal que f(M) C ¢(P). Sea fo: M — P, ¢o fo =

f. Probar lo siguiente:
(i) Si fo es continua, entonces fy es diferenciable.

(ii) Si ¢ es un imbedding, entonces fy es continua.

2. (a)Sea O (n) = {A € M (n,R) | AA* =1I}. Probar que la inclusién ¢ : O(n) —
M (n,R) es un imbedding y hallar 770 (n).

(b)Si a: O (n) x O(n) = O(n) es la multiplicacion « (A, B) = ABy : O(n) —
O(n) es la inversion 3(A) = A~! probar que a y § son diferenciables y por lo
tanto O(n) es un grupo de Lie.

(c) Sea ey el vector columna (1,0, .. .,0)". Mostrar que la funcion F : O (n) — RP" !
definida por F (A) = [Ae;] es diferenciable.
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Sea D una distribucion C* e involutiva en M y X € X(M) completo tal que X, € D,
para todo p € M. Sea N C M una subvariedad integral conexa maximal de D y sea
0; el flujo asociado a X. Demostrar que 6;(N) C N para todo t y que 6; |[y: N = N
es diferenciable.

Sea V un campo diferenciable en R? tal que V = 0 en el complemento de un sub-
conjunto compacto. Probar que

/W div (V) = 0.

. Decir en cada caso si es verdadero o falso. Justificar.

(a) Existe una subvariedad M de R?® que pasa por (0, 0,0) tal que T, M esté generado
por {X,,Y,} para todo ¢ € M, donde

0 =2yl

X =—
8%1’ 8:52 18x3

(b) Si X1,...,X,, son campos diferenciables en M tales que {X; (p),...,Xm (p)} es

una base de T),M para todo p € M, entonces M es orientable.
(c) Sea g el agebra de Lie de SO (3). Entonces exp : g — SO (3) es inyectiva.

Junio 2012

Todas las variedades consideradas son N.

1.

Sea M una variedad diferenciable y sea b : T,M x T,M — R una forma bilineal
antisimétrica. Probar que existe una 2-forma w definida en toda M tal que w, =by
satisface ademds que (dw), = 0.

. Sea m: M — N una submersion, sea « : (—d,d) — N una curva C*°. Dados p € M

y X € T,M tales que 7 (p) = a(0) y dmp X = &' (0), mostrar que existe una curva
B:(—e,e) = M tal que mo = av.

Sea F': M — R" una funciéon C*° tal que dF), es suryectiva para todo p € M.
Mostrar que ||F||* : M — R no alcanza maximo.

. Se define en R? la operacion

(tiz,y)- (U, 2,y) = (t+t,z+ea,y+ey).

(a) Demostrar que R? es grupo de Lie con dicha multiplicacion.

(b) Calcular el campo invariante a izquierda V' tal que V (0,0,0) = (7,£,n).

. (a) Dados X7, Xs € X(M) con grupos monoparamétricos locales {6} y {07}, respec-

tivamente, demostrar que [X1, Xo] = 0 si y solo si 0} 62 = 0260} para todo t,s
donde estén definidos ambos miembros.
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(b) Dados X1, X9 € X(M) linealmente independientes en cada punto de M tales que
[X1, X5] = 0, demostrar que para cada p € M existe un sistema de coordenadas
(U>§0 = ('rla"wxn)) en p tal que aizl = Xl‘U? C’%Q = X2|U-
6. Indicar en cada caso si la afirmacién es verdadera o falsa. Justificar.

(a)Si f:R? = Res C®yw= fdry es una I-forma en R? tal que dw = 0, entonces
f es constante.

(b) El fibrado cotangente T* M es orientable para toda variedad M.

(c) Existe f: 8% — R x S O, inyectiva y con derivada inyectiva en todo punto.

Marzo 2012

1. Sean U = a% + yz% yV = a% dos campos en R3.
(a) Mostrar que D, = span{U,, V, } define una distribucién en R? que no es involutiva.
(b) Encontrar una subvariedad conexa integral de D por 0 € R3.

2. Sea M una subvariedad compacta de dimensién dos incluida en R* y sea V un

subespacio de R* de dimensién tres. Probar que existe p € M tal que I,M CV
(como es usual, se identifica T,M con un subespacio de T,R* ~ R%).

3. Sea X un campo nunca nulo en una variedad M, sea v la curva integral de X tal
que ¥(0) = p, y sea D la distribucion en M definida por D(q) = RX(q). Probar que
si existe tg > 0 tal que y(tg) = p, entonces existe F': St — M tal que (S1, F) es una
subvariedad integral conexa maximal para D que contiene a p.

4. Decidir en cada caso si la afirmacion es verdadera o falsa. Justificar.

(a) Si M es la silla de montar {(z,y,zy) |z,y R} y f: M = R, f(z,y,2) = z,
entonces f~1 ({1}) es una subvariedad incrustada de M.

(b) Sea V' un espacio vectorial de dimension n y sean 6q,...,0; € V*. Siw =
01 A ANO # 0, entonces dim{v € V : ,,w =0} =n — k.

(c) Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Dados g € Gy X € g, existe Y € g
tal que gexp (X) g~ ! =exp (V).

5. Sea M C N una subvariedad incrustada, con M cerrada en N,y sea f: M — R una
funcién diferenciable. Probar que existe una funcién diferenciable g : N — R tal que

9|M:f-

Agosto 2011

1. Sea f : M — N una funcién diferenciable entre variedades diferenciables. Probar
que FF: M — M x N, F(q) = (q, f(q)), es una subvariedad incrustada.

2. Decidir en cada caso si es verdadero o falso. Justificar.
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(a)Sea f: M — N una funcion diferenciable. Entonces (M, f) es una inmersion si
y s6lo si para toda curva regular v en M se cumple que la curva f oy en N es
regular. (Una curva « es regular si o/(t) # 0 para todo ¢.)

(b) Sea M C N una subvariedad incrustada N y sean X,Y dos campos suaves en N
tales que X,,Y, € T,M para todo ¢ € M. Entonces [X,Y], € T,M para todo
qgeE M.

(c) Si w una 2-forma en R y 6 = dw + (23 + 23) da1 A das A dzs, entonces df = 0.

. (a) Sea V un campo diferenciable nunca nulo en una variedad M de dimension m y

sea p € M. Probar que existe un sistema coordenado (U, ¢ = (z1,...,2yn)) con
p € U tal que V|, = 8%1'

(b) Sea Y un campo suave en M y sea v : R — M curva integral de Y con
limy 00 ¥(t) = gq. Mostrar que Y, = 0.

. (a) Dados (U,¢) y (V,v) sistemas de coordenadas de M, con U NV # (), sean

(7~1U, ¢), <7r_1V, 1%) los sistemas coordenados de T'M asociados. Mostrar que el

determinante del Jacobiano de zZ o <q§> s igual al cuadrado del determinante

del Jacobiano de 3 o ¢~ 1.
(b) Concluir que T'M es orientable.

.Sea S' ={ueC||ul=1} y sea G = C x St con la estructura de grupo dada por

(z,u) - (w,v) = (z + vw, uv).
(a) Mostrar que G es un grupo de Lie.

(b) Calcular el campo invariante a izquierda V en G tal que V (0,1) = (§,ai) €
CxRi= T(O,l) ((C X Sl)

Febrero 2011

. Sea f: M™ — N™ una submersion (f es C* y df, es suryectiva para todo p € M).

Probar:
(a) f es abierta.
(b) Si M es compacta y N es conexa entonces f es sobre.

(c) i Existen submersiones de variedades compactas en espacios euclideos?

. Sea

Sp(R) = {A € M,(R): A= A"}.

(a) Probar que S, (R) es una subvariedad embebida, cerrada de M,,(R). Exhibir una
funcion diferenciable g : M, (R) — S,,(R) tal que gls, ®) = Id.
(b) Sea
P ={AecS,(R): A es definida positiva}.
Probar que P es abierto en S,(R) y la aplicacion ¢ : P — P, A — A% es un

difeomorfismo.
Def. A es definida positiva si (Az,x) > 0 para todo x # 0 en R™.
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3. Sean M una variedad diferenciable y w una 1-forma diferencial en M. Probar:
(a) dw(X,Y) = X (w(Y)) = Y(w(X)) — w([X,Y]) para todo X,Y € x(M).
(b) Si w es nunca nula y D estéa definida por D(p) = Nu(wy,) para p € M, entonces D
es una distribucién diferenciable sobre M; dar su dimensién.
(c) Si ademas dw = 0, entonces D es involutiva.

4. Sea M™ una variedad diferenciable Ny y sean {U, }oer un cubrimiento abierto de M y
n-formas diferenciales w, nunca nulas sobre cada U, con la propiedad: si U,NUg # ¢
entonces wo = fgawg con fgo € C*°(UaNUp), faa > 0. Probar que M es orientable.

5. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas.

(a) Si X € x(M) tiene flujo local asociado {w:} entonces (dgi), X, = X, () para
todo p € M.

(b) Sea M una variedad compacta y orientada de dimensioén n. Si w es una (n — 1)-
forma diferencial sobre M entonces dw, = 0 para algin p € M.

(¢)Si f: M — N es un difeomorfismo local e Y € x (V) entonces existe X € x(M)
tal que X estd f-relacionado con Y.

(d) La curva integral (por la identidad) de un campo invariante a izquierda X en un
grupo de Lie es también curva integral del campo invariante a derecha asociado
a X.

Noviembre 2010

1. Sean M, N variedades diferenciables. Dados p € M y ¢ € N, y una transformaciéon
lineal S : T,M — T,N, mostrar que existe una funcién diferenciable F' : M — N
con F' (p) = g tal que dF, = S.

2. Sea M = C — {0} y sea V el campo en M definido por V, = 22 (para cada z se
identifica T, M = C).
(a) Encontrar la curva integral v de V con v (0) = 1. ;Es V completo.

Sea ~ la relacion de equivalencia en M dada por z ~ w si z = 2¥w para algtn k € Z
y considerar en el toro M/, la tinica estructura diferenciable tal que la proyeccion
canodnica 7 es un difeomorfismo local.

(a) Mostrar que ningun campo diferenciable en M/ esta m-relacionado con V.
(b) Probar que D,y = Rdm, (V;) define (bien) una distribucién diferenciable en
M/ ...
(c) Encontrar una subvariedad ¢ : R/Z = S — M/~ integral para D. ;Es ¢ una
subvariedad integral conexa maximal de D?
3. Indicar en cada caso si la afirmacion es verdadera o falsa. Justificar.

(a) Sean U,V campos en R? definidos por

0 0 0
U= 5 V= (cosz)%Jr(senz)a—y.
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Si D es la distribucién en R? definida por D (p) = span {U (p),V (p)}, entonces
D es integrable.

(b) SL (n,R) = {4 € M (n,R) | det A = 1} es una subvariedad incrustada de GI (n, R).
(¢) Siw es una 2-forma en R® y § = dw + (23 + 23) dzq Adas Adxs, entonces df = 0.

. Probar que todo grupo de Lie es orientable, exhibiendo una n-forma diferenciable

nunca nula.

. Sea M una variedad de dimension m y sean x1,...,xr funciones diferenciables

definidas en un entorno V de p € M, que son independientes en p. Probar que
existe un abierto U de M que contiene a p, y funciones xpy1, ..., 2, diferenciables
en U tales que (U, (x1,...,zy)) es un sistema coordenado de M.

Agosto 2010

. Considerar en R? la relacién de equivalencia (x,3) ~ (2 + 2k,y), con k € Z, y

la tinica estructura diferenciable en el cilindro C = R?/. tal que la proyeccién
candnica p : R? — C es un difeomorfismo local. Sea v : (—1,00) — C definida
por v (t) =p (t, t2). Mostrar que ~ es una subvariedad que no es incrustada.
Sugerencia: Usar sucesiones.

. Sea (M, f) una subvariedad de la variedad diferenciable N y sea w una k-forma dife-

rencial en M. Probar que w se extiende localmente a una k-forma diferenciable en
N; méas precisamente, probar que para todo p € M existen abiertos U y V de M y
N respectivamente, con p € My f(U) C V, y una k-forma diferencial Q en V, tales
que g*Q = wly;, donde g = f;.

.Sea G = {X eR"™ |detX #0} ysea M = R" xG. Sea V = Z?:lvi£ =

(v1,...,v,) un campo completo en R™ y sea ¢; su flujo. Para ¢t € R, se define
P, : M — M por

donde, si F': R" — R", entonces F’ (p) denota la matriz de dF}, en la base canonica.
Mostrar que para todo (p, X) € M,

dt (I)t(va):(V(p)7AX)a

0

donde Aij = %
Jlp

. Sea M una variedad diferenciable conexa de dimension n con un atlas {(Uy, ¢o) | o € I}

que satisface det (d (qﬁ[g o (b;l)) > 0 en su dominio, para todo par «, 8 € I. Probar
que en M existe una n-forma diferenciable nunca nula.

. Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Dada 6 € (T,M)*, existe una funcion diferenciable f: M — R tal que df, = 6.
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(b) Sea (M, ¢) una subvariedad integral conexa de una distribucién involutiva en una
variedad N. Si ¢(M) es cerrrada en N, entonces M es una subvariedad integral
conexa maximal.

(¢)Sea G un grupo de Lie. Si U,V son campos en G, donde U es invariante a
izquierda y V es invariante a derecha, entonces [U, V], = 0.

Marzo 2010

1. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sean X;,..., X, campos tan-
gentes C™ tales que X1 (p), ..., Xp(p) es una base de T,M, para todo p € M. Probar
que los corchetes de Lie [X;, X;], 4,5 = 1,...,n, son todos nulos si y sélo si, dado
p € M existe una sistema de coordenadas (U, z) alrededor de p tal que B%i = X;
1=1,...,n.

2. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Probar que M es orientable si y
solo si existe un n-forma C'° nunca nula.

3. Sea M una variedad diferenciable compacta y sea X un campo tangente C'*° en M.
Probar que las curvas integrales de X estan definidas en todo R.

4. Sea R™ "™ el espacio vectorial de las matrices de n X n con coeficientes reales y sean
GL(n), las matrices inversibles y O(n) las matrices ortogonales. Probar que GL(n)
y O(n) son subvariedades embebidas de R™*™.

5. Sea X el campo tangentes de R™ definido por X (q) = O.q, donde O es una matriz
ortogonal.

(a) Calcular el flujo ¢; asociado a X (es decir, ¢ — ¢¢(x) es la curva integral de X
que pasa por x).
(b) Calcular el corchete [X, Y], donde Y (¢) = O'.q, O" matriz ortogonal.

(c) Sea S™~! la esfera de radio 1 en R™ y sean X,Y las restricciones de los campos
X,Y ala esfera (que resultan tangentes a la misma), considerados como campos

vectoriales tangentes a la esfera. Calcular [X,Y].

6. Sea M una variedad diferenciable compacta y sea f : M — R una funcién C*°.
Probar df se anula en al menos dos puntos distintos en M.

Diciembre 2009

1. Sea M = R? con la estructura diferenciable usual.
(a) Mostrar que la aplicacién ¢ : R? — R? definida por ¢ (s,t) = (set, t) es un sistema
coordenado.

(b) Si ¢ = (x,y), hallar la funcion f tal que dx Ady = f (s,t) ds A dt.
2. Sea M = {(z,w) € C? | 22 + w? = 1}.
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(a) Probar que M es una subvariedad incrustada de R* = C? de dimensiéon dos y
encontrar una base del espacio tangente a M en el punto (\/i, z)

(b) Sea ¢ : R — M definida por ¢ (t) = (cosht,isenht). ;Es ¢ diferenciable?

. Sea ~ la relacion de equivalencia en R3 definida por p ~ ¢ si y solo si p = g + mes

para algin m € Z. Considerar en M = R3/. la tnica estructura diferenciable tal
que la proyeccioén canénica m : R® — M es un difeomorfismo local. Sea v el campo
vectorial v en R3 definido por v (z,y, z) = (0,z,1).

(a) Probar que existe un campo diferenciable V' en M que esta m-relacionado con el
campo v.

(b) Mostrar que v y V son completos y encontrar una curva integral periodica de V.

. Decidir en cada caso si es verdadero o falso. Justificar.

(a) La imagen de la curva v : R — R? definida por
v (t) = (cost,sent,sen(t/2))

admite una estructura de variedad diferenciable tal que la inclusién es una sub-
variedad no incrustada de R3.

(b)Sea S = {(t,1) € R*|t>0}. Existe una una distribucién diferenciable D de
dimensién uno en R? tal que S es una una subvariedad integral conexa maximal

de D

(¢) En un grupo de Lie de dimension n existe un sistema de coordenadas alrededor

de la identidad (U, ¢ = (z1,...,%s)), tal que los campos 82:2- son invariantes a

izquierda.

. Sean M una variedad compacta de dimensiéon n y sea w una n-forma nunca nula en

M. Definir con precisién [ 1y w- En particular, probar que la definicion es buena.



CAPITULO 7

Topologia algebraica

Julio 2014

Parte Prdctica.

1.

Hallar todos los cubrimientos conexos y localmente arcoconexos de RP? salvo equiv-
alencia. (Dos cubrimientos son equivalentes si existe un homeomorfismo entre ellos
que preserva las fibras.)

. Sea f : R? — R? definida por f(x,y) = (zy,x). Esta induce una F : R?/Z? —

R?/7Z% = T?. Determinar las funciones inducidas en el primer y segundo grupos de
homologia singular de T2 .

. Probar que la cinta de Moebius cerrada y el anillo {x € R? : 1 < |z| < 2} son

homotépicamente equivalentes pero no son homeomorfos.

. Vo F. Justificar.

(a) Existe estructura de CW-complejo en S? x S* con una celda en cada dimension
< 6.

(b) Sea p : X — Y un cubrimiento, con X localmente arcoconexo e Y arcoconexo. Si
C' es una componente arcoconexa de X, entonces p|c : C' — Y es un cubrimiento.

(c)Sin+m=r+1conm,n,rl>1, entonces S” x S ~ S” x S’ .

(d) Si X es conexo, localmente arconexo y su grupo fundamental es finito, entonces
todo mapa f : X — S! es homot6pico a un mapa constante.

Parte Tedrica. Elegir y hacer 2 de los siguientes ejercicios.

5.

Mostrar que ciertos espacios tienen cubrimiento simplemente conexo. Explicar por
qué se llama universal.

. Enunciar y probar el Teorema del coeficiente universal para cohomologia.

. Enunciar los teoremas de “invariancia de la dimensiéon” y de “punto fijo de Brouwer”,

y probar uno de ellos.

. Definir homologia singular y homologia singular relativa. Probar que existe una

sucesion exacta larga asociada a un espacio y un subespacio.
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Febrero 2014

Parte Prdctica.

1.

Sea K la botella de Klein.
(a) Calcular el grupo fundamental de K.

(b) Dar infinitos cubrimientos regulares no equivalentes de K.

. Sean Y un CW finito y f : X — Y un cubrimiento con k hojas. Probar que X es un

CW finito y x(X) =k - x(Y).

. Sea X el espacio obtenido de un tridngulo cerrado con vértices vg, v1, vo identificando

linealmente las aristas vgvi, viv2, vavg con vive, vavy, vovi. Calcule su homologia
entera.

. Verdadero o Falso. Justificar (elegir y hacer sélo 5).

(a) Si X es conexo, localmente arcoconexo y su grupo fundamental es finito, entonces
todo mapa f: X — S! es homot6pico a un mapa constante.

(b) St x Sty ST A SY A S? son no homeomorfos, pero tienen la misma homologia al
igual que sus cubrimientos universales.

(¢)Sip: X — X es homeo local y sobre, entonces es cubrimiento.

(d

)

) Existe un cubrimiento S* — §2% x S2.
e) S* es retracto de S™ para k < n.
)
)

(

( k _

(g)Sip: X — X es un cubrimiento con X conexo y existe s : X — X continua tal
que p o s = Id, entonces p es un homeomorfismo.

f) Existe un mapa f : S — S! tal que f(z,y,0) = (z,y).

(h) La identidad id : S* — S* se extiende a una funcién continua f : S — S!, con
St ¢ 5% como el ecuador.

(i) Sea p : X — X un cubrimiento, con X localmente arcoconexo y X arcoconexo.
Si C es una componente arcoconexa de X, entonces p|c : C'— X es cubrimiento.

(j) f : S — RP? continua y 1-1 implica que f ~ cte.

Parte Teorica. Elegir y hacer 2 de los siguientes ejercicios.

5.

Mostrar que ciertos espacios tienen cubrimiento simplemente conexo. Explicar porqué
se llama universal.

Enunciar y probar el Teorema del coeficiente universal para cohomologia.

nunciar rem invarianci imension un j rouwer
Enunciar los teoremas de “invariancia de la dimensién” y de “punto fijo de Brouwer”,
y probar uno de ellos.

. Definir homologia singular y homologia singular relativa. Probar que existe una

sucesion exacta larga asociada a un espacio y un subespacio.



CAPITULO 8

Estadistica

Diciembre 2016

1. (a) Considere la funcién de densidad normal inversa NI (p,0?), la cual estd dada

por:
1 (y — w?
2
11,0%) = |z exp [~ ) Ly >0
I (y>p.07%) 2mo2y3 P ( 2uloy 4

para p >0y o2 > 0.
(1) Se dice que una variable aleatoria tiene distribucién en la familia exponencial
en la forma candnica si su funcién de densidad estéd dada por

F00,6) = exp {5 00 = 00) +c(06) | 14 ).
donde I4 (y) es la funcion indicadora del conjunto A, el cual no depende
de 6. Muestre que para ¢ = o2 y cierta reparametrizacion de u (esto es,
tomando 6 como una cierta funcion de u), la distribucién normal inversa
pertenece a la familia exponencial en forma canénica.

(ii) Considere una muestra aleatoria de una distribucion NI (,u, 02). Encuen-
tre el estimador de maxima verosimilitud de ¢? (dejandolo expresado en
términos de i, el estimador de p).

(b) Sean Yi,...,Y,, variables aleatorias independientes, donde Y; tiene funcion de
densidad dada por

f (i, 0:) = exp (yii — b (6;) + ¢ (i) -

Suponga que §; = x,3, donde ; = (51, ..., xip) es la fila ¢ de una matriz conocida
X € R"*P y 8 = (/Bl,...,ﬁp)/ es un vector en RP. Mostrar que X'Y es un
estadistico suficiente para 3, donde Y = (Y1,...,Y,)".

2. (a) Sea Y una variable aleatoria con la siguiente funcién de densidad:

2(0-y)
fy (y) = 62

0 c.C.

si0<y<é,

81



82 EXAMENES DE DOCTORADO

(i) Encuentre la funcién de distribucion de Y/6.
(ii) Encuentre una cota superior de confianza de nivel 1 — « para 6.
(b) Muestre que un intervalo de confianza de nivel aproximado (asintético) 1 —« para
el parametro A de una distribucién de Poisson esta dado por

2 2 4

z z z
X+ o2y fx a2 T2

2n n 4n?

3. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.

(a) Sea {X,,}>2 | una sucesion de variables aleatorias independientes tales que, para
todo n, E(X,) = + +a, con a € R, y Var(X,) < M para cierta constante

M > 0. Entonces, X, i> Q.
(b) Sea {X,,},-; una sucesion de variables aleatorias y sea ¢ € R. Entonces, X, N

S P
si y so6lo si X,, — c.

(c) Sea X una variable aleatoria con E (X) = puy Var(X) =02 > 0y sear = M
o
X —
Sea D la desviacién relativa de X respecto a su media, esto es D = M
1
1
Entonces, para a > 0, P(D < a) > 1 - ——.
r’a

4. (a) Sea Y una observacion de la funciéon de densidad

01 si0<y<1
f(y,0) = {
0 C.C.

(i) Encuentre el test més potente de nivel a para contrastar Hy : 6 = 0y contra
H,:0=240,.

(ii) Considere 6y =2y 6, = 1. Tome una decisién a nivel o = 0.05 si se observa
un valor y = 0.20. ;Cudl es la potencia del test cuando 6 = 17

(b) Segin el Codigo Alimentario Argentino (CAA) un alimento es considerado bajo
en sodio si el mismo posee a lo sumo 120 mg de sodio por cada 100 g de producto.
Se tomaron 16 muestras aleatoriamente elegidas de galletas rotuladas como bajas
en sodio de cierta marca, con el fin de determinar el cumplimiento de las nor-
mas. La media y desvio estdndar muestrales obtenidos fueron 122.1 y 2.6 mg,
respectivamente. Suponga que el contenido de sodio tiene distribucién normal.

(i) {Esta informacién sugiere que esta marca de galleta no estd cumpliendo las
normas alimentarias del CAA? Plantear las hipotesis de interés, indicar cual
es el valor observado del estadistico de prueba y concluir usando un nivel de
significancia de 0.05, justificando claramente su respuesta.

(ii) Suponga ahora que el desvio estdndar poblacional es conocido y vale 2.5
mg. Realice la prueba correspondiente para las hipotesis planteadas en (i) y
calcule el p-valor.

5. (a) Sea X = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de una poblacion con densidad
f(z,0). Sea T(X) un estadistico. Dar una cota inferior (cota de Rao Cramer)
para la Var(T (X)), suponiendo que valen las condiciones para que esta cota sea
valida.
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(b) Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de una distribucion N (y,0?).
Mostrar que la media muestral es un estimador IMVU de p.

(c) Sean X7,..., X, ensayos Bernoulli independientes con probabilidad p de éxito.
Mostrar que la proporciéon muestral de éxitos es un estimador IMVU de p.

Agosto 2016

1. Sean: (€2, A) un espacio medible, P una familia de probabilidades sobre (£2,.A),
B C A una o-algebra de Q.

(a) Definicion de B es P-suficiente.

(b) Sea B = {(,Q}. Probar que B es P-suficiente si y solo si la familia P tiene un
solo elemento.

c¢) Sea B = A. Probar que B es P-suficiente.

)

)

f)Sean X : @ — R una v.a., n > 1 entero, (Xi,...,X,) una muestra aleatoria
de tamafnio n de X. Para cada A > 0 sea P\ la distribucion de (Xy,...,X,)

suponiendo que X tiene distribucién de Poisson de pardmetro A. Sea T': @ — R
dada por

Sea T : 2 — R una estadistica. Definicion de T es P-suficiente.

Enunciar el Teorema de Factorizacién.

T(w) = % > X,

Probar que T es suficiente para P = {Py : A > 0}.

2. Sean (92,.A, P) un espacio de probabilidad, X : Q2 — R una v.a., By la o-algebra de
Borel de R, Py : By — [0, 1] la probabilidad sobre (R, B;) dada por

para todo B € B;. Se dice que X es P-simétrica (alrededor de 0) si
PX(B):PX(_B)7 VBGBL

Sea F'x la funcién de distribucién acumulada de X. Supongamos que Fx es continua
y estrictamente creciente. Sea 6 la mediana de X: esto es

1
Supongamos que X € L'(Q, A, P,R) y sea

Probar que si X es P-simétrica, entonces =0 = 6.
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3. Se tienen tres observaciones normales independientes X1, Xo y X3 con la misma

media, 0 y desvios estandar iguales respectivamente a 1, 3 y 5.
Calcular la varianza del EMV de 6 basado en (X7, X2, X3) y compararla con la
varianza de 1 (X1 + X2 + X3).

. En la siguiente Tabla se dan 24 determinaciones de la temperatura de fusiéon del

plomo, en grados centigrados.
333 328 3424 334 3375 341
343.3 3295 322 331 3404  326.5
327.3 340 331 332.3 345 342
329.7 3258 3226 333 341 340
Suponiendo normalidad, calcular:

(a) Un intervalo de confianza bilateral de nivel 0.95 para el desvio estandar.

Ayuda: Aceptar el siguiente resultado: Sea (X7,...,X,) una muestra aleatoria
de tamano n de X, suponiendo que X es normal de media p y desvio estandar
0. Sea

U= zn:(xj — X)?
j=1

donde
X:

S|

n
> X
j=1

Entonces J—UQ tiene distribucion chi cuadrada con n — 1 grados de libertad.

(b) Una cota inferior del mismo nivel para la media.

. Un lote de n lamparas se considera aceptable si su vida media es mayor o igual a

1000 horas. Se desea que, si el lote es bueno, la probabilidad de rechazarlo sea menor
o igual a 0.01. Se supone que la duracion de vida de las lamparas tiene distribuciéon
exponencial. ;Qué condicién debe cumplir la muestra para que el lote sea considerado
aceptable?

Febrero 2016

. Sea X = (X1, Xq,...,X,) un vector aleatorio cuya funcion de densidad discreta o

continua es f(z,0), con § € ©. Sea T' = r(X) un estadistico.

(a) Enuncie una condicién necesaria y suficiente para que el estadistico T' sea sufi-
ciente para 6. (Teorema de factorizacion).

(b) Demuestre el teorema enunciado en a) para el caso discreto.

(c)Sean = = (x1,22,...,22) € y = (y1,Y2,..-,Yn) dos realizaciones de X, tal que

r(x) = r(y). Pruebe que si }ng; depende de 6, entonces T no es suficiente para

6.

(d) Suponga que la familia {f(z,0)} tiene soporte comin e independiente de . De-

muestre que una condicién necesaria y suficiente para que T sea suficiente para 6

es que fijados 01 v 05 en O, el cociente ;E;g;g sea funciéon de T.
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2. Sea X1, X2,...,Xp,... una sucesion de variables aleatorias i.i.d., tal que X,, ~ G(0),
con 0 € (0,1), parametro a estimar.

(a) Determine el estimador de méxima verosimilitud 0y de 6.
(b) Obtenga la distribucion asintética de Gy
3. Sean X1, Xo v.a.i.i.d. con distribucion uniforme en el intervalo (6,6 + 1) para testar

Hp : 0 =0 contra H, : 8 > 0. Supongamos que disponemos de dos test que compiten
entre ellos:

¥1(X1) : Rechaza Hy si X7 > 0.95.
Y9(X1,X2) : Rechaza Hy si X; + X9 > C.

(a) Encuentre el valor de C tal que 19 tiene el mismo tamano que ;.

(b) Calcule la funciéon de potencia de cada test. Esboce el grafico de cada una de
estas funciones.

(c) {Es 12 un test mas potente que ¢ ? (Justifique).

(d) Indique c6mo harfa para encontrar un test que tenga el mismo tamano que g,

pero con mayor potencia.

4. Analice la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones justificando o dando
contraejemplo.
(a) Sean Xi,...,X, v.a.did. con distribucion U[0,1] vy Z, = min{Xy,..., X, }.
Entonces Z,, L 0.
(b) Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F(z) = 2(1 — z7%) si
1<2<2,0sixa<1lylsia>2. Sea

X siX <15,
Z_Q(X)_{ 1.5 si X > 15.

Entonces la funcion densidad de Z es de la forma

[ fx(x)/P(X <15) siz <15,
)= si z > 1.5.

fz(x

(c) Sea {r, (X1, Xa,...,X,)} una sucesion de estimadores de ¢(#) tal que:
Varg(r(X1, Xo,..., X)) —— 0,

n—00

Ep(r(X1, Xa, ..., X)) —— q(6),

Entonces la sucesion {r, (X1, X ..., X,)} es débilmente consistente para ¢(@).

5. Suponga que X1, X, ..., X, son v.a.ii.d. con distribucién exponencial con pardmetro
6 desconocido (8 > 0). Sea a € (0, 1).
(a) Encuentre la distribucion de Y = %.

(b) Basandose s6lo en X7, encuentre:

(1) Una cota de confianza superior de nivel (1 — «) para 6.
(ii) Una cota de confianza inferior de nivel (1 — «) para 6.
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Diciembre 2015

1. Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias i.i.d., con densidad dada por:

2 2
f(z,0) = Kaz?e™® /207 _co<z<oo, o>0.

(a) Determine el valor de K. (Ayuda: Yoo > 0, T'(a) = [0 t* te~tdt.)
(b) Pruebe que el estadistico T'(X1, Xa,...,X,) = > i X? es suficiente y completo
2
para o-.

(c) Encuentre el valor de la constante ¢, tal que el estadistico

Tl(Xl,XQ, e ,Xn) = CT(Xl,XQ, N ,Xn)

resulte insesgado para estimar o2.

(d) ;Es T1(X1, Xo,...,X,) IMVU (insesgado de minima varianza uniformemente)
para estimar 02? En tal caso, jes el tnico? Justifique sus respuestas.

. Sea X, Xo,..., X, ... una sucesion de variables aleatorias i.i.d., tal que X, ~ B(6),

con # € (0,1), parametro a estimar. Para cada n € N, sea el estadistico

Y, = Z?=1 Xi_
n

(a) Pruebe que Y, )
(b) Sea g una funcién definida sobre el espacio paramétrico, a valores en R, derivable,
con derivada continua y no nula. Pruebe que

Vilg(Ya) — 9()] = N(0,[¢'(9)26(1 — 6)).

(c) Determine g del item anterior, tal que satisfaga las siguientes dos condiciones:

() Vi Var(g(¥a)) = 1.
(i) 9(1/2) = 0.
Ayuda: [ —=—d6 = arcsin(20 — 1) + k, con k constante.

J/o(1=0)
(d) A partir de (c), derive un pivote para estimar #. Construya un intervalo de con-
fianza asint6tico de nivel 1 — « para 6.

. Suponga que Xi, Xs,....X, son v.a.i.i.d. con distribuciéon uniforme en (0,6). Sea

X(n) = max(X1, Xa,....Xy), y sea

5F _ 1, s1 X(n) > C,
) 0, si X(n) <c.

(a) Calcule la funcion de potencia de . y muestre que es una funcién mondtona
creciente de 6.
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(b) En la prueba de hipotesis Hy : 6 < % contra Hy : 6 > %, iqué eleccién de c haria
para que . tenga exactamente tamano 0.057

(c) Para la prueba de hipotesis de (b), esboce el grafico de la funcion de potencia de
d¢, cuando n = 20.

(d) Cuénto deberia valer n para que en la prueba de hipotesis de (b), . tenga potencia
0.98, para 6 = %

(e) Si en una muestra de tamafio n = 20, X(,,) = 0.48, ;cudnto vale el p-valor de la

prueba?
4. Indique Verdadero 6 Falso (Justifique).

(a) Sean {U, } sucesion de variables aleatorias definidas sobre (€2, A, P) tal que U, 2
U, siendo U variable aleatoria definidas sobre (92,4, P), tal que P(U = K) = 1,
para alguna constante K. Entonces U, 2

(b) Si {X,,} sucesion de variables aleatorias definidas sobre (€2, A, P), con E(X,,) =
e < 00, tal que X, LS b, con b constante. Entonces lim,«, E(X,) = 0.

(c) Se disefi6 un sistema de iluminacién de manera tal que el tiempo promedio de
activacion sea de 20 segundos. Se lo prob6 16 veces, obteniéndose los siguientes
tiempos de activacion:

2741 22 27 23 35 30 24 27 28 22 18 20 28 17 25

Se supone que el tiempo de activaciéon es una variable aleatoria con distribu-
ci6n normal. Entonces a nivel 0.05, los datos contradicen las especificaciones del
sistema.

5. Enuncie y demuestre el Teorema de Lehmann-Scheffé.

Febrero 2014

1. Considera una sucesién de variables aleatorias X; independientes. Las X; de indice
par (esto es, X9, X4,...) son uniformes en [0,1]. Las de indice impar, sin embargo,
son variables que toman valores 0 y 1 con probabilidad 1/2 cada uno. Llamemos
Sn =41 Xj. Comprueba que

1 .
Son — 3 casi seguramente.

2. Considera una sucesiéon de variables aleatorias X; independientes. Cada X; toma
los valores 27, 0 y —27 con probabilidad 1/3 cada uno. Llamemos S, = Z?Zl Xj.
Comprueba que

S
4—: — 0 en probabilidad.
3. Sea (X1, X2, X3, X4) un vector aleatorio con distribucion M (n,6,6,26, (1 — 40)),

0<6<1/4.

(a) Hallar el estimador de maxima verosimilitud de 6.
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(b) Calcular F (é\M\/> N Var (é\MV) ,ECM <§MV> .

() Sin =63, X; =10, Xo = 11, X3 = 21, X4 = 21, verificar que Oy = 1/6 y
testear al nivel o = 0.05 si el modelo es cierto.

. (a) Verificar que si X tiene densidad

fx (%) =22l (z),

entonces Y = —41n (X) tiene distribucion € (1/2).

(b) Sean Xj, ..., X, variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
con densidad f. Hallar el test més potente de nivel o = 0.05 para

Ho: f(z) =2zl (z) vs Ha:f(x)=1Ipy(z)

(c)Sin=20y Zfil In (z;) = —6.25 ;Cudl es la conclusion del test?

. Sean Xy, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con

densidad
f(@0) =e O ) ().
(a) Verificar el EMV de 0 es T = min (Xy,...,X,).
(b) Mostrar que
frty=ne =01, (2).
(c) Verificar que U = 2n (T — 6) tiene distribucion x3.

(d) Hallar un intervalo de confianza de nivel 1 — o para 6 basado en U.

Agosto 2010

. Sea X1,...,X, v.a.iid tales que X; ~ N(6,1). Mostrar que

X, si | X,| > n~1/4,
aXn si [ X,| <n /4

6n(X1,...,Xn):{

(a) Mostrar que /n(0, —60) —%_,. N(0,v(6)), donde v(f) = 1 cuando 6 # 0 y
v(#) = a* cuando 0 = 0.

(b)Si0 < a <1y =0 lavarianza asintotica es menor que 1. ;Contradice esto la
desigualdad de Rao-Cramer asintética?

. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Sea G C F subo-algebra.

(a) Si P(A|G) = P(A) salvo conjunto de probabilidad 0, para todo A € F, entonces
P(G) =001 para todo G € G.

(b) Probar que L%(€, G, P) es un subespacio cerrado de L?(2, F, P).
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(c) (i) Defina E(X|G), la esperanza condicional de la v.a. X dada la subo-algebra G.
(ii) Probar que, si X € L?(€), F, P) entonces

E(X - E(X|G))? < E(X — Z)?

para todo Z € L?(, G, P).

3. Sea )
F(2:6) = 39% si0<ax <9,
0 de otro modo.

donde # > 0 es un parametro desconocido. Vale que E(X;) = 36/4 y Var(X;) =
362 /80 (ud. no debe probar esto).
(a) Calcule 0, el estimador de maxima verosimilitud para 6 basado en una muestra

aleatoria de tamaifio n.

(b) Probar que n (9 - 9n> —E
de distribuciéon acumulativa P(Y < y) = (1 — exp(—3y/0))I0,00)(y). Usando
este resultado encuentre un intervalo de confianza aproximado de nivel 1 — « para

6.
(c) Considere ahora el estimador 6,, = 4X,,/3. ;Ese 6 insesgado?

Y donde Y es una variable aleatoria con funcion

(d) Demuestre que
Jn ((L 9) —£ N(0,V(6)).
y calcule V().

(e) Usando este resultado encuentre un intervalo de confianza aproximado de nivel
1 — « para 6.

(f) {Cual de los dos intervalos de confianza presenta menor longitud cuando n — oo?

4. Suponga que X es una variable aleatoria discreta que puede tomar solo cinco valores
x1,...,x5 con probabilidad p(X = z;) € F = {pp(X = ;) : 0 = 6pof = 6} donde
po, (X = x;), k =0,1, estd dada por

T 1T X2 X3 T4 Is
Do, (X = l‘j) .05 .05 .10 .20 .60 .
ng(X = xj) 96 .01 .01 .01 .01

Se desea contrastar las hipétesis

H019:90 VS. H1:0:01.

(a) Encuentre el test UMP de nivel o = 0.02 de Hy vs. H; basado en X. Calcule la
potencia de este test en 6.

(b) Suponga ahora que se observa una variable Y definida como

1 SiX:l‘l,
Y=<2 si X =x00X = a4,
3 si X =x30X = xs.
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Encuentre test UMP de nivel o« = 0.02 de Hy vs. Hy basado en Y. Calcule la
potencia de este test en 6.

(c) iPor qué es de esperar el resultado obtenido al comparar las potencias de los tests
de (a) y (b) en 617:

. Sean X1,..., X, e Yq,...,Y,, vaa.iid. con distribucion £(0) y £(u) (exponencial de

pardametro 6 y p respectivamente).

(a) Encontrar el test basado en razén de la verosimilitud para testear Hy : 0 = p vs.
H,:0#pu.

(b) Mostrar que el test esta basado en el estadistico

XX
= X+ >V

(¢) Encontrar la distribucion de T cuando Hj es verdadera y dar el test de tamano
a correspondiente.

. Supongamos que Xj,..., X, es una muestra aleatoria de la distribucion U(0, ),
6 > 0 desconocido.
(a) Mostrar que T' = max(Xy,...,X,) es un estadistico suficiente y completo para
6.

(b) Mostrar que 2E[X|T] es estimador IMVU de 6.

(c) Mostrar que la distribuciéon condicional de X; dado T' =t es la misma que la de
la v.a. Zt + (1 — Z)Uy, con Uy ~ U(0,t) y Z ~ Ber(1/n) independiente de U.
(d) Deducir que [(n+1)/n]-T es IMVU para 6.

Diciembre 2009

. (a) Sean X e Y variables aleatorias tales que la esperanza condicional

E(Y|X =) = / ydFy x—.

existe para todo z en el rango de X. Defina la variable aleatoria F(Y|X) y diga
cual es su esperanza.

(b) Un ladron esté encerrado en una celda con tres puertas, A, B y C. Después que
sale de la celda tiene que encontrar la salida de la carcel y una vez que encuentra
la salida de la carcel estd en libertad. Elige la puerta para escapar al azar con
igual probabilidad para cada puerta. Si elige la puerta A tarda 2 hs. en encontrar
la salida de la carcel, si elige la puerta B tarda 3 hs. y si elige la puerta C' camina
2 hs. en circulo y vuelve al lugar de partida (pero no se da cuenta, es decir
cuando elige la puerta de la celda lo hace nuevamente con igual probabilidad). Si
T =“Tiempo que tarda en encontrar su libertad”, hallar E(T).

. Se tira un dado honesto y luego tantas monedas honestas como el ntimero que mostréd

el dado.
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(a) ;Cuél es la probabilidad de obtener exactamente k caras?

(b) Si se obtienen 3 caras jcuél es la probabilidad de que el dado haya mostrado el
numero 57

3. Sean Xj,..., X, v.a.iid. tales que X; ~ U(0,6), 6 > 0, es decir, la funcion densidad

esta dada por
1
f@) =5 lop(), >0

(a)Si X = %Zg;l X; denota la media muestral, explicar qué distribucién aproxi-
mada tiene

X —6/2
V02/12

cuando el tamano muestral n es suficientemente grande. Justificar.

NG

(b) Encontrar la distribuciéon de Z,, = maxi<ij<n X; v Zn/6. ;Depende de 0 la dis-
tribucion de Z,,/67

(c) Usando el limite notable lim,,_,oo (1 + t/n)"™ = exp(t) mostrar que

<
lim P <n <Z" _ 1) < t> _ {exp(t) t <0,
n—00 0 1 t > 0.

(d) Calecular E(Z,) y V Var(Zy,).

(e) Calcular el estimador de méxima verosimilud para 6 y dé un intervalo de confianza
para 6 usando este estimador como pivot.

4. Sean X1,..., v.a.i.i.d con segundo momento finito. Pruebe que
(a) Ve > 0, nP(|X1] > ey/n) — 0, n — oc.
(b) T 11;1162?” | X%| — 0 en probabilidad, cuando n — oo.

5. Encuentre el test del cociente generalizado y su distribucién asintotica para las sigu-
ientes hipotesis:

(a) Las observaciones X = (Xi,...,X}) tienen una densidad conjunta multinomial
de pardmetros p1, ..., pg, esto es, X; es la cantidad de veces que observé el evento
E; que tiene probabilidad p;, X1 + -+ X = n.

(b) HO p= p(e) = (p1(0)7 oo >pk(0))7 HA ‘p= (plu HE 7pn)7 pi > 0) Zpl =1
Hint: El estimador de méxima verosimilitud de p; es X;/n. Suponga que la dimension
de O es 1.
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CAPITULO 9

Ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales

Diciembre 2015

. (a) Enuncie y demuestre el Principio del Maximo Fuerte para funciones armonicas.
b) Sea U C R™ abierto acotado, 0 < c e C(U) y u,v € C2(U)NC (U) tales que
(b) , y u, q

—Au+c(z)u< —Av+c(x)v en U,
u < sobre OU.

Probar que u < v en U. Mostrar que esto es falso si U no es acotado o si ¢ (z) 2 0.

. Considere una barra unidimensional de longitud L, con propiedades térmicas con-
stantes, sin fuentes internas y tal que su extremo izquierdo (derecho) esta expuesto
a una fuente de temperatura constante U; (Uz). Las ecuaciones que modelan la dis-
tribucién de calor en la barra para el caso estacionario y para el caso de evolucidn
temporal son las siguientes:

up — Uz =0 en (0,L) x (0,00),
u(0,t) =U;  parat € (0,00),
u(L,t) =Uy  parat € (0,00),
u(z,0) = g(z) paraz € (0,L),

Ugy = 0 en (0,L),
(E)§ u(0) =Un, (T)
u(L)= Uy,

donde g € C%(]0, L)), g(0) = Uy y g(L) = Us representa la temperatura inicial. Sean
ug y ur las soluciones del problema estacionario y de evolucién temporal respecti-
vamente. Mediante el método de separaciéon de variables encuentre ur de manera
explicita y muestre que cuando ¢ — oo, up(z,t) — ug(x) independientemente de
cual sea la condicién inicial g.

. Sea Q = (0,1) y sean a,b y ¢ funciones suaves en R.

(a) Dada f € L?(Q), dé la formulacién débil y defina la solucién débil correspondiente
al siguiente problema de borde homogéneo

—(auy)y +buy +cu=f en )
) { u(0) = u(1) =0

93



94

EXAMENES DE DOCTORADO

(b) Suponiendo que
a(x)>ay>0 vy c(x)—b(x)/2>0 VzeQ,

pruebe que existe una tnica solucién débil del problema ().

(c) Demuestre que existe una constante C' tal que la solucion hallada en (%) satisface

lull g1y < Cllfllz2 -

. Una onda esférica es una solucion de la ecuacion de ondas ug — Au = 0 en R3 x (0, 00)

y tal que u(x,t) = U(r,t) con r = |z|, o sea s6lo depende de la distancia al origen y
de t. Hallar una ecuacion para U (r,t) y concluir que

wi([z] + ) + wa((z] = 1)
]

u(x,t) =

para ciertas funciones wi,ws.
Ayuda: utilice el hecho que en coordenadas esféricas

“r2ar \\ or r2sen(6) 00 Y 50 r2sen?(0) 02

. i Verdadero o falso? Justificar cada una de sus respuestas.

(a) Toda solucién del problema —tug, — u? = e“ en Q = (0,1) y u(0) = u(1) =0 es
no negativa.

(b) Sea f(x) = |z| para * € R. La derivada en sentido débil de la funcion f es
v(z) = —sgn(z).

(¢) Sea U = R?2—B(0,1). El problema Au = 0 en U y u = 1 sobre OU, tiene solucién
tinica.

(d) Sean g € CY(R™), v € R" y 0 < v € R. El problema de transporte amortiguado

{ ug+v-Vu=—yu en R" x (0,00),
u(z,0) = g(z) en R™ x {t =0},

admite una tnica solucién.

Agosto 2015

. Sean a)/(a:) y ¢(z,t) la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace y del calor en

R"™ respectivamente, para n > 3.
(a) Probar que limy_o0 [§ ¢ (2,7) dr = o (2).
(b) Dada f € C? (R"), sea u la tinica solucién acotada de

ug —Au = f(x) en R"™ x (0,00),
u(z,0)=0 en R”.

Probar que limy_,o u(z,t) = w(x), donde w satisface —Aw = f en R™.
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2. Sea ) C R™ abierto, acotado y de frontera regular y f € C'(R) tal que f' < 0.
Probar que existe a lo sumo una solucién u € C*! (Q x [0,T]) del problema no lineal

up — Au = f(u) en Qx(0,7),
u=0 en 02 x (0,7,
u(z,0) =g(x) en Q.

3. Sea 2 C R™ un dominio acotado con frontera regular.

(a) Dada f € L? (), definir solucién débil del problema

(%) —Au+u=f en,
gu =0 en 0N.

(b) Probar que para toda f € L?(Q) existe una tnica soluciéon débil de (x), y que
el operador solucién es continuo. Verificar que si u € C? (Q) es solucion débil,
entonces u es solucién clésica.

(c) Mostrar que a diferencia de (x), el problema

(**){ —Au=f en

%:0 en Of)

puede tener més de una solucién o ninguna solucién.

4. Encuentre la solucién de la siguiente ecuacién de onda

Upt — Uggy = 0 en RT x (0,00),
u(z,0) = z? en R,

ut(z,0) = sen(z) en RT,

u(0,t) =0 en (0,00).

donde Rt ={z e R:z > 0}.

5. ; Verdadero o falso? Justificar cada una de sus respuestas.
(a) Si u es arménica en R™ y [o, [Vu|? < oo, entonces u = 0.

(b)Sea D = {(z,y) € R? : 22 +¢? < 1} y u(z,y) = (22 + y*)*/2. Entonces,
u € HY(D) si y solo si a > 0.

(c) Sea w una funciéon armoénica en R™. Si u estd acotada por arriba o por abajo,
entonces v es constante.

(d) La solucion u(z,t) del problema

up + 2uy = cos(t) en R x (0,00),
u(x,0) =sen(rz) en R x {t =0},

satisface que u(1,1) > 0.
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Julio 2014

1. Sea L = } ), <y ta(2)0%, donde aq € C*(R") para todo |a| < N. Probar que

el operador L es invariante por traslaciones y rotaciones sobre R" si y sélo si L =
col + 1A + caA? + -+ + ¢,,A™, donde ¢, son constantes y A es el operador de
Laplace.

2. (a) Sea u una funcién subarmonica definida en un abierto conexo U tal que sup, ¢y u(x) =

A < co. Mostrar que u(x) < A para todo = € U, siempre que u no sea constante.

(b)Sea U = R* \ B(0,1), y sea u € C*(U) NC (U) una funcién armonica en U tal
que lim|g o u () = 0. Probar que maxg |u| = maxpp(,1) [u|. Dar un ejemplo
de una funcién u que cumpla con las hip6tesis del enunciado.

3. (a) Dar la definicion de solucion fundamental para un operador diferencial sobre R™.

_ Jalin(lz)

3 es una soluciéon fundamental de A2
T

(b) Muestre que la funcion O(z)
sobre R

4. Sea Dy = {(x,y) € R?: 0 < 2% + y? < 1}. Resolver la siguiente EDP:

Au(:r,y) = Oa si (xvy) € D0>

sujeta a las siguientes condiciones de borde

u(z,y) =22, si 22+yt=1

lim u(z, = 0.
(m,y)—>(0,0)| (z,9)]

iLa solucién es tnica?.
5. Encontrar la solucion de uy = ug, + e~ 2% cos(2t) + 2% sen(t), —co < 1 < 00, 0 < t <

oo dadas las condiciones iniciales u(xz,0) = f(z) y u(z,0) = g(z), para —oo < = <
00.

6. Resolver la siguiente ecuacién:

{]azP (ug(x,t) — Au(x,t)) — 2u(z,t) =0 (z,t) € R~ {0} x (0,00),
u (z,0) = |z| "2 sen(|x) r € R% \ {0}.

7. (a) Probar que sin = 1y u € WHP(0,1) para algtin 1 < p < oo, entonces u es igual
p-p-x a una funcién absolutamente continua.

(b) Supéngase U un conjunto abierto conexo y u € WHP(U) con d;,u = 0 sobre U
para ¢t =1,...,n. Probar que u es constante p.p.x en U.

(¢) Sea U C R™ un subconjunto abierto acotado en una direccion. Probar que existen
constantes positivas c; y co tales que

alllVulll 2wy < llullgy oy < e2lllVullewy, — Yu e Hy(U).
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8. Una funcién v € HZ(U) es una solucién débil del problema

A%y =f U,
u=0,%=0 OU.

/UAuAv:/va

para toda v € H3(U). Dada f € L?(U), probar que existe una tnica solucién débil
a dicho problema.

si

Mazo 2013

1. Sea U un dominio acotado en R™. Sea v € C?(U) tal que Av = 0 en U. Probar
que:

(a) v(z) = 1/ v(y)dy para todo B(x,r) C U, donde B(z,r) denota la
’B(J},T)‘ B(z,r)

1
= W S(o) v(y)do(y),

donde S(z,r) es la frontera de B(xz,r) y do(y) es el elemento de area usual en

bola abierta en R™ centrada en = de radio r, y que v(z)

S(xz, 7).
(b) max v = maxv.
U ou

2. Determinar formulas para las soluciones acotadas de los siguientes problemas:
(a) uy — kAu = f en R" x (0,00)u = g en R™ x {0}.
(b)ur — kAu+ cu = f en R" x (0,00)u = g en R” x {0} con f y g continuas, de
soporte compacto y k y ¢ € (0,00).
3. Sea f: R — R la funcion continua definida por f(z) =0siz <0, f(z)=1sixz >1
y f lineal para z € [0, 1].
(a) Calcular las derivadas débiles primera y segunda de f.
(b) of € WH2(R)?
(c) iof € WH2(R)?
4. Sea u € C*(R x (0, 00)) solucién del problema de valores iniciales de la ecuacion de
ondas de una dimensién espacial:

Ut — Ugge = 0 en R x (0,00),
u(z,0) =g(zr) conxz€eR,
ug(x,0) = h(z) conx €R,

1 [ 1 [
gy hdesoporte compacto. Sean K (t) = 2/ ul(x,y)dzy P(t) = 2/ ul(z,t)dx
—00
la energia cinética y potencial respectivamente. Probar que

(a) K(t) + P(t) es constante en ¢.
(b) K(t) = P(t) para t suficientemente grande.

—0o0

5. Enunciar y demostrar el Teorema de Lax-Milgram.
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Agosto 2011

1. (1.5 puntos) Sea p un polinomio arménico en R? y sea x € R3. Probar que

[, pa+ne s ay = ent o).

Njw

2. (2 puntos) Sea Q C RY un dominio acotado, y consideremos el problema

Au=u®—u en (),
u=20 en 0f).

Probar que toda solucién satisface [|ul|z(q) < 1. Deducir que si u es una solucién
no negativa, se tiene u =0 6 u > 0 en 2.

3. (a) (1.5 puntos) Dadas f,g € C?(R) y c € R probar que el problema

Ut — gy = 0 en R x (0,00),
u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(x) en R

tiene solucién y es dnica.

(b) (1 punto) Si f y g tienen soporte compacto, probar que la solucion u(z,t) tiene
soporte compacto en x para cada ¢ fijo. Si escribimos v como u(z,t) = F(z +
ct) + G(x — ct), mostrar que F'y G pueden tener ambas soporte compacto sélo si

Jr9=0.
4. (2 puntos) Consideramos el siguiente problema para la ecuacion del calor

Up — Uy = 0 en0<ax<l1,t>0,
u(x,0) =4z(1 — x) en 0 <z <1,
u(0,t) = u(l,t) =0 ent > 0.

(a) Probar que 0 < u(z,t) < 1 paratodot >0y 0 <z <1,y queu(z,t) =u(l—=x,t)
paratodot >0y 0 <z <1.

(b) Probar que fol u? dx es estrictamente decreciente como funcién de t.
5. (2 puntos) Sea Q C RY un dominio acotado con frontera regular. Para f € L%(Q),
definir solucién débil del problema
( —Au+u=f en €,
*
ou/ov =0 en Of).
Probar que para toda f € L?(f2) existe una tnica solucién débil de (x), y que el

operador solucién es continuo. Verificar que si u € C?(£2) es solucién débil, entonces
u es solucion clasica. Mostrar que a diferencia de (%), el problema

—Au=f en 2,
ou/dv =0 en 0f).

puede tener més de una solucién o ninguna solucién.
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6. (2 puntos) Enunciar y demostrar la desigualdad de Harnack para funciones armoéni-
cas. Deducir que si up es una sucesiéon monétona de funciones armoénicas en un
dominio en RY | entonces wy, converge en todo punto o diverge en todo punto; y que
en el primer caso la convergencia es uniforme sobre compactos y el limite es una
funcién armoénica.

Marzo 2011

1. Dada g € C(R) N L*°(R), sea u la solucién acotada de

Up — Ugy = 0 en R x (0,00),
u(z,0) = g(x) en R.

(a) (1.25 puntos) Si g € L(R), probar que existe C' > 0 tal que
lu(z, t)] < Ct /4 para todo ¢t > 0.

(b) (1.25 puntos) Si g € L*(R), probar que u(-,t) € L'(R) para todo t > 0 y que

/ u(x,t)de = / g(x)dx para todo ¢ > 0.
R R

2. (a) (1.5 puntos) Sea Q C RY un abierto, sea 29 € Q y sea u armoénica y acotada en
Q~ {xo}. Probar que se puede definir u(zo) de manera que u sea armoénica en €Q.

(b) (0.75 puntos) Decidir si el siguiente problema tiene solucion u € C2(2) N C(Q):

Au=0 en Q2 := B(0,1) ~ {0},
u=0 en 6B(0,1),

3. (a) (1.5 puntos) Sean  C RY abierto, p € (1,00) y u € Wol’p(Q). Definimos % como
T=uen Qyu=0en RY Q. Probar que @ € Wol’p(]RN).
(b) (0.75 puntos) Mostrar que si u € Wol’p(Q), en general no es cierto que u €
Whr(RN).

4. (a) (2 puntos) Dada f € L2(Q) con Q C RY abierto, definir solucién débil del prob-
lema

—Au=F en €,
u=0 en o).

Probar que si es acotado, entonces para toda f € L?(f2) existe una tnica solucién
débil. Probar ademés que el operador soluciéon es continuo y que si f es acotada,
u también lo es.

(b) (2 puntos) Enunciar y demostrar el Teorema de Lax-Milgram.
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5. ;Verdadero o falso? Justificar. (1 punto cada item)
(a) Sea © C RY un dominio. Si u alcanza su méximo en Q y Au = u? en §, entonces
u=0.
(b) Sea © ¢ RN dominio suave y acotado. Existe u # 0 solucién de
Au = u? en €,
u=20 en 0€2.
(¢) Los ceros de una funcién armonica en un abierto @ € RY (N > 2) nunca son
aislados.
(d) Las normas [Jul|z2(q) + |0z,ullz2(0) ¥ lull 1oy son equivalentes en H(Q).
Diciembre 2010
1. (1.5 puntos) Sea g continua y acotada. Probar que existe exactamente una solucion
acotada del problema
Au=0 enRY :={(z1,...,2n) € RN 1 2y > 0},
U=y en 8Rﬁ.
2. (a) (1.5 puntos) Probar que la solucion general de la ecuacion uyy = 0 es u(x,y) =
F(z) + G(y). Usando el cambio de variables £ = z + t, n = x — t, probar que
Ut — Ugz = 081y s6lo si ug, = 0. Utilizar lo anterior para para deducir la Férmula
de D’Alembert.
(b) (1.5 puntos) Sean g, h € C?>(R) y de soporte compacto, sea u solucién de
U — Ugpg = 0 en R x (0,00),
u(z,0) = g(z), wu(z,0) = h(x) en R.
y sean k(t) = [pui(z,t)dz y p(t) = [pul(z,t)dz. Probar que k(t) + p(t) es
constante para todo t.
(c) (1 punto) Deducir de (b) algan resultado de unicidad.
3. (1.5 puntos) Sea Q := B(0,1) ¢ RY la bola unidad. Para 0 # 2 € Q y a > 0, sea
u(z) := |x|~*. Probar que u € WHP(Q) si y sélo si a < (N — p)/p.
4. (a) (2 puntos) Dada f € L?(Q) con Q C RY abierto, definir solucién débil del prob-

lema

—Au=f en €,
u=20 en 0f).

Probar que si §2 es acotado, entonces para toda f € L?(2) existe una tnica
solucién débil. Probar ademas que el operador solucién es continuo y que si f es
acotada, u también lo es.

(b) (2 puntos) Enunciar y demostrar el Teorema de Lax-Milgram.
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5. ;Verdadero o falso? Justificar. (1 punto cada item)
(a) Si u y Au son acotadas en RY | entonces u es constante.

(b) Los ceros de una funcién armoénica en un abierto Q@ c RY (N > 2) nunca son
aislados.

(c) Si u es subarmonica en RY y [, u? < 0o, entonces u = 0.
(d) Las normas
ullz2() + 10z ull L2 (0, 1wl ()

son equivalentes en H'(Q).
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CAPITULO 10

Algebra universal y teoria de reticulados

Diciembre 2016

Nota: Dado un reticulado completo L, diremos que x € L es completamente meet irre-
ducible si x # 1 y para cada S C L, tenemos que

T = /\S implica x € S.

1. Sea A un algebra. Pruebe que para 6 € Con(A) son equivalentes:

(a) A /0 es subdirectamente irreducible.

(b) € es un elemento completamente meet irreducible de Con(A).
(c) hay una congruencia § > 6 tal que [0, V] = {0} U [0, V].

(d) hay (a,b) € A? tal que # es maximal en no contener al par (a,b).

2. Sea A un algebra. Pruebe que cada 6 € Con(A) es intersecciéon de un conjunto de
congruencias completamente meet irreducibles.

3. Sea 7= ({c},{f},0,a) donde a(f) = 1.
(a) Sea A = (N, fA,c*), donde fA(n) = 1, paracadan € Ny c® = 2. Es A
subdirectamente irreducible?
(b) Sea B = (Z, fB,cB), donde fB(n) =n+1, paracadan € Zy cB =0. Es A
subdirectamente irreducible?
(c) Estudie la variedad dada por la identidad f(f(x)) ~ x. Encuentre los subdirec-
tamente irreducibles y las subvariedades.

4. Sea 7 el tipo de los reticulados. Encuentre la variedad generada por {4}, donde 4 es
la cadena de 4 elementos.

5. Sea A una estructura de tipo 7 y sean aq, ..., a, € A, los cuales generan a A. Pruebe
que hay un conjunto A de féormulas atémicas el cual cumple
(a) para cada a € A, Li(a) C {x1,...,z,},
(b) A E afay,...,a,], para cada a € A,

(c) si B es una estructura de tipo 7y by,...,b, € B son tales que B F a[by,...,by],
para cada o € A, entonces hay un homomorfismo F' : A — B el cual cumple
F(a,) :bi,izl,...,n.

103
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Marzo 2010

. [2 pto] Enunciar y demostrar el Teorema de representacion subdirecta de Birkhoff.

. [2 pto] Sea A un algebra e I C Con A. Dé condiciones necesarias y suficientes para

que el mapeo

a +— (a/)er

sea un homomorfismo, una incrustacién, y un isomorfismo. Justifique en los tres
Casos.

. (a) [0.75 pto] Encuentre un término de Mal’cev y un término mayoritario para las

algebras de Boole (este ultimo satisface m(x, z,y) = m(x,y,z) =~ m(y,z,z) =~ x).

(b) [0.75 pto] {Existen términos asi para los reticulados distributivos?

. [1.5 pto] Decimos que X C R? es convezo si dados z,y € X distintos, X contiene al

segmento de recta que une a z con y. Sea H(Y) := ({X CR?:Y C X, Xconvexo}.
Probar que H(-) es un operador de clausura algebraico.

. [1.5 pto] Sea B un algebra de Boole, sean U, U’ ultrafiltros de B y sea A C B. Probar

que sild N A =U"N A, entonces para todo ¢ en la subélgebra generada por A, se da
teld < tel (“lema de coincidencia”).

. [1.5 pto] Sea V una variedad con una constante 0 en su lenguaje y supongamos que

hay un término de Mal’cev p para V tal que para toda A € V, p® : A3 — A es un
V-homomorfismo. Defina x + y := p(x,0,y), —x := p(0,2,0). Pruebe:

(a) (A, +2,0,—4) es un grupo abeliano para toda A € V.
(Ayuda: usar que p preserva p y que 0 = p(0,0,0) y p(z,0,0) = z, etcétera).

(b) Si {0A} es una subalgebra de A, entonces las operaciones basicas de A preservan
la estructura de grupo (i.e., preservan las operaciones +4 y —4).

Diciembre 2009

. Sea A un conjunto y sea R(A) el conjunto de todas las relaciones de equivalencia

sobre A. Probar:
(a) R(A) = (R(A),C) es un reticulado completo. Identifique las operaciones de
infimo y supremo.

(b) Si L es un subreticulado de R(A) de relaciones que permutan, entonces L es
modular. En particular, toda variedad de congruencias permutables es de con-
gruencias modulares.

. Probar que para cualquier clase de algebras IC, SH(K) C HS(K).
. Pruebe el Segundo Teorema de Isomorfismo: Si A es un élgebra, 0,¢ € Com(A)

tales que 6 C ¢ entonces

Ao = (A/0)/(¢/0).
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Figure 10.1: M3 y My.

4. (a) Demostrar que los reticulados Mg y My son simples (ver Figura 10.1).
(b) Demostrar que la variedad de los reticulados es residualmente grande (es decir,
hay reticulados subdirectamente irreducibles de cardinal arbitrariamente grande).

5. (a) Sea A un élgebra finita. Probar que el cardinal de Fy,5)(n), el &lgebra libremente
generada por n elementos en V(A), es a lo sumo |A|IAI".

(b) Encuentre A no trivial que muestre que la cota es justa para cada n.
6. Sea V una variedad. Probar que son equivalentes:

(a) V es de congruencias permutables.

(b) F(3) tiene congruencias permutables.

7. Sean 0,60* y ¢, ¢* dos pares de congruencias factor complementarias tales que ¢ C 6
y ¢* C 6*. Probar que ¢ =60 y ¢* = 6*.
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CAPITULO 11

Teoria elemental de Lie

Julio 2012

Elegir cinco de los siguientes seis ejercicios.

1.

Teorema de Peter y Weyl.
(a) Enunciar el Teorema de Peter y Weyl.
(b) Sea G = SU(2) y sea g € G de la forma

z11 212
— . zij = xij + v/ —1y;; € C.
g <221 222> 1] ij Yij
Dar dos ejemplos de coeficientes matriciales (de los mencionados en el Teorema
de Peter y Weyl) f1, fo : G — C tales que fj es un polinomio de grado k (k = 1, 2)
en las variables x;;, v;;.

. Enunciar algunos resultados béasicos muy importantes sobre los toros maximales de

los grupos de Lie compactos y describir cémo estos resultados pueden ser combina-
dos para demostrar que la funcién exponencial es suryectiva en los grupos de Lie
compactos conexos. Dar un ejemplo de un grupo de Lie conexo tal que la funcién
exponencial no sea suryectiva.

. Sea (m,V) una representacion irreducible de dimension finita de un grupo de Lie

compacto G. Demostrar que (7%, V*) es también una representacion irreducible de
G. Dar algin ejemplo en el que m ~ 7* y otro en el que m % 7*.

. Sea G = SO(5) y sea g su algebra de Lie.

(a) Dar explicitamente un toro maximal 7" de G y describir su algebra de Lie t dentro
de g.
(b) Describir los espacios raices de g con respecto a t.

(c) Determinar si —Id : t — t pertenece al grupo de Weyl W y en ese caso expresar
a —Id como producto de reflexiones simples.

. Medida de Haar e integracion.

(a) Enunciar la formula de integracion de Weyl para grupos de Lie compactos.
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(b) Sea G = SO(3), dg la medida de Haar, y f : G — C definida por f(g) = traza(g).
Calcular
[ tads v [ 1)l
G G
6. Sea GG un grupo de Lie compacto y conexo y sea g, su algebra de Lie. Demostrar
que si g, es semisimple, entonces el centro de G es finito.
Marzo 2012
1. Sea SO(2n), n > 2 el grupo de Lie matrices ortogonales en R2"*2n,
Dar un ejemplo de un toro maximal Ty en SO(2n).
(a) Demostrar que todo toro maximal de SO(2n) es conjugado en SO(2n) al toro
maximal Tp.
(b) Demostrar que la unién de todos los conjugados de un toro maximal de SO(2n)
es igual al grupo SO(2n).
(c) Determinar el conjunto de raices ® y ejemplos de vectores raices no nulos corre-
spondientes para (so(2n), Lie(Tp)).
(d) Calcular I'r := ker(exp : Lie(Tp) — Tp).
(e) Sea I' el Z-submoédulo de Lie(Tp) generado por 2mi (QfO‘j), a € . Mostrar que
exp(I') C ker(Ad : SO(2n) — GL(s0(2n)).
(f) (mas dificil) Mostrar que I' C T'p y calcular el orden del grupo cociente.
2. Sea G un grupo de Lie compacto conexo, y sea Zg la componente conexa del centro
de G que contiene la identidad. Mostrar
(a) Lie(G) = Lie(Zg) @ [Lie(G), Lie(GQ)].
(b) Si G no es un grupo abeliano, entonces [Lie(G), Lie(G)] es un algebra de Lie
semisimple.
3. Sea G un grupo topologico compacto y (m, V') una representacién de G en un espacio
de Hilbert complejo V.
(a) Mostrar que existe un producto scalar h (forma hermitiana definida positiva) en
V de manera que 7(G) C U(V,h).
(b) Mostrar que los coeficientes matriciales de 7 son funciones acotadas en G y que
son funciones de cuadrado integrable con respecto a cualquier medida de Haar en
G.
(c) Enuncie el Teorema de Peter y Weyl para G.
4. Sea g un algebra de Lie sobre los numeros complejos de dimengion finita. Mostrar

que si g es semisimple, entonces cualquier representacion de dimensién finita de g es
completamente reducible.
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Diciembre 2011

Elegir cinco de los siguientes seis ejercicios.

1. Teorema de Peter y Weyl.

(a) Enunciar el Teorema de Peter y Weyl.

(b) Traducir y explicar los resultados del teorema en el caso particular en que G = S1,
S1 es la circunferencia de radio 1. En particular, analizar la veracidad de las
siguientes afirmaciones:

(i) {e™ :n € Z} es denso en L2(S') (con norma || - [|2).
(ii) {e™ :n € Z} es denso en C(S') (con norma || - [|so)-
(iii) Si f € L%(]0,27]),

N

1 2 » )
Cn = 5o ; fe ™dt v gn(z) = Z cpe™®
n=—N
entonces {gn}n converge a f en norma || - ||o.
(iv) Si f € C(]0,27]), (en)nen ¥ (9N) Nen son como antes, entonces {gy } converge
a f en norma || - ||so-

2. Sea g = sl(n,C).
(a) Dar una subélgebra de Cartan h de g, las raices de g con respecto a h y la

descomposicién en espacios raices de g.

(b) Dar un sistema positivo de raices de g con respecto a b, las correspondientes raices
simples y los correspondientes pesos fundamentales.

(c) Sea G = SU(n). Describir el toro T de G correspondiente a b y, para cada raiz
«, dar un elemento n, en el normalizador de T" en G que realice la reflexion
(perteneceinte grupo de Weyl de g con respecto a h) correspondiente a .
3. Sea G =S0(3).
(a) Dar explicitamente dos representaciones irreducibles no triviales de G, que no
sean equivalentes entre si.

b) Demostrar que G no tiene ninguna representacion irreducible de dimensiéon par.
g
(En caso de ser tutil, se puede utilizar la clasificacion de las representaciones
irreducibles de sl(2,C)).

4. Medida de Haar e integracion.
(a) Enunciar la formula de integracion de Weyl para grupos de Lie compactos.
(b) Sea G = SO(3), dg la medida de Haar, y f : G — C definida por f(g) = traza(g).

Calcular
/ flo)dg v / 1£(9)]dg.
G G

5. Sea V,, = CJ[z1, 22, el espacio vectorial de polinomios homogeneos de grado n con
coeficientes complejos. Sea m, : SU(2) — Aut(V},) la representacion definida por

(mn(9)P) (2) =P <gl <2)> , geSU©2), PeV,.
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Demostrar que (7, V,,) es irreducible y calcular el caracter de 7, evaluado en gy =

et? 0
(o o)

. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo, y sea g, su algebra de Lie. Demostrar

uno de los siguientes dos teoremas.

Teorema. Los toros maximales de GG son exactamente los subgrupos analiticos cor-
respondientes a las subdlgebras abelianas maximales de g,.

Teorema. Si g, es semisimple, entonces el centro de G es finito.

Agosto 2011

. Sea U(n) el grupo de Lie matrices unitarias a coeficientes complejos. Dar un ejemplo

de un toro maximal Ty en U(n). Demostrar que todo toro maximal de U(n) es con-
jugado en U(n) al toro maximal Tp. Demostrar que la unién de todos los conjugados
de un toro maximal de U(n) es igual al grupo U(n). Explicitar una clase de grupos
donde las afirmaciones anteriores son validas (Sin demostracion).

. Demostrar que un grupo topoldgico compacto conexo G admite una representacion

de dimengion finita fiel si y so6lo si es isomorfo a un subgrupo de un grupo unitario
U(n).

. Sea GG un grupo de Lie compacto conexo cuya algebra de Lie es de tipo Go. Sea T’

un toro maximal de G. Se sabe un sistema de raices para Lie(T)c tiene una base de
raices simples {«, 8} ¥ que su sistema de raices es

{x(ja+kB):j=0,1, k=0,1,2,3},
de manera que

(. B)
(8,8)

Calcular en la base {a, 3} los pesos fundamentales para las raices simples dadas.
Demostrar que el grupo de Weyl de G tiene orden 12. Calcular el centro del grupo
simplemente conexo que cubre G.

— 3 2P )= 38,9

’ (a,0)

. Sea G un grupo de Lie topologico compacto. Enunciar (sin demostrar) el Teorema

de Peter y Weyl para G. Explicitar el Teorema de Peter y Weyl para el grupo U(1).
Justificar porque no vale el Teorema de Peter y Weyl para el grupo aditivo de los
numeros reales.

. Sea G un grupo de Lie compacto que es subgrupo de U(n) para algan n. Sea C(G) el

algebra de funciones continuas en GG a valores complejos. Demostrar que la subalgebra
R(G) de C(G) generada por la totalidad de los coeficientes matriciales del conjunto
de las representaciones de dimension finita de G es cerrada por conjugacién y separa
puntos. Demostrar que R(G) es denso en C(G) para la topologia de convergencia
uniforme en G.
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Marzo 2010

1. Para el algebra de Lie s[(2, C) de la totalidad de matrices 2x2 a coeficientes complejos
de traza nula formular y demostrar el Teorema de Poincare-Birkoff-Witt.

2. Enunciar el Teorema de Harish-Chandra que describe la estructura del centro del
algebra universal de sl(2,C).

3. Para el éalgebra de matrices ortogonales 2k x 2k, k > 3 a coeficientes complejos,
explicitar una subélgebra de Cartan, calcular su sistema de raices. Construir UN
sistema de raices positivas, calcular sus raices simples, calcular el diagrama de Dynkin
asociado, calcular los pesos fundamentales asociados a este sistema de raices simples.
Verificar que la suma de los pesos fundamentales para este sistema de raices simples
es igual a al semisuma de las raices positivas en el sistema que usted construyoé.

4. Demostrar a partir del Teorema del peso maximo que el grupo SU(2) tiene una
dnica representacién irreducible para cada dimensién n = 1,2,3,.... Redactar el
enunciado del Teorema de Peter y Weyl para el grupo SU(2).
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CAPITULO 12

Algunas estadisticas

En paralelo a la recopilaciéon de los exdmenes, también reunimos en una base de datos
informacién sobre los mismos. De cada examen, registramos la fecha en que fue tomado,
la materia a la que corresponde, el profesor que estuvo a cargo y los estudiantes que lo
rindieron. A partir de esta informacion, presentamos algunas estadisticas que nos resul-
taron interesantes.

Figure 12.1: Distribucién de exdmenes por materia.

Ecuaciones Algebra Universal
. . . 3%

Materia Cant. Dl.ferenualeslen Teoria de Lie

- . Derivadas Parciales 39
Funciones Complejas 62 3%
Estructuras Algebraicas 61 Estadistica

) 4%
Fun'c1ones Refﬂes ‘ 53 Topologia
Variedades Diferenciables 36 Algebraica

Algebra Lineal Numérica 20 6%
Topologia Algebraica 17 _
Estadistica 11 D.Var'Eda_'des

) . . iferenciables
Ecuaciones Diferenciales 10 12%
Analisis Funcional 8 Al Funcional
e . unciona
Algebra Universal 8 " 'SISZ%
Teoria de Lie 8 Algebra Lineal
Total 294 Numérica

7%
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Figure 12.2: Profesores que

mas examenes tomaron.
Profesor Cant.
Jorge Vargas 23
Roberto Miatello 16
Marcos Salvai 13
Toméas Godoy 12
Marta Urciuolo 12
Carlos Olmos 11
Linda Saal 11
Maria Druetta 10
Sonia Natale 10

Figure 12.3: Porcentajes de examenes por turnos.

Figure 12.4: Cantidad de personas que rindieron por ano.
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Figure 12.5: Cantidad de exdmenes tomados por ano.
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Figure 12.6: Cantidad de exdmenes tomados por ano de Funciones complejas.
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Figure 12.7: Cantidad de exdmenes tomados por afio de Estructuras algebraicas.
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Figure 12.8: Cantidad de exdmenes tomados por afio de Funciones reales.
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Figure 12.9: Cantidad de exadmenes tomados por afio de Variedades diferenciales.
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Figure 12.12: Cantidad de exdmenes tomados por ano de Estadistica.
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Figure 12.15: Cantidad de exdmenes tomados por ano de Algebra universal.
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Figure 12.16: Cantidad de exdmenes tomados por afio de Teorfa de Lie.
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Figure 12.17: Cantidad de exdmenes re-
copilados histéricos.
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Figure 12.19: Cantidad de exdmenes re-
copilados entre 1996-2009.

Figure 12.18: Cantidad de exdmenes re-
copilados entre 1980-1996.
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Figure 12.20: Cantidad de exdmenes re-
copilados entre 2009-2017.
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