GRUPOS DE COXETER Y SU COMBINATORIA

IVAN ANGIONO

RESUMEN. Estudiaremos los grupos de Coxeter partiendo de sus propiedades asocia-
das a la funcién longitud y expresiones reducidas para un conjunto de generadores
fijo. Introduciremos dos o6rdenes parciales entre los elementos del grupo y daremos
su relacion también con las expresiones reducidas. Finalmente introduciremos el con-
junto de raices asociado a un grupo de Coxeter y parte de su utilidad para obtener
resultados sobre el grupo.
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INTRODUCCION

Una de las cuestiones que mas llama la atencién de las mateméticas es, a mi juicio,
la traduccion de un problema de un area en un problema de otro area, a veces com-
pletamente diferente, para simplificar notoriamente la obtenciéon de la respuesta que
se busca. Un ejemplo claro estd relacionado con los grupos de Lie. En primer lugar se
traducen varias preguntas sobre su compotamiento a preguntas sobre el algebra de Lie
asociada, y el problema inicialmente geométrico/analitico se traduce en un problema
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algebraico. En el caso de algunas de esas algebras podemos considerar un grupo aso-
ciado, el grupo de Weyl, generado por elementos de orden 2 y satisfaciendo algunas
propiedades especiales, lo cual traduce parte del problema a estudiar en otro problema
algebraico, pero referido a la teoria de grupos. Sin embargo, en este contexto apare-
cen los grupos de Coxeter, que generalizan esta idea y traducen nuestras preguntas al
ambito combinatorio.

Y aqui aparece otra cuestion importante: el desarrollo de una teoria como la de
grupos de Coxeter, que vio la luz generalizando los grupos de Weyl, tiene consecuencias
fundamentales en otras dreas de la matemética. En este caso, ademés de su aplicaciéon a
la teoria de Lie, los grupos de Coxeter y su rica combinatoria tienen un fuerte impacto
en problemas algoritmicos, topologicos y algebraicos de distinta indole, algunos de ellos
de gran dificultad como los asociados a los polinomios de Kazhdan-Lusztig, ver |1, 4].

En estas notas descubriremos la teoria béasica asociada a estos grupos. En primer
lugar daremos su definicion y mostraremos algunos ejemplos conocidos que resultan ser
grupos de Coxeter. Estudiaremos sus primeras propiedades, tales como la propiedad
de Intercambio o la propiedad de Supresiéon, que caracterizan al grupo. En la segunda
parte, introduciremos el orden de Bruhat y conoceremos una caracterizacioén importante
del mismo, asi como una descripcion de sus intervalos y aplicaciones a grupos de Coxeter
finitos. También conoceremos otro orden, el débil, y algunas propiedades. En la tltima
parte mostraremos una representacion fiel del grupo, que nos permitird interpretarlo
como un grupo generado por reflexiones en algin espacio vectorial R", las consecuencias
de la existencia de dicha representacion y la introduccion del sistema de raices asociado.

Notaciéon. N denotara el conjunto de ntimeros naturales, Ny el de enteros no negativos
v Ny el conjunto NU {oo}. Dado n € N, I, denotara el conjunto {1,2,...,n}.

Dados a,b elementos de un conjunto A, d,, es el simbolo de Kronecker; es decir,
5a7b:0Si(I7éb, 5a7b:18ia:b.

Dado un producto ordenado s; - - - s, de elementos s; de un grupo, denotaremos

al producto ordenado que resulta de quitar s;,,...,s;,.

1. GRUPOS DE COXETER: DEFINICION, EJEMPLOS, PROPIEDADES

Los grupos de Coxeter se definen a partir de una presentacion por generadores y
relaciones. A continuacion presentaremos dicha definicion diferentes ejemplos, desde
los mas conocidos hasta los relacionados con las diferentes aplicaciones; en efecto,
explicaremos algunos de los usos de esta familia de grupos. Finalmente consideraremos
las propiedades bésicas que tienen estos grupos, relacionadas especialmente con la
longitud, y describiremos una familia de subgrupos, que resultan ser también grupos
de Coxeter. Los resultados fueron extraidos principalmente de [1, 2|, recomendamos
fuertemente leer estos libros a quien se interese en el tema.

1.1. Definiciones y propiedades béasicas. Consideramos para empezar dos defi-
niciones que nos seran tutiles para introducir los grupos de Coxeter.
Definicién 1.1. Sea S un conjunto. M € N$*S es una matriz de Cozeter si

= es simétrica, o sea m;; = m;; para todo par de elementos i,j € S,y
» m;; = 1 siy solamente sii = j.
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Un diagrama de Cozeter es un grafo cuyo conjunto de vértices es S, y cuyas aristas
son los conjuntos de dos elementos {4, j}, con i # j € S tales que m;; > 3. Las aristas
tales que m;; > 4 estan etiquetadas con m;; = my;.

Ejemplo 1.2. Las siguientes matrices son de Coxeter:

13 2 BEE
(1.1) 3 1.5 ],
9 5 1 7T 2 1 2
co 2 2 1
Sus respectivos diagramas de Coxeter son:
0’1 052 2 o3 0% T 0% 2 o
092

Como en [2], consideramos un grupo W con unidad 1, y S un conjunto de generadores
tal que S7! = S. La longitud de w con respecto a S se define como

ls(w) :=min{n € Ny : Js1,...,s, € S tales que w = s1 - - s}

En general S estara determinado por el contexto, y denotaremos simplemente ¢(w) a
la longitud. Una expresion w = s; - - - s se dice reducida si k = ((w).

Observacion 1.3. Algunas de las propiedades bésicas de las expresiones reducidas y la
funcion longitud son las siguientes:

= Six,w € W, se verifican las siguientes formulas:
l(zw) < l(z) + l(w), {(w) = L(w™), [0(w) — £(z)] < L(wz™T).

m 51w = 51°--5p5p+1 - S, €s una expresion reducida, entonces w; = s1---5, ¥
Wy = Sp41 - - - S son expresiones reducidas.

w Siwy =815, ywy =5) - s; son dos expresiones de wy y we, y {(wiws) = p+q,
entonces las expresiones anteriores son reducidas.

Ahora asociaremos a cada matriz de Coxeter M sobre S (o equivalentemente a cada
diagrama de Coxeter) un grupo de Coxeter. Fijemos M una matriz de Coxeter. S2, es
el conjunto de pares (s,1), s,t € S, tales que mg < oco.

Definicién 1.4. Decimos que (W,S) es un sistema de Cozeter si W es el grupo
presentado por generadores S, y relaciones (st)™st = 1, para cada par (s,t) € S7, . Esto
es, W es isomorfo al cociente F'/N, donde F' es el grupo libre generado por S,y N es
el subgrupo normal generado por (st)™, (s,t) € S3..

En tal caso, W se dice un grupo de Coxeter, y S es el conjunto de generadores
de Cozeter. El rango de (W,S) es el cardinal de W. El sistema es irreducible si el
diagrama de Coxeter es conexo.

Veremos mas adelante que existe una correspondencia biyectiva entre matrices de
Coxeter y sistemas de Coxeter, salvo isomorfismo.

Observacion 1.5. Notar que en particular s> = 1, para todo s € S, pues mg, = 1.
Ademés, la relacion (st)™* =1 es equivalente a:

ststs-- - = tstst- - -
N—— N——

me elementos mg elementos
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Observacion 1.6. Sea m : F' — W la proyeccion canodnica desde el grupo libre F
generado por §. Un morfismo de grupos ® : ¥ — G, donde G es un grupo arbitrario,
estd caracterizado simplemente por una funcion ¢ : S — G; es decir,  es el tnico
morfismo de grupos tal que ®|s = ¢. Luggo, ® induce un mgrﬁsmo de grupos P :
W — G siy solo si N C ker @; i.e., existe @ : W — G tal que & o = ® si y solo si
(1.2) d(s)? =e, (P(s)P(1))™ =& ((st)™) =1, para todo par s,t € S.

Por ejemplo, ® : F' — {£1} definido por ®(s) = —1 para todo s € S, induce un
morfismo ® : W — {£1}. Notar que ®(w) = (—1)“™) para todo w € W, con lo cual

(1.3)  L(ww') =l(w) +6(w') mbéd 2 para todo par de elementos w, w' € W.

Ejemplo 1.7. Para la primer matriz del Ejemplo 1.1, el grupo de Coxeter es el generado
por s;, ¢ € I3, y las siguientes relaciones:

2 _ 2 _ 2
51 =585 =s53=1, 818281 = $28182,

5953595359 = 8359535253, S§183 = S381.

Para la segunda matriz, el grupo de Coxeter es el generado por s;, ¢ € Iy, y las relaciones:

2 2 2 2
S] =85 =583 =15, =1, 818281 = 825182,
51535153515351 = §3515351535153, 5253 = 5352,
5354 = 5453, 52854 = 5452.

1.2. Ejemplos clasicos. A continuacién interpretaremos varios grupos conocidos
como grupos de Coxeter, para algiin conjunto de generadores S adecuado.

Ejemplo 1.8. (W =Zy X -+ X Zs,{e1,...,e,}), donde ¢; es el generador de la i-
ésima copia de Zs, es un sistema de Coxeter cuyo grupo es de orden 2". Su diagrama
de Coxeter consta de n vértices desconectados, pues su matriz de Coxeter es m;; = 1,

Ejemplo 1.9. El grafo completo de n vértices cuyas aristas estan etiquetadas con oo
corresponde al grupo de Cozeter universal U, de rango n. Es el grupo generado por n
elementos de orden 2, sin relaciones extras, cuyos elementos son todas las palabras en
n letras que no tienen dos letras iguales repetidas.

El nombre proviene del hecho que, si (W, S) es otro grupo de Coxeter con n genera-
dores, existe un morfismo suryectivo de grupos U, —-» W para cada biyeccion I, — S.

Ejemplo 1.10. Recordemos que el grupo simétrico S,, es decir, el grupo de permuta-
ciones de [, admite una presentacion por generadores s;, 1 <7 <n — 1 y relaciones:

2 Cp. .
sy =1, 8iSiy15i = Si4185iSiq41, i85 = 8;8; i [i — j| > 2,

donde s; = (4,74 1) es la biyeccion que permuta los elementos i e ¢ + 1, y por lo tanto
tiene orden 2. En consecuencia, su matriz de Coxeter tiene como entradas mg; = 1,
Miie1 =3, mi; = 2 si |i — j| > 2, y su diagrama de Coxeter es:

051 052 e 0577.—1 .
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Ejemplo 1.11. Si consideramos el diagrama de Coxeter infinito:

oSl 052 o053 o4

el grupo correspondiente es el de biyecciones de N que mueven a lo sumo una cantidad
finita de elementos. Es decir, el conjunto de biyecciones o : N — N tales que el conjunto
{n € N:o(n) # n} es finito. El mismo admite una presentaciéon por generadores s;,
1 > 1y relaciones como en el caso de S,,.

Ejemplo 1.12. Supongamos ahora que tenemos un conjunto de cartas numeradas de
1 a n, donde en la parte superior de la j-ésima carta se escribe +j, y en la parte
inferior —j. Nuestro nuevo grupo SZ consta de todas las formas de ordenar las cartas,
pudiendo poner hacia arriba +j o —j para cada carta. Asi, un elemento del grupo es
una permutacién de I, junto con la informacion de los signos, es decir una funcion
I, — {+, —}; luego, |[SB| = 2™ - nl. Podemos probar que el grupo SZ est4 generado por
las mismas s;, 1 < i < n — 1 (las biyecciones que cambian de lugar las cartas de las
posiciones i e i + 1, sin modificar la cara que estd hacia arriba) y s, el elemento que
voltea la carta que estd en la parte superior de la pila. Es claro que sps; = s;s0 para
cada ¢ > 1, mientras que Sps15051 = S1505150, pues ambas operaciones son:

(+1,42,43,--- ,4+n) — (=1, -2,43,--- ,+n).
En consecuencia, el diagrama de Coxeter de S? es:

o L o 0%2 ofn—1 |

Este grupo admite un subgrupo S2 que consiste de todos los movimientos de la pila
que rotan un nimero par de cartas. Ahora, s{ = 595150 es la simetria

(+1,42,43,--- ,4n) = (=2,-1,+43,--- ,4+n),
que toma las dos primeras cartas como un bloque y las voltea. Notar que sjsys; =

95089, Sp81 = 818, por lo cual el diagrama de Coxeter de S es:

’
0%

051 052 e 0577.—1 .

Ejemplo 1.13. Consideremos dos rectas ¢; y ¢, en R? que pasan por el origen tal
que el dngulo entre ellas es m/m, con m > 2. Denotamos por 7, y ry a las reflexiones
ortogonales por £ y /s, respectivamente, de modo que 7,75 es la rotacién de R? por un
angulo 27 /m. Luego, (r172)™ = id. Sea D,, el grupo generado por r; y ry. Podemos
identificarlo con el grupo de simetrias de un m-agono regular, de modo que es un grupo
finito, conocido como grupo diedral. Dicho grupo tiene orden 2m, pues consta de todas
las rotaciones del plano por un angulo de 27k/m, 0 < k < m, seguido o no de la
rotacion ri.

52

Si consideramos el diagrama de Coxeter o°! 0°2 el correspondiente grupo
de Coxeter I (m) esta presentado por generadores s;, sy, y relaciones s = s3 = e,
(s152)™ = e, de modo que existe un morfismo suryectivo ¢ : Is(m) — D,, determinado
por s; — ;. Ahora, de acuerdo a la Observacion 1.5, todo elemento de Ir(m) puede
expresarse como una palabra s;S581 -+ 0 $28159 - -+, de longitud a lo sumo m, de modo
que |Ir(m)| < 2m = |D,,|. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo, y cada grupo diedral es

un grupo de Coxeter.
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Notar que si el angulo entre ¢; y {5 no es de la forma gm, ¢ € Q, entonces 75 tiene
orden infinito, y asi obtenemos el grupo de Coxeter I3(00) asociado al diagrama de

Coxeter o®! o%2 |

Podemos obtener de modo anélogo los grupos de simetria de los poliedros regulares,
o mas generalmente (es decir, en dimensiones mas grandes) de los politopos regulares
en R%, d > 3. En R3 los poliedros regulares y sus correspondientes grupos de simetria
son: tetraedro, con grupo de tipo Az, es decir Sy; cubo y octaedro, con grupo Bs, es
decir S¥; dodecaedro e icosaedro, con grupo Hs, que es el correspondiente al diagrama

5
(¢]

o

0.
1.3. Propiedades de intercambio y de supresion. Fijemos (W,S) un sistema
de Coxeter. Sean:

(1.4) T :={wsw':s€8Swe W}, R:={1,—-1} xT.

Dada s = (sy,...,S,) una sucesion finita de elementos de S, definimos

(1.5)  Z(s) :=(t1,...,tn), donde t; = (s1-+-8j-1)8;(sj—1--s1) € T, j € L.

Notar que t; = s1, y ademés sy ---s, = t, ---t;. Para cada t € T, denotaremos n(s,t)
al nimero de enteros j € I, tales que t; = t.

Lema 1.14. (i) Para cada w € W y t € T, la paridad de n(s,t) no depende de la
sucesion de elementos s tal que w = s1---5,.
Ast, denotaremos n(w,t) := (—1)"(5”5), para cualquier sucesion S como antes.

(i) Sea S(R) el grupo de permutaciones de R. Para cada w € W, sea U, : R = R la
funcion definida por

(1.6) Uyl(e,t) := (en(w‘l, t),wtw_l), e==x1,teT.
Luego, U : W — S(R), w — U, es un morfismo de grupos.

Demostracion. Sea F' el grupo libre generado por & como en la Observacion 1.6. Defi-
nimos U : F' — S(R) como el morfismo de grupos determinado por s — U, s € S,

Us(e,t) = (e(—1), sts), e=*x1,teT.

Se deduce facilmente que U2 = idg, de modo que el morfismo esta bien definido; es
decir, en principio U, define una funcién de R en si mismo, la cual resulta ser una
biyeccion por la relacién anterior.

Dada s = (s1,...,8,), sean w = 8, - - - 81, con lo cual Ug = Uy, o---oUs,. Probaremos
por induccion en n que Ug(e, t) = (e(—1)"D wtw ™).
Sin = 0,1, la prueba es directa. Si n > 2, sean 8 = (81,...,8,1), W = Sp_1 -+ S1;

asi, w = s, w. Por hipdtesis inductiva,
Usle,t) = U, o Us(e,t) = Us, (e(—1)"®D Gt ") = (e(—l)"(/s\’t)wxn@t@‘l,wtw%) .

Asi, basta probar que n(s,t) = n(s,t) + d,, ata-1, que sigue de =(s) = (2(8), W 's, ).

Consideremos s,t € S tales que my, < oo. Denotamos p = st € F, y p a su
imagen en W. Sea s = {s,t,s,¢,...,s,t}, sucesion de longitud 2mg. Notar que p
tiene orden mg y los elementos ¢; asociados son t; = p/~ts. Luego, t1,..., %y, son
todos distintos, y t,,,,+; = t;, para todo 1 < j < mg. Asi, n(s,t) € {0,2}, de donde
Upmst = (Us o Up)™t = idg. De acuerdo a la Observacion 1.6, U induce un morfismo
U: W — S(R) tal que Uonm = U. Es decir, si w € W se expresa como w =
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81+ 8n, entonces Uy(e,t) = (e(—1)"®Y wtw™), de modo que (—1)"®Y no depende
de la expresion elegida, y probamos (i) y (ii) simultdneamente. O

Podemos ahora caracterizar las expresiones reducidas a partir de los conjuntos =(s).

Lema 1.15. w = sy - - - 5, es una expresion reducida de w si y solo si t; # t;, para todo
par i # 5 €1,.

Demostracion. Dados s, Z(s), w como antes, sea T, := {t € T : n(w,t) = —1}.
Notar que 7, C {t1,...,t,} para cualquier expresion de w, con lo cual se deduce que
|Tw| < €(w), al considerar una expresion reducida.

Ahora, si todos los t;’s son diferentes, entonces n(s,t) vale 1 sit = t;, y 0sit ¢
{t1,...,tn}. Asi, T, = {t1,...,tn}, con lo cual n = |T,| > {(w). Luego, n = {(w); es
decir, la expresion es reducida.

Ahora si t; = t; para i < j, se tiene que s; = us;ju”"', donde u = s;41 -+ 8j_1, y asi

2 P~ .
w:31"'5i—13iU5j5j+1"‘3n:31“‘5i—1(5iu)3j+1"‘3n:31“‘5i“‘3j“‘3n,

es decir, s no da lugar a una expresion reducida de w. O

Definicién 1.16. Dados un grupo W y un conjunto de generadores S, se dice que
(W, S) satisface la propiedad de intercambio fuerte si vale la siguiente afirmacion.

PIF: Sean w € W y t € T tales que {(tw) < {(w). Para cada sucesion s =
{s1,...,8,} de elementos de S tales que w = s1...s,, existe j € I, tal que

1S1---8j_1 = 81"""8j_15;.
Se dice que (W, S) satisface la propiedad de intercambio si vale lo siguiente.
PI: Sean w € W y s € S tales que {(sw) < {(w) = n. Para cada expresion
reducida w = s; - - - s,,, existe j € [, tal que ss;---5;_1 = 51---5;_15;.
Se dice que (W, S) satisface la propiedad de supresion si vale lo siguiente.

PS: Sean w € W y s = {s1,...,8,} una sucesion de elementos de S tales que
W =81 Sy, L(w) < n. Existen 1 <i < j < n tales que

w:sl---(éji---(é\j---sn.

Notar que, tal como lo indican sus nombres, PIF = PI. Veremos ahora que los
sistemas de Coxeter satisfacen ambas propiedades.

Teorema 1.17. Todo sistema de Cozeter (W,S) satisface la PIF.
Demostracion. Dados w € W y t € T, probaremos en primer lugar que:
Afirmacién 1.1. ((tw) < l(w) si y solo si n(w,t) = —1.

Asumimos primero que n(w,t) = —1, y fijemos w = s1 - - 8, una expresion reduci-
da. Luego, t € Z(s1,- -+, Sm), pues t aparece un nimero impar de veces, o lo que es
equivalente, ¢ = (s1---5j-1)sj(sj_1 - $1) para algin j. Luego,

C(tw) = 0(sy -+ Sj_18j41 - Sm) < L(w) = m.
Ahora, si n(w,t) =1, el Lema 1.14 nos dice que:
U ()1 (e,t) = UwflUt(E,t> = Uw71( — e,t) = ( —en(w, t), wtw_l) = ( — €, wtw_l).
Asi n(tw,t) = —1, con lo cual la prueba anterior dice que ¢(w) = £(t(tw)) < {(tw).

Sil(tw) < l(w), se tiene que n(w,t) = —1;8i w = s - - - 5, es una expresion cualquie-
ra, se tiene que ¢ = (sy---s;_1)s;(sj_1---s1) para algin j, y se satisface la PIF. [
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Corolario 1.18. Sean w = sq - - - s, una expresion reducida yt € T. Son equivalentes:
1. l(tw) < (w),
2. tw =581 ---8j_15j41 """ Sp, para algin j € L,
3. t=51---5;_18j5j_1 -+ 51 para algin j € L.

Mids ain, 7 estd univocamente determinado en los items anteriores.

Demostracion. La equivalencia entre 1. y 2. se sigue del Teorema 1.17. Ademas, se
deduce facilmente que 2. vale sii vale 3. y la unicidad se deduce del Lema 1.15. U

Definicién 1.19. Sea w € W. Consideremos los siguientes conjuntos:
To(w) :={teT : l(tw) < {(w)}, Dp(w) :==T(w)NS,
Tr(w) ={t T : l(wt) < l(w)}, Dr(w) := Tr(w) N S.

Tr(w) (resp. Tr(w)) es el conjunto de refleziones asociadas a izquierda (resp. a derecha),
y Dp(w) (resp. Dr(w)) es el conjunto descendente a izquierda (resp. a derecha).

Sea w = s1 - -+ S, una expresion reducida. Notar que, de acuerdo al Corolario 1.18,
To(w) = {s1---sj-18;8j-1---s1]7 € I}

y como el Lema 1.15 nos dice que todos estos elementos son diferentes, se tiene que

(1.7) | To(w)] = f(w).
Ademas, se verifica que
(1.8) Tr(w) = To(w™), Dr(w) = Dr(w™).

Daremos a continuacién otras consecuencias del Teorema 1.17.

Corolario 1.20. Sean s € S, w € W. Se verifican:

1. s € Dp(w) sii existe una expresion reducida de w comenzando en s,
2. s € Dr(w) sii existe una expresion reducida de w finalizando en s.

Demostracion. Basta con probar 1., pues 2. se deduce de este item y (1.8).

Para probar 1., si s € Dy (w), el Corolario 1.18 dice que sw = s1---5j_15j+1 S
para algtin j y una expresion reducida de w, de donde w = ss1---5;_15j41 -5, €s una
expresion reducida. La definicion del conjunto Dy (w) implica la reciproca. O

Proposicion 1.21. (W, S) satisface la PS.

Demostracion. Sea w = Sy -+ Sy, L(w) < m. Elegimos el mayor i tal que $;8;41 - Sp
no es reducida. Asi, £(s;S;41-*Sm) < €(Sit1--+Sm), de modo que, por el Teorema
1.17, existe j > i tal que $;Si41-- - Sm = Sit1--+5; - Sm, con lo cual w = s1---s,, =
1o 85y S 0

De esta propiedad se derivan las siguientes consecuencias:

Corolario 1.22. 1. Cada expresion w = sy -+ - 8, contiene una expresion reducida
que se obtiene quitando una cantidad par de letras.

2. Siw=s81- 8, =sy---s, son dos expresiones reducidas, entonces

{s1,...,sm}t={s],...,s,}

3. Ningun generador de Cozeter s € S puede expresarse en términos de los restantes
generadores; luego, S es un conjunto minimal de generadores para W .
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Demostracion. La primer afirmacion sigue de modo inmediato de la Proposicién ante-
rior, mientras que la ultima sigue de la segunda afirmacion.

Probaremos la segunda afirmaciéon por induccion en £(w). Para ello, el caso ¢(w) = 1
es trivial. Supongamos ahora que vale para m—1 > 1, y sea w elemento de longitud m,
para el cual consideramos dos expresiones reducidas distintas w = sy -+ s, = 8-+ 5)..
Como ((siw) = m — 1 < l(w), existe j € I, tal que s\s;---sj_1 = s1---55, de
acuerdo al Teorema 1.17, con lo cual s} = s1---5;_15;5,_1---51. De acuerdo a la
primer afirmacion de este corolario, podemos obtener una expresion reducida de s| a
partir de s;---s;_15;5j_1---s; borrando una cantidad par de elementos, de modo que
nos quedaremos finalmente con un tnico elemento: | = s; para algun [ € I,,,. Ademaés,

/ / / /
w :32"'3m:3131"'3m:51"‘3j—15j+1“‘5m

tiene longitud m — 1, y se aplica hipotesis inductiva para ver que {s),... s, } C
{s1,...,8m}. Luego, {s1,...,8m} 2 {s},...,s.}, y el resultado se completa intercam-
biando los roles de las expresiones reducidas. O]

1.4. Caracterizaciéon de los grupos de Coxeter. Luego de verificar que todo
grupo de Coxeter satisface las PS y PI, veremos la fortaleza de estos enunciados, pues
caracterizan los grupos de Coxeter. Mas exactamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.23. Sea W un grupo y S un conjunto de generadores de orden 2. Son
equivalentes:
(i) (W,S) es un sistema de Coxeter,

(i) (W,S8) satisface la Propiedad de Intercambio,
(i) (W,S) satisface la Propiedad de Supresion.

Demostracion. (i) = (iii) La prueba de la Proposicion 1.21 no utiliza la hipétesis de
tener un sistema de Coxeter sino simplemente que satisface la PI.

(i) = (ii) Sea w = s1---8, una expresion reducida, y s € S tal que {(sw) <
n = {(w). Como asumimos que vale la PS, podemos quitar dos letras de ss;---s,
y obtener una nueva expresion de sw. Si ninguna de esas letras es s, entonces sw =
§S1-+8;+-+5;---8, para algunos ¢ < j € I, con lo cual w = 57 ---5;---5;--- s, tiene
longitud menor o igual que n — 2, que es un absurdo. Asi, una de las dos letras a quitar
es s, con lo cual sw = ssy---5;---s, para algin i € I[,, y (W, S) satisface la PL.

(i) = (ii) Sigue del Teorema 1.17.

(ii) = (i) Sea s - - - s, = e una relacion en (W, S), un grupo generado por elementos
de orden 2 que satisfacen la PI; es decir, si consideramos el morfismo de grupos ¢ :
F'— W, donde F es el grupo libre generado por S, consideramos s; - - - s,, € ker ¢.

Notar que r = 2k para algun k, dado que ya vimos que vale PI < PS. Asi escribimos
la relacion como s; - - - s, = s} - -+ s}. Probaremos por inducciéon en k que esta relacion
se deriva de relaciones del tipo (ss')™ss = e; o sea, ker ¢ esta generado por (ss)™ss' y
s?. Si k =1, entonces s; = s}. Asumimos ahora que todo elemento de ker ¢ expresado
por menos de 2k elementos pertenece al subgrupo N generado por (ss')™ss y s2.

» Si sy -5, no es reducida, existe ¢ € I tal que s;41 - - - s es reducida, pero s; - - - s
no lo es. Aplicando la PI, existe j > 4 tal que s;41 -85 = 8;Sip1---5; - k.
Como esta relacion tiene longitud menor que 2k, estd en N, lo cual nos lleva a
la relacion

-~ / /
51"'51515i+1"'5j"'5k:31"’5k,
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de la cual podemos quitar s?, y por lo tanto estd en N por hipotesis inductiva,
y por lo tanto la relacion inicial también lo esté.

» Sisp--- s es reducida, asumimos que s; # s, pues en tal caso las quitamos y
obtenemos una relaciéon de longitud menor. En otro caso, existe ¢ € I tal que
S1--+8; = sys1---8;_1, a partir de la cual obtenemos sy ---S;--- s = s 5,
que por hipétesis inductiva pertenece a N. Si ¢ < k la prueba esta completa, pues
la relacién estd en N a partir de reemplazar la igualdad anterior en la original.

Sii =k, se tiene s} sy --s,_1 = )85 -- s}, con lo cual basta probar que

S1S1° 7 Sko1 = S182" " Sk
es una relacion en N. Repitiendo el argumento, basta probar que
§181° - Sk_1 = 81818182 - Sk_2
es una relacién en N. [terando este proceso, lo anterior se reduce a probar que
5181818 = sy s18181
la cual se sigue que pertenece a N a partir de (s;s7)"*1*1 = e.
Luego, (W,S) es un sistema de Coxeter. O

Veremos aplicaciones de este Teorema en los ejercicios para probar que algunos gru-
pos generados por elementos de orden 2 son efectivamente sistemas de Coxeter.

1.5. Subgrupos parabolicos. A lo largo de esta seccion, fijemos X un subconjun-
to de S. Denotaremos Wy al subgrupo de W generado por los elementos s € X.
Subgrupos de este tipo se dicen parabdlicos.

Para cada w € W, llamamos X (w) al conjunto de elementos s € S que aparecen
en una expresion reducida de w; notar que dicho conjunto no depende de la expresiéon
elegida, de acuerdo al Corolario 1.22.

Proposicién 1.24. Para cada X C S, se tiene Wy = {w € W : X(w) C X'}.

Demostracion. Sea Sy := {w € W : X(w) C X'}. De la definicion de este conjunto se
sigue que Sy € Wy, con lo cual basta con probar que Sy es un subgrupo. En primer
lugar, X(w) = X(w™?), pues si w = s - - 5, entonces w— ' = s, - - - 51. Luego,

U)ESX@X(%U) :X(wfl) §X<:>w71 GSX.

Por otro lado, sean w,w’ € Sy, y w = 81 -+ 5y, W = s) - - - s/ dos expresiones reducidas.
Luego, ww' = sy --- 8,5 - -+ s, es una expresion de ww', de la cual podemos obtener una
expresion reducida quitando algunos elementos (posiblemente ninguno), de acuerdo al
Corolario 1.22. Asi, X(ww') C {s1,...,8n,81,...,8,} = X(w) UX(w') C X, con lo
cual ww’ € Sy. Por lo tanto, Sy es un subgrupo. O

Corolario 1.25. Wy NS =4X.
Demostracion. Inmediato de la Proposiciéon anterior, pues X (s) = {s}. O

Para cada w € Wy, denotaremos (y(w) a la longitud de w como elemento de W y,
considerando el conjunto de generadores X

Corolario 1.26. Para cada w € Wy, lxy(w) = {(w).

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.24 y la independencia de la expresion re-
ducida para obtener X,. O
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A continuacion caracterizaremos los subgrupos Wy. La propiedad mas importante
es que Wy es un grupo de Coxeter.

Teorema 1.27. (i) (Wy, X) es un sistema de Cozeter.
(i) Si X, X" son dos subconjuntos de S, entonces Wy C Wy si y solo si X C X',
(iii) Sea (X;)ier una familia de subconjuntos de S, y X = N1 X;. Entonces,

Wy =NiciWy;,.

Demostracion. (i) Wy es un grupo generado por elementos de orden 2, con lo cual
basta con probar que satisface la PI, de acuerdo con el Teorema 1.23. Si x € X y
w € Wy son tales que ly(zw) < x(w) = n. A partir del corolario anterior, ¢(zw) <
l(w) = n. Si w = s1---8, es una expresion reducida, entonces s; € X(w) C X de
acuerdo con la Proposicion 1.24. Utilizando que W satisface la PI, existe ¢ € I, tal
que 818,71 = 81---8; asi, (Wy, X) satisface la PL.

(i) Sigue de la Proposicion 1.24 y el Corolario 1.25.

(iii) Es inmediato a partir del inciso anterior. O

A partir del Teorema anterior comprenderemos la relacién entre las componentes
conexas del diagrama de Coxeter y los correspondientes subgrupos W y, de acuerdo con
el resultado que presentaremos a continuacion. Esta relaciéon nos permitird reducirnos
al estudio de grupos de Coxeter con diagrama conexo.

Proposicion 1.28. Sea (S;)ie; una particion de S tal que mg = 2 (es decir, st =ts)

para cada s € S;, t € S;, i # j. Entonces, W =[],., W

Demostracion. Para cada i € I, sea W/ el subgrupo generado por todos los Wi, j # i.
Notar que W/ es exactamente el grupo generado por S\ S;. El Teorema 1.27 nos dice
que W5, "W, = Wy = {e}. Ademés, W esta generado por la union de los Wg,’s, con
lo cual el resultado esta probado. O

Ejercicios.

1. Completar los detalles de los Ejemplos; es decir, probar efectivamente que los
ejemplos son grupos de Coxeter y que se satisfacen las relaciones indicadas.

2. Consideramos los siguientes elementos de S;5: a1 = (12)(34), ay = (12)(45), a3 =
(14)(23). Probar que a7 = id y calcular el orden de los 3 productos a;a;, i < j.
Probar que existe un isomorfismo de grupos entre Hs y Ss.

3. El ejercicio anterior muestra que un mismo grupo puede tener mas de una es-
tructura como sistema de Coxeter, simplemente eligiendo diferentes conjuntos
de generadores. Veremos otro ejemplo. Consideremos el grupo diedral Dg que
tiene 12 elementos, ver el Ejemplo 1.13. Si &' = {ry, (r172), m2(r172)3}, probar
que (W,S8’) es un sistema de Coxeter reducible.

4. Probar que para todo par de elementos u # w € W, se tiene Ty (u) # Tr(w).

. Caracterizar 7 para cada grupo diedral D,,.
6. Probar que Tp(uw) = Tr(w) A w™Tr(u)w para todo par de elementos u, w € W

(donde A denota la diferencia simétrica entre los conjuntos).

7. Dados u,w € W, probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
o) () = () + £(w),
b) Tr(w)( 75%( ) =10,
¢) Tr(uw) = Tr(w) Jw™ Tr(u)w,
d) Tr(uw) =

Tr(w) W w ' Tr(u)w (es decir, la union es disjunta).

(&)
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8. Dado z € S,,, definimos el ntimero de inversion de z como:
inv(z) == [{(¢,7) : 1 <@ <j<na()>z()}

inv(z) — 1, x(i)>x(i+1);

inv(z) + 1, x(i)<x(i+1).

b) Usar el hecho anterior para concluir que ¢(z) = inv(z) (definimos ¢ para el
conjunto de generadores S = {s1,...,S,—1})-

¢) Probar que Dg(z) = {s; € S : z(i) > z(i + 1)}.

d) Concluir que (S,, S) satisface la propiedad del intercambio, y por lo tanto es

un sistema de Coxeter.
9. Dado X C S, sea Ty := {wsw™' : w € Wy, s € X}. Probar que Ty =T N Wy.

a) Probar que inv(zs;) = {

2. ORDEN DE BRUHAT, ORDEN DEBIL Y EXPRESIONES REDUCIDAS

Introduciremos a continuacién un orden parcial muy importante en el conjunto de
elementos de un grupo de Coxeter, llamado orden de Bruhat. También mencionaremos
algunas propiedades relacionadas con el orden débil. Veremos que el orden de Bruhat
esta relacionado con todas las subpalabras de las expresiones reducidas, mientras que
el orden débil esta relacionado con los comienzos de las mismas. Nuestra principal
referencia para esta seccion sera [1].

2.1. Orden de Bruhat: propiedades basicas.

Definicién 2.1. Sean (W, S) un sistema de Coxeter, y u,w € W.
(i) Escribiremos u——v sit=u"v € T y {(u) < {(v).

(i) Escribiremos u — v si existe ¢ € T tal que u——v .
(iii) Escribiremos u < v si existen w; € W tales que

u w1 Wo tee W, V.

El orden de Bruhat es el orden parcial en W definido por (iii) . El grdfico de Bruhat es
el grafo dirigido cuyos vértices son los elementos de W y cuyas flechas son las de (ii) .

Ejemplo 2.2. A continuacion, los graficos de Bruhat para Sz e I5(4).
(321) abab = baba

SN N

(312) (231) aba bab

= !

(132) (213)
| |

‘\\\\\‘123‘/////1 ! ’
(123) \ /

e

Lo anterior se deduce a partir de:

Ts, = {(213), (132), (321)}, Tio(a) = {a, b, aba, bab}.
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Comenzaremos a descubrir cuales son las propiedades de este orden. La primera seré
la PROPIEDAD DE SUBPALABRA, donde por una subpalabra de una palabra siss--- s,
entendemos una palabra s;, ---s;,, donde 1 <7y < --- <i; <n.

Teorema 2.3. Sea v = sy -5, una expresion reducida, y u € W. Entonces, u < v
sit u admite una expresion reducida que es una subpalabra de s1---s,.

Demostracion. (=) Sea u < v, con lo cual existen ¢; € T tales que

t() t1 to t'mf 1 tm
u w1 Wa tee W, V.

1=, -1 es una expresion reduciday z ) = t,, 0!, l(x,;}) < ((w™!), la PIF

Como v~

nos dice que QE;ZI = S,---8;---s1 para algin ¢ € I,, con lo cual z,, = s1---5; - Sp,.
Siguiendo, cada x,,_; se obtiene quitando k + 1 de las s;’s de la expresion reducida de
v, por lo cual u admite una expresiéon que es una subpalabra de v. Por la PS, u admite
una expresion reducida que es una subpalabra de esta expresion de u, y por lo tanto

es una subpalabra de la expresion reducida de v.

(<) Comencemos por probar el siguiente resultado.

Afirmaciéon 2.1. Sean u #v € W yv = s1--- 8, una expresion reducida. Asumimos
que u admile una expresion reducida que es subpalabra de v = sy---s,. Entonces
eriste w € W tal que u < w, l(w) = l(u) + 1 y w admite una expresion reducida que
es subpalabra de v = s1---s,.

Demostracion. Dado que la cantidad de expresiones reducidas de u es finita, pode-
mos elegir aquélla que sea subpalabra de v = s1---s,, es decir de la forma u =
S1+ 8y - Sip e Sny k= L(v) — L(u), con i minimo. Sea t = $,8,_1 S+ Sp_15n €
T, de modo que

—_—

ut:sl...sil...sik_l...Sik...

Asi, l(ut) < ¢(u) + 1. Supongamos que {(ut) < {(u), de modo que la PIF nos dice que

Sn.

"t =5,5,_1""8p - S,_15, Para algtn p > iy, o
- t:SnSn—l'"5;'"§¢\d"'Sp"'gi\d"'gz;"'sn—ﬁn para algun i, > ig > p.
En el primer caso, las dos expresiones distintas de ¢ nos dicen que
v = UtQ = (Sl : Sn)(snsn—l TSy Sn—lsn)<sn3n—1 e Sp Sn—lsn)
:51...51.\]9...5;...5”’
que contradice la hipotesis de que ¢(v) = n. En el segundo caso,

U=ut? = (5155 8p) (S Bin By Sy By B Sy)

~

(Sn8n71 PR Slk PR Snflsn) — 51 DY §Z PR Sp .. Sn7
que contradice la minimalidad de ij. Asi, ¢(ut) = ¢(u) + 1, con lo cual w = ut es el
elemento buscado. O]

Luego, la prueba es inmediata por induccion en ¢(v) — f(u) a partir del Lema. [

Corolario 2.4. Los intervalos de Bruhat [u,v] == {w € W : u < w < v} son finitos.
Mas ain, se tiene |[u,v]| < 2¢%).

Demostracion. Sean v = sq - - - 8, una expresion reducida, y ((si, ..., s,) el conjunto de
subpalabras de s; ---s,. De acuerdo al Teorema anterior, existe una funcién inyectiva
[ fu,v] = ((s1,. .., 8,), de modo que |[u,v]| < [((s1,...,5,)| = 2" O
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Corolario 2.5. La aplicacion W — W, w — w™!, es un automorfismo para el orden
de Bruhat. Esto es, u < v sit u=' < vl

Demostracion. Es inmediato a partir del Teorema anterior. O

A continuacion, probaremos que se satisface la PROPIEDAD DE CADENA.

Teorema 2.6. St u < v, entonces existe una cadena u < wy; < --- < w, = v tal que
l(w;) = £(u) + i para todo i € L,.

Demostracion. Es consecuencia de la Afirmaciéon 2.1. O

Observacion 2.7. u<lv denota un cubrimiento para el orden de Bruhat; esto es, u <g v
y no existe z € W tal que u < z < v. De acuerdo al Teorema anterior, u << v sii u < v
y L(v) =Ll(u) + 1.

Probaremos que también se satisface la PROPIEDAD DEL LEVANTAMIENTO.
Teorema 2.8. Siu <v ys € Dr(v) —Dr(u), entonces u < sv y su < v.

Demostracion. Aplicaremos varias veces el Teorema 2.3

Sea sv = s1 - -+ S, una expresion reducida; luego, v = ss; - - - s, también es reducida,
pues s € Dp(w). Asi, u admite una expresion reducida v = s;, ---;,, que es una
subpalabra de v = ssy---s,. Como su > u, pues s ¢ Dr(u), se tiene que s;, # s,
con lo cual u = s;, ---s;, es una subpalabra de sv = s;---s, y por lo tanto u < sv.
También, su = ss;, ---s;, es una expresion reducida y es a la vez una subpalabra de
v = 8§81 Sy, por lo tanto su < v. O

Corolario 2.9. (i) Sean s,s' € S tales que w<isw, s'w. Entonces, o bien sw,ws' <sws’,
0w = sws'

(i) Stse S, t €T, s#t, son tales que w < sw, tw, entonces sw, tw < stw.
Demostracion. Inmediata a partir de la Proposicién anterior. 0
Finalizamos esta subseccion con el siguiente resultado.

Proposicion 2.10. El orden de Bruhat en W es dirigido: esto es, para cada par de
elementos u,v € W existe w € W tal que u < w, v < w.

Demostracion. Lo probaremos por induccion en £(u)+£(v). Si £(u)+£(v) = 0, entonces
u=v=e,yw=e es un candidato. Asumimos ahora que ¢(u) + ¢(v) > 1, y que vale
la hipotesis inductiva. Podemos considerar u,v # e, pues w > e para todo w € W.
Sea s € Dy (u), de modo que ¢(su) = ¢(u) — 1. Por induccién, existe w’ € W tal que
su < w', v < w'. Usando el Teorema 2.8, se tiene que sw’ < w', en cuyo caso u < w',
o sw' > w', en cuyo caso u < sw'. Asi, el w buscado es en el primer caso w = w', y en
el segundo, w = sw'. O

2.2. Grupos finitos: algunas propiedades. A continuacion estudiaremos algunas
particularidades que presenta el orden de Bruhat cuando nos restringimos a grupos de
Coxeter finitos. En esta Subseccion, W sera siempre un grupo de Coxeter finito.

Proposicion 2.11. Eziste un inico elemento de longitud mdzima wy, que es mdrimo
para el orden de Bruhat.

Reciprocamente, si (W,S) es un sistema de Cozeter que admite un elemento u tal
que Dp(u) = S, entonces W es finito y u = wy.
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Demostracion. Existe algtin elemento de longitud maxima wy. Para cualquier otro ele-
mento w € W, la Proposicion 2.10 dice que existe una cota superior z de estos dos
elementos, la cual satisface ¢(wg) < ¢(z). La maximalidad de ¢(w) nos dice que wg = x
por el Teorema 2.3 (wy debe ser una subpalabra de x de la misma longitud) y asi
Wo > W.

Para la segunda afirmacion, probemos que v < u para todo v € W por induccion
en ((v) (el caso £(v) = 0 es trivial). Si v # e, existe s € S tal que sv < v, de modo
que s ¢ Dy (sv). Por hipotesis inductiva, sv < u, y por el Teorema 2.8, s(sv) = v < u.

Luego, W = [e, u] es finito, y u es el elemento maximo. O
Proposicion 2.12. El elemento wg tiene las siguientes propiedades:

(i) wg = e.

(i) L(wwy) = L(wy) — €(w) para todo w € W.

(iii) T (wwy) =T \ T (w) para todo w € W.

(iv) €(uwo) = |T].

(v) l(wow) = L(wp) — L(w), L(wowwy) = L(w) para todo w € W.

Demostracion. (i) Como £(wy') = £(wy), la unicidad del elemento de longitud méaxima
nos dice que wy' = wo.
(i) En primer lugar, {(w) + {(wwpy) = £(w™") + L(wwy) > £(wg). Ahora, probaremos
que £(w) +L(wwy) < £(wy) por induccion en £(wg) — €(w). Si £(wg) —€(w) = 0, entonces
w = wy y la igualdad es trivial. Asumimos ahora que vale para {(wg) — ¢(w) = k > 0,
con lo cual existe s € S tal que w < sw (ver Proposicion 2.11). Luego,

U(wwy) <l(swwp) +1 < (U(wg) — £(sw)) + 1

= l(wp) — (U(w) + 1) + 1 = L(wy) — (w),

lo cual concluye la prueba.

(iii) Notar que (ii) implica que tw < w sii twwy > w para todo t € T, con lo cual cada
t € T pertenece a uno y solo uno de los conjuntos T (w), Tz (wwy).

(iv) Siw = e en (i) , T = Tr(wo), y el resultado sigue de (1.7).
(v) Notar que £(wow) = (wtwy) = £(wg) — L(w™t) = L(wy) — £(w). O

2.3. Orden débil. Nuevamente (W,S) denotard un sistema de Coxeter.

Definicién 2.13. El orden débil o derecha <pg esta definido por la siguiente condicion:
u <p w sii existen s; € S tales que w = usy --- s,y L(usy---s;) =L(u)+1i
para todo 7 € I.
El orden débil a izquierda < esta definido por la siguiente condicion:
u <y w sii existen s; € S tales que w = sp - syuy £(s; - syu) = L(u) + 1
para todo 7 € I.

Observacion 2.14. Estos dos 6rdenes son diferentes; sin embargo estan relacionados por
la condicién:

u<pw & ut <z w L
Ademas, justamente son 6rdenes mas débiles que el de Bruhat: si u <z v o u < v,
entonces u < v.

Usaremos la siguiente notaciéon, analoga a la relacionada con el orden de Bruhat:

= u <lg v denota un cubrimiento para el orden a derecha; esto es, u <p v y no
existe z € W tal que u < z <p v.
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v [u,v]p i ={weW:u<pw<guv}
» De modo anélogo se definen u <1y v y [u,v], para el orden a izquierda.
Algunas propiedades del orden débil son las siguientes:

Proposicion 2.15. (i) Eziste una correspondencia biyectiva entre expresiones reduci-
das de w € W y cadenas mazimales de [e,w]r.

(i) u <g w sii L(w) = L(u) + (u" w).

(iii) Bl orden débil satisface la propiedad del prefijo:
u <pg w st existe una expresion reducida w = Sy - -+ Sy, tal que u = Sy - -+ Sy,
n="_Lu) <m=Llw).

(iv) El orden débil satisface la propiedad de la cadena:
St u < w, entonces existe una cadena u <g v1 <g ‘- <g v, = w tal que
0(v;) = L(u) +1i para todo i € 1,,.

v) Si s € Dp(u) NDr(w), entonces u <p w si y solo si su <p sw.

vi) Si W es finito, entonces w <g wo para todo w € W.

vii) Si r(w) denota el nimero de expresiones reducidas de w € W, entonces

1

2.1) r(w) = Z r(u).

uEW: upw

o~ o~~~

Demostracion. Todos los items son faciles de probar, v quedan como ejercicio para el
lector. O

Existe una buena caracterizacion para el orden débil, que damos a continuacion.
Proposicion 2.16. u <g w sii Tr(u) C Tr(w).

Demostracion. (=) Existe una expresion reducida w = s;--- s, tal que u = sy - - - Sg,
k < n. De la definicion de los conjuntos se sigue que 71 (u) C Tz (w).

(<) Asumimos que Tz (u) C Tr(w), vy fijamos u = s; - - - $; una expresion reducida.
Sea t; = $189---8; -+ S281, para cada ¢ € I. Notar que n = f(w) > k por (1.7).
Probaremos por induccioén en i que existe una expresion reducida w = sy -+ - ;87 - -+ 8/

para ¢ € [. El caso i = 1 sigue del Corolario 1.20. Asumimos que vale para i: w =
sp---8;8) -+ s, _,. El Lema 1.15 nos dice que existe m € [,,_; tal que

n—'

/ /

/
ti—‘,—l:81"'Si81"'Sm"'slsi"'817

pues t;11 # t; para todo j € I;, con lo cual

/ /
m

2 /

n—1
/ - /
:Sl'..si-‘rlsl"‘s'lrrl“'sn_'i'
Luego, como vale para ¢ = k, se tiene u <g w. O

Ejercicios.

1. Hallar el diagrama de Bruhat correspondiente al grupo diedral D,,. Probar que
dos elementos cualesquiera de distinta longitud son comparables; mas atn, vale
que {(u) < £(v) sii u < v.

2. Definimos el orden de Bruhat a izquierda cambiando la condicién t = u~'v por
t = vu~! en la definicion del orden de Bruhat. Probar que dicho orden coincide
con el de Bruhat (es por eso que no se definen 6rdenes de Bruhat a derecha e
izquierda, sino un tnico orden de Bruhat).
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3. Probar que el elemento de longitud maxima de S, es wy, la permutacién que
invierte el orden: ¢ <» n — 7. Hallar una expresion reducida de dicho elemento.
4. Dado X C S y u,v € Wy, probar que u < v para el orden de Bruhat en Wy
sii u < v para el orden de Bruhat en W.
5. Sea W un grupo de Coxeter finito, y w € W. Probar que:
CI,) DL(’LU’LU()) =8 \ DL(UJ)
b) DL(UJOUJ) = Wy (S \ DL(U)))U)O =8 \ wODL(w)wO.
C) DL(’LU()U}U}()) = w()DL(’LU)wo.
d) Tr(wowwy) = woTr(w)wp.
6. Probar la Proposicion 2.15.

3. REPRESENTACIONES LINEALES Y RAICES

En la idltima parte de estas notas descubriremos un punto de vista geométrico que
presentan los grupos de Coxeter. En primer lugar, los realizaremos como grupos lineales,
es decir como subgrupos de GL(V'), el grupo de automorfismos sobre un espacio R-
lineal V. Luego, daremos la definiciéon y algunas propiedades de los sistemas de raices
asociados a dichos grupos.

3.1. Representaciéon lineal y matriz de Coxeter. Mostraremos a continuaciéon
una representacion lineal canonicamente asociada a un grupo de Coxeter y algunas
consecuencias de su existencia. Entre otras, probaremos que existe una biyeccion entre
las matrices de Coxeter y los sistemas de Coxeter salvo isomorfismos (notar que no
dijimos simplemente grupos, sino que debemos fijar el conjunto de generadores).

En lo que resta de estas notas, S serd un conjunto finito. Recordar que una repre-
sentacion lineal es un morfismo de grupos ¢ : W — GL(V'), donde GL(V') denota el
grupo de automorfismos lineales de V' (consideraremos R-espacios vectoriales).

Fijemos un entero m > 3, y reales ki, ko > 0 tales que kiko = 4 cos®(m/m). Fijemos
una base {vy,v9} de R? tal que el angulo entre vy y vy es 7/m, y sus normas satisfacen

foall = 2T oy = 2T
—ky ’ — ko
Sea r; la reflexion ortogonal con respecto a v;, i = 1, 2.
Lema 3.1. r; estd determinada por:
ri(v) = —vj, ri(vj) = v + kju;, j # 1.
Demostracion. Es un céalculo directo, que dejamos como ejercicio para el lector. O
Sea a:S xS — R la funcion dada por
7T .
Qs = 2, st = Qs = —2COS ,  s13 <mg < oo,
Mg
asg =0, sl mg =2, st = Qs = —2,  SI Mg = 00.

Ahora, sea {as}ses la base candnica de RS, el espacio vectorial de funciones de S a
valores en R; ésto es, as(t) = 0y para cada par s,t € S. Definimos la transformacion
lineal o, : RS — RS, 0y(ay) = oy — ag . Definimos una forma bilineal B : V xV — R,
B(as, ) = ag /2. Dicha forma es simétrica, y B(ag, o) = 1, B(as, q) < 0 para todo
par s # t € S. Si H, es el hiperplano ortogonal a «, con respecto a B, entonces
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os(Hs) = Hs y Hy es un complemento lineal de Ray, pues B(as, o) # 0. También
os(as) = —a;. Ademas, para cada s € S,

(3.1) B (05(v),05(w)) = B(v,w), para todo v,w € V.

Teorema 3.2. Sea (W, S) un sistema de Coxeter. Entonces, existe un inico morfismo
de grupos o : W — GL(RY), s +— o,.

Demostracion. Lo probaremos en una serie de pasos; el primero es facil de probar.
Afirmacion 3.1. 02 = id para todo s € S, y 0,0y = 040, 8i Mg = 2.
Afirmacion 3.2. o.0; tiene orden mg st 3 < mg < 00.

Sea V el subespacio generado por a; y oy, de dimension 2. Notar que o.04(V) C V|
pues ambas reflexiones dejan invariante a V' (basta con aplicarlas a a5 y o). Luego,
podemos pensar a V como R?, y considerar o,0; : R?> — R2% Dadas dos reflexiones
ortogonales con respecto a planos que se diferencian en un angulo -, su composicion
es una rotacion de angulo 2v. En nuestro caso, a partir de la formula de o, y o, y del
Lema 3.1, 0, v 0; son las reflexiones con respecto a o, y ay. Luego, o0, tiene orden
Mg, pues es la rotacion en un angulo de amplitud 27 /mg; los conjuntos {(os0¢)™ () :
0 <m < mg}, {(0gs00)™() : 0 < m < mg} tienen my elementos cada uno de ellos.
Ahora, os0; deja estable Hy; N Hy, y como (Hs N Hy) U {as, oy} generan V, se sigue que
0,0 tiene orden my;.

Afirmacion 3.3. 0,0, tiene orden 0o si my = 00.
Por induccion podemos probar que
(st)"(as) = 2m + 1)as + 2may, t(st)"(as) = 2m+ 1)a; + 2(m + 1)oy.
En particular, (st)™ # id para todo n € N.
Luego, el resultado sigue de las Afirmaciones y la Observacion 1.6. OJ

Observacion 3.3. En general usaremos la notacion o, := o(w), para cada w € W.
Ademas, escribiremos w(«) 1= g, ().

Teorema 3.4. Fxiste una biyeccion entre matrices de Cozeter y clases de equivalencia
de sistemas de Cozeter.

Demostracion. Simplemente, si mg es finito, entonces el orden de st divide a m, pues
se tiene la relacion (st)™s* = e, pero por otro lado es al menos my;, pues a((st)m) # esi
a < mg (ver las Afirmaciones de la prueba anterior). Si mg = 0o, el Teorema anterior
también nos dice que (st)™ # e para todo m € N. Luego, cada matriz de Coxeter deter-
mina un tnico sistema de Coxeter, del cual obtenemos la matriz de Coxeter asociada
(inica) como la matriz de los érdenes de st, s,t € S. O

3.2. Raices. Reflexiones. En esta tltima parte introduciremos el sistema de raices
asociado a un grupo de Coxeter y obtendremos una relaciéon con la longitud de cada
elemento de W. Ademés probaremos la inyectividad de la representacién o.
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Definicion 3.5. El sistema de raices de (W, S) es el conjunto
A= {w(a;)|s € S,w e W}

Dado o € A, escribimos o = Zse 5 CsQls, donde los ¢, estan univocamente determinados.
Decimos que « es positiva (respectivamente, negativa) si ¢s > 0 (respectivamente,
¢s < 0) para todo s € S. Usaremos la notacion a > 0 (respectivamente, o < 0) para
indicar que « es positiva (respectivamente, negativa). Ademas,

Al i={aeA:a>0}, A_={aeA:a<0}.

Observacion 3.6. Notar que B(a,a) = 1 para cada a € A, pues W preserva B.
Ademas, A = —A, pues s(a,) = —as.

Teorema 3.7. Sean w € W, s € §. Si l(ws) > l(w), entonces w(ag) > 0. Si l(ws) <
l(w), entonces w(a,) < 0.

Demostracion. Lo probaremos por induccion en ¢(w), siendo trivial el caso inicial
l(w) = 0. Asumimos que w'(ag) > 0 para cada w’ € W tal que ((v') < k, {(w's) >
l(w'), y sea w € W tal que {(w) = k. Fijemos una expresion reducida de w, la cual
termina en t, de modo que f(wt) = k — 1; luego, s # t. Sea X = {s,t}, de modo que
Wy es isomorfo al grupo diedral Io(m), donde m = mg. Consideramos

A={veW:v'we Wy, {(v)+ (v w) = l(w)}.

Notar que A # (), pues w € A. Fijemos entonces v € A de longitud minima, y vy :=
v w. Asi, £(v) + (vy) = £(w). Por otro lado, wt € A, pues (tw™H)w =t € Wy y
l(wt) = l(w) — 1, de modo que £(v) < {(wt) = k — 1. Supongamos que {(vs) < £(v); es
decir, {(vs) = ¢(v) — 1. Entonces,

f(w) < L(vs) + L(sv w) = L(v) — 1+ L(sv™ w) <L) — 1T+ Lo w) + 1 = L(w).

Asi, l(w) = L(vs)+L(sv w), y su™'w € Wy, con lo cual vs € A. Este hecho contradice
la eleccion de v, con lo cual £(vs) > £(v), y por hipotesis inductiva v(as) > 0. De modo
analogo probamos que ((vt) > {(v), y asi v(ay) > 0. Dado que w = vvy, basta con
probar que vy (as) > 0, pues en tal caso es una combinacion lineal con coeficientes no
negativos de o, y a4, a la cual le aplicamos v, y obtenemos una combinacién lineal con
coeficientes no negativos.

Supongamos que {(vys) < {(vy). Entonces,

((ws) = L(vv ws) < L(v) + (v ws) = £(v) + L(vys) < £(v) + L(vy) = L(w),
lo cual es un absurdo. Asi, ¢(vys) > ((vy). Luego, toda expresion reducida de vy
termina en ¢, y asi vy = (st)" o vy = t(st)", para algin m € N.

= Sim < oo, entonces {(vy) < m, pues vy no puede ser el elemento de longitud
méaxima wy (wy tiene una escritura que termina en s). Calculando directamente,
donde interpretamos a «,, oy como dos vectores de longitud 1 en Ry que forman
un angulo de m — 7/m, vemos que vy (as) > 0.

= Si m = oo, entonces vy(as) > 0, ver la prueba de la Afirmacion 3.3.

En cualquier caso tenemos que vy (ag) > 0, lo que concluye la prueba.

Una vez probada la primer afirmacion, la segunda se obtiene a partir de ella, pues si
w' = ws, entonces ((w') < £(w's), y por lo tanto w'(as) = —w(as) > 0. O

Corolario 3.8. La representacion o : W — GL(R®) es inyectiva.
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Demostracion. Si w # e, existe s € S tal que {(ws) < {(w) (como dijimos antes, un

final de una expresion reducida), con lo cual w(as) < 0, y por lo tanto w(ays) # .
Asi, w ¢ kero. O

Corolario 3.9. A=A, UA_. O

Para cada w € W definimos L,, := {a € A, : w(a) < 0}.
Proposicion 3.10. (i) Para cada s € S, s(Ay \ {a}) = Ay \ {o}
(i) Para cada w € W, l(w) = |L,,|.

Demostracion. (i) Sea o = ), s oy € Ay, a # o, Entonces, existe £y # s tal que
¢t, > 0, pues a no es un miultiplo de «; (todas las raices son unitarias). Dado que

s(a) =s (Z ctat> = Z coy + (—cs + Z Cilsy) O,

tesS t#s t#s

s no modifica el coeficiente de oy,, que sigue siendo positivo, y por el Corolario 3.9,
s(@) € Ay Luego, s(A;\{a,}) € Ay\{}, y aplicando s obtenemos la otra inclusion.

(i) El enunciado es claro para {(w) = 0 (es decir, w =€), y £(w) = 1 a partir de (i) .
Procederemos entonces por induccion, para lo cual, a partir del Teorema 3.7 basta con
probar lo siguiente:

Afirmacion 3.4. Sean w € W, s € S. Si w(a;) > 0, entonces |Lys| = |Ly| + 1. Si
w(as) <0, entonces |Lys| = |Ly| — 1.

Tenemos que L, = A, Nw '(A_). Si w(a,) > 0, (i) nos dice que
Lus = Ay Nsw H(AL) = s(Ly) U {as},
v as & s(Ly,), con lo cual |L,s| = |Ly,| + 1. De modo anélogo, si w(as) > 0,
Lus = Ay Nsw H(AL) = s(Ly) \ {as},
con lo cual |L,s| = |Ly| — 1, y la Afirmacion queda probada. O

Sea o € A; asi, existen w € W, s € § tales que o« = w(«). Notar que
wsw™ (v) =w (W (v) = 2B(w ' (v), @) o) = v —2B(w(v), o) w(ay)
v — 2B (v, w(a,))w(as) = v —2B(v, a)a,
para todo v € V, con lo cual wsw™ € T no depende de w, s sino solamente de a.

Llamaremos s, a este elemento, que resulta ser la reflexion ortogonal con respecto a «,
que envia « en —a y deja fijo el hiperplano H, ortogonal a «; ademas s, = s_,.

Lema 3.11. (i) La funcion Ay — T, o — s, es biyectiva.

(i) Dados a, B € A tales que w(a) = 8 para algin w € W, entonces ws,w™' = sg.

Demostracion. (i) La definicion de T dice que la aplicacion es suryectiva. Si s, = sg,
—B = s3(8) = sa(B) = B = 2B(B, ),

con lo cual = B(f3,a)a, y por lo tanto av = 3, pues ambas raices son positivas y son
vectores unitarios. Asi la aplicacion es inyectiva.

(i) Es inmediato de la definicion de sg y el hecho que B es W-invariante. O

Ahora podemos generalizar el Teorema 3.7.
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Teorema 3.12. Dados w € W, a € A, l(ws,) > l(w) sit w(a) > 0.

Demostracion. (=) Aplicaremos induccion en {(w), siendo trivial el caso f(w) = 0.
Asumimos que u(«) > 0 para cada u € W tal que £(u) < k, {(u) < l(us,). Sea w € W
tal que {(w) = k, {(w) < l(ws,). Sea s € S tal que ¢(sw) = ¢(w) — 1. Notar que

l(swsy) > l(wsy) — 1 > L(w) — 1 = L(sw).

Por hipotesis inductiva, sw(a) > 0. Supongamos que w(«a) < 0. La Proposicion 3.10
nos dice que w(a) = —ay, a partir de lo cual sw(a) = a, y s = (sw)ss(sw)™!, por el
Lema 3.11. Asi, ws, = sw. Como {(ws,) > {(w) > {(sw), obtenemos un absurdo, de
donde w(a)) > 0.

(<) Como en la prueba del Teorema 3.7, se deduce de la prueba anterior. O

Ejercicios.

1. Probar que L,,-1 = —wL,, para todo w € W.

2. Probar que para todo par de elementos v, w € W, £(vw) = £(v) 4+ ¢(w) si y so6lo
si Ly, C Lyy,. En tal caso, probar que Ly, = Ly, Uw ™ 'L,,.

3. Sea w = s1 - -+ 8, una expresion reducida. Consideremos

:: » e _ . . s . .
BT O, /Bj = S5pSp—1 Sj 1<@sj)

Probar que (4, ..., 3, son r raices positivas distintas.

4. Si W es infinito, probar que ¢ toma valores arbitrariamente grandes, y por lo
tanto A es infinito. Si W es finito, probar que wo(A;) = A_.

5. Sean R, U, como en (1.4), (1.6). Definimos ¢ : R — A como sigue:

(t,£1) —»~ye Ay, sit,=t.

a) Probar que ¢ es biyectiva.
b) Probar que ¢ o m, = w o ¢ para todo w € W.
¢) Probar que la Proposicion 3.10 y el Teorema 3.12 se pueden probar a partir
del item anterior.
6. Consideremos la forma bilineal B(-,-).
a) Si |S| = 2, probar que B(-,-) es definida positiva o semidefinida positiva.
b) Consideremos S = {s1, 52,3}, (D, q,7) = (Misy .50, My 555 Mesy.55) Y

Probar que B(-,-) es
» definida positiva si y solo si d > 1
= semidefinida positiva degenerada sii d = 1.
= de signo (2,1), es decir tiene dos autovalores positivos y uno negativo, sii
d<1.
Ayuda: dividir el estudio en dos casos: cuando el diagrama es un tridngulo,
o cuando no lo es (es decir, uno de las entradas de M es 2).
c¢) Hallar todas las ternas (p,q,r) para los cuales la forma bilineal es definida
positiva o semidefinida positiva.
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