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Resumen

Esta tesis trata sobre la presentación de las álgebras de Nichols de tipo diagonal y su relación
con las álgebras de Hopf punteadas cuyo grupo de elementos de tipo grupo es abeliano.

En primer lugar consideramos el problema de obtener una presentación general de tales álge-
bras de Nichols. Para ello usamos la de�nición de grupoide de Weyl introducida por Heckenberger
y analizamos órdenes convexos para el sistema de raíces asociado a un álgebra de Nichols de ti-
po diagonal. Estas consideraciones extienden las ideas que ya se habían estudiado para álgebras
envolventes cuantizadas y su relación con el correspondiente grupo de Weyl. Se obtienen entonces
bases PBW ortogonales para una forma bilineal canónicamente asociada al álgebra de Nichols; tales
bases PBW habían sido encontradas por Kharchenko y se obtienen por métodos combinatorios que
involucran palabras de Lyndon. A partir de tal base PBW se obtiene un conjunto de relaciones que
generan el ideal de relaciones del álgebra de Nichols.

Luego se considera la clasi�cación de los espacios vectoriales trenzados de dos familias importan-
tes: los de tipo estándar, relacionados con matrices de tipo �nito, y los de tipo súper, cuyo sistema
de raíces es el asociado a una súper álgebra de Lie contragradiente semisimple. Describiremos cada
una de estas familias, daremos la dimensión del correspondiente álgebra de Nichols y las reconoce-
remos dentro de la clasi�cación de espacios trenzados de tipo diagonal con sistema de raíces �nitos
de Heckenberger.

También buscaremos obtener una presentación con cantidad mínima de relaciones de las álgebras
de Nichols. Para ello utilizaremos una generalización de los isomor�smos de Lusztig para álgebras
envolventes cuantizadas al contexto general de álgebras de Nichols de tipo diagonal. Tal presentación
nos permitirá probar que las álgebras de Hopf punteadas sobre grupos abelianos de dimensión �nita
están generadas por sus elementos de tipo grupo y casi-primitivos, conjetura hecha tiempo atrás
por Andruskiewitsch y Schneider.

Para �nalizar se utilizarán algunos de estos resultados para estudiar algunas categorías tensoria-
les �nitas punteadas. Se considerarán álgebras cuasi-Hopf básicas radicalmente graduadas asociadas
a grupos cíclicos y sus correspondientes levantamientos para �nalmente obtener la clasi�cación de
las categorías tensoriales �nitas punteadas cuyo grupo de elementos invertibles es cíclico, de orden
coprimo con 2, 3, 5, 7.

Palabras claves: álgebras de Hopf punteadas, álgebras de Nichols, categorías tensoriales, álge-
bras cuasi-Hopf.
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Abstract

The aim of this thesis is to obtain a presentation by generators and relations of any �nite-
dimensional Nichols algebra of diagonal type, and to study the relation of such algebras with pointed
Hopf algebras, whose group of group-like elements is abelian.

We shall use several tools to solve this problem. We remind the de�nition of Weyl groupoid,
introduced by Heckenberger, and we analyze convex orders for the root system associated to a
Nichols algebra of diagonal type. We extend in this way the ideas studied for quantized enveloping
algebras associated to semisimple Lie algebras, and their relation with the corresponding Weyl
group. We obtain PBW bases whose elements are orthogonal for a canonical bilinear form attached
to the Nichols algebra; such PBW basis was found by Kharchenko, using combinatorial methods
related with Lyndon words. We obtain a series of relations generating the ideal of relations of the
Nichols algebra, where these relations are expressed in terms of the PBW basis.

Then we consider the classi�cation of braided vector spaces of two important families: those
of standard type, related with Cartan matrices of �nite type, and those of super type, whose root
system is the one associated to a semisimple contragradient Lie superalgebra. We describe these
families, give a concrete formula for the associated Nichols algebras and recognize them into the
classi�cation of braided vector spaces with �nite root system given by Heckenberger.

After that we look for a presentation with a minimal number of relations of the Nichols algebras
of diagonal type. For this end, we use a family of isomorphisms of algebras between the Nichols
algebras related by a connected Weyl groupoid, which are a generalization of Lusztig isomorphisms of
quantized enveloping algebras. We answer positively a conjecture of Andruskiewitsch and Schneider
for pointed Hopf algebras whose group of group-like elements is abelian, which establishes that
�nite-dimensional pointed Hopf algebras are generated by group-like and skew-primitive elements.

Finally we use some of these results and others about the classi�cation of pointed Hopf algebras
to study pointed �nite tensor categories. We consider basic radically graded quasi-Hopf algebras
associated to cyclic groups and their corresponding liftings to obtain the classi�cation of pointed
�nite tensor categories, whose group of invertible elements is cyclic of order coprime with 2, 3, 5, 7.

Key words: pointed Hopf algebras, Nichols algebras, tensor categories, quasi-Hopf algebras.
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Introducción

Generalidades e introducción del problema.

La teoría de las álgebras de Hopf tuvo sus comienzos en la década del '50, a partir de los
trabajos de Borel [B] y Cartier [C]. El primer autor denomina álgebra de Hopf a un álgebra que
posee un coproducto no necesariamente asociativo, en relación con sus estudios de homología de
espacios homogéneos. Por su parte, Cartier llama 'hiper álgebra' a lo que hoy denominamos biálgebra
coconmutativa, y le agrega una estructura extra que da lugar a la antípoda; él las utiliza como parte
de sus trabajos sobre grupos algebraicos. Luego de varios años de estudio se logra independizar el
concepto de álgebra de Hopf, y a �nes de los '60 aparece la primer referencia bibliográ�ca sobre el
tema, escrita por Sweedler [Sw], la cual fue un punto de in�exión para el desarrollo del área; ver
[AF] para mayor información sobre el origen de estas álgebras.

Otro punto importante en el desarrollo de la teoría de las álgebras de Hopf fue la introducción de
las álgebras envolventes cuantizadas (o grupos cuánticos) Uq(g), atribuidas a Drinfeld [D1], pero que
también fueron consideradas en la misma época por Jimbo de manera independiente [Ji]. Las mismas
resultan por deformación del álgebra envolvente universal asociada a un álgebra de Lie semisimple de
dimensión �nita g, vía un parámetro q. Su importancia radica, entre otros hechos, en que codi�ca la
simetría de categorías trenzadas; esto es, categorías C que admiten un producto tensorial asociativo,
junto con una transformación natural c•,• : C ⊗ C → C ⊗ C que lo hace 'conmutativo'. En este caso,
cV,W : V ⊗W →W ⊗V no es involutiva, por lo cual aparecen en diversas áreas relacionadas con la
teoría conforme de campos; entre ellas, en invariantes de variedades topológicas de dimensión baja.

Tal como explicaremos en el Capítulo 1, la categoría de representaciones de dimensión �nita de
un álgebra de Hopf de dimensión �nita es una categoría tensorial �nita en el sentido de [EO]. A
partir de este hecho, las álgebras de Hopf semisimples juegan un rol fundamental en la teoría de
campos conformes racionales. Por otro lado, las álgebras de Hopf no semisimples se relacionan con
las teorías de campos conformes logarítmicos, ver [Ga].

Además, al evaluar el parámetro que de�ne las álgebras envolventes cuantizadas en raíces de la
unidad se obtienen análogos de dimensión �nita, denominados grupos cuánticos pequeños o núcleos
de Frobenius-Lusztig. Dichas álgebras fueron introducidas y ampliamente estudiadas por Lusztig
[Lu], en parte por su conexión con los grupos algebraicos en característica positiva.

A partir de estas aplicaciones el problema de clasi�cación de las álgebras de Hopf cobra gran
importancia en la actualidad. El mismo se ha dividido en dos ramas: álgebras de Hopf semisimples,
y no semisimples. Esta última familia es muy amplia y su estudio se ha profundizado especialmente
en una subfamilia propia: aquélla de las álgebras de Hopf punteadas. Un álgebra de Hopf H es
punteada si su corradical, es decir, su mayor subcoálgebra cosemisimple, coincide con el álgebra de
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grupo kG(H) de sus elementos de tipo grupo:

G(H) := {x ∈ H \ {0} : ∆(x) = x⊗ x}.

Ejemplos de álgebras de Hopf punteadas son las álgebras de grupos, las álgebras envolventes cuan-
tizadas y los ejemplos de Lusztig. Para dicha familia se han desarrollado métodos muy importantes
que han permitido avanzar en su clasi�cación, especialmente en el caso en que G(H) es abeliano.
En particular, Andruskiewitsch y Schneider [AS6] han clasi�cado las álgebras de Hopf de dimensión
�nita cuando k es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 0 y G(H) tiene orden no
divisible por primos pequeños: 2, 3, 5, 7. Para ello han desarrollado un programa de clasi�cación,
conocido como el Método del Levante, el cual depende de obtener respuestas a algunos problemas,
entre ellos el siguiente:

Problema 1. [An, Question 5.9]: Dado un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, determinar
si el álgebra de Nichols asociada (esto es, un cociente del álgebra tensorial por un cierto ideal, como
se verá en la Sección 1.4) es de dimensión �nita. En tal caso calcular su dimensión y dar una
presentación por generadores y relaciones.

La primer parte del problema ha sido resuelta por Heckenberger [H3], quien obtuvo la lista de
todos los espacios trenzados de tipo diagonal cuya álgebra de Nichols tiene sistema de raíces �nito.
Sin embargo, este autor no dio una fórmula para la dimensión de estas álgebras de Nichols ni su
presentación por generadores y relaciones.

Entre las trenzas de la clasi�cación de Heckenberger aparecen las correspondientes a las par-
tes positivas de los grupos cuánticos pequeños, asociados a los espacios trenzados de tipo Cartan,
para los cuales se conoce la presentación por generadores y relaciones. Tales espacios pertenecen a
la familia de espacios de tipo estándar [AA], para los cuales se ha obtenido una presentación por
generadores y relaciones y una fórmula para calcular su dimensión [A1]. Otro resultado importante
sobre presentaciones de álgebras de Nichols se debe a Yamane [Y], quien trabajó con álgebras envol-
ventes cuantizadas asociadas a súper álgebras de Lie semisimples. También se desarrollaron algunas
consideraciones sobre conjuntos de relaciones en [He], y presentaciones para espacios trenzados de
dimensión 2 en [H2].

La importancia de obtener una buena presentación del álgebra de Nichols radica en las siguientes
consideraciones:

Es el punto de partida de una estrategia propuesta en [AS2] para atacar el siguiente problema:

Conjetura 1. [AS2, Conjecture 1.4] Sea Γ un grupo �nito y k un cuerpo algebraicamente
cerrado de característica 0. Si H un álgebra de Hopf punteada sobre k, cuyo grupo de elemen-
tos de tipo grupo es Γ, entonces H está generada como álgebra por Γ y sus elementos casi
primitivos.

La misma ha sido respondida a�rmativamente en [AS2] para trenzas de tipo Cartan bajo
algunas condiciones, y ello les permitió obtener el resultado de clasi�cación antes mencionado.
La prueba fue extendida para trenzas de tipo estándar en [AGI], usando las mismas técnicas.

También permite encarar el problema de obtener las deformaciones del álgebra B(V )#kΓ; es
decir, obtener otras álgebras de Hopf punteadas cuya álgebra corradicalmente graduada aso-
ciada es B(V )#kΓ. Este problema se resolvió para Γ abeliano con las restricciones anteriores
en el orden en [AS6].
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Se utiliza para estudiar las categorías de representaciones de álgebras de Hopf punteadas
B(V )#kΓ y sus dobles de Drinfeld. Notemos que este problema incluye a las álgebras envol-
ventes cuantizadas de álgebras de Lie y súper álgebras de Lie. En el caso clásico se consigue
caracterizar módulos de peso máximo y módulos vasculantes a partir de la presentación por
generadores y relaciones. De este modo, se espera poder realizar el mismo trabajo para los
análogos cuantizados.

A partir de las trenzas de tipo Cartan se puede inferir una relación estrecha entre las álgebras
de Hopf punteadas y la teoría clásica de Lie. Un paso más en la profundización de la relación entre
la teoría de Lie y las álgebras de Hopf es la introducción del grupoide de Weyl y el correspondiente
sistema de raíces [H1, HS, HeY] asociado a un álgebra de Nichols B(V ) de tipo diagonal. Estos
conceptos han mostrado ser una adecuada y útil extensión de las nociones de grupo de Weyl y
sistema de raíces de un álgebra de Lie semisimple, y establecen también una conexión con las súper
álgebras de Lie semisimples. Tal sistema de raíces puede obtenerse como el conjunto de grados
de una familia de generadores de una base PBW, y permite, por ejemplo, describir la familia de
subálgebras coideales de B(V ), ver [HS].

Es importante del punto de vista técnico el estudio de ciertos automor�smos de los grupos
cuánticos y las álgebras de Nichols asociadas, llamados isomor�smos de Lusztig, introducidos en [Lu]
utilizando bases PBW y el grupo de Weyl asociado. A partir de dichos isomor�smos se comienza
el estudio de bases canónicas, el cual tuvo un alto impacto en la teoría de representaciones de
los grupos cuánticos. Más adelante se trabajó en la idea de isomor�smos de Lusztig para álgebras
envolventes cuantizadas asociadas a súper álgebras de Lie [Y], y más generalmente para el caso
en que la trenza es de tipo diagonal, pero no necesariamente de tipo Cartan: Heckenberger [H4]
obtuvo una familia de isomor�smos para los dobles de Drinfeld asociados a álgebras de Nichols de
tipo diagonal de dimensión �nita que corresponden a una componente conexa del correspondiente
grupoide de Weyl.

Un elemento presente en el análisis de las álgebras envolventes cuantizadas Uq(g) en torno de
sus isomor�smos de Lusztig es el uso de los órdenes convexos sobre los sistemas de raíces clásicos,
ya sea en el caso en que g es semisimple de dimensión �nita [KhoT, Le, R2], o en el caso afín [Be].
Esta clase de órdenes del sistema de raíces fue introducida por Zhelobenko, ver por ejemplo [Z], y
fue caracterizada primero en el caso �nito [P], y luego en el caso afín [I].

Por otro lado, ya hemos observado que la categoría de representaciones de dimensión �nita de
un álgebra de Hopf constituye un categoría tensorial. En un trabajo de 1990 [D2], Drinfeld intro-
dujo la noción de álgebra cuasi-Hopf, que surge de debilitar la condición de coasociatividad del
coproducto, pero de modo tal que su categoría de representaciones es tensorial, ver Sección 5.1.
Resulta interesante en consecuencia clasi�car las categorías tensoriales, o el problema asociado de
clasi�car álgebras cuasi-Hopf, bajo algunas condiciones, problema que se divide de modo similar
al de la clasi�cación de las álgebras de Hopf. Por un lado se estudian las categorías semisimples.
Por otro lado, las no semisimples se dividen en varias subfamilias, entre las cuales se destacan las
punteadas: aquéllas cuyos objetos simples son todos invertibles. De acuerdo a [EO, Prop. 2.6], dichas
categorías corresponden a las categorías de representaciones de álgebras cuasi-Hopf básicas (cuyas
representaciones simples son de dimensión 1). Los primeros resultados de clasi�cación fueron obteni-
dos por Etingof y Gelaki, quienes luego de un par de trabajos previos obtuvieron la clasi�cación de
las categorías tensoriales �nitas punteadas cuyo grupo de elementos invertibles es cíclico de orden
primo, ver [EG3]. Para ello, notaron que había tres clases de álgebras cuasi-Hopf graduadas: las
semisimples (álgebras de funciones sobre un grupo), las álgebras de Hopf, y una familia de álgebras
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cuasi-Hopf A(q) con asociador no trivial, construidas en [Ge].

Principales resultados obtenidos.

El principal resultado de esta tesis es la obtención de una presentación por generadores y relacio-
nes para cada álgebra de Nichols de tipo diagonal cuyo sistema de raíces es �nito. Para realizar este
trabajo, comenzaremos dando de�niciones y resultados básicos sobre la teoría de álgebras de Hopf
en el Capítulo 1; entre ellos introduciremos las nociones de espacio vectorial trenzado y su álgebra
de Nichols asociada. Recordaremos la noción de bosonización, una construcción fundamental para
el Método del Levante. A su vez daremos un criterio general para obtener bases PBW para estas
álgebras siguiendo resultados de Kharchenko. Dicha base PBW consiste de polinomios homogéneos
asociados a palabras de Lyndon; estas palabras han sido usadas reiteradas veces para describir ba-
ses de álgebras envolventes asociadas a las álgebras de Lie semisimples de dimensión �nita, ver por
ejemplo [LaR], y también para las álgebras envolventes cuantizadas [Le, R2].

También recordaremos la clasi�cación de Heckenberger de los espacios trenzados de tipo diagonal
cuya álgebra de Nichols tiene un sistema de raíces �nito. Dicha clasi�cación se puede dividir en
tres familias: los espacios trenzados de tipo estándar, que estudiaremos en las Secciones 3.1 y 3.2,
relacionadas con matrices de Cartan �nitas; los de tipo súper, que se corresponden con sistemas de
raíces de súper álgebras de Lie semisimples y que consideraremos en la Sección 3.3; y los restantes,
de tipo inde�nido.

El Capítulo 2 es un punto crucial de este trabajo y está basado en

• A presentation by generators and relations of Nichols algebras of diagonal type and convex
orders on root systems, I. Angiono, enviado. Preprint arXiv:1008.4144, 30 pp.

Es importante notar que esta parte de la tesis muestra otra estrecha relación entre la teoría
clásica de álgebras de Lie y súper álgebras de Lie con la teoría de las álgebras de Nichols de tipo
diagonal. De hecho, la primer Sección contiene de�niciones y resultados básicos de la teoría de
grupoide de Weyl y sistema de raíces de un álgebra de Nichols de tipo diagonal. Luego se obtiene
una caracterización de los órdenes convexos para dichos sistemas de raíces, que resulta ser una
generalización de algunos resultados conocidos para grupos de Weyl. Dichos órdenes convexos están
asociados a expresiones reducidas de los elementos del grupoide de Weyl, las cuales caracterizan
también las subálgebras coideales a derecha de las álgebras de Nichols; así encontramos una relación
entre subálgebras coideales y órdenes convexos, la cual podemos aplicar al orden de las palabras de
Lyndon que generan una base PBW de la teoría de Kharchenko. Un punto interesante es que logra
caracterizarse de manera recursiva el conjunto de palabras de Lyndon que de�nen la base PBW:

lβ = máx{lδ1 lδ2 : δ1, δ2 ∈ ∆V
+, δ1 + δ2 = β, lδ1 < lδ2}, β ∈ ∆V

+ \ {α1, . . . , αθ}.

Luego se prueba que cada una de tales bases consta de elementos ortogonales para una forma bilineal
no degenerada canónicamente asociada al álgebra de Nichols.

Así se logra probar el principal resultado del Capítulo, ver Teorema 2.2.10:

Teorema 1. Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado de dimensión �nita de tipo diagonal tal que su
sistema de raíces ∆V

+ es �nito. Sea x1, · · · , xθ un base de V tal que c(xi ⊗ xj) = qijxj ⊗ xi, donde
(qij) ∈ (k×)θ×θ es la matriz de la trenza, y sea {xβk}βk∈∆V

+
el conjunto de hiperletras asociado.
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Entonces B(V ) está presentada por generadores x1, . . . , xθ, y relaciones

x
Nβ
β = 0, β ∈ ∆V

+, ord(qβ) = Nβ <∞,[
xβi , xβj

]
c

=
∑

u∈Bi∩Cj−{xβjxβi}: deg u=βi+βj

cui,j u,

1 ≤ i < j ≤M, Sh(lβi lβj ) = (lβi , lβj ), lβi lβj 6= lβk , ∀k,

donde cui,j se de�nen en (2.17). Más aún, {xnMβM · · ·x
n1
β1

: 0 ≤ nj < Nβj} es una base de B(V ), donde
Nβj = ord qβj .

Las relaciones que presentan B(V ) son de dos tipos: potencias de vectores raíces (esto es, genera-
dores de la base PBW), y ciertas generalizaciones de las relaciones cuánticas de Serre, que expresan
el corchete trenzado de dos hiperpalabras como combinación lineal de hiperpalabras intermedias
con coe�cientes explícitos. En particular obtenemos que el ideal de relaciones asociado a B(V ) es
�nitamente generado.

El Capítulo 3 se basa en resultados de dos trabajos:

• On Nichols algebras with standard braiding, I. Angiono, Alg. Number Th. 3, no. 1 (2009),
35�106.

• On pointed Hopf superalgebras, N. Andruskiewitsch, I. Angiono and H. Yamane. Accepted in
Contemporary Mathematics. arxiv:1009.5148, 18 pp.

En él estudiaremos dos familias particulares de trenzas diagonales, las cuales tienen gran im-
portancia. Por un lado, en las primeras dos secciones se estudian las trenzas de tipo estándar, a las
cuales podemos de�nir rápidamente como aquellas trenzas cuyo grupoide de Weyl tiene la misma
matriz de Cartan para todos sus objetos, en cuyo caso podemos pensar que el grupoide se reduce
a un grupo. En primer lugar se prueba que el sistema de raíces es �nito si y sólo si la matriz es de
tipo �nito, y se clasi�can las trenzas de tipo estándar considerando cada matriz posible. Cuando la
matriz es de tipo C, D, E o F4, las únicas trenzas posibles son las de tipo Cartan; si la matriz es
de tipo A, B o G2, aparecen otros ejemplos. Para cada uno de ellos hallamos palabras de Lyndon
que generan la base PBW para un orden �jo de la base de V y damos fórmulas explícitas para la
dimensión. El mismo análisis se realiza en la última Sección del Capítulo para las trenzas de tipo
súper: aquéllas cuyo sistema de raíces coincide con el de alguna súper álgebra de Lie semisimple
contragradiente.

El Capítulo 4 se basa en

• On Nichols algebras of diagonal type, I. Angiono, en desarrollo.

El mismo consiste en hallar una presentación explícita de las álgebras de Nichols con un sistema
de raíces �nito por generadores y un conjunto minimal de relaciones, profundizando el Teorema 1;
dicha presentación nos permitirá estudiar otros problemas asociados a las álgebras de Nichols. Para
ello se utilizarán isomor�smos de Lusztig, que quedan determinados por el correspondiente grupoide
de Weyl y fueron de�nidos por Heckenberger en el caso de las álgebras de Nichols de tipo diagonal,
extendiendo los resultados de Lusztig. La primer sección servirá para recordar resultados de [H4]
que utilizaremos a lo largo del Capítulo. Luego daremos la presentación antes mencionada:

Teorema 2. Un conjunto minimal de relaciones de B(V ) se obtiene considerando los siguientes 4
tipos de relaciones:
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1. Relaciones cuánticas de Serre y potencias de generadores xi que corresponden a vértices que
no son de Cartan; son las relaciones necesarias para empezar a de�nir los isomor�smos de
Lusztig.

2. Relaciones que surgen de las anteriores vía isomor�smos de Lusztig; corresponden a relaciones
del Teorema 2.2.10 que podemos denominar relaciones cuánticas de Serre generalizadas.

3. Relaciones que garantizan que el ideal de relaciones es un biideal trenzado: son relaciones de
grado menor que las del ítem anterior, y que aparecen en la expresión del coproducto de dichas
relaciones en el álgebra tensorial T (V ).

4. Potencias de vectores raíces que pertenecen a la órbita de vértices de tipo Cartan.

Ver el Teorema 4.2.1 para una lista completa de las relaciones necesarias.

La estrategia de prueba consiste primero en de�nir isomor�smos de Lusztig para las álgebras de
Hopf trenzadas U+ que surgen al cocientar por los primeros tres tipos de relaciones. Este proceso
es el análogo a obtener el álgebra U+

q (g), que constituye el primer paso en la prueba de Lusztig y
en la clasi�cación de Andruskiewitsch-Schneider, y �nalmente considerar el álgebra u+

q (g) como un
cociente de la anterior. Los denotaremos U+ y u+, respectivamente, de modo que u+ = B(V ). Luego
probamos que los generadores PBW de las correspondientes álgebras U+ y su cociente u+ son los
mismos, pero los exponentes de algunos de estos generadores en la primera no están limitados por
Nβ . Así, al cocientar cada U+ por las potencias de vectores raíces que sean necesarias se obtiene
cada u+ correspondiente.

El Teorema 4.2.1 extiende la presentación obtenida en [A1] para trenzas de tipo estándar, y la
de [AAY] para trenzas de tipo super, y da una nueva prueba para las trenzas de tipo Cartan, en
particular álgebras envolventes cuantizadas Uq(g) y grupos cuánticos pequeños uq(g).

Luego daremos algunos ejemplos; en particular daremos la presentación de las familias del Ca-
pítulo 3. Así recuperaremos las presentaciones dadas en [A1, AAY] para las trenzas estándares y las
de tipo súper A, B, C, D, pero también obtendremos la presentación de las de tipo G(3) y F (4).
Además mostraremos ejemplos que no están en dichas familias.

Para terminar el Capítulo daremos la primer consecuencia importante del Teorema 4.2.1:

Teorema 3. Sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión �nita sobre un grupo abeliano Γ.
Entonces H está generada por sus elementos casi primitivos y de tipo grupo.

De este modo probamos que la Conjetura 1 es cierta en el caso que el grupo G(H) del álgebra de
Hopf punteada H de dimensión �nita es abeliano. Dicho resultado sigue de probar que toda álgebra
de Hopf trenzada graduada de dimensión �nita

S = ⊕n≥0Sn, S0 = k1, S1
∼= V,

generada por V como álgebra, y tal que la trenza sobre V es de tipo diagonal, es necesariamente el
álgebra de Nichols B(V ); dicho resultado extiende [AS6, Thm. 5.5] y [AGI, Thm. 2.5]. La prueba se
realiza veri�cando que cada relación que genera el ideal de relaciones de B(V ) se veri�ca también
en S.

Finalmente, en el Capítulo 5 seguiremos los resultados de

xiv



• Basic quasi-Hopf algebras over cyclic groups, I. Angiono, Adv. Math. 225 (2010), 3545�3575.

En él aplicaremos resultados de la teoría de álgebras de Hopf para estudiar categorías tensoriales
�nitas punteadas cuyo grupo de elementos invertibles es cíclico. Para ello, primero construiremos
una familia de álgebras cuasi-Hopf no semisimples con asociador no trivial A(H, s), que extienden
la construcción de Gelaki. Para ello consideramos H = ⊕n≥0H(n) un álgebra de Hopf radicalmente
graduada de dimensión �nita, generada por un elemento de tipo grupo χ de orden m2 y elementos
casi primitivos x1, ..., xθ tales que:

χxiχ
−1 = qdixi, ∆(xi) = xi ⊗ χbi + 1⊗ xi, q raíz de la unidad de orden m2.

Sea Υ(H) := {s ∈ {1, . . . ,m− 1} : bi ≡ sdi(m), 1 ≤ i ≤ θ}. Para cada s ∈ Υ(H), sea A(H, s) la
subálgebra de H generada por σ := χm y x1, ..., xθ. La estructura de coproducto será la de H
modi�cada por un torcimiento Js ∈ H ⊗H, para el cual probaremos que A(H, s) es una subálgebra
cuasi-Hopf, que no es equivalente por torcimiento a ningún álgebra de Hopf. Así el resultado central
del capítulo es el siguiente:

Teorema 4. Sea C una categoría tensorial punteada �nita cuyos objetos simples forman un grupo
cíclico de orden m, para algún m coprimo con 210. Entonces C es tensorialmente equivalente a
alguna de las siguientes categorías:

1. la categoría de H-módulos de dimensión �nita, donde H es un álgebra de Hopf básica radical-
mente graduada de dimensión �nita tal que H/RadH ∼= k[Zm],

2. la categoría semisimple VecωsZm , para algún s ∈ {0, 1, . . . ,m− 1},

3. la categoría de A(H, s)-módulos de dimensión �nita, para algún álgebra de Hopf H básica
radicalmente graduada de dimensión �nita tal que H/RadH ∼= k[Zm2 ], y algún s ∈ Υ(H).

En la primer sección daremos de�niciones y resultados preliminares sobre álgebras cuasi-Hopf,
así como los procesos de equivariantización y de-equivariantización. Estos procesos son construccio-
nes a nivel categórico que se corresponderán en nuestro caso con construir A(H, s) a partir de H y
viceversa. En la siguiente sección clasi�caremos las álgebras cuasi-Hopf A radicalmente graduadas
de dimensión �nita tales que A/RadA ∼= k[Zm]. Obtendremos que toda álgebra cuasi-Hopf radi-
calmente graduada de dimensión �nita es un álgebra de Hopf, o es semisimple, o corresponde a un
álgebra A(H, s); para esta prueba es necesario el Teorema 3.

Consideraremos entonces los posibles levantamientos de tales álgebras, siguiendo los pasos de
prueba de [EG3]. En primer lugar probaremos que todo levantamiento de un álgebra de Hopf
radicalmente graduada de dimensión �nita tal queH/RadH ∼= k[Zm] es equivalente por torcimiento
a un álgebra de Hopf. Luego, para cada álgebra cuasi-Hopf no semisimple con asociador no trivial que
es un lifting de A(H, s), probaremos que su categoría de representaciones es la de-equivariantización
de RepH, usando resultados de Masuoka [M2] para reducir el problema al caso graduado.

Finalmente, mostraremos cómo se aplica la clasi�cación anterior al caso en que m = pn, donde
p ≥ 11 es un primo, y n ∈ N. Tales resultados serán necesarios para la prueba del caso general.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo daremos de�niciones y resultados básicos sobre la teoría de álgebras de Hopf,
que utilizaremos en los capítulos siguientes. Introduciremos también las nociones de categorías
monoidales, tensoriales y trenzadas. Luego, introduciremos los módulos de Yetter- Drinfeld sobre
un álgebra de Hopf H, y algunas características de los mismos; entre ellas se recordará que la
categoría de módulos de Yetter-Drinfeld es monoidal trenzada, y si H es de dimensión �nita, dicha
categoría es tensorial.

Recordaremos las de�niciones de álgebras de Hopf en categorías monoidales trenzadas; consi-
deraremos en particular álgebras de Hopf R en la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld sobre
H, y mostraremos una estructura de álgebras de Hopf sobre el producto tensorial R ⊗H, llamada
biproducto o bosonización, la cual extiende la construcción de producto semidirecto para grupos,
pues a partir de ellas se obtienen todas las proyecciones de álgebras de Hopf K � H que admiten
secciones H ↪→ K. Luego se recordará el resultado principal sobre clasi�cación de álgebras de Hopf
punteadas sobre grupos abelianos, presente en [AS6] y que utilizaremos en el último capítulo.

A continuación caracterizaremos bases PBW para álgebras de Hopf trenzadas de tipo diagonal
(esto es, con trenza de tipo diagonal), siguiendo un punto de vista combinatorio a partir de palabras
de Lyndon.

Por último recordaremos la clasi�cación de Heckenberger de todos los espacios trenzados de tipo
diagonal cuya álgebra de Nichols asociada tiene sistema de raíces �nito.

Las referencias para la teoría de álgebras de Hopf son [Kas, Mo, Sch, Sw], y para la teoría de
categorías monoidales y tensoriales [AS4, BaKi, EGNO, EO]. Los resultados sobre bases PBW para
álgebras de Hopf trenzadas de tipo diagonal provienen de [Kh1] y las referencias que se hacen en
dicho trabajo. Para la última sección seguiremos [H3].

1.1. Álgebras, coálgebras y álgebras de Hopf

A lo largo de esta tesis, k denotará un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero.
Todos los productos tensoriales que consideraremos serán sobre el cuerpo k.

De�nición 1.1.1. Una k-álgebra con unidad es un anillo A con un mor�smo de anillos u : k→ A
cuya imagen está contenida en el centro de A. La aplicación k × A → A dada por (λ, a) 7→ u(λ)a

1



2 Preliminares

le da a A una estructura de k-espacio vectorial tal que la multiplicación m : A × A → A resulta
bilineal, de modo que induce una aplicación lineal A ⊗ A → A que también denotaremos por m.
Es decir, A es un k-espacio vectorial con dos aplicaciones k-lineales u y m tal que los siguientes
diagramas conmutan:

Asociatividad: A⊗A⊗A m⊗id //

id⊗m

��

A⊗A

m

��
A⊗A m

// A

Unidad: A⊗A

m

��

k⊗A

u⊗id
99ttttttttt

%%JJJJJJJJJJ A⊗ k

id⊗u
eeJJJJJJJJJ

yytttttttttt

A

Notar que la unidad en A está dada por 1A = u(1k).

De�nición 1.1.2. Una k-coálgebra con counidad es un k-espacio vectorial no nulo C munido de
dos aplicaciones lineales, la comultiplicación o coproducto ∆ : C → C ⊗ C y la counidad ε : C → k
tales que los siguientes diagramas conmutan:

Coasociatividad: C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗id

��
C ⊗ C

id⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

Counidad: C

∆

��

'

yyssssssssss
'

%%KKKKKKKKKK

k⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ε⊗id

eeJJJJJJJJJ id⊗ε

99ttttttttt

Para trabajar con coálgebras usaremos la notación sigma de Sweedler: si c es un elemento de
una coálgebra (C,∆, ε), notaremos al elemento ∆(c) =

∑
i ai ⊗ bi ∈ C ⊗ C de la siguiente forma

∆(c) = c1 ⊗ c2.

Así el axioma de coasociatividad de C dado por (∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆ se puede expresar como

(c1)1 ⊗ (c1)2 ⊗ c2 = c1 ⊗ (c2)1 ⊗ (c2)2 = c1 ⊗ c2 ⊗ c3, c ∈ C.
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De�nición 1.1.3. Sean (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) dos coálgebras.

(i) Una aplicación lineal f : C → D es un mor�smo de coálgebras si ∆D ◦ f = (f ⊗ f)∆C y
εC = εD ◦ f .

(ii) Un subespacio I ⊆ C es un coideal si ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I y εC(I) = 0.

(iii) Un subespacio I ⊆ C es un coideal a izquierda (respectivamente, a derecha) si ∆(I) ⊆ I ⊗ C
(respectivamente, ∆(I) ⊆ C ⊗ I).

Notar que I es un coideal de C si y sólo si el k-espacio vectorial C/I es una coálgebra con la comul-
tiplicación inducida de ∆C . Además, εC es un mor�smo de coálgebras, de modo que el subespacio
C+ = Ker ε ⊆ C es un coideal de C.

De�nición 1.1.4. Sea C una k-coálgebra. Un C-comódulo a derecha es un k-espacio vectorial M
munido de un mor�smo lineal ρ : M →M⊗C (llamado la coacción) tal que los siguientes diagramas
conmutan

M
ρ //

ρ

��

M ⊗ C

ρ⊗id

��
M ⊗ C

id⊗∆C

// M ⊗ C ⊗ C

M
ρ //

'

""EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
M ⊗ C.

id⊗ε

��
M ⊗ k

Análogamente se de�ne un C-comódulo a izquierda.

Usaremos la notación sigma de Sweedler para los comódulos: si M es un C-comódulo a derecha,
entonces escribimos

ρ(m) = m0 ⊗m1 ∈M ⊗ C para todo m ∈M.

Análogamente, si M es un C-comódulo a izquierda con mor�smo de estructura λ : M → C ⊗M
entonces escribimos

λ(m) = m−1 ⊗m0 ∈ C ⊗M para todo m ∈M.

Sean M y N dos C-comódulos a derecha con coacciones ρM y ρN respectivamente. Una aplicación
lineal f : M → N es un mor�smo de C-comódulos a derecha si ρN ◦f = (f⊗ id)◦ρM . Un subespacio
M ′ de M se dice un C-subcomódulo de M , si ρ(M ′) ⊂M ′ ⊗ C.

Las categorías de C-comódulos a derecha y a izquierda se denotarán por MC y CM respectiva-
mente.

Ejemplo 1.1.5. Toda coálgebra C es un comódulo a derecha o a izquierda sobre sí misma, con
coacción ∆C . Más aún, si f : C → D un mor�smo de coálgebras, C es un D-comódulo a derecha y
a izquierda vía los mor�smos

ρ = (id⊗f)∆ : C → C ⊗D y λ = (f ⊗ id)∆ : C → D ⊗ C.

Si I es un coideal a izquierda de C, entonces I es un C-subcomódulo de C a izquierda, y por lo
tanto un C-comódulo.
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De�nición 1.1.6. Sea C una coálgebra.

(i) Un elemento c ∈ C \ {0} se dice de tipo grupo si ∆(c) = c⊗ c. G(C) denotará el conjunto de
elementos de tipo grupo de C.

(ii) Sean a, b ∈ G(C). Un elemento c ∈ C es (a, b)-casi primitivo si ∆(c) = a⊗c+c⊗b. Se denota
por Pa,b el conjunto de todos los elementos (a, b)-casi primitivos.

Notemos que k(a− b) ⊆ Pa,b. Luego, diremos que un elemento casi-primitivo c ∈ C es trivial
si c ∈ k[G(C)].

Una coálgebra C se dice simple si no posee subcoálgebras propias y se dice que es cosemisimple
si es suma directa de subcoálgebras simples.

El corradical de C es la suma de todas las subcoálgebras simples de C y se denota por C0. Si
todas las subcoálgebras simples de C tienen dimensión uno, entonces C se dice punteada; en tal
caso, C0 = k[G(C)].

Una �ltración de coálgebras es una familia de subespacios {C(n)}n∈N de C tal que

1. C(n) ⊆ C(n+ 1) y C = ∪n∈NC(n).

2. ∆(C(n)) ⊆
∑n

i=0C(i)⊗ C(n− i).

Existe una �ltración de C tal que C(0) es el corradical C0 de C, y se de�ne recursivamente Cn para
n ≥ 1 como:

Cn := ∆−1(C ⊗ Cn−1 + C0 ⊗ C).

Luego, {Cn}n∈N es una familia de subcoálgebras de C que da una �ltración de coálgebras, ver [Mo,
Cap. 5], [Sw, Cap. IX], la cual se denomina �ltración corradical de C.

De�nición 1.1.7. Una biálgebra es una 5-upla (B,m, u,∆, ε), donde (B,m, u) es un álgebra,
(B,∆, ε) es una coálgebra y se veri�ca alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

(i) ∆ y ε son mor�smos de álgebras.

(ii) m y u son mor�smos de coálgebras.

Dadas B y B
′
dos biálgebras, un mor�smo de biálgebras es una aplicación lineal f : B → B

′
que

es simultáneamente un mor�smo de álgebras y un mor�smos de coálgebras. Un subespacio I ⊆ B
es un bi-ideal si es simultáneamente un ideal bilátero y un coideal. Esto es, I es un bi-ideal de una
biálgebra B si y sólo si el k-espacio vectorial B/I es una biálgebra con las operaciones inducidas
por el cociente.

Notemos que 1 ∈ G(B). Luego, los elementos casi-primitivos P1,1(B) de B se denominan ele-
mentos primitivos. Denotaremos P(B) := P1,1(B).

De�nición 1.1.8. Dadas una coálgebra (C,∆, ε) y un álgebra (A,m, u), el producto de convolución
en Homk(C,A) se de�ne por

(f ∗ g)(c) = f(c1)g(c2), f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C.

Así Homk(C,A) es una k-álgebra con unidad u ◦ ε.
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De�nición 1.1.9. Una biálgebra (H,m, u,∆, ε) es un álgebra de Hopf si existe un elemento S ∈
Homk(H,H), denominado la antípoda de H, que es la inversa de la identidad idH con respecto al
producto de convolución. Esto es, S satisface las siguientes igualdades:

S(h1)h2 = ε(h)1H = h1S(h2) para todo h ∈ H.

Si H,K son dos álgebras de Hopf, un mor�smo de álgebras de Hopf es un mor�smo de biálgebras
f : H → K tal que f(SH(h)) = SK(f(h)) para todo h ∈ H. Puede probarse que si f : H → K es
un mor�smo de biálgebras entre dos álgebras de Hopf, entonces f preserva la antípoda, i.e. es un
mor�smo de álgebras de Hopf.

Un bi-ideal I de H es un ideal de Hopf si S(I) ⊆ I. Análogamente, I ⊆ H es un ideal de Hopf si y
sólo si el espacio vectorial cociente H/I es un álgebra de Hopf. Notar que el coideal H+ = Ker ε es
un ideal de Hopf de H, que se denomina el ideal de aumento de H.

Ejemplo 1.1.10. Dado un grupo Γ, el álgebra de grupo k[Γ] es un álgebra de Hopf, donde la
estructura está determinada para cada g ∈ Γ por

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1.

Sea ahora Γ un grupo �nito. Denotaremos por Fun(Γ,k) al álgebra de funciones de Γ en k. Cuando
el cuerpo k esté determinado, denotaremos simplemente Fun Γ. Notemos que dicha álgebra tiene
una base de elementos idempotentes (1g)g∈Γ, donde

1g(h) =
{

0 si h 6= g,
1 si h = g,

de modo que 1 =
∑

g∈Γ 1g. Fun Γ admite la siguiente estructura de álgebra de Hopf:

∆(1g) =
∑
h∈Γ

1h ⊗ 1h−1g, ε(1g) = δ1,g, S(1g) = 1g−1 .

Ejemplo 1.1.11. Sean g un álgebra de Lie y U(g) su álgebra envolvente universal. Entonces U(g)
es un álgebra de Hopf donde la estructura está determinada para cada x ∈ g por

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x, ε(x) = 0, S(x) = −x.

Así x ∈ P(U(g)) para todo x ∈ g. Más aún, se puede ver que P(U(g)) = g.

Ejemplo 1.1.12. Fijemos N ∈ N, N ≥ 2 y sea q ∈ k una raíz N -ésima primitiva de la unidad.
El álgebra de Taft T (q) es la k-álgebra dada por generadores g, x y relaciones gN = 1, xN = 0 y
gx = qxg. Dicha álgebra admite una estructura de álgebra de Hopf determinada por

∆g = g ⊗ g, ∆x = x⊗ 1 + g ⊗ x,

de modo que ε(g) = 1, ε(x) = 0, S(g) = g−1 y S(x) = −g−1x. T (q) resulta ser un álgebra de Hopf
punteada de dimensión n2, tal que G(T (q)) = 〈g〉 ' Z/(N).

Ejemplo 1.1.13. Sea g un álgebra de Lie semisimple de dimensión �nita, A = (aij)1≤i,j≤θ su matriz
de Cartan, y di ∈ N tales que diaij = djaji. Sea además q un parámetro. El álgebra envolvente
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cuantizada Uq(g) es el k(q)-álgebra presentada por generadores Ei,K
±1
i , Fi, 1 ≤ i ≤ θ y por

relaciones

KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1, KiKj = KjKi,

(adcEi)1−aijEj = (adc Fi)1−aijFj = 0,

EiFj − FjEi = δij(Ki −K−1
i ),

donde (adcEi)Ej = EiEj − qdiaijEjEi. Tiene estructura de álgebra de Hopf determinada por

∆(Ki) = Ki ⊗Ki, ∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei, ∆(Fi) = Fi ⊗K−1
i + 1⊗ Fi,

de modo que G (Uq(g)) = 〈Ki〉 ∼= Zθ. Luego, podemos evaluar q en elementos del cuerpo. Si q no es
una raíz de la unidad, obtenemos álgebras de dimensión in�nita, presentada por el mismo conjunto
de relaciones.

Lusztig introdujo álgebras análogas de dimensión �nita, denominadas grupos cuánticos pequeños
o núcleos de Frobenius-Lusztig, y que se denominan uq(g). Surgen de considerar el caso en que q es
una raíz de orden N . Las relaciones que presentan el álgebra surgen de agregar al conjunto anterior
las siguientes:

KN
i = ENα = FNα = 0, α ∈ ∆+,

donde Eα (respectivamente Fα) es una cierta combinación de palabras en las letras Ei de Zθ-grado
α, y ∆+ es el conjunto de raíces positivas de g. La estructura de coproducto queda determinada
por las mismas ecuaciones, y en este caso G (uq(g)) = 〈Ki〉 ∼= (ZN )θ.

De�nición 1.1.14. Sean H un álgebra de Hopf y M un H-comódulo a derecha. El conjunto de
coinvariantes de H en M es el subespacio

M coH = {m ∈M | ρ(m) = m⊗ 1}.

Análogamente, si M es un H-comódulo a izquierda, el conjunto de coinvariantes de H en M es el
subespacio

coHM = {m ∈M | λ(m) = 1⊗m}.

Dadas A y H álgebras de Hopf, y π : A→ H un mor�smo de álgebras de Hopf, por el Ejemplo 1.1.5
A admite una estructura de H-comódulo a derecha y a izquierda. Luego, los espacios coinvariantes,
que denotaremos por AcoH = Acoπ y coHA = coπA, están dados por

Acoπ = {a ∈ A| (id⊗π)∆(a) = a⊗ 1} y coπA = {a ∈ A| (π ⊗ id)∆(a) = 1⊗ a}.

Tales espacios resultan ser subálgebras de A y se denominan las subálgebras de coinvariantes.

1.2. Categorías tensoriales

De�nición 1.2.1. [EGNO, EO] Una categoría monoidal es una colección (C,⊗, a, I, l, r), donde:

C es una categoría abeliana, y I es un objeto de C, llamado unidad ;
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⊗ : C × C → C es un bifuntor, llamado producto tensorial ;

aV,W,U : (V ⊗W )⊗U → V ⊗(W⊗U), rV : V ⊗I→ V, lV : I⊗V → V , donde U, V,W ∈ Obj(C),
son isomor�smos naturales tales que

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W
aX⊗Y,Z,W //

aX,Y,Z⊗idW

��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )
aX,Y,Z⊗W // X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W
aX,Y⊗Z,W // X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W )

idX ⊗aY,Z,W

OO

(X ⊗ I)⊗ Y rX⊗idY //

aX,I,Y

""EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
X ⊗ Y

X ⊗ (I⊗ Y )

idX ⊗lY

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}

Un funtor monoidal entre dos categorías monoidales (C,⊗, a, I, l, r) y (C′,⊗′, a′, I′, l′, r′) es un
par (F, J), donde F : C → C′ es un funtor, y {JX,Y : F (X)⊗′ F (Y )→ F (X ⊗ Y )|X,Y ∈ C} es un
isomor�smo natural, tales que F (I) es isomorfo a I′, y además

(F (X)⊗′ F (Y ))⊗′ F (Z)
a′
F (X),F (Y ),F (Z) //

JX,Y ⊗′idF (Z)

��

F (X) (⊗′F (Y )⊗′ F (Z))

idF (X)⊗′JY,Z
��

F (X ⊗ Y )⊗′ F (Z)

JX⊗Y,Z
��

F (X)⊗′ F (Y ⊗ Z)

JX,Y⊗Z
��

F ((X ⊗ Y )⊗ Z)
F (aX,Y,Z)

// F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

(1.1)

conmuta para todos los objetos X,Y, Z de C.

Una equivalencia de categorías monoidales es un funtor monoidal (F, J) tal que F es una equi-
valencia de categorías.

De�nición 1.2.2. Un dual a derecha de un objeto V en una categoría monoidal C es un triple
(V ∗, eV , bV ), donde V ∗ ∈ Obj C, y eV : V ∗ ⊗ V → I, bV : I→ V ⊗ V ∗ son mor�smos (denominados
evaluación y coevaluación) tales que

V ' I⊗ V
bV ⊗idV // (V ⊗ V ∗)⊗ V

aV,V ∗,V // V ⊗ (V ∗ ⊗ V )
idV ⊗eV // V ⊗ I ' V,

V ∗ ' V ∗ ⊗ I
idV ∗ ⊗bV // V ∗ ⊗ (V ⊗ V ∗)

a−1
V ∗,V,V ∗// (V ∗ ⊗ V )⊗ V ∗

eV ⊗idV ∗ // I⊗ V ∗ ' V ∗,

son, respectivamente, la identidad de V y de V ∗.
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Un dual a izquierda de un objeto V en una categoría monoidal C es un triple (∗V, eV , bV ), donde
∗V ∈ ObjC, y e′V : V ⊗ ∗V → I, b′V : I→ ∗V ⊗ V son mor�smos tales que

V ' V ⊗ I
idV ⊗b′V // V ⊗ (∗V ⊗ V )

a−1
V,∗V,V// (V ⊗∗ V )⊗ V )

e′V ⊗idV // I⊗ V ' V,

∗V ' I⊗∗ V
b′V ⊗id∗V // (∗V ⊗ V )⊗∗ V

a∗V,V,V ∗// ∗V ⊗ (V ⊗∗ V )
id∗V ⊗e′V // ∗V ⊗ I '∗ V,

son, respectivamente, la identidad de V y de ∗V .

Una categoría monoidal es rígida si todo objeto admite un dual a izquierda y un dual a derecha.

De�nición 1.2.3. Una categoría k-lineal abeliana pequeña se dice localmente �nita si satisface las
siguientes condiciones:

Hom(X,Y ) es de dimensión �nita para todo par X,Y ∈ Obj C,

todo objeto de C es de longitud �nita.

Una categoría tensorial [EGNO, EO] es una categoría monoidal rígida, localmente �nita, tal que el
bifuntor ⊗ es bilineal en los mor�smos, y End(I) ∼= k.

De�nición 1.2.4. Sean C,D dos categorías tensoriales. Un funtor cuasi-tensorial es un par (F, J),
donde F : C → D es un funtor �el y exacto, J : F (•) ⊗D F (•) → F (• ⊗C •) es un isomor�rmo
funtorial y F (IC) = ID.

Un funtor tensorial es un funtor cuasi-tensorial tal que J satisface (1.1).

Ejemplo 1.2.5. La categoría de espacios vectoriales de dimensión �nita, Vec, es tensorial.

Si Γ es un grupo, la categoría de representaciones de dimensión �nita sobre k, Repk Γ, también
lo es. Consideremos la categoría de espacios vectoriales Γ-graduados de dimensión �nita, VecΓ:
V = ⊕g∈ΓVg, donde los mor�smos son las transformaciones lineales que preservan la graduación.
El producto tensorial es el usual: (V ⊗W )g = ⊕h∈ΓVh ⊗Wh−1g. El conjunto de objetos simples es
(δg)g∈Γ: espacios de dimensión uno y grado g, para cada g ∈ Γ, δg ⊗ δh ∼= δgh.

Sea ω ∈ Z3(Γ,k×). Entonces podemos considerar la categoría VecωΓ, cuyos objetos son nueva-
mente los espacios Γ-graduados, pero donde los isomor�smos de asociatividad están dados por los
siguientes escalares:

aωδg ,δh,δk = ω(g, h, k) : (δg ⊗ δh)⊗ δk → δg ⊗ (δh ⊗ δk), g, h, k ∈ Γ. (1.2)

Ejemplo 1.2.6. Sea H un álgebra de Hopf. Dados V,W ∈ RepH, se tiene V ⊗W ∈ RepH:

h · (v ⊗ w) := h1 · v ⊗ h2 · w, h ∈ H, v ∈ V,w ∈W.

Considerando los isomor�smos de asociatividad triviales (al igual que en Vec), y la unidad I = k,
donde h · 1 = ε(h), la categoría RepH de representaciones de H de dimensión �nita es monoidal.
Si la antípoda es biyectiva, RepH es tensorial.

Si K es otro álgebra de Hopf y f : H → K es un mor�smo de álgebras de Hopf, tal mor�smo
induce canónicamente un funtor tensorial F : RepK → RepH donde para cada V ∈ RepK, F (V )
es el mismo espacio vectorial V con la acción

h ·H v = f(h) ·K v, h ∈ H, v ∈ V.
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De�nición 1.2.7. Una categoría C abeliana k-lineal se dice �nita si es equivalente a RepA, para
alguna k-álgebra A de dimensión �nita, o equivalentemente, si satisface:

C es localmente �nita, y tiene �nitos objetos simples salvo isomor�smos,

C tiene su�cientes proyectivos.

De�nición 1.2.8. Sea C una categoría tensorial. Un funtor cuasi-tensorial F : C → Vec se dice un
funtor de cuasi-�bra. Si F es un funtor tensorial, entonces se dice que F es un funtor de �bra.

Ejemplo 1.2.9. Los funtores de olvido VecΓ → Vec son funtores de �bra, y los funtores de olvido
VecωΓ → Vec son funtores de cuasi-�bra (donde podemos elegir J arbitrariamente). Estos últimos
funtores son de �bra si y sólo si ω es cohomológicamente trivial.

De�nición 1.2.10. Una categoría trenzada es una categoría tensorial C junto con un isomor�smo
natural (denominado trenza), cM,N : M ⊗N → N ⊗M , tal que

cM,N⊗P = (idN ⊗cM,P ) ◦ (cM,N ⊗ idP ),
cM⊗N,P = (cM,P ⊗ idN ) ◦ (idM ⊗cN,P ).

Introducimos ahora la de�nición del centro de una categoría. Los resultados que se presentan a
continuación están presentes en [Kas, Sección XIII.4].

De�nición 1.2.11. Sea (C,⊗, a, I, l, r) una categoría monoidal. El centro de C, que denotaremos
Z(C), es la categoría cuyos objetos son pares (V, c•,V ), donde V es un objeto de C, y c•,V : •⊗V →
V ⊗ • es un isomor�smo natural tal que para todo par de objetos X,Y de C,

cX⊗Y,V = aV,X,Y ◦ (cX,V ⊗ idY ) ◦ a−1
X,V,Y ◦ (idX ⊗cY,V ) ◦ aX,Y,V .

Un mor�smo f : (V, c•,V )→ (W, c•,W ) es un mor�smo f : V →W de C tal que

(f ⊗ idX) ◦ cX,V = cX,W ◦ (idX ⊗f), para todo X ∈ Obj C.

Teorema 1.2.12. Z(C) es una categoría monoidal trenzada, donde

1. el producto tensorial está de�nido por

(V, c•,V )⊗ (W, c•,W ) := (V ⊗W, c•,V⊗W ),

siendo c•,V⊗W : •⊗ (V ⊗W )→ (V ⊗W )⊗• el isomor�smo natural dado para cada objeto X
de C por:

cX,V⊗W := a−1
V,W,X ◦ (idV ⊗cX,W ) ◦ aV,X,W ◦ (cX,V ⊗ idW ) ◦ a−1

X,V,W ,

2. la unidad es (I, l−1 ◦ r),

3. la trenza está dada por cV,W : (V, c•,V )⊗ (W, c•,W )→ (W, c•,w)⊗ (V, c•,V ).
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1.3. Espacios trenzados y módulos de Yetter-Drinfeld

De�nición 1.3.1. Dados V un espacio vectorial y c : V ⊗V → V ⊗V un isomor�smo lineal, (V, c)
se dice un espacio vectorial trenzado si c es solución de la ecuación de trenzas

(c⊗ id)(id⊗c)(c⊗ id) = (id⊗c)(c⊗ id)(id⊗c). (1.3)

(V, c) es de tipo grupo si existe una base x1, . . . , xθ de V y elementos g1, . . . , gθ ∈ EndV tales que

c(xi ⊗ xj) = gi(xj)⊗ xi, 1 ≤ i, j ≤ θ. (1.4)

Necesariamente, gi ∈ GL(V ).

(V, c) es de tipo diagonal si existe una base x1, . . . , xθ de V , y escalares qij ∈ k× tales que

c(xi ⊗ xj) = qijxj ⊗ xi, 1 ≤ i, j ≤ θ. (1.5)

La matriz (qij) se denomina matriz de la trenza.

La matriz de trenza de un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal es única a menos de
permutación de �las y columnas.

Lema 1.3.2. [AS5, Lemma 1.2] Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, cuya
matriz con respecto a la base x1, . . . , xθ de V es (qij). Si existe otra base y1, . . . , yθ de V y escalares
pij ∈ k× tales que c(yi ⊗ yj) = pijyj ⊗ yi para todo par 1 ≤ i, j ≤ θ, entonces existe σ ∈ Sθ tal que
qij = pσ(i)σ(j) para todo par 1 ≤ i, j ≤ θ.

De�nición 1.3.3. Sea H un álgebra de Hopf. Un módulo de Yetter-Drinfeld (a izquierda) sobre H
es un H-módulo a izquierda y un H-comódulo a izquierda V que satisface:

δ(h · v) = h1v−1S(h3)⊗ h2 · v0, para todo v ∈ V, h ∈ H. (1.6)

H
HYD denotará la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld sobre H; los mor�smos de módulos de

Yetter-Drinfeld son mor�smos de módulos y comódulos simultáneamente. Con la estructura usual
de módulo y comódulo, el producto tensorial M ⊗N , siendo M,N ∈HH YD, es un módulo de Yetter
Drinfeld. Luego, HHYD es una categoría monoidal, cuyo objeto unidad es k.

Dados M,N ∈HH YD, de�nimos cM,N : M ⊗N → N ⊗M

cM,N (m⊗ n) = m−1 · n⊗m0, m ∈M,n ∈ N, (1.7)

el cual es un mor�smo de módulos y comódulos. Si H tiene antípoda biyectiva, c tiene inversa
(c−1)N,M : N ⊗M →M ⊗N ,

(c−1)N,M (n⊗m) = m0 ⊗ S−1(m−1) · n, m ∈M,n ∈ N.

Así, en este caso, (HHYD, c·,·) es una categoría trenzada.
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Más aún, la subcategoría de HHYD de los módulos de Yetter-Drinfeld de dimensión �nita es rígida.
Para cada V ∈HH YD, dim(V ) = n < ∞, sea v(1), . . . , v(n) una base de V , y f (1), . . . , f (n) ∈ V ∗ su
base dual. V ∗ es un módulo de Yetter-Drinfeld si consideramos para cada h ∈ H, f ∈ V ∗, v ∈ V

(h · f)(v) = f(S(h) · v),

δ(f) = f−1 ⊗ f0 =
n∑
i=1

S−1(v(i)
−1)⊗ f(v(i)

0 )f (i).

La categoría de módulos de Yetter-Drinfeld de un álgebra de Hopf es equivalente a otra categoría
trenzada canónicamente asociada a H:

Proposición 1.3.4. Sea H un álgebra de Hopf con antípoda biyectiva (en particular H de dimensión
�nita). Existe una equivalencia monoidal entre las categorías Z(RepH) y H

HYD, que preserva la
trenza.

Demostración. Se sigue de [Kas, Thm. XIII.5.1].

Ejemplo 1.3.5. Sea Γ un grupo y H = kΓ. Un H-comódulo V es un espacio vectorial Γ-graduado:
V = ⊕g∈ΓVg, Vg = {v ∈ V : δ(v) = g ⊗ v}. Si V es además un H-módulo a izquierda, de�nimos
c : V ⊗ V → V ⊗ V ,

c(x⊗ y) = g · y ⊗ x, x ∈ Vg, y ∈ V.

Entonces, V ∈ kΓ
kΓYD si y sólo si gVh ⊆ Vghg−1 , para todo g, h ∈ Γ. En tal caso, (V, c) es un espacio

vectorial trenzado.

Ejemplo 1.3.6. Sea Γ un grupo abeliano y V ∈ kΓ
kΓYD, tal que la acción de Γ es diagonalizable

(por ejemplo, si Γ es �nito): V = ⊕χ∈Γ̂V
χ, donde V χ = {v ∈ V : g · v = χ(g)v,∀g ∈ Γ}. Entonces,

V = ⊕g∈Γ,χ∈Γ̂V
χ
g , donde V χ

g = Vg ∩ V χ. (1.8)

Recíprocamente, si V admite una descomposición como en (1.8), es un módulo de Yetter-Drinfeld
sobre Γ, al cual podemos considerar un espacio trenzado de tipo diagonal

c(x⊗ y) = χ(g)y ⊗ x, x ∈ Vg, y ∈ V χ, g ∈ Γ, χ ∈ Γ̂.

1.4. Álgebras de Hopf en categorías trenzadas

De�nición 1.4.1. Sea C una categoría monoidal. Un álgebra asociativa en C es una terna (A,m, u),
donde A ∈ Obj C y m : A⊗A→ A, u : I→ A son mor�smos en C, tales que

m ◦ (m⊗ id) = m ◦ (id⊗m) ◦ αA,A,A,
m ◦ (u⊗ id) = lA, m ◦ (id⊗u) = rA.

Una coálgebra en C es una terna (C,∆, ε), donde C ∈ Obj C y ∆ : C → C ⊗ C, ε : C → I son
mor�smos en C, tales que

(id⊗∆) ◦∆ = αA,A,A ◦ (∆⊗ id) ◦∆,
lC ◦ (ε⊗ id) ◦∆ = idC = rC ◦ (id⊗ε) ◦∆.
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De�nición 1.4.2. Sea C una categoría trenzada. Si R,S ∈ Obj C son álgebras en C, de�nimos una
estructura de álgebra en C sobre R⊗ S con multiplicación

mR⊗S := (mR ⊗mS) ◦ (idR⊗cS,R ⊗ idS).

Si R,S ∈ ObjC son coálgebras en C, R⊗ S es una coálgebra en C con comultiplicación

∆R⊗S := (idR⊗cS,R ⊗ idS) ◦ (∆R ⊗∆S).

Una biálgebra en C es una colección (H,m, u,∆, ε) tal que

1. (H,m, u) es un álgebra en C,

2. (H,∆, ε) es una coálgebra en C,

3. ∆, ε son mor�smos de álgebras, con la estructura anterior sobre H ⊗H.

Si además existe un mor�smo S : H → H tal que m(S ⊗ id)∆ = m(id⊗S)∆ = uε, H se dice un
álgebra de Hopf en C, y S es su antípoda.

Ejemplo 1.4.3. Si H = k, la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld sobre H es la categoría de
k-espacios vectoriales, y la trenza es la trasposición usual x ⊗ y 7→ y ⊗ x. Un álgebra de Hopf en
esta categoría es un álgebra de Hopf sobre k.

Un álgebra de Hopf graduada es un álgebra de Hopf R con una graduación R = ⊕n≥0R(n) tal
que R es un álgebra graduada y una coálgebra graduada.

Si R = ⊕n≥0R(n) es un álgebra de Hopf graduada en H
HYD con componentes homogéneas de

dimensión �nita, R∗ = ⊕n≥0R(n)∗ es un álgebra de Hopf trenzada graduada sobre H
HYD.

De�nición 1.4.4. Si V ∈HH YD, el álgebra tensorial T (V ) admite una única estructura de álgebra
de Hopf trenzada graduada en H

HYD tal que V ⊆ P (T (V )). Como en [AS4], consideramos la familia
S de todos los ideales homogéneos biláteros I ⊆ T (V ) tales que

I está generado por elementos homogéneos de grado ≥ 2,

I es submódulo de Yetter-Drinfeld de T (V ),

I es un ideal de Hopf: ∆(I) ⊂ I ⊗ T (V ) + T (V )⊗ I.

El álgebra de Nichols B(V ) asociada a V es el cociente de T (V ) por el mayor ideal I(V ) de S.

Notación: Consideraremos los siguientes polinomios en Z[t]:

(n)t := 1 + t+ · · ·+ tn−1, (n)t! = (1)t(2)t · · · (n)t, n ∈ N.

Luego, los números q-combinatorios se de�nen como el cociente:(
n

i

)
t

:=
(n)t!

(n− i)t!(i)t!
, 0 ≤ i ≤ n.
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Dado que se veri�ca la identidad:(
n+ 1
i

)
t

= ti
(
n

i

)
t

+
(

n

i− 1

)
t

podemos probar inductivamente que
(
n
i

)
t
∈ Z[t], para todo n y todo i ∈ {0, 1, . . . , n}. Para cada

q ∈ k,
(
n
i

)
q
denotará la evaluación del polinomio

(
n
i

)
t
en t = q.

Ejemplo 1.4.5. Consideramos V de dimensión 1, y sea x ∈ V no nulo. Luego, identi�camos a
T (V ) con k[x], el álgebra de polinomios en una variable x. La trenza c está caracterizada por un
escalar q ∈ k× tal que c(x⊗ x) = q x⊗ x. Por inducción se prueba que

∆(xn) =
n∑
i=0

(
n

i

)
q

xi ⊗ xn−i,

de donde deducimos que:

B(V ) ∼=
{

k[x], q = 1 o no es una raíz de la unidad,
k[x]/ < xN >, q es una raíz de la unidad de orden N,

pues en el segundo caso, ∆(xN ) = xN ⊗ 1 + 1⊗ xN en T (V ).

Ejemplo 1.4.6. Consideramos la subálgebra de Uq(g) del Ejemplo 1.1.13 generada por los Ei. La
misma se conoce como la parte positiva del álgebra Uq(g) y se denota U+

q (g), en analogía con la
teoría de las álgebras envolventes clásicas. U+

q (g) es el álgebra de Nichols correspondiente al espacio
trenzado (V, c), generado como espacio vectorial por los Ei, cuya trenza es

c(Ei ⊗ Ej) = qdiaij Ej ⊗ Ei,

y el coproducto veri�ca ∆(Ei) = Ei ⊗ 1 + 1⊗ Ei.

Caso análogo ocurre al considerar u+
q (g), la parte positiva del grupo cuántico pequeño uq(g),

con la diferencia que en este caso obtenemos un álgebra de Nichols de dimensión �nita:

dim u+
q (g) = N |∆+|.

Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que qij = qji para todo i, j. Sea
Γ = Zθ, y α1, . . . , αθ la base canónica. De�nimos los caracteres χ1, . . . , χθ de Γ de acuerdo a

χj(gi) = qij , 1 ≤ i, j ≤ θ.

Consideremos V como el módulo de Yetter-Drinfeld sobre kΓ tal que xi ∈ V χi
αi . En tal caso podemos

caracterizar el álgebra de Nichols como un cociente del álgebra tensorial que admite una forma
bilineal no degenerada de la siguiente forma:

Proposición 1.4.7. [Lu, Prop. 1.2.3], [AS4, Prop. 2.10]. Sean a1, . . . , aθ ∈ k×. Existe una única
forma bilineal (|) : T (V )× T (V )→ k tal que (1|1) = 1, y:

(xi|xj) = δijai, para todo i, j; (1.9)

(x|yy′) = (x1|y)(x2|y′), para todo x, y, y′ ∈ T (V ); (1.10)

(xx′|y) = (x|y1)(x′|y2), para todo x, x′, y ∈ T (V ). (1.11)
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Dicha forma es simétrica y satisface

(x|y) = 0, para todo x ∈ T (V )g, y ∈ T (V )h, g, h ∈ Γ, g 6= h. (1.12)

Además, I(V ) es el radical de la forma {x ∈ T (V ) : (x|y) = 0, ∀y ∈ T (V )}, de modo que (|) induce
una forma bilineal no degenerada en B(V ) = T (V )/I(V ), que denotaremos de la misma forma.

Así, el ideal I(V ) es Zθ-homogéneo, pues las componentes Zθ-homogéneas son ortogonales, ver
[AS4, Prop. 2.10]. Luego B(V ) es Zθ-graduada.

Incluímos aquí también [AS4, Lemma 3.7], que utilizaremos más adelante.

Lema 1.4.8. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, y B(V ) su álgebra de Nichols .

(a) Si qii es una raíz de la unidad de orden N > 1, entonces xNi = 0.

(b) Si i 6= j, entonces (adcxi)r(xj) = 0 si y sólo si (r)!qii
∏

0≤k≤r−1(1− qkiiqijqji) = 0.

(c) Si i 6= j y qijqji = qrii para algún r ≤ 0, entonces (adcxi)1−r(xj) = 0.

1.5. Biproducto o bosonización

Sean A,H álgebras de Hopf, y π : A→ H, ι : H → A mor�smos de álgebras de Hopf tales que
πι = idH . Consideremos el álgebra de coinvariantes a izquierda

R := Acoπ = {a ∈ A : (id⊗π)∆(a) = a⊗ 1} .

Notar que R ∈HH YD, vía la acción adjunta h · r = ι(h1)rι(S(h2)), y la coacción δ = (π ⊗ id) ◦∆ :
R→ H ⊗R. Más aún, R es un álgebra de Hopf en H

HYD con la siguiente estructura:

R hereda la estructura de álgebra de A por ser una subálgebra;

la comultiplicación resulta ∆R(r) = r1ιπS(r2)⊗ r3, y la counidad, εR(r) = ε(r), ∀r ∈ R;

la antípoda es SR(r) = ιπ(r1)SA(r2).

De�nición 1.5.1. Consideremos H un álgebra de Hopf, y R un álgebra de Hopf en H
HYD. La

bosonización o biproducto de R por H es el algebra de Hopf (R#H,m, u,∆, ε,S), donde R#H =
R⊗H como espacio vectorial, y se de�ne

(r#h)(s#f) = r(h1 · s)#h2f, (1.13)

u(1) = 1#1 (1.14)

∆ (r#h) = r1# (r2)−1 h1 ⊗ (r2)0 #h2, (1.15)

ε (r#h) = εR(r)εH(h), (1.16)

S(r#h) = (1#SH(r−1h)) (SR(r0)#1) . (1.17)

para r, s ∈ R, h, f ∈ H.
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Observación 1.5.2. Las aplicaciones

π : R#H → H, π(r#h) = εR(r)h,
ι : H → R#H, ι(h) = 1#h,

son mor�smos de álgebras de Hopf, y veri�can πι = idH . Además,

R#1 = {a ∈ R#H : (id⊗π)∆(a) = a⊗ 1} .

Recíprocamente, sean A,H álgebras de Hopf, y π : A → H, ι : H → A mor�smos de álgebras
de Hopf tales que πι = idH . Denotemos como antes y R = Acoπ. Luego, A ∼= R#H como álgebras
de Hopf, ver [AS4].

SeaH un álgebra de Hopf. Una familia {Hn}n∈N de subespacios deH es una �ltración de álgebras
de Hopf si es una �ltración de coálgebras y de álgebras tal que S(Hn) ⊆ Hn para todo n ∈ N .
El espacio graduado asociado grH = ⊕n∈NHn/Hn−1 admite entonces una estructura natural de
álgebra de Hopf.

Sea A un álgebra de Hopf; asumimos que A0 es una subálgebra de Hopf. Entonces la
�ltración corradical resulta una �ltración de álgebras de Hopf, ver [Mo], y grA es un álgebra de
Hopf graduada. Más aún, H := A0 ' grA(0) es una subálgebra de Hopf de grA. La proyección
π : grA→ H es un mor�smo de álgebras de Hopf, y la inclusión ι es una sección: πι = idH .

Sea R = grAcoπ; R es un álgebra de Hopf en H
HYD y grA puede reconstruirse a partir de R y

H como grA ' R#H. El álgebra de Hopf trenzada R es graduada, R = ⊕n≥0R(n), pues hereda la
graduación de grA; más aún,

1. R(0) = k1;

2. R(1) = P(R) = {r ∈ R : ∆R(r) = r ⊗ 1 + 1⊗ r}.

Luego, R es el álgebra de Nichols de V = R(1) si y sólo si V la genera como álgebra. Existe una
dualidad entre esta condición y el punto 2. que veri�ca R, que mostraremos en el siguiente resultado:

Lema 1.5.3. [AS2, Lemma 5.5] Sea R = ⊕n≥0R(n) un álgebra de Hopf graduada en H
HYD tal que

sus componentes homogéneas son de dimensión �nita y R(0) = k1. Sea S = ⊕n≥0R(n)∗ el dual
graduado. Entonces R está generado como álgebra por R(1) si y sólo si S(1) = P(S).

1.6. Álgebras de Hopf punteadas y levantamientos

Citaremos en esta sección el Teorema de Andruskiewitsch-Schneider sobre la clasi�cación de las
álgebras de Hopf punteadas de dimensión �nita sobre grupos abelianos cuyo orden no es divisible
por 2, 3, 5, 7 y un resultado de Masuoka sobre sus categorías de comódulos.

El Teorema de Andruskiewitsch-Schneider sigue los pasos del Método del Levante:

(i) Dado Γ un grupo �nito, determinar todos los espacios V ∈ kΓ
kΓYD tales que B(V ) es de

dimensión �nita.
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(ii) Para cada V como en el paso anterior, hallar todas las álgebras de Hopf A tales que grA =
B(V )#kΓ.

(iii) Decidir si toda A punteada sobre Γ pertenece a la familia del paso anterior, es decir, si A está
generada por el término A1 de la �ltración corradical.

Daremos ahora una familia de álgebras A para cada espacio trenzado V de tipo Cartan del ítem
(ii), en el caso en que Γ es abeliano.

De�nición 1.6.1. [AS6] Sea Γ un grupo abeliano. Un dato de tipo Cartan �nito sobre Γ es una
colección

D = D (Γ, (gi)i=1,...,θ, (χi)i=1,...,θ, A = (aij)i,j=1,...,θ) ,

donde gi ∈ Γ, χi ∈ Γ̂ y A es una matriz de Cartan de tipo �nito que satisface

qijqji = q
aij
ii , qii 6= 1, para todo i, j

donde de�nimos qij := χj(gi).

Fijemos un dato D. Denotemos por Φ al sistema de raíces de A, X el conjunto de componentes
conexas del diagrama de Dynkin de A, y α1, ..., αθ un conjunto de raíces simples; escribimos i ∼ j
si αi, αj están en la misma componente conexa. Para cada J ∈ X , ΦJ denota el sistema de raíces
de la componente J . Para cada α =

∑θ
i=1 kiαi ∈ Φ+, de�nimos

gα :=
θ∏
i=1

gkii , χα :=
θ∏
i=1

χkii . (1.18)

Consideraremos qii de orden impar y coprimo con 3 si αi pertenece a una componente conexa de
tipo G2. Así el orden de qii es constante en cada componente J ∈ X , y lo denotaremos NJ .

Introducimos ahora dos familias de parámetros. La primer familia es λ = (λij)i,j∈{1,...,θ},i�j ,
cuyos elementos en k satisfacen la condición:

si gigj = 1 o χiχj 6= ε, entonces λij = 0. (1.19)

La segunda familia es µ = (µα)α∈Φ+ , cuyos elementos de k satisfacen la condición:

si gNJα = 1 o χNJα 6= ε, entonces µα = 0, α ∈ Φ+
J , J ∈ X . (1.20)

En [AS6], para cada familia µ y cada α ∈ Φ, los autores de�nen un elemento uα(µ) ∈ k[Γ], que
también pertenece al ideal de aumento de k[gNii ]. Recordemos que uα(0) = 0 para todo α ∈ Φ+,
donde µ = 0 denota la familia cuyos parámetros son todos 0.

Recordemos también que están �jos ciertos elementos xα, α ∈ Φ+, que determinan una base
PBW, ver [AS6].

De�nición 1.6.2. [AS6] u(D, λ, µ) es el álgebra generada por Γ y x1, . . . , xθ, y presentada por las
siguientes relaciones:

gxig
−1 = λi(g)xi, i = 1, ..., θ, g ∈ Γ; (1.21)

adc(xi)1−aijxj = 0, i 6= j, i ∼ j; (1.22)

adc(xi)xj = λij(1− gigj), i < j, i � j; (1.23)

xNJα = uα(µ), α ∈ Φ+
J , J ∈ X . (1.24)



1.7. PALABRAS DE LYNDON Y BASES PBW PARA ÁLGEBRAS TRENZADAS DE TIPO
DIAGONAL 17

Observación 1.6.3. 1. De acuerdo a [AS6] el álgebra u(D, λ, µ) es un álgebra de Hopf punteada
de dimensión �nita, donde el coproducto satisface ∆(g) = g ⊗ g para todo g ∈ Γ, y ∆(xi) =
xi ⊗ 1 + gi ⊗ xi. Sus elementos de tipo grupo son G (u(D, λ, µ)) = Γ.

2. El álgebra graduada (levantamiento trivial) corresponde a µ = 0, λ = 0. Más aún, u(D, 0, 0)
es el álgebra de Hopf corradicalmente graduada asociada a u(D, λ, µ), para cualquier familia
de parámetros.

Teorema 1.6.4. [AS6] Sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión �nita, con grupo de
elementos tipo grupo Γ = G(H), donde el orden de Γ no es divisible por primos ≤ 7. Entonces
existe un dato D y familias λ, µ tales que H ∼= u(D, λ, µ).

De�nición 1.6.5. [AS4, Mo] Sea H biálgebra. Un 2-cociclo en H es una función bilineal σ :
H ×H → k, que satisface para todos los elementos a, b, c ∈ H,

σ(a1, b1)σ(a2b2, c) = σ(a, b1c1)σ(b2, c2), (1.25)

σ(a, 1) = σ(1, a) = ε(a). (1.26)

Dado un 2-cociclo invertible para el producto de convolución, de�nimos un nuevo producto en H
de acuerdo a

a ·σ b := σ(a1, b1)a2b2σ
−1(a3, c3), a, b ∈ H.

H con dicho producto, la misma unidad y la misma estructura de coálgebra es una biálgebra, que
denotaremos Hσ. Hσ se dice una deformación por cociclo de H.

Si H es un álgebra de Hopf con antípoda S, de�nimos

Sσ(a) = σ (a1,S(a2))S(a3)σ−1 (S(a4), a5) , a ∈ H.

Luego Sσ es una antípoda para Hσ, de donde Hσ es un álgebra de Hopf.

Los levantamientos anteriores veri�can una importante propiedad acerca de sus categorías de
comódulos, que nos ayudarán a describir las categorías de representaciones de sus duales.

Teorema 1.6.6. [M2] Para cada dato D y familias λ, µ, el álgebra de Hopf u(D, λ, µ) es una
deformación por cociclo del álgebra de Hopf graduada asociada u(D, 0, 0).

Observación 1.6.7. La categoría de u(D, λ, µ)-comódulos es tensorialmente equivalente a la categoría
de u(D, 0, 0)-comódulos de acuerdo a [S]. Consideremos ahora un álgebra de Hopf básica H tal
que H/RadH ∼= Fun Γ, donde Γ es un grupo abeliano como en el Teorema de Andruskiewitsch-
Schneider. Denotemos por H0 su álgebra de Hopf radicalmente graduada asociada. Entonces H∗

es un álgebra de Hopf punteada isomorfa a algún u(D, λ, µ), y su álgebra de Hopf corradicalmente
graduada asociada es H∗0 , que es isomorfa a u(D, 0, 0). Así RepH es tensorialmente equivalente a
RepH0, dado que son isomorfas a las categorías de comódulos sobre sus correspondientes duales.

1.7. Palabras de Lyndon y bases PBW para álgebras trenzadas de
tipo diagonal

Sean A un álgebra, P, S ⊂ A y h : S 7→ N ∪ {∞}. Consideremos < un orden lineal sobre S.
Denotaremos por B(P, S,<, h) al conjunto{

p se11 . . . sett : t ∈ N0, s1 > · · · > st, si ∈ S, 0 < ei < h(si), p ∈ P
}
.
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Si B(P, S,<, h) es una base de A como k-espacio vectorial, diremos que (P, S,<, h) es un conjunto
de generadores PBW con altura h, y que B(P, S,<, h) es una base PBW de A.

En esta Sección, describiremos � usando los resultados presentes en [Kh1]� una base PBW de
cada álgebra de Hopf graduada trenzada B = ⊕n∈NBn que está generada como álgebra por B1 ∼= V ,
donde V es un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal; en particular, esto vale para cada álgebra
de Nichols B(V ). Primero introducimos la de�nición y las propiedades clásicas de las palabras de
Lyndon. Cada palabra de Lyndon tiene una decomposición canónica como producto de cierto par
de palabras de Lyndon de menor longitud, denominada descomposición de Shirshov. Las principales
referencias para la sección son [Lo, Sh].

Luego daremos la de�nición de la hiperletra [l]c asociada a cada palabra de Lyndon l: es el
conmutador trenzado de las hiperletras correspondientes a las palabras en la descomposición de
Shirshov. Las hiperletras determinan un conjunto de generadores de una base PBW de T (V ) y las
clases de algunas de ellas darán una base PBW de B.

Sean θ ∈ N, yX un conjunto con θ elementos; �jemos una numeración x1, . . . , xθ de los elementos
deX, que induce un orden lineal enX. Sea X el correspondiente vocabulario (el conjunto de palabras
con letras en X) y consideremos el orden lexicográ�co en X.

De�nición 1.7.1. Un elemento u ∈ X, u 6= 1 es una palabra de Lyndon si u es menor que cualquiera
de sus �nales propios; esto es, si u = vw, v, w ∈ X−{1}, entonces u < w. El conjunto de las palabras
de Lyndon se denota por L.

Consideremos algunas propiedades de las palabras de Lyndon.

(i) Sea u ∈ X − X. Entonces u es de Lyndon si y sólo si para cada escritura u = u1u2, donde
u1, u2 ∈ X \ 1, se tiene u1u2 = u < u2u1.

(ii) Cada palabra de Lyndon comienza con la menor de sus letras.

(iii) Si u1, u2 ∈ L, u1 < u2, entonces u1u2 ∈ L.

Un Teorema básico sobre estas palabras, atribuido al mismo Lyndon, establece que toda palabra
u ∈ X admite una única descomposición como producto no creciente de palabras de Lyndon:

u = l1l2 . . . lr, li ∈ L, lr ≤ · · · ≤ l1. (1.27)

Se la denomina descomposición de Lyndon de u ∈ X; las palabras li ∈ L que aparecen en la
descomposición (1.27) se llaman las letras de Lyndon de u.

El orden lexicográ�co de X resulta ser el mismo que el orden lexicográ�co en las letras de Lyndon:
si v = l1 . . . lr es la descomposición de Lyndon de v, entonces u < v si y sólo si

(i) la descomposición de Lyndon de u es u = l1 . . . li, para algún 1 ≤ i < r, o

(ii) la descomposición de Lyndon de u es u = l1 . . . li−1ll
′
i+1 . . . l

′
s, donde 1 ≤ i < r, s ∈ N y

l, l′i+1, . . . , l
′
s ∈ L, l < li.

Otra caracterización útil de las palabras de Lyndon es la siguiente:
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Lema 1.7.2. Sea u ∈ X − X. Entonces u ∈ L si y sólo si existen u1, u2 ∈ L tales que u1 < u2 y
u = u1u2.

Demostración. Ver [Kh1, p.6, Shirshov Th.] y las referencias de tal trabajo.

De�nición 1.7.3. Para cada u ∈ L−X, la descomposición de Shirshov de u es la descomposición
u = u1u2, con u1, u2 ∈ L, tal que u2 es el menor �nal propio entre tales �nales de u.

Sean u, v, w ∈ L tales que u = vw. Entonces u = vw es la descomposición de Shirshov de u si y
sólo si v ∈ X o la descomposición de Shirshov de v es v = v1v2 y se tiene w ≤ v2.

Dado un espacio vectorial V , �jemos una base X = {x1, . . . , xθ} de V ; podemos identi�car
kX con T (V ). Para el álgebra T (V ), consideramos dos graduaciones canónicas. Primero, la N0-
graduación usual T (V ) = ⊕n≥0T

n(V ). Si ` denota la longitud de una palabra en X, entonces se
tiene Tn(V ) = ⊕x∈X, `(x)=nkx.

Segundo, sea {α1, . . . , αθ} la base canónica de Zθ. T (V ) es Zθ-graduada, donde el grado queda
determinado por deg xi = αi, 1 ≤ i ≤ θ.

Consideremos ahora una trenza c sobre V . El corchete trenzado de x, y ∈ T (V ) se de�ne como

[x, y]c := multiplication ◦ (id−c) (x⊗ y) . (1.28)

Asumimos ahora que (V, c) es de tipo diagonal, y sea χ : Zθ × Zθ → k× la forma bilineal
determinada por

χ(αi, αj) = qij , para todo par 1 ≤ i, j ≤ θ. (1.29)

Entonces, para cada par de elementos Zθ-homogéneos u, v ∈ X,

c(u⊗ v) = qu,vv ⊗ u, qu,v = χ(deg u,deg v) ∈ k×. (1.30)

En tal caso, el conmutador trenzado satisface una identidad de Jacobi 'trenzada' así como deriva-
ciones torcidas

[[u, v]c , w]c = [u, [v, w]c]c − χ(α, β)v [u,w]c + χ(β, γ) [u,w]c v, (1.31)

[u, v w]c = [u, v]cw + χ(α, β)v [u,w]c , (1.32)

[u v,w]c = χ(β, γ) [u,w]c v + u [v, w]c , (1.33)

para u, v, w ∈ T (V ) homogéneos de grados α, β, γ ∈ Nθ, respectivamente.

Un endomor�smo importante de kX es [−]c, de�nido como sigue:

[u]c :=


u, si u = 1 o u ∈ X;
[[v]c , [w]c]c, si u ∈ L, `(u) > 1 y u = vw es la descomposición de Shirshov;
[u1]c . . . [ut]c , si u ∈ X− L y su descomposición de Lyndon es u = u1 . . . ut.

De�nición 1.7.4. La hiperletra correspondiente a l ∈ L es [l]c. Una hiperpalabra es una palabra
en hiperletras, y una hiperpalabra monótona es una hiperpalabra de la forma W = [u1]k1c . . . [um]kmc ,
donde u1 > · · · > um.

Observación 1.7.5. Para cada u ∈ L, [u]c es una combinación lineal de palabras de la misma Zθ-
graduación que u, con coe�cientes en Z [qij ], y tal que [u]c ∈ u+ kX`(u)

>u .
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Las hiperletras heredan el orden de las correspondientes palabras de Lyndon, lo cual induce en
consecuencia un orden en las hiperpalabras, que es el orden lexicográ�co en las hiperletras. Dadas
dos hiperpalabras monótonas W,V , se prueba que

W = [w1]c . . . [wm]c > V = [v1]c . . . [vt]c ,

donde w1 ≥ · · · ≥ wr, v1 ≥ · · · ≥ vs, si y sólo si w = w1 . . . wm > v = v1 . . . vt. Más aún, la palabra
principal del polinomio W es w con coe�ciente 1.

Teorema 1.7.6. [R2, Thm. 10] Para cada parm,n ∈ L,m < n, el conmutador trenzado [[m]c , [n]c]c
es una combinación Z [qij ]-lineal de hiperpalabras monótonas [l1]c . . . [lr]c , li ∈ L, tales que las hi-
perletras que intervienen satisfacen n > li ≥ mn. [mn]c es un elemento de tal expresión con coe�-
ciente no nulo, y cada hiperpalabra perteneciente a la combinación lineal satisface deg(l1 . . . lr) =
deg(mn).

Rosso también describe el comportamiento del coproducto de hiperpalabras en T (V ).

Lema 1.7.7. [R2, Thm.13] Sean u1, . . . , ur, v ∈ L, donde v < ur ≤ · · · ≤ u1. Entonces

∆ ([u1]c · · · [ur]c[v]mc ) = 1⊗ [u1]c · · · [ur]c[v]mc +
m∑
i=0

(
m

i

)
qv,v

[u1]c . . . [ur]c [v]ic ⊗ [v]m−ic

+
∑

l1≥···≥lp>v, li∈L
0≤j≤m

x
(j)
l1,...,lp

⊗ [l1]c · · · [lp]c [v]jc ;

donde cada x
(j)
l1,...,lp

es Zθ-homogénea, y deg(x(j)
l1,...,lp

) + deg(l1 . . . lpvj) = deg(u).

En [R2] se presenta otro resultado, que será muy útil en la próxima Sección.

Lema 1.7.8. Para cada l ∈ L sea Wl el subespacio de T (V ) generado por

[l1]c[l2]c · · · [lk]c, k ∈ N0, li ∈ L, l1 ≥ . . . ≥ lk ≥ l. (1.34)

Entonces Wl es una subálgebra coideal a izquierda de T (V ).

Demostración. Se sigue del Teorema 1.7.6 y el Lema 1.7.7.

Usaremos también otro orden en X, considerado en [U] e implícito en [Kh1].

De�nición 1.7.9. Sean u, v ∈ X. Diremos que u � v si `(u) < `(v), o `(u) = `(v) y u > v para el
orden lexicográ�co. Tal orden � es total, y se lo denomina orden deg-lex.

La palabra vacía 1 es el elemento maximal para �. Además este orden es invariante por multi-
plicación a derecha e izquierda.

Sea I un ideal propio de T (V ), y R = T (V )/I. Sea π : T (V ) → R la proyección canónica.
De�nimos:

GI := {u ∈ X : u /∈ kX�u + I} .

Notemos que si u ∈ GI y u = vw, entonces v, w ∈ GI . Así, cada u ∈ GI se factoriza de modo único
como producto no creciente de palabras de Lyndon en GI .
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Proposición 1.7.10. [Kh1, R2] El conjunto π(GI) es una base de R.

Para esta última parte I denotará un ideal de Hopf. Buscamos una base PBW de hiperpalabras
para el cociente R de T (V ). Consideramos el conjunto SI := GI ∩ L.

De�nimos la función hI : SI → {2, 3, . . . } ∪ {∞} de acuerdo a

hI(u) := mı́n
{
t ∈ N : ut ∈ kX�ut + I

}
. (1.35)

El siguiente resultado y sus corolarios están presentes en [Kh1]; serán fundamentales en la
siguiente sección.

Teorema 1.7.11. B′I := B ({1 + I} , [SI ]c + I,<, hI) es una base PBW de H = T (V )/I.

Corolario 1.7.12. Una palabra u pertenece a GI si y sólo si la correspondiente hiperletra [u]c no
es una combinación lineal, módulo I, de hiperpalabras [w]c, w � u, donde todas las hiperpalabras
tienen sus hiperletras en SI .

Corolario 1.7.13. Si v ∈ SI es tal que hI(v) < ∞, entonces qv,v es una raíz de la unidad. Si

qv,v tiene orden h, entonces hI(v) = h, y [v]h es una combinación lineal de hiperpalabras [w]c,
w � vh.

1.8. Álgebras de Nichols de tipo diagonal con sistema de raíces
�nito

En esta sección presentaremos la clasi�cación de Heckenberger de los espacios trenzados de tipo
diagonal cuya álgebra de Nichols tiene un sistema de raíces �nito, lo cual incluye propiamente a
aquellos espacios trenzados con álgebra de Nichols de dimensión �nita.

Comencemos por la de�nición del sistema de raíces de un álgebra de Nichols de tipo diagonal.
Para ello �jemos (V, c) un espacio trenzado de tipo diagonal de dimensión �nita, x1, . . . , xθ una base
tal que c(xi ⊗ xj) = qijxj ⊗ xi, de modo que (qij)1≤i,j≤θ ∈ (k×)θ×θ es la matriz de trenza.

Sea B un álgebra de Hopf trenzada que es un cociente de T (V ) por elementos Zθ-homogéneos
de grado ≥ 2. Así B es Zθ-graduada y N-graduada, pues hereda las graduaciones de T (V ). Además,
B(0) = k1 y B(1) = V . De acuerdo al Teorema 1.7.11, B admite una base PBW cuyos generadores
son elementos Zθ-homogéneos. Siguiendo el trabajo hecho en [H1] podemos asumir más aún que

~ la altura de un generador PBW [u]c, deg(u) = α, es �nita si y sólo si ord(χ(α, α)) ≥ 2 es
�nito, y en tal caso, hI(u) = ord(χ(α, α)).

De hecho, si la altura de un generador [u]c, deg(u) = α, es �nita, entonces 2 ≤ ord(χ(α, α)) < ∞,
de acuerdo al Corolario 1.7.13. También, si 2 ≤ ord(χ(α, α)) = m < ∞ pero hI(V )(u) es in�nita,

podemos agregar [u]mc a la base PBW: en tal caso, hI(V )(u) = m, y χ(mα,mα) = χ(α, α)m
2

= 1.

Sea ∆+(B) ⊆ Nn el conjunto de grados de los geenradores de una base PBW, contados con sus
multiplicidades, y ∆(B) = ∆+(B) ∪ (−∆+(B)): ∆+(B) es independiente de la base PBW con la
propiedad ~ elegida, según lo probado en [AA, Lemma 2.18].
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En particular lo anterior vale para B(V ), con lo cual de�nimos el sistema de raíces ∆V asociado
a V como

∆V := ∆+(B(V )).

Decimos que el sistema es �nito si dicho conjunto es �nito.

Siguiendo la notación de Heckenberger, introducimos la noción de diagrama de Dynkin generali-
zado asociado a (V, c): es un grafo con θ vértices, cada uno de ellos etiquetado con el correspondiente
qii, y una arista entre dos vértices i, j si qijqji 6= 1, etiquetada con dicho escalar. Luego dos espacios
vectoriales trenzados de tipo diagonal tienen el mismo diagrama de Dynkin generalizado si y sólo
si son equivalentes por torcimiento.

Ejemplo 1.8.1. Si consideramos la trenza correspondiente a U+
q (g), donde g = sl4, tenemos

q11 = q22 = q33 = q, q12q21 = q23q32 = q−1, q13q31 = 1.

Luego, el correspondiente diagrama generalizado de Dinkin es: ◦q
q−1

◦q
q−1

◦q .

Diremos que i, j ∈ {1, . . . , θ} están conectados si existen i1 = i, i2, . . . , ik = j ∈ {1, . . . , θ} tales
que qis,is+1qis+1,is 6= 1 para todo s = 1, . . . , k− 1; es decir, si los vértices con etiquetas qii, qjj están
conectados en el diagrama de Dynkin generalizado. Así hablaremos de las componentes conexas de
(V, c) re�riéndonos a las componentes conexas de su correspondiente diagrama. Sea X el conjunto
de componentes conexas. Para cada X ∈ X denotamos por (VX , cX) el espacio trenzado cuya base
es (xj)j∈X y cuya trenza es cX = c|VX⊗VX ; de este modo, (VX , cX) es de tipo diagonal, con matriz
de trenza (qij)i,j∈X .

Un resultado importante es el siguiente:

Lema 1.8.2. [AS2, Lemma 4.2] Existe un isomor�smo de álgebras de Hopf trenzadas Zθ-graduadas
B(V ) ∼= ⊗X∈XB(VX).

De acuerdo a este último resultado podemos restringirnos a estudiar aquellos diagramas de
Dynkin generalizados conexos, pues la serie de Hilbert de B(V ) es el producto de las series de
Hilbert de B(VX), y en consecuencia el sistema de raíces de V puede verse como la unión de los
sistemas de raíces de VX , X ∈ X .

Heckenberger [H3] logró clasi�car aquellos espacios trenzados de tipo diagonal cuyo sistema de
raíces es �nito. Para ello comenzó con el estudio de los diagramas de Dynkin conexos con pocos
vértices, para obtener luego el resultado completo. En particular, para los diagramas con 3 vértices
se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.8.3. [H3, Lemma 9 (i),(ii)] Sea (V, c) tal que θ = 3, es de tipo �nito y además su diagrama
de Dynkin generalizado es conexo.

1. Si q13q31 = 1 y q11, q22, q33 6= −1, entonces V es de tipo Cartan o existe i ∈ {1, 3} tal que, si
j = 4− i, se veri�can

qii ∈ G3, qii 6= 1, q22, qjj ∈ G6 ∪G9 \G3, qjjqj2q2j = q22qi2q2i = 1,

(q22qj2q2j − 1)(q2
22qj2q2j − 1) = 0.
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2. Si qijqji 6= 1 para todo par i 6= j, entonces
∏
i<j qijqji = 1 y existe k ∈ {1, 2, 3} tal que

qkk = −1. Si además q11 = −1, q22, q33 6= −1, entonces q22q21q12 = q33q31q13 = 1 y q2
21q

2
12 =

q2
31q

2
13 ∈ G3.

3. Si q13q31 = 1, q22 = −1, q11q12q21 = 1, q11, q33 6= −1, se veri�ca alguna de las siguientes:

q33q32q23 = 1, o q2
33q32q23 = 1,(q11q

2
33 − 1)(q11q

3
33 + 1) = 0, o q33 = −q11 ∈ G3,

q23q32 ∈ {−1,−q33}.

Finalmente se obtiene el siguiente resultado de clasi�cación:

Teorema 1.8.4. [H3, Thms. 17, 22] Sea (V, c) un espacio trenzado de tipo diagonal. Entonces (V, c)
tiene sistema de raíces �nito si y sólo si todas las componentes conexas de su diagrama de Dynkin
generalizado pertenecen a las Tablas 1,2,3,4.

Pasamos entonces a mostrar las tablas de diagramas de Dynkin generalizados, dividiendo las
mismas de acuerdo a la dimensión de V . Cada �la contiene una clase de equivalencia por la acción
del grupoide de Weyl que introciremos en el Capítulo siguiente.

Usaremos una notación similar a la presente en [H3], en la cual enfatizamos las posiciones donde
qii = −1, las cuales no sólo permiten distinguirlas fácilmente sino que también nos permitirán
calcular la dimensión de la correspondiente algebra de Nichols; C(θ, q; i1, . . . , ij) corresponde al
diagrama de Dynkin generalizado

◦q11
q12q21 ◦q22

q23q32 ◦q33 · · · ◦qθ−1,θ−1
qθ−1,θqθ,θ−1 ◦qθθ , (1.36)

en el cual se veri�can las siguientes condiciones:

q = qθ−1,θqθ,θ−1q
2
θθ,

(qθθ + 1)(qθθqθ−1,θqθ,θ−1 − 1) = (q11 + 1)(q11q12q21 − 1) = 0;

−qii = qi−1,iqi,i−1qi+1,iqi,i+1 = 1 si i ∈ {i1, . . . , ij}.

qiiqi−1,iqi,i−1 = qiiqi+1,iqi,i+1 = 1, en otro caso.

Luego, qii = −1 si y sólo si qi−1,iqi,i−1 = (qi+1,iqi,i+1)−1, y la cadena se obtiene considerando
subdiagramas

q
◦−1

q−1

,
q−1

◦−1
q

,

intercalados arbitrariamente con subdiagramas:

q−1

◦q
q−1

,
q
◦q−1

q
,

uniendo las aristas que tienen la misma etiqueta.

Además, para cada n ∈ N Gn denotará el grupo de raíces de de la unidad de orden n; para la
mayor parte del trabajo asumiremos que k es algebraicamente cerrado de característica 0, con lo
cual Gn será un grupo cíclico de orden n.
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

1 e eq q−1 q
q 6= 1

2 e eq q−1 −1 e e−1 q −1
q 6= ±1

3 e eq q−2 q2
q 6= ±1

4 e eq q−2 −1 e e−q−1
q2 −1

q /∈ G4

5 e eζ q−1 q e eζ ζ−1qζq
−1

ζ ∈ G3, q /∈ G3

6 e eζ −ζ −1 e eζ−1
−ζ−1−1

ζ ∈ G3 primitiva

7 e e−ζ−2
−ζ3 −ζ

2 e e−ζ−2
ζ−1 −1 e e−ζ2 −ζ −1

ζ ∈ G12 primitiva

e e−ζ3 ζ −1 e e−ζ3−ζ−1−1

8 e e−ζ2 ζ −ζ
2 e e−ζ2 ζ3 −1 e e−ζ−1

−ζ3 −1
ζ ∈ G12 primitiva

9 e e−ζ ζ−2 ζ3 e eζ3 ζ−1 −1 e e−ζ2 ζ −1
ζ ∈ G9 primitiva

10 e eq q−3 q3
q /∈ {−1} ∪G3

11 e eζ2 ζ ζ−1 e eζ2 −ζ−1−1 e eζ −ζ −1
ζ ∈ G8 primitiva

12 e eζ6 −ζ−1−ζ−4 e eζ6 ζ ζ−1 e e−ζ−4
ζ5 −1 e eζ ζ−5 −1

ζ ∈ G24 primitiva

13 e eζ ζ2 −1 e e−ζ−2
ζ−2 −1

ζ ∈ G5 primitiva

14 e eζ ζ−3 −1 e e−ζ−ζ−3−1 e e−ζ−2
ζ3 −1 e e−ζ−2

−ζ3 −1
ζ ∈ G20 primitiva

15 e e−ζ−ζ−3 ζ5 e eζ3 −ζ4−ζ
−4 e eζ5 −ζ−2−1 e eζ3 −ζ2 −1

ζ ∈ G15 primitiva

16 e e−ζ−ζ−3−1 e e−ζ−2
−ζ3 −1

ζ ∈ G7 primitiva

Tabla 1 : diagramas conexos de rango 2.

Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

1 e e eq q−1 q q−1 q
q 6= 1

2 e e eq2 q−2 q2 q−2 q
q 6= ±1

3 e e eq q−1 q q−2 q2
q 6= ±1

4 e e e−1 q−1 q q−1 q e e e−1 q −1 q−1 q
q 6= ±1

5 e e e−1 q−2 q2 q−2 q e e e−1 q2 −1 q−2 q e e eq2 q−2 −1 q2 −q
−1

q /∈ G4
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

6 e e e−1 q−1 q q−2 q2 e e e−1 q −1 q−2 q2
q 6= ±1

e e�
��

e
A
AA

q

−1

−1

q−1 q2

q−1

7 e e e−1 q−1 q q−3 q3 e e e−1 q −1 q−3 q3
q /∈ G3 ∪ {−1}

e e eq3 q−3 −1 q2 −q
−1 e e�

��

e
A
AA

q

−1

−1

q−1 q3

q−2

8 e e eq q−1 −1 q q−1 e e e−1 q −1 q−1 −1 e e e−1 q±1 q∓1
q±1 −1

q 6= ±1

9 e e eq q−1 −1 r−1 r e e eq q−1 −1 s−1 s
q, r, s 6= 1,qrs = 1,

e e er r−1 −1 s−1 s e e�
��

e
A
AA

−1

−1

−1

q r

s
q 6= r,q 6= s, r 6= s

10 e e eq q−1 −1 q−1 q e e eq q−1 −1 q2 q−2

q /∈ G3 ∪ {−1}

e e�
��

e
A
AA

−1

−1

−1

q q

q−2

11 e e eζ ζ−1 −1 ζ−1 ζ
ζ ∈ G3 primitiva

e e�
��

e
A
AA

−1

−1

−1

ζ ζ

ζ

12 e e e−ζ−1
−ζ−ζ

−1
−ζ ζ

ζ ∈ G3 primitiva

13 e e eζ ζ−1 ζ ζ−2 −1 e e eζ ζ−1−ζ−1
ζ2 −1

ζ ∈ G3 ∪G6, ζ 6= −1

14 e e e−1 −ζ−ζ
−1
−ζ ζ e e e−1−ζ−1−1 −ζ ζ e e e−ζ−1

−ζ −1−ζ−1ζ−1

ζ ∈ G3 primitiva

15 e e e−1 ζ−1 ζ ζ −1 e e e−1 ζ −1 ζ −1
ζ ∈ G3 primitiva

e e e−1 ζ−1−ζ−1
ζ−1 −1 e e�

��

e
A
AA

ζ

−1

ζ

ζ−1 ζ−1

ζ−1

16 e e e−1 ζ−1 ζ −ζ−1−ζ e e e−1 ζ −1−ζ−1−ζ
ζ ∈ G3 primitiva

e e eζ −1 −1−ζ−1−ζ e e eζ −ζ−1−ζ−ζ−1−ζ e e�
��

e
A
AA

ζ

−1

−1

ζ−1 −ζ

−1

17 e e e−1 −1 −1 ζ −1 e e e−1 −1 −1−ζ−1ζ−1

ζ ∈ G3 primitiva

e e e−1 −1 ζ ζ−1 −1 e e e−1 ζ−1 ζ −ζ −1 e e�
��

e
A
AA

−1

−1

ζ

−1 ζ−1

−ζ
e e�
��

e
A
AA

−ζ

ζ

−1

−ζ−1 ζ−1

−ζ−1

e e e−1 ζ −1 −ζ −1 e e e−1 ζ −ζ−ζ−1−1 e e e−1 ζ−1 ζ−1
−ζ−1−1

18 e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ−3 e e eζ ζ−1 ζ−4
ζ4 ζ−3

ζ ∈ G9 primitiva

Tabla 2 : diagramas conexos de rango 3.
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

1 e e e eq q−1 q q−1 q q−1 q
q 6= 1

2 e e e eq2 q−2 q2 q−2 q2 q−2 q
q 6= ±1

3 e e e eq q−1 q q−1 q q−2 q2
q 6= ±1

4 e e e eq2 q−2 q2 q−2 q q−1 q
q 6= ±1

5 e e��
@
@

e
e

q q−1 q

q−1

q−1

q

q

q 6= 1

6 e e e e−1 q−1 q q−1 q q−1 q e e e e−1 q −1 q−1 q q−1 q
q 6= ±1

e e e eq q−1 −1 q −1 q−1 q

7 e e e e−1 q−2 q2 q−2 q2 q−2 q e e e e−1 q2 −1 q−2 q2 q−2 q
q /∈ G4

e e e eq2 q−2 −1 q2 −1 q−2 q e e e eq2 q−2 q2 q−2 −1 q2 −q
−1

8 e e e e−1 q−1 q q−1 q q−2 q2 e e e e−1 q −1 q−1 q q−2 q2
q 6= ±1

e e e eq q−1 −1 q −1 q−2 q2 e e��
@
@

e
e

q q−1 q

q−1

q−1

−1

q2

−1

9 e e e eq2 q−2 q2 q−2 q q−1 −1 e e e eq2 q−2 q2 q−2 −1 q −1
q /∈ G3 ∪ {−1}

e e��
@
@

e
e

q2 q−2 −1

q2

q−1

−1

q−1

q

e e��
@
@

e
e

q2 q−2 −1

q2

q

−1

q−3

−1e e e eq2 q−2 q2 q−2 −1 q3 q−3 e e e eq2 q−2 q q−1 −1 q3 q−3

10 e e e eq−1
q −1 q−1 q q−1 q e e e e−1 q−1 −1 q −1 q−1 q

q 6= ±1

e e e e−1 q q−1
q −1 q−1 q e e e e−1 q−1 q q−1 −1 q −1

e e e e−1 q−1 q q−1 q q−1 −1 e e e e−1 q −1 q−1 −1 q −1

11 e e e eq−2
q2 −1 q−2 q2 q−2 q e e e e−1 q−2 −1 q2 −1 q−2 q

q /∈ G4

e e e e−1 q2 q−2
q2 −1 q−2 q e e e e−1 q−2 q2 q−2 −1 q2 −q

−1

e e e e−1 q2 −1 q−2 −1 q2 −q
−1 e e e eq2 q−2 −1 q2 q−2

q2 −q
−1
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

12 e e e eq−1
q −1 q−1 q q−2 q2 e e e e−1 q−1 −1 q −1 q−2 q2

q 6= ±1

e e e e−1 q q−1
q −1 q−2 q2 e e��

@
@

e
e

q q−1 −1

q

q

q−1

q−1

e e��
@
@

e
e

−1 q−1 q

q−1

q−1

−1

q2

−1

e e��
@
@

e
e

−1 q −1

q−1

q−1

−1

q2

−1

13 e e e eq q−1 q q−1 −1 q2 q−2 e e��
@
@

e
e

−1 q−1 q

q−1

q−1

q

q

q 6= ±1

e e��
@
@

e
e

q q−1 −1

q

q

−1

q−2

−1

e e��
@
@

e
e

−1 q −1

q−1

q−1

q

q

14 e e e eq q−1 q q−1 −1 −q−q
−1 e e e eq q−1 −1 −1 −1 −q−q

−1

q 6= ±1

e e e e−q−1
−q−q

−1
−q −1 q−1 q e e��

@
@

e
e

q q−1 −1

q

−1

−1

−q−1

−1

e e��
@
@

e
e

−q−1
−q −1

−q−1

−1

−1

q

−1

15 e e e e−ζ−1
−ζ−ζ

−1
−ζ−ζ

−1
−ζ ζ

ζ ∈ G3 primitiva

16 e e e e−1 −ζ−ζ
−1
−ζ−ζ

−1
−ζ ζ e e e e−1−ζ−1−1 −ζ−ζ

−1
−ζ ζ

ζ ∈ G3 primitiva

e e e e−ζ−1
−ζ −1−ζ−1−1 −ζ ζ e e e e−ζ−1

−ζ−ζ
−1
−ζ −1−ζ−1ζ−1

17 e e e e−ζ−ζ−1−ζ−ζ−1−ζ−ζ−1 ζ e e e e−ζ−ζ−1−ζ−ζ−1−1 −1 ζ
ζ ∈ G3 primitiva

e e��
@
@

e
e

−ζ−ζ−1−1

−ζ

ζ−1

−1

−1

ζ

e e��
@
@

e
e

−ζ−ζ−1−1

−ζ

ζ

−1

−ζ

−1e e e e−ζ−ζ−1 ζ ζ−1 −1−ζ−1−ζ e e e e−ζ−ζ−1−ζ−ζ−1−1−ζ−1−ζ
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

18 e e e eζ−1
ζ ζ−1

ζ ζ ζ−1 −1 e e��
@
@

e
e

ζ−1
ζ −1

ζ−1

ζ−1

−1

ζ−1

ζ

e e��
@
@

e
e

ζ−1
ζ −1

ζ−1

ζ

−1

−1

ζ ∈ G3 primitiva

e e e eζ−1
ζ ζ−1

ζ −1 ζ −1 e e��
@
@

e
e

ζ−1
ζ ζ

ζ−1

ζ−1

−1

−1

e e��
@
@

e
e

ζ−1
ζ ζ−1

ζ

ζ

−1

−1

19 e e e e−ζ−ζ−1−1 −ζ−ζ
−1
−ζ ζ e e e e−1 −ζ −1−ζ−1−1 −ζ ζ

ζ ∈ G3 primitiva

e e e e−1−ζ−1−ζ−ζ−1−1 −ζ ζ e e e e−1 −ζ−ζ
−1
−ζ −1−ζ−1ζ−1

e e e e−1−ζ−1−1 −ζ −1−ζ−1ζ−1 e e e e−ζ−1
−ζ −1−ζ−1−ζ−ζ−1ζ−1

20 e e e eζ−1
ζ −1 ζ−1 ζ ζ −1 e e e eζ−1

ζ −1 ζ−1−ζ−1
ζ−1 −1

ζ ∈ G3 primitiva

e e e e−1 ζ−1 −1 ζ −1 ζ −1 e e e e−1 ζ ζ−1
ζ −1 ζ −1

e e e e−1 ζ−1 −1 ζ ζ ζ−1 −1 e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 ζ

ζ−1

ζ−1

−1

ζ−1

ζ

e e��
@
@

e
e

−1 ζ −1

ζ−1

ζ−1

−1

ζ−1

ζ

e e e e−1 ζ ζ−1
ζ ζ ζ−1 −1 e e��

@
@

e
e

ζ ζ−1 −1

ζ

ζ

ζ−1

−1

e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ

ζ

ζ−1

ζ−1

−1

21 e e e e−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ −1 e e e e−1 ζ−1 ζ ζ−1−ζ−1
ζ−1 −1

ζ ∈ G3 primitiva

e e e e−1 ζ −1 ζ−1 ζ ζ −1 e e e e−1 ζ −1 ζ−1−ζ−1
ζ−1 −1

e e e eζ ζ−1 −1 ζ ζ ζ−1 −1 e e e eζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ −1 e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ

ζ−1

ζ−1

−1

ζ−1

ζ

22 e e e e−ζ ζ −1 −ζ ζ ζ −ζ e e��
@
@

e
e

−ζ ζ −1

−ζ

−1

ζ

−ζ

−1

e e��
@
@

e
e

−1 −ζ ζ

−ζ

−1

−1

−ζ

−1

ζ ∈ G4 primitiva

e e e e−1 −ζ −1 ζ −1 ζ −ζ e e e e−1 ζ −ζ ζ −1 ζ −ζ e e��
@
@

e
e

−1 ζ −1

−ζ

−1

−1

−ζ

−1e e e e−1 −ζ ζ −1 −1 ζ −ζ e e e e−1 ζ −1 −1 −1 ζ −ζ

Tabla 3 : diagramas conexos de rango 4.
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

1

�� �C(d, q; i1, . . . , ij)

�� �C(d, q−1; i1, . . . , ij) q 6= ±1, 0 ≤ j ≤ d

2

�� �C(d− 1, q2; i1, . . . , ij) eq−2 q �� �C(d− 1, q−2; i1, . . . , ij) eq2−q
−1

q /∈ G4, 0 ≤ j < d

3

�� �C(d− 1,−ζ−1; i1, . . . , ij) e−ζ ζ �� �C(d− 1,−ζ; i1, . . . , ij) e−ζ−1 ζ−1

ζ ∈ G3 prim., 1 ≤ j < d

4
�� �C(d− 2, q; ) e eq−1 q q−2 q2

q 6= ±1

5
�� �C(d− 2, q; ) �

�

@
@

e
e

q−1

q−1

q

q

q 6= 1

6
�� �C(d− 1, q; i1, . . . , ij) eq−2 q2

q 6= ±1

�� �C(d− 2, q; i1, . . . , ij) �
�

@
@

e
e

q−1

q−1

−1

q2

−1

1 ≤ j < d

�� �C(d− 2, q−1; i1, . . . , ij) �
�

@
@

e
e

q

q

q−1

q−1

7 e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ−1

ζ

ζ

−1

ζ ∈ G3 prim.

e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e


 eJJJ
e
eζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

8 e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ−1
ζ −1 e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 −1 ζ ∈ G3 prim.

e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ

ζ

−1

ζ

ζ−1

e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 −1 ζ −1
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 −1 ζ ζ−1ζ
−1

ζ

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ −1 ζ−1 −1
ζ−1

ζ

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ−1

ζ

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ −1 ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e


 eJJJ
e
e−1 ζ ζ−1

ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e


 eJJJ
e
e−1 ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

e e e e
e

ζ−1
ζ

−1 ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e e−1 ζ −1 ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ e e e e e−1 ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ

e e e e eζ ζ−1 −1 ζ ζ−1
ζ−1 ζ ζ−1 ζ

9 e e e e eζ2 ζ−2 ζ2 ζ−2 −1 ζ−1 ζ ζ−2 ζ2 ζ ∈ G5, prim.

e e


 eJJJ
e
eζ2 ζ−2 −1 ζ2 −1 ζ−2 ζ2

ζ2 ζ
−1

e e e��
@
@

e
e

ζ2 ζ−2 ζ2 ζ−2 −1
ζ−1

ζ2

ζ

ζ−1

−1

e e e e
e

−1 ζ2

−1 ζ−2

ζ2 ζ−2 ζ2ζ−2

ζ2

e e e e
e

−1 ζ−2

ζ2 ζ−2

ζ2 ζ−2 ζ2ζ−2

ζ2

e e e e eζ2 ζ−2 ζ2 ζ−2 ζ2 ζ−2 −1 ζ −1 e e e e eζ2 ζ−2 ζ2 ζ−2 ζ2 ζ−2 ζ ζ−1 −1
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

10 e e e e e−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ−1
ζ −1 e e e e e−1 ζ −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ−1

ζ −1 ζ ∈ G3 prim.

e e e e e−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 −1 e e e e eζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ−1
ζ −1

e e e e e−1 ζ −1 ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 −1 e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ −ζ ζ −1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ

ζ

−1

ζ

ζ−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ −1 ζ−1 −1
ζ

ζ

−1

ζ

ζ−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 −1 ζ −1
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 −1 ζ ζ−1 ζ

ζ

−1

ζ

ζ−1

e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ ζ−1
ζ−1 −1 e e e e eζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 −1 ζ−1 −1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ ζ−1
ζ −1

ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

ζ−1
ζ −1 ζ−1 ζ

ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 −1 ζ ζ−1ζ
−1

ζ

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

−1 ζ ζ−1
ζ ζ−1ζ

−1

ζ

ζ

−1

e e e��
@
@

e
e

ζ−1
ζ −1 ζ−1 −1

ζ−1

ζ

ζ

−1

e e


 eJJJ
e
eζ−1

ζ ζ−1
ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

e e e e eζ−1
ζ −1 ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ e e e e e−1 ζ−1 −1 ζ ζ−1

ζ−1 ζ ζ−1 ζ

e e e e e−1 ζ ζ−1
ζ ζ−1

ζ−1 ζ ζ−1 ζ

11 e e e e eζ −ζ ζ −ζ −1 −1 −1 −ζ ζ e e e e eζ −ζ ζ −ζ ζ −ζ −1 −ζ ζ ζ ∈ G4 prim.

e e


 eJJJ
e
eζ −ζ −1 ζ −1 −ζ ζ

ζ −1
−1

e e e��
@
@

e
e

ζ −ζ ζ −ζ −1
−1

ζ

−1

ζ

−1

e e e e
e

−1 ζ

−1 −ζ

ζ −ζ ζ−ζ
ζ

e e e e
e

−1 −ζ

ζ −ζ

ζ −ζ ζ−ζ
ζ
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

12 e e e e e
e

q q−1 q q−1

q q−1

q q−1 qq−1

q

q 6= 1

13 e e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ ∈ G3 prim.

e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ−1

ζ

ζ

−1

e e e e e
e

ζ ζ−1 −1 ζ

−1 ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e e e
e

−1 ζ −1 ζ−1

ζ ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e e
e

−1 ζ−1 ζ ζ−1

ζ ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ e e e


 eJJJ
e
eζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

14 e e e e e eζ −ζ ζ −ζ ζ −ζ −1 −1 −1 −ζ ζ e e e


 eJJJ
e
eζ −ζ ζ −ζ −1 ζ −1 −ζ ζ

ζ −1
−1

ζ ∈ G4 prim.

e e e e��
@
@

e
e

ζ −ζ ζ −ζ ζ −ζ −1
−1

ζ

−1

ζ

−1

e e e e e
e

ζ −ζ −1 ζ

−1 −ζ

ζ −ζ ζ−ζ
ζ

e e e e e eζ −ζ ζ −ζ ζ −ζ ζ −ζ −1 −ζ ζ

e e e e e
e

−1 ζ −1 −ζ

ζ −ζ

ζ −ζ ζ−ζ
ζ

e e e e e
e

−1 −ζ ζ −ζ

ζ −ζ

ζ −ζ ζ−ζ
ζ
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

15 e e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ−1
ζ −1 e e e e��

@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ

ζ

−1

ζ

ζ−1

ζ ∈ G3 prim.

e e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 −1

e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ ζ−1ζ
−1

ζ

ζ

−1

e e e e��
@
@

e
e

−1 ζ −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 −1
ζ−1

ζ

ζ

−1

e e e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e e��
@
@

e
e

−1 ζ −1 ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ−1

ζ

ζ

−1

e e e e e
e

ζ−1
ζ −1 ζ−1

ζ ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e e
e

−1 ζ ζ−1
ζ

−1 ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e��
@
@

e
e

−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1
ζ−1

ζ

ζ

−1

e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ −1
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e e e eζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ e e e


 eJJJ
e
e−1 ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

e e e e e e−1 ζ −1 ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ e e e


 eJJJ
e
e−1 ζ −1 ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

e e e e e e−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ e e e


 eJJJ
e
eζ ζ−1 −1 ζ ζ−1

ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

e e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ ζ−1
ζ−1 ζ ζ−1 ζ e e e e e

e
−1 ζ−1 −1 ζ

−1 ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ
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Diagramas de Dynkin generalizados parámetros

16 e e e e e e
e

q q−1 q q−1 q q−1

q q−1

q q−1 qq−1

q

q 6= 1

17 e e e e e e eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ ∈ G3 prim.

e e e e


 eJJJ
e
eζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1 ζ

ζ ζ
−1

e e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ −1
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e e e��
@
@

e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1 ζ
ζ−1

ζ−1

ζ

−1

e e e e e e
e

ζ ζ−1 ζ ζ−1 −1 ζ

−1 ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e e e
e

ζ ζ−1 −1 ζ −1 ζ−1

ζ ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e e e
e

−1 ζ −1 ζ−1 ζ ζ−1

ζ ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

e e e e e e
e

−1 ζ−1 ζ ζ−1 ζ ζ−1

ζ ζ−1

ζ ζ−1 ζζ−1

ζ

18 e e e e e e e
e

q q−1 q q−1 q q−1 q q−1

q q−1

q q−1 qq−1

q

q 6= 1

Tabla 4 : diagramas conexos de rango ≥ 5.



Capítulo 2

Presentación por generadores y
relaciones de álgebras de Nichols de tipo
diagonal con sistema de raíces �nito

2.1. Sistemas de raíces y subálgebras coideales

En esta sección recordaremos la de�nición de grupoide de Weyl y los sistemas de raíces gene-
ralizados asociados siguiendo [CH1] y [HeY]. Recordaremos también algunas propiedades de tales
objetos que usaremos más adelante, y su relación con las álgebras de Nichols de tipo diagonal. Luego
daremos una caracterización de los órdenes convexos para subconjuntos de sistemas de raíces de
grupoides de Weyl, que es una generalización de [P]. Consideraremos una familia de subálgebras
coideales de cada álgebra de Nichols de tipo diagonal con sistema de raíces �nito para probar que
el orden de las palabras de Lyndon de una base PBW como en la Sección 1.7 es convexo. Tales
resultados utilizan la caracterización de las subálgebras coideales que se presenta en [HS].

2.1.1. Grupoide de Weyl y sistemas de raíces

Usaremos la misma notación que en [CH1]. Fijemos así un conjunto no vacío X y un conjunto
�nito I; sea {αi}i∈I la base canónica de ZI . Para cada i ∈ I consideremos una función ri : X→ X,
y para cada X ∈ X una matriz generalizada de Cartan AX = (aXij )i,j∈I (ver la de�nición en [Kac2]).

De�nición 2.1.1. [HeY, CH1] El cuádruple C := C(I,X, (ri)i∈I , (AX)X∈X) es un esquema de Car-
tan si se veri�can

para todo i ∈ I, r2
i = id, y

para todo X ∈ X y todo par i, j ∈ I: aXij = a
ri(X)
ij .

Para cada i ∈ I y cada X ∈ X denotemos sXi al automor�smo de ZI dado por

sXi (αj) = αj − aXijαi, j ∈ I.

35
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El grupoide de Weyl de C es el grupoide W(C) cuyo conjunto de objetos es X y cuyos mor�smos
están generados por sXi , los cuales se consideran s

X
i ∈ Hom(X, ri(X)), i ∈ I, X ∈ X.

En general denotaremos W(C) simplemente por W, y para cada X ∈ X:

Hom(W, X) := ∪Y ∈X Hom(Y,X), (2.1)

∆X re := {w(αi) : i ∈ I, w ∈ Hom(W, X)}. (2.2)

∆X re es el conjunto de las raíces reales de X. Cada w ∈ Hom(W, X1) se escribe como un producto
sX1
i1
sX2
i2
· · · sXmim , donde Xj = rij−1 · · · ri1(X1), j ≥ 2. Denotaremos w = idX1 si1 · · · sim : esto dice que

w ∈ Hom(W, X1), dado que cada Xj ∈ X está univocamente determinado por esta condición. La
longitud de w se de�ne como

`(w) = mı́n{n ∈ N0 : ∃i1, . . . , in ∈ I tales que w = idX si1 · · · sin}.

Asumiremos de aquí en más que W es conexo: esto es, Hom(Y,X) 6= ∅, para todo par X,Y ∈ X.

De�nición 2.1.2. [HeY, CH1] Fijemos un esquema de Cartan C, y para cada X ∈ X un conjunto
∆X ⊂ ZI . R := R(C, (∆X)X∈X) es un sistema de raíces de tipo C si

1. para todo X ∈ X, ∆X = (∆X ∩ NI0) ∪ −(∆X ∩ NI0),

2. para cada i ∈ I y cada X ∈ X, ∆X ∩ Zαi = {±αi},

3. para cada i ∈ I y cada X ∈ X, sXi (∆X) = ∆ri(X),

4. si mX
ij := |∆X ∩ (N0αi +N0αj)|, entonces (rirj)m

X
ij (X) = (X) para cada par i 6= j ∈ I y cada

X ∈ X.

∆X
+ := ∆X ⊂ NI0 es el conjunto de raíces positivas, y ∆X

− := −∆X
+ el de raíces negativas.

Observación 2.1.3. A partir de 2. y 3. se deduce que ∆X re ⊂ ∆X , para todo X ∈ X.

Para cada raíz positiva α =
∑

i niαi, llamaremos soporte de α al conjunto

sopα := {i : 1 ≤ i ≤ θ, ni 6= 0}.

Por (3) se tiene que w(∆X) = ∆Y para cada w ∈ Hom(X,Y ). Diremos que R es �nito si ∆X es
�nito para algún X ∈ X. Por [CH1, Lemma 2.11], tal hecho es equivalente a que todos los conjuntos
∆X son �nitos, X ∈ X, y a que W es �nito. Además, para cada par i 6= j ∈ I y cada X ∈ X, se
tiene que kαi + αj ∈ ∆X si y sólo si 0 ≤ k ≤ −aXij . Así tenemos que

aXij = −máx{k ∈ N0 : kαi + αj ∈ ∆X}. (2.3)

El siguiente resultado será fundamental para las conclusiones de la siguiente subsección.

Teorema 2.1.4. [CH2, Thm. 2.10] Sea α ∈ ∆X
+ \ {αi : i = 1, . . . θ}. Entonces existen β, γ ∈ ∆X

+

tales que α = β + γ.

Recordemos también otros resultados sobre raíces reales, relacionados con la longitud de los
elementos de W.
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Lema 2.1.5. [HeY, Cor. 3] Sean m ∈ N, X,Y ∈ X, i1, . . . , im, j ∈ I, y w = idX si1 · · · sim ∈
Hom(Y,X) tales que `(w) = m. Entonces,

`(wsj) = m+ 1 si y sólo si w(αj) ∈ ∆X
+ ,

`(wsj) = m− 1 si y sólo si w(αj) ∈ ∆X
− .

Proposición 2.1.6. [CH1, Prop. 2.12] Para cada w = idX si1 · · · sim ∈ W tal que `(w) = m, las
raíces βj = si1 · · · sij−1(αij ) ∈ ∆X son positivas y todas distintas. Si R es �nito y w es un elemento
de longitud maximal, entonces {βj} = ∆X

+ . En consecuencia, todas las raíces son reales: i.e., para
cada α ∈ ∆X

+ existen i1, . . . , ik, j ∈ I tales que α = sik · · · si1(xj).

Como en [HS], consideremos para cada X ∈ X, m ∈ N, (i1, . . . , im) ∈ Im los conjuntos:

ΛX(i1, . . . , im) := {βk := idX si1 · · · sik−1(αik) : 1 ≤ k ≤ m} ⊂ ∆X , (2.4)

ΛX+ (i1, . . . , im) := {β ∈ ∆X
+ : |{k ∈ {1, . . . ,m} : β = ±βk}| es impar}. (2.5)

Por [HS, Prop. 1.9], dados otros elementos j1, . . . , jn ∈ I, se tiene

ΛX+ (i1, . . . , im) = ΛX+ (j1, . . . , jn) ⇔ idx si1 · · · sim = idx sj1 · · · sjn ;

más aún, |ΛX+ (i1, . . . , im)| = `(idx si1 · · · sim). Así, si w = idX si1 · · · sim es una expresión arbitraria
de w ∈ Hom(W, X), podemos de�nir ΛX+ (w) := ΛX+ (i1, . . . , im).

2.1.2. Órdenes convexos en sistemas de raíces

Caracterizaremos órdenes convexos para sistemas de raíces de grupoides de Weyl �nitos, exten-
diendo así los resultados de [P] para grupos de Weyl �nitos.

De�nición 2.1.7. Consideremos un sistema de raíces ∆X
+ con un orden total �jo <. Diremos que

tal orden es

• convexo si para cada α, β ∈ ∆+ tales que α < β y α+ β ∈ ∆+, se tiene α < α+ β < β.

• sub-convexo si para cada α, β ∈ ∆+ tales que α < β y α+ β ∈ ∆+, se tiene α < α+ β.

• fuertemente convexo si para cada subconjunto ordenado α1 ≤ . . . ≤ αk de ∆+ tal que α :=
∑
αi ∈

∆+ se veri�ca α1 < α < αk.

La siguiente de�nición fue dada para grupos de Weyl en [P].

De�nición 2.1.8. Sea L = {β1, . . . , βm} un subconjunto ordenado de ∆X
+ . Diremos que L está

asociado a w ∈ Hom(W, X) si existe una expresión reducida w = idX si1 · · · sim tal que

βj = si1 · · · sij−1(αij ), ∀1 ≤ j ≤ m.

Para cada w ∈ Hom(Y,X) de�nimos:

Rw := {α ∈ ∆X
+ : w−1(α) ∈ ∆Y

−}.

Generalizaremos ahora algunos resultados sobre grupos de Weyl al contexto de grupoides de
Weyl. Para empezar, daremos el análogo a un resultado que Papi atribuye a [Bo].
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Proposición 2.1.9. Cada conjunto ordenado L asociado a w satisface L = Rw. En consecuencia,
|Rw| = `(w) y dos conjuntos ordenados asociados a w di�eren a lo sumo en el orden.

Demostración. Notemos que para cada βj = si1 · · · sij−1(αij ), se tiene w
−1(βj) = −sim · · · sij+1(αj).

sim · · · sij+1sij es una expresión reducida pues está contenida en la expresión reducida de w, de
donde w−1(βj) ∈ ∆Y

− por el Lema 2.1.5. Luego L ⊆ Rw.

Recíprocamente, sea α ∈ Rw. Como w−1(α) ∈ ∆Y
− y si1 · · · sim(w−1(α)) = α ∈ ∆X

+ , considere-
mos el mayor j tal que sij · · · simw−1(α) es positiva. Entonces sij+1 · · · simw−1(α) es negativa, con lo
cual sij · · · simw−1(α) = αij , y tenemos αij = sij · · · simw−1(α); o sea, α = si1 · · · sij−1(αj) ∈ L.

Relacionemos ahora estos conjuntos Rw con los conjuntos (2.5) de [HS]. A pesar que coinciden,
nuestra de�nición nos será más cómoda para probar algunos resultados sobre convexidad.

Lema 2.1.10. Para cada w ∈ Hom(W, X), Rw = ΛX+ (w).

Demostración. Fijemos una expresión reducida w = idX si1 · · · sim : cada βj = si1 · · · sij−1(αij ) es
una raíz positiva, y α ∈ ∆X

+ coincide con ±βj si y sólo si α = βj . Luego ΛX+ (w) = L.

Extendamos ahora resultados de [P]. Notemos que la condición (a) del siguiente Teorema es más
débil que la correspondiente al resultado en [P] pero que la prueba es muy parecida. Tal condición
simpli�cará algunas pruebas que se presentarán luego.

Teorema 2.1.11. Sea L un subconjunto ordenado de ∆X
+ . Existe w ∈ Hom(W, X) tal que L está

asociado a w si y sólo si se satisfacen simultáneamente las condiciones siguientes:

(a) para cada par λ < µ ∈ L tales que λ+ µ ∈ ∆X
+ , se veri�ca λ+ µ ∈ L y λ < λ+ µ;

(b) si λ+ µ ∈ L y λ, µ ∈ ∆X
+ , entonces uno de ellos pertenece a L y es menor que λ+ µ.

Demostración. Asumimos primero que L está asociado a w = idX si1 · · · sim para algún w ∈
Hom(Y,X). Si λ = si1 · · · sik−1

(αik) y µ = si1 · · · sij−1(αij ) son tales que 1 ≤ k < j ≤ m y
λ+ µ ∈ ∆X

+ , tenemos λ+ µ ∈ L = Rw, pues w−1(λ+ µ) = w−1(λ) + w−1(µ) ∈ ∆Y
−.

Supongamos que λ + µ < λ. Entonces λ + µ = si1 · · · sil−1
(αil) para algún 1 ≤ l < k, de

donde sil · · · si1(λ + µ) = −αl ∈ ∆
ril ···ri1 (X)
− . Pero l < k < j, de donde sil · · · si1(λ), sil · · · si1(µ) ∈

∆
ril ···ri1 (X)
− , que es un absurdo. Luego, λ < λ+ µ, y L satisface (a).

Para probar (b), supongamos que λ + µ ∈ L pero λ, µ /∈ L: w−1(λ), w−1(µ) ∈ ∆Y
+, de donde

w−1(λ+µ) es positiva, contradiciendo que λ+µ ∈ Rw. Si λ, µ ∈ L, una prueba similar a (a) nos da
que uno de ellos es menor que λ+ µ. En consecuencia, supongamos que λ ∈ L, µ /∈ L y λ+ µ < λ.
Si l < k son tales que λ+ µ = si1 · · · sil−1

(αil), tenemos que sil · · · si1(λ) ∈ ∆+ y

sil · · · si1(λ) + sil · · · si1(µ) = sil · · · si1(λ+ µ) = −αl ∈ ∆
ril ···ri1 (X)
− ;

así sil · · · si1(µ) ∈ ∆
ril ···ri1 (X)
− , y µ ∈ RidX si1 ···sil ⊂ RidX si1 ···sim = L, que es una contradicción.

Recíprocamente, probemos que un conjunto ordenado L satisfaciendo (a) y (b) está asociado a
algún w por inducción en m := |L|. Si m = 1, sea α ∈ L. Supongamos que α no es simple: por el



2.1. SISTEMAS DE RAÍCES Y SUBÁLGEBRAS COIDEALES 39

Teorema 2.1.4, α = β+ γ para algunas raíces positivas β, γ, y por la condición (b) una de ellas está
en L; absurdo, pues m = 1. Luego L = {αj} = Rsj , donde 1 ≤ j ≤ θ.

Asumimos ahora m > 1 y sean β1 < . . . < βm los elementos de L. Notemos que L′ =
{β1, . . . , βm−1} veri�ca las condiciones (a) y (b): por hipótesis inductiva, existe una expresión re-
ducida v = idX si1 · · · sim−1 tal que

β1 = αi1 , βj = si1 · · · sij−1(αij ), j = 2, . . . ,m− 1.

Sea Z = rim−1 · · · ri1(X). Entonces v−1(βm) ∈ ∆Z
+, pues βm /∈ L′ = Rv. Supongamos que v−1(βm)

no es simple. Luego, existen α, β ∈ ∆Z
+ tales que α + β = v−1(βm); o sea, βm = α′ + β′, donde

α′ = v(α), β′ = v(β) ∈ ∆X . Así α′ ∈ ∆X
+ o β′ ∈ ∆X

+ . Por otro lado, si ambas son positivas
entonces una de ellas es de la forma βk, k < m; digamos α′ = βk. Entonces α = v−1(βk) ∈ ∆Z

−, una
contradicción. En consecuencia, podemos considerar α′ ∈ ∆X

+ y β′ ∈ ∆X
− . En tal caso, α′ /∈ Rv = L′

y −β′ ∈ Rv = L′ ⊂ L. Como α′ = βm + (−β′), la condición (a) nos dice que α′ ∈ L, de donde
α′ = βm ∈ L − L′, que es una contradicción. Entonces, v−1(βm) = αim para algún im ∈ I,
w = vsim ∈ Hom(rim(Z), X) es una expresión reducida por el Lema 2.1.5, y L = Rw.

Teorema 2.1.12. Dado un orden en un sistema de raíces �nito ∆X
+ , son equivalentes:

1. el orden está asociado a una expresión reducida del elemento de longitud máxima,

2. el orden es fuertemente convexo,

3. el orden es convexo.

Demostración. (1) ⇒ (2). Sea ω = idX si1 · · · sim un elemento de longitud máxima en Hom(W, X).
Por la Proposición 2.1.6, m = |∆X

+ | y βk := si1 · · · sik−1
(αik), k = 1, . . . ,m, son todos distintos, de

donde {βk} = ∆X
+ . En consecuencia, la expresión anterior induce un orden sobre ∆X

+ : β1 < · · · < βm.

Para probar que este orden es fuertemente convexo, consideremos β, βk1 , . . . , βkl ∈ ∆X
+ tales que

k1 < · · · < kl y β = βk1 + · · ·+βkl . Supongamos que β = βk para k < k1. Entonces u = idX si1 · · · sik
satisface `(u) = k, β ∈ Ru pero βkj /∈ Ru para todo j = 1, ..., l, que es un absurdo, pues u(β) ∈
∆
rik ···ri1X
− sería la suma de las raíces positivas u(βj). Una contradicción análoga se obtiene si se

supone k > kl. Luego, k1 < k < kl.

(2) ⇒ (3) es directa.

(3) ⇒ (1). Asumimos que el orden �jado en ∆X
+ es convexo; así se satisface trivialmente la

condición (a) del Teorema 2.1.11 pues L = ∆X
+ . La convexidad implica que se satisface también la

condición (b): así el orden está asociado a algún w. Como `(w) = |∆X
+ | por la Proposición 2.1.9, w

debe ser el elemento de longitud máxima.

2.1.3. Subálgebras coideales y órdenes convexos para bases PBW

Daremos ahora una descripción de las subálgebras coideales de aquellas álgebras de Nichols
con sistema de raíces �nito siguiendo [HS]. Usaremos tales resultados para probar que el orden
lexicográ�co en los generadores PBW de la base dada por Kharchenko es convexo.
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Recordemos primero cómo se asocia un grupoide de Weyl a un espacio vectorial trenzado de tipo
diagonal. Dado un espacio vectorial trenzado (V, c) de tipo diagonal, �jemos una base {x1, . . . , xθ} y
escalares qij ∈ k× como en (1.5), que determinan el bicaracter χ como en (1.29). Denotamos ∆V

+ al
conjunto de grados de los generadores de una base PBW de B(V ), contados con sus multiplicidades.
Tal conjunto no depende de la base PBW, tal como se a�rma en [H1] y se prueba en [AA, Lemma
2.18].

De aquí en adelante, �jaremos un espacio vectorial trenzado (V, c) de tipo diagonal y
asumiremos que el sistema de raíces ∆V

+ es �nito. En tal caso podemos asociar un esquema
de Cartan C, un grupoide de Weyl W y el correspondiente sistema de raíces R, ver [HS, Thms. 6.2,
6.9] y las referencias allí presentes, que coinciden con el grupoide de Weyl de�nido en [H1] para cada
espacio vectorial trenzado of tipo diagonal. Tal grupoide de Weyl puede construirse como sigue, ver
[AA]. Sea X el conjunto de bases ordenadas de Zθ, y para cada F = {f1, . . . , fθ} ∈ X, consideramos
q̃ij = χ(fi, fj). De�nimos para cada par 1 ≤ i 6= j ≤ θ,

mij(F ) := mı́n
{
n ∈ N0 : (n+ 1)q̃ii(1− q̃

n
iiq̃ij q̃ji) = 0

}
, (2.6)

y también si,F ∈ Aut(Zθ) tal que si,F (fj) = fj +mij(F )fi, donde mii = −2.

G = Aut(Zθ)× X es un grupoide cuyo conjunto de objetos es X, y cuyos mor�smos son:

x
(g,x)−→ g(x).

El grupoide de Weyl W (χ) de χ es el menor subgrupoide de G tal que

(id, E) ∈W (χ),

si (id, F ) ∈W (χ) y además si,F está de�nida, entonces (si,F , F ) ∈W (χ).

Denotaremos P(χ) = {F : (id, F ) ∈W (χ)} al conjunto de puntos del grupoide W (χ).

Recordemos que el orden de Du�o (a derecha) en Hom(W, X) está de�nido como sigue: si
x ∈ Hom(Y,X) e y ∈ Hom(Z, Y ), entonces x ≤D xy si y solamente si `(xy) = `(x) + `(y), [HS,
Defn. 1.11]. De acuerdo a [HS, Thm. 1.13], si v, w ∈ Hom(W, X) tenemos que v ≤D w si y sólo si
ΛX+ (v) ⊂ ΛX+ (w).

Observación 2.1.13. Sea w1 ≤D w2 ≤D · · · ≤D wk una cadena maximal en Hom(W, X). Entonces
existe una expresión reducida idX si1 · · · sik para algunos i1, . . . , ik ∈ I, tales que wj = idX si1 · · · sij ,
para cada 1 ≤ j ≤ k.

En particular, una cadena w1 ≤D w2 ≤D · · · ≤D wk tiene longitud máxima si y sólo si está
asociada a una expresión reducida del elemento de longitud máxima en Hom(W, X), y así k = |∆X

+ |.

Daremos ahora algunos resultados presentes en [HS] sobre la clasi�cación de las subálgebras
coideales de B(V ). Siguiendo la notación de dicho trabajo, K(V ) denotará el conjunto de todas las
subálgebras coideales a izquierda de B(V ), Nθ0-graduadas. A pesar que en [HS] los autores trabajan
en un contexto más general, daremos estos resultados para trenzas de tipo diagonal.

Los primeros resultados sobre clasi�cación de subálgebras coideales de algunas álgebras de Ni-
chols fueron obtenidos por Kharchenko y otras personas que han trabajado con él, ver [Kh3, KhL,
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Po], para las álgebras envolventes cuantizadas Uq(g) de tipos An, Bn and G2, respectivamente: pro-
baron que tales subálgebras coideales admitían una base PBW y luego las clasi�caron, deduciendo
que existía una correspondencia entre el conjunto de subálgebras coideales y el conjunto de raíces
positivas.

Para cada n = (n1, . . . , nθ) ∈ Nθ0, escribiremos Xn = Xn1
1 · · ·X

nθ
θ en k[[x1, . . . , xθ]]. También

denotaremos

qh(t) :=
th − 1
t− 1

∈ k[t], h ∈ N; q∞(t) :=
1

1− t
=
∞∑
s=0

ts ∈ k[[t]].

Para cada k-espacio vectorial Nθ0-graduado W = ⊕α∈Nθ0Wα, denotaremos su serie de Hilbert por

HW :=
∑
α∈Nθ0

(dimWα)Xα ∈ k[[x1, . . . , xθ]].

Para cada α ∈ Nθ0, escribimos qα = χ(α, α), donde χ es el bicaracter sobre Zθ (1.29), y Nα =
ord qα, donde Nα =∞ si qα no es una raíz de la unidad.

Teorema 2.1.14. [HS] Para cada w ∈ Hom(W, V ) existe una única subálgebra coideal a izquierda
F (w) ∈ K(V ) tal que su serie de Hilbert es

HF (w) =
∏

β∈ΛV+(w)

qNβ (Xβ). (2.7)

Más aún, la correspondencia w 7→ F (w) establece una biyección que preserva ambos órdenes
entre Hom(W, V ) y K(V ), donde consideramos el orden de Du�o en Hom(W, V ) y el orden dado
por la inclusión en K(V ); esto es,

w1 ≤D w2 ⇔ F (w1) ⊂ F (w2).

Demostración. Notemos que en [HS] se clasi�can las subálgebras coideales a derecha, pero E es una
subálgebra coideal a derecha si y sólo si S(E) es una subálgebra coideal a izquierda, donde S denota
la antípoda de B(V ). Más aún, E es Nθ-graduada si y sólo si S(E) lo es, siendo además HE = HS(E),
pues S es Nθ-graduada; además el orden dado por la inclusión en la familia de subálgebras coideales
a izquierda corresponde al mismo orden en las subálgebras coideales a derecha, pues S es biyectiva.
En este contexto de�nimos F (w) = S(EV (w)), donde EV (w) es el álgebra de�nida en [HS, Thm.
6.12].

Por [HS, Lemma 6.11], se tiene un isomor�smo de Nθ0-espacios graduados

F (w) ∼= ⊗β∈ΛV+(w)B(Vβ),

donde Vβ corresponde a Nβ de [HS, Defn. 6.5]. Esto es, Vβ es un espacio vectorial trenzado de tipo
diagonal de dimensión 1, generado por un vector no nulo vβ , tal que c(vβ ⊗ vβ) = qβ vβ ⊗ vβ . Así,
HB(Vβ) = qNβ (Xβ), de donde obtenemos (2.7).

La unicidad de una subálgebra coideal con una serie de Hilbert dada sigue de [HS, Lemma 6.4].
La aplicación Hom(W, V ) → K(V ) es biyectiva y preserva el orden en ambos sentidos por [HS,
Thms. 6.12, 6.15], pues tales resultados valen en particular para trenzas de tipo diagonal (V, c) tales
que ∆V

+ es �nito.
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Consideremos la base PBW de palabras de Lyndon del Teorema 1.7.11 para una base �ja
{x1, . . . , xθ} de V . Asumimos que ∆V

+ es �nito, de donde todas las raíces son reales, de multi-
plicidad 1. Luego podemos etiquetar los generadores PBW con los elementos β ∈ ∆V

+: los deno-
minaremos xβ = [lβ]c, donde lβ es una palabra de Lyndon de grado β. Así podemos inducir un
orden total en las raíces: si lβ1 < lβ2 < · · · < lβM están ordenadas lexicográ�camente, consideramos
β1 < β2 < · · · < βM , donde M = |∆V

+|, y en particular lβ1 = x1, lβM = xθ. Sea B la base de B(V )
que consiste de las correspondientes hiperpalabras.

Sea π : T (V )→ B(V ) = T (V )/I(V ) la proyección canónica. A partir de las subálgebras coideales
Wlβ del Lema 1.7.8 de�nimos

Wβ := π(Wlβ ), β ∈ ∆V
+.

Observación 2.1.15. Wβ es una subálgebra coideal a izquierda de B(V ), pues π es un mor�smo de
álgebras de Hopf trenzadas y cada Wlβ es una subálgebra coideal a izquierda de T (V ). También
Wβj ⊆Wβi si i < j, y

Wβ1 = B(V ), WβM = k〈xθ〉.

Lema 2.1.16. Con la notación anterior, xβi /∈Wβj si i < j.

En consecuencia, B(V ) = Wβ1 )Wβ2 ) · · · )WβM .

Demostración. Supongamos que para algún par i < j se tiene xβi ∈ Wβj . Entonces, xβi ∈ GI(V )

es una combinación lineal de hiperpalabras mayores o iguales que xβj en B(V ), lo cual contradice
el Corolario 1.7.12. Así, xβi /∈ Wβj , y la segunda a�rmación del Lema sigue de la Observación
2.1.15.

Probemos entonces el principal resultado de esta sección.

Teorema 2.1.17. Siguiendo con la notación anterior, el orden lineal β1 < β2 < · · · < βM de ∆V
+

es convexo.

Demostración. CadaWβi se corresponde con alguna subálgebra F (wi). Por el lema anterior anterior
tenemos una cadena de subálgebras coideales, que se corresponde con una cadena w1 ≥D w2 ≥D
. . . ≥D wM por el Teorema 2.1.14.

Los wi's son todos distintos, por lo cual tenemos una cadena de longitud máxima, y por la Ob-
servación 2.1.13 existe una expresión reducida del elemento de longitud máxima ωV = idV siM · · · si1
tal que wk = idV siM · · · sik para cada 1 ≤ k ≤M .

Probaremos por inducción (descendiente en j) que βj = siM · · · sij+1(αj). En tal caso, queda
concluída la prueba usando el Teorema 2.1.12. Para probar el paso inicial, notemos que HwM =
qNαθ (xθ) por el Teorema 2.1.14, y por la Observación 2.1.15 tenemos im = θ.

Asumimos ahora que k < M y que tenemos por hipótesis inductiva βj = siM · · · sij+1(αj) para
j = k + 1, · · · ,M . Denotemos γ = siM · · · sik+1

(αk), de modo que

HWβk+1
=

M∏
j=k+1

qNβj (X
βj ), HWβk

= qNγ (Xγ)

 M∏
j=k+1

qNβj (X
βj )

 .
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Por otro lado, {xnMβM · · ·x
nk
βk

: 0 ≤ nj < Nβj} es un conjunto linealmente independiente de Wβk , con
lo cual

HWβk
≥

M∏
j=k

qNβj (X
βj ),

donde una desigualdad entre las series signi�ca que tenemos la correspondiente desigualdad para
todos los coe�cientes del mismo grado. Mirando entonces el coe�ciente de Xβk obtenemos que existe
una expresión

βk = nγ +
M∑

j=k+1

njβj , n ∈ N, nj ∈ N0.

Notemos que Rwk = ΛV+ = {γ, βk+1, . . . βM}, de modo que si aplicamos wk a la última igualdad,

tenemos que w−1
l (βk) ∈ ∆rl···rM (V )

m . Entonces βk ∈ Rwk , y como βk 6= βj para todo j > k, concluímos
que βk = γ.

El siguiente resultado extiende [Le, Prop. 25], donde se consideran álgebras envolventes cuanti-
zadas Uq(g). Además nos da un modo inductivo de obtener las palabras lβ para cada β ∈ ∆V

+.

Corolario 2.1.18. Para cada β ∈ ∆V
+, β 6= α1, . . . , αθ,

lβ = máx{lδ1 lδ2 : δ1, δ2 ∈ ∆V
+, δ1 + δ2 = β, lδ1 < lδ2}. (2.8)

Demostración. Cada factor de un elemento de GI(V ) está en GI(V ) (ver la Sección 1.7). Luego, si
Sh(lβ) = (u, v), en particular lβ = uv, y así existen γ1, γ2 ∈ ∆V

+ tales que u = lγ1 < v = lγ2 y
β = γ1 + γ2.

Por otro lado, sean δ1, δ2 ∈ ∆V
+ tales que δ1 + δ2 = β y lδ1 < lδ2 . Por el teorema anterior,

lδ1 < lβ < lδ2 . Si lβ no comienza con lδ1 , entonces lδ1u < lβ para cualquier palabra u, y en particular
lδ1 lδ2 < lβ . Si lβ comienza con lδ1 , entonces lβ = lδ1u, para alguna palabra u de grado δ2. Sea
u = lplp−1 · · · l1 la descomposición de Lyndon. Luego cada li ∈ GI(V ), de modo que u = lnMβM · · · l

n1
β1

para algunos ni ∈ N0. Sea k = máx{j : nj 6= 0}. Como el orden es fuertemente convexo, xβk ≥ xδ2 ;
esto es, lβk ≥ lδ2 , de donde u ≥ lδ2 y así lβ = lδ1u ≥ lδ1 lδ2 . En cualquier caso, lβ = lδ1u ≥ lδ1 lδ2 .

Mostraremos ahora que la familia de subálgebras coideales Wβ , las cuales son en particular
B(V )-comódulos a izquierda, se comportan en parte como módulos de peso máximo.

Teorema 2.1.19. El conjunto Bk = {xnMβM · · ·x
nk
βk

: 0 ≤ nj < Nβj} es una base de Wβk . Más

aún, si Wβk = ⊕α∈Nθ0Wβk(α) denota la decomposición en las componentes Nθ0-homogéneas, entonces

dimWβk(βk) = 1.

Demostración. La primer a�rmación es válida porque Bk está incluído en Wβk , es un conjunto
linealmente independiente y la serie de Hilbert del subespacio que genera Bk coincide con la serie
de Hilbert de Wβk .

Para la segunda a�rmación, si
∑M

i=1 niβi = βk para algún ni ∈ N0, entonces ni = δi,k o existe
i < k tal que ni > 0, por el Teorema 2.1.12.
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Como consecuencia de la descripción de las subálgebras coideales Wα como en el teorema an-
terior, obtenemos una nueva expresión del coproducto de las hiperpalabras que usaremos en la
siguiente sección. Para ello consideremos los siguientes conjuntos:

Ck := {xnkβkx
nk−1

βk−1
· · ·xn1

β1
: 0 ≤ nj < Nβj}, (2.9)

Dk := {xnMβM · · ·x
n1
β1

: 0 ≤ nj < Nβj , ∃j ≥ k such that nj 6= 0}. (2.10)

Lema 2.1.20. Sea a ∈ Bk −{1}, b ∈ Bl, l ≤ k. Entonces ab = 0 o ab es una combinación lineal de
elementos de Bl ∩Dk.

Demostración. Si l = k, el enunciado es trivial. Asumimos entonces que l < k y escribimos b = b1b2,
donde b1 ∈ Bk y b2 ∈ Ck−1 ∩ Bl (puede ser que b1 = 1). Entonces ab1 ∈ Wβk , pues Wβk es una
subálgebra, y está generada por Bk. Finalmente, notemos que si c ∈ Bk, entonces cb2 ∈ Bl∩Dk.

De�nimos también ht(u) :=
∑
ni, si u = xnMβM x

nk−1

βk−1
· · ·xn1

β1
.

Lema 2.1.21. Sea u = xnkβk · · ·x
nl
βl
∈ Bl −Dk+1, l ≤ k, donde nk, nl 6= 0. Entonces,

∆(u) ∈

 ⊕
v∈B, w∈Dk∩Bl

k v ⊗ w

⊕ ⊕
v∈Dk, w∈Bl−Dk

k v ⊗ w

 .

Demostración. Lo probaremos por inducción en ht. Si ht(u) = 1, u = xβi para algún i. Luego,
∆(u) ∈ u⊗ 1 + 1⊗ u+ B(V )⊗Wβi , y vale el enunciado del Lema.

Asumimos ahora que vale para w tales que ht(w) < n, y sea u = xnkβk · · ·x
nl
βl

tal que ht(u) = n.
Escribimos entonces u = xβkw, de modo que por hipótesis inductiva,

∆(u) ∈

 ⊕
v∈B, w∈Ds∩Bl

k v ⊗ w

⊕ ⊕
v∈Ds, w∈Bl−Ds

k v ⊗ w

 ,

donde s = k − 1 si nk = 1, o s = k si nk > 1. Calculemos ∆(u) = ∆(xβk)∆(w). Usando que la
trenza es diagonal, y el Lema 2.1.20 concluimos que

(∆(xβk)− xβk ⊗ 1)∆(w) ∈
⊕

v∈B, w∈Dk∩Bl

k v ⊗ w.

También, para cada v ∈ B tenemos xβkv ∈ Dk, pues si v ∈ Bk entonces xβkv ∈ Wβk y si v ∈ Bi
para i < k entonces aplicamos el Lema 2.1.20 nuevamente para terminar la prueba.

2.2. Presentación por generadores y relaciones de álgebras de Ni-
chols de tipo diagonal

En esta sección usaremos el orden convexo de una base PBW de hiperletras para probar que,
cuando la trenza diagonal es simétrica, dicha base PBW es ortogonal para la forma bilineal de la
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Proposición 1.4.7. Este hecho nos dará la posibilidad de obtener relaciones que se satisfacen en un
álgebra de Nichols, aún cuando la trenza no sea simétrica. Obtendremos entonces una presentación
por generadores y relaciones para cualquier álgebra de Nichols de tipo diagonal cuyo sistema de
raíces es �nito si consideramos cierto conjunto de relaciones.

Seguimos utilizando la notación de la Subsección 2.1.3. Para empezar, probemos que la base
PBW es ortogonal con respecto a la forma bilineal de la Proposición 1.4.7. Este resultado extiende
[A1, Prop. 5.1], y la prueba es similar.

Proposición 2.2.1. Consideremos una base PBW de B(V ) como antes, dada por palabras de Lyn-
don, para una matriz de trenza simétrica. Entonces la base PBW es ortogonal con respecto a la
forma bilineal de la Proposición 1.4.7.

Demostración. Probaremos por inducción en k = `(u) + `(v) que (u|v) = 0, donde u 6= v son
hiperpalabras monótonas en los generadores PBW. Si k = 1, entonces u = 1, v = xj o u = xi,
v = 1, para algunos i, j ∈ {1, . . . , θ}, y (1|xj) = (xi|1) = 0.

Supongamos que la a�rmación vale cuando `(u) + `(v) < k, y sean u 6= v dos hiperpalabras
tales que `(u) + `(v) = k. Si ambas son hiperletras, tienen diferentes grados α 6= β ∈ Zθ, de donde
u = xα, v = xβ , y (xα|xβ) = 0, dado que las componentes homogéneas son ortogonales para (·|·).

Supongamos que u = xα y v = xhkβkx
hk−1

βk−1
. . . xhiβi , para algunos 1 ≤ i ≤ k ≤ M (consi-

deramos hk, hl 6= 0). Si u, v tienen dintinto Zθ-grado, son ortogonales. Asumimos entonces que
α =

∑k
j=i hjβj , de donde βi < α pues el orden en el sistema de raíces es fuertemente convexo por

el Teorema 2.1.17. Usando el Lema 1.7.7 y (1.10),

(u|v) = (xα|w)(1|xβi) + (1|w)(xα|xβi) +
∑

l1≥···≥lp>lα, li∈L
(xl1,...,lp |w)([l1]c · · · [lp]c|xβi),

donde v = wxβi . Notemos que (1|xβi) = (1|w) = 0. También, [l1]c · · · [lp]c es una combinación lineal
de hiperpalabras mayores del mismo grado y algún elemento de I(V ), y por hipótesis inductiva
sumado al hecho que I(V ) es el radical de la forma bilineal, concluimos que ([l1]c · · · [lp]c|xβi) = 0.
Luego, (u|v) = 0.

Para el último caso, consideremos

u = xhkβk . . . x
hi
βi
, 1 ≤ i ≤ k ≤M, v = x

fq
βq
. . . x

fp
βp
, 1 ≤ p ≤ q ≤M.

La forma bilineal es simétrica, por lo cual podemos asumir que i ≤ p. Por el Lema 1.7.7 y (1.11),

(u|v) = (w|1)(xβi |v) +
fp∑
j=0

(
fp
j

)
qβp

(w|xfqβq . . . x
fp−1

βp−1
xjβp)(xβi |x

fp−j
βp

)

+
∑

l1≥···≥lt>lβp , ls∈L
0≤j≤fp

(w|x(j)
l1,...,lt

)(xβi | [l1]c . . . [lt]c x
j
βp

)

donde u = wxβi . Notemos que (w|1) = 0, y [l1]c . . . [lp]c x
j
βp

es una combinación de hiperpalabras
de la base PBW mayores o iguales que v y un elemento de I(V ). Usando la hipótesis inductiva y el
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hecho que I(V ) es el radical de la forma bilineal, concluimos que (xβi | [l1]c . . . [lp]c x
j
βp

) = 0. Como

también xβi , x
fp−j
βp

son elementos distintos de la base PBW si fp − j 6= 1, tenemos

(u|v) = (fp)qβp (w|xfqβq . . . x
fp−1

βp−1
x
fp−1
βp

)(xβi |xβp). (2.11)

Luego (u|v) = 0 si i < p, pero también si i = p, pues en tal caso w 6= x
fq
βq
. . . x

fp−1

βp−1
x
fp−1
βp

y usamos
la hipótesis inductiva para w.

Corolario 2.2.2. Si u = xnMβM · · ·x
n1
β1
, donde 0 ≤ nj < Nβj , entonces

cu := (u|u) =
M∏
j=1

nj !qβj c
nj
xβj
6= 0. (2.12)

Demostración. Probaremos esta igualdad por inducción en ht(w). Si ht(w) = 1, w es una hiperletra,
y la igualdad es trivial. Si asumimos que vale para ht(w) < k, y tenemos ht(u) = k, usamos el hecho
que la base PBW es ortogonal y un cálculo como en (2.11) para v = u y obtenemos la igualdad en
(2.12) usando la hipótesis inductiva.

Tal escalar es no nulo pues u /∈ I(V ) y la base PBW genera un complemento k-lineal de I(V ),
el radical de la forma bilineal.

Observación 2.2.3. Notemos que:

(xβixβj |u) = (xβi |u(1))(xβj |u(2)) = di,jcxβi cxβj ,

donde di,j es el coe�ciente de xβi⊗xβj en la expresión de ∆(u) como combinación lineal de elementos
de la base PBW en ambos lados del producto tensorial.

Retornamos ahora al caso general donde la matriz de la trenza no es necesariamente simétrica.
Obtendremos algunas relaciones y probaremos entonces que el álgebra de Nichols admite cierta
presentación por generadores y relaciones. El paso fundamental es entonces obtener este conjunto
de relaciones para dar lugar a la presentación en el Teorema 2.2.10.

Notemos que Bi ∩ Cj es el conjunto de hiperpalabras monótonas cuyas hiperletras están entre
xβi y xβj , ver Teorema 2.1.19 y la de�nición de los conjuntos Cj (2.9).

Sea (W,d) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, x̂1, . . . , x̂θ una base de W y q̂ij ∈ k×

tales que d(x̂i ⊗ x̂j) = q̂ij x̂j ⊗ x̂i. Asumimos que q̂ij = q̂ji para cada par 1 ≤ i, j ≤ θ, y que (V, c) y
(W,d) son equivalentes por torcimiento: esto es,

qijqji = q̂ij q̂ji, qii = q̂ii, 1 ≤ i 6= j ≤ θ.

De�nimos x̂β = [lβ]d: esto es, la hiperletra correspondiente a lβ , pero donde cambiamos la trenza
c por d. Por el Corolario 2.1.18, las palabras de Lyndon de las bases PBW de B(V ) y de B(W )
coinciden. Así, el conjunto de todos los x̂β , β ∈ ∆V

+ = ∆W
+ , es un conjunto de generadores de una

base PBW como en el Teorema de Kharchenko. Si u = xnMβM · · ·x
n1
β1
, denotaremos

û = x̂nMβM · · · x̂
n1
β1
.
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Sea σ : Zθ × Zθ → k× la forma bilineal dada por

σ(gi, gj) =
{
q̂ijq

−1
ij , i ≤ j

1, i > j
(2.13)

Por [AS1, Prop. 3.9, Rem. 3.10] existe un isomor�smo lineal Ψ : B(W )→ B(V ) tal que Ψ(x̂i) =
xi y para cada x ∈ B(W )α, y ∈ B(W )β , α, β ∈ Nθ0,

Ψ(xy) = σ(α, β)Ψ(x)Ψ(y), (2.14)

Ψ([x, y]d) = σ(α, β)[Ψ(x),Ψ(y)]c. (2.15)

De�nimos tαi = 1 para cada 1 ≤ i ≤ θ, e inductivamente

tβ = σ(β1, β2)tβ1tβ2 , Sh(lβ) = (lβ1 , lβ2).

Para cada u = xnMβM · · ·x
n1
β1

de�nimos

f(u) :=
∏

1≤i<j≤M
σ(βj , βi)ninj

∏
1≤i≤M

σ(βi, βi)(
ni
2 )tniβi . (2.16)

Lema 2.2.4. Para cada u = xnMβM · · ·x
n1
β1
, Ψ(û) = f(u)u.

Demostración. Probaremos primero por inducción en `(lβ), β ∈ ∆V
+, que Ψ(x̂β) = tβ xβ . El enun-

ciado sigue por de�nición para `(lβ) = 1, o sea β = αi para algún 1 ≤ i ≤ θ. Asumimos entonces
que vale cuando `(lγ) < k, y consideremos β ∈ ∆V

+ tal que `(lβ) = k. Sea Sh(lβ) = (β1, β2). Así,

Ψ(x̂β) = Ψ([x̂β1 , x̂β2 ]d) = σ(β1, β2)[Ψ(x̂β1),Ψ(x̂β2)]c = σ(β1, β2)tβ1tβ2 [xβ1 , xβ2 ]c = tβ xβ,

por (2.15) e hipótesis inductiva.

Probemos ahora que Ψ(û) = f(u)u por inducción en ht(u). Notemos que si ht(u) = 1 se reduce
a Ψ(x̂β) = tβ xβ . Asumimos entonces que vale cuando ht(v) < N , y consideramos u = xnMβM · · ·x

nk
βk

tal que ht(u) = N , donde nk > 0. Denotemos v = xnMβM · · ·x
nk−1
βk

. Entonces,

Ψ(û) = σ

(
(nk − 1)βk +

M∑
i=k+1

niβi, βk

)
Ψ(v̂)Ψ(x̂βk)

=

(
M∏

i=k+1

σ(βi, βk)ni
)
σ(βk, βk)nk−1f(v)v tβkxβk = f(u)u,

por (2.14) e hipótesis inductiva.

De�nición 2.2.5. Para cada par 1 ≤ i < j ≤ θ y u = xnMβM · · ·x
n1
β1
, sea

cui,j :=
f(u) (x̂βi x̂βj |û)
σ(βi, βj)tβitβjcû

, (2.17)

donde (·|·) denota la forma bilineal asociada a (W,d), y cû se calcula como en el Corolario 2.2.2.
Notemos que si (qij) es simétrica y consideramos qij = q̂ij , entonces σ(α, β) = 1 para todo α, β ∈ Zθ
y así f(u) = 1 para cualquier u. En consecuencia, cui,j = (xβixβj |u)c−1

u .
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Usando estos escalares obtendremos un primer conjunto de relaciones para nuestra presentación.

Lema 2.2.6. Sean 1 ≤ i < j ≤ M tales que lβi lβj 6= lβk para todo k, y Sh(lβi lβj ) = (lβi , lβj );
consideremos cui,j ∈ k como antes. Entonces,[

xβi , xβj
]
c

=
∑

u∈Bi∩Cj−{xβjxβi}: deg u=βi+βj

cui,j u. (2.18)

Demostración. Asumimos primero que la trenza es simétrica. Como lβi lβj 6= lβk para todo k, y
Sh(lβi lβj ) = (lβi , lβj ), se tiene que

[lβi lβj ]c = [xβi , xβj ]c = xβixβj − χ(βi, βj)xβjxβi

es una combinación lineal de hiperpalabras monótonas mayores, por el Corolario 1.7.12.

Como xβixβj ∈ Wβi , es una combinación lineal de elementos en Bi por el Teorema 2.1.19.
También, B(V ) es Nθ0-graduada, de donde tal combinación lineal es sobre aquellos elementos de Bi de
grado βi+βj . Más aún, si cui,j 6= 0 para u = xnkβk · · ·x

nl
βl
, l ≤ k tal que nk, nl 6= 0, tenemos que xβi⊗xβj

aparece en la expresión de ∆(u) de la Observación 2.2.3. Notemos que xβi ⊗ xβj /∈ Dk ⊗ (Bl −Dk),
pues i < j. Por el Lema 2.1.21, tenemos que xβj ∈ Bk, de donde j ≥ k, y u ∈ Cj .

La fórmula explícita de los coe�cientes se deduce de la Proposición 2.2.1.

Si queremos calcular c
xβjxβi
i,j , debemos calcular el coe�ciente de xβi⊗xβj en ∆(xβjxβi), de acuerdo

a la Observación 2.2.3 y la fórmula cxαjxαi = cxαi cxαj . Tal coe�ciente es χ(βj , βi), pero como la
matriz de la trenza es simétrica, χ(βj , βi) = χ(βi, βj). Luego probamos el caso en que la matriz de
la trenza es simétrica.

Cuando la trenza no es simétrica, usamos el isomor�smo lineal Ψ considerado antes para reducirlo
al caso simétrico. En dicho caso,

0 = Ψ
([
x̂βi , x̂βj

]
d
−
∑

(x̂βi x̂βj |û)c−1
û û

)
= σ(βi, βj)tβitβj [xβi , xβj ]c −

∑
(x̂βi x̂βj |û)c−1

û f(u)u,

por (2.15) y el Lema 2.2.4, de donde (2.18) vale en B(V ).

Corolario 2.2.7. Asumimos que i, j veri�can las condiciones del Lema 2.2.6, y además βi + βj =∑j
k=i nkβk, nk ∈ N0 si y sólo si ni = nj = 1, nk = 0 para k 6= i, j. Entonces,

[xβi , xβj ]c = 0. (2.19)

Demostración. Es una consecuencia directa del resultado anterior.

Probaremos ahora una generalización de [A1, Cor. 5.2]. Recordemos que Nβ = ord(qβ) = h(xβ).

Lema 2.2.8. Para cada β ∈ ∆V
+ tal que Nβ es �nito, se tiene

x
Nβ
β = 0, en B(V ). (2.20)
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Demostración. Asumimos primero que (qij) es simétrica. Consideremos w = w̃xmβ , donde β ∈ ∆+

y w̃ es una hiperpalabra monótona en hiperletras xγ , γ ∈ ∆+ tal que γ > β, o w̃ = 1. Si β > α,

(xNαα |w) = (xNα−1
α |1)(xα|w) +

m∑
i=0

(
m

i

)
qβ

(xNα−1
α |w̃xiβ)(xα|xm−iβ )

+
∑

l1≥···≥lp>xβ ,0≤j≤m
(xNα−1
α |x(j)

l1,...,lp
)(xα| [l1]c . . . [lp]c x

j
β) = 0,

donde usamos que (xNα−1
α |1) = (xα|xm−iβ ) = (xα| [l1]c . . . [lp]c x

j
β) = 0 debido a que la base PBW es

ortogonal.

Si β ≤ α, entonces

(xNαα |w) = (1|w̃xm−1
β )(xNαα |xβ) +

Nα∑
i=1

(
Nα

i

)
qα

(xiα|w̃xm−1
β )(xNα−iα |xβ)

+
∑

l1≥···≥lp>xα,0≤j≤Nα

(x(j)
l1,...,lp

|w̃xm−1
β )([l1]c . . . [lp]c x

j
α|xβ)

donde usamos que qα ∈ GNα , el hecho que la base PBW sea ortogonal, y además que Nβ /∈ ∆+ si
N > 1, por la Proposición 2.1.6 (de donde (xNαα |xβ) = 0).

Luego (xNαα |v) = 0 para cada v en la base PBW. También (I(V )|xNαα ) = 0, pues I(V ) es el
radical de la forma bilineal, con lo cual (T (V )|xNαα ) = 0, y así xNαα ∈ I(V ): xNαα = 0 en B(V ).

Para el caso general, usamos nuevamente que toda trenza de tipo diagonal es equivalente por
torcimiento a una trenza con matriz simétrica, ver [AS1, Theorem 4.5]. También usamos el iso-
mor�smo lineal Ψ entre las álgebras de Nichols. Por el Lema 2.2.4, los correspondientes xα's están
relacionados por un escalar no nulo. Así vale xNαα = 0 en cualquier caso.

Antes de probar el teorema principal del capítulo, daremos otro lema técnico.

Lema 2.2.9. Sea B un cociente de T (V ) donde se veri�can las relaciones (2.18). Entonces para
cada i < j, xβixβj puede escribirse como combinación lineal de hiperpalabras monótonas mayores
que xβi , cuyas hiperletras son xβk , i ≤ k ≤ j.

Demostración. Se prueba de modo análogo al Teorema 1.7.6, ver [R2, Thm. 10]. Para cada n ≥ 2
consideramos,

Ln := {(xβi , xβj ) : i < j, `(lβi) + `(lβj ) = n}.

Ordenamos Lk de la siguiente manera: (xβi , xβj ) < (xβk , xβm) si lβi lβj < lβk lβm , o lβi lβj = lβk lβm y
lβi < lβk .

Probaremos el enunciado por inducción en n = `(xβi) + `(xβj ), e inducción en el orden anterior
de Ln. Si n = 2, βi y βj son simples, y [xi, xj ]c = xαi+αj o [xi, xj ]c = 0 en B.

Fijemos un par (xβi , xβj ) ∈ Ln y asumamos que el enunciado vale para cada (xβk , xβm) ∈ Ln,
(xβi , xβj ) > (xβk , xβm), y para (xβk , xβm) ∈ Ln′ , n′ < n. Si Sh(lβi lβj ) = (lβi , lβj ) el enunciado vale
porque
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si lβi lβj = lβk para algún k, necesariamente (por la de�nición del orden) i < k < j, y
[xβi , xβj ]c = xβk ,

si no, se sigue por la hipótesis: las relaciones (2.18) valen en este cociente.

Si Sh(lβi lβj ) 6= (lβi , lβj ), sea Sh(lβi) = (lβp , lβq), de donde xβi = [xβp , xβq ]c. Entonces lβq < lβj (ver
la Sección 1.7). Por (1.31),

[xβi , xβj ]c = [xβp , [xβq , xβj ]c]c − χ(βp, βq)xβq [xβp , xβj ]c + χ(βq, βj)[xβp , xβj ]cxβq .

Usamos la hipótesis inductiva y expresamos [xβq , xβj ]c como una combinación lineal de hiperpala-
bras monótonas cuyas hiperletras están entre xβq y xβj . Por (1.32) e hipótesis inductiva, podemos
expresar [xβp , [xβq , xβj ]c]c como una combinación lineal de hiperpalabras monótonas cuyas letras
están entre xβi y xβj . Es importante aquí el orden considerado en Ln, pues en tal combinación
lineal puede aparecer una hiperletra xβk sola, que por hipótesis está entre xβq y xβj , de donde
(lβi , lβj ) > (lβp , lβk).

También usamos hipótesis inductiva para expresar [xβp , xβj ]c como combinación lineal de hiper-
palabras cuyas hiperletras están entre xβp y xβj . Como en el paso previo, podemos reordenar las
hiperletras para obtener la expresión buscada, nuevamente por hipótesis inductiva.

Podemos entonces probar el principal resultado del capítulo.

Teorema 2.2.10. Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado de dimensión �nita de tipo diagonal tal
que ∆V

+ es �nito. Sea x1, · · · , xθ un base de V tal que c(xi⊗xj) = qijxj ⊗xi, donde (qij) ∈ (k×)θ×θ

es la matriz de la trenza, y sea {xβk}βk∈∆V
+
el conjunto de hiperletras asociado.

Entonces B(V ) está presentada por generadores x1, . . . , xθ, y relaciones

x
Nβ
β = 0, β ∈ ∆V

+, ord(qβ) = Nβ <∞, (2.21)[
xβi , xβj

]
c

=
∑

u∈Bi∩Cj−{xβjxβi}: deg u=βi+βj

cui,j u, (2.22)

1 ≤ i < j ≤M, Sh(lβi lβj ) = (lβi , lβj ), lβi lβj 6= lβk , ∀k,

donde cui,j se de�nen en (2.17). Más aún, {xnMβM · · ·x
n1
β1

: 0 ≤ nj < Nβj} es una base de B(V ).

Observación 2.2.11. Recordemos que Nβj = ord qβj puede no estar de�nido, en cuyo caso conside-
ramos Nβj =∞.

Demostración. El enunciado sobre la base sigue de la teoría de Kharchenko sobre bases PBW (ver
la Sección 1.7), la de�nición de ∆V

+ (ver la Sección 1.7) y el Lema 2.2.8 (que nos de�ne la altura
de cada generador), donde las hiperletras xβk están unívocamente determinadas por el Corolario
2.1.18, para cada orden �jo en la base de V .

Sea B := T (V )/I, donde I es el ideal de T (V ) generado por las relaciones (2.21), (2.22): por los
Lemas 2.2.6 y 2.2.8, I ⊆ I(V ), de modo que la proyección π : T (V )� B(V ) induce canónicamente
una proyección π′ : B � B(V ). Sea W el subespacio de B generado por B, donde B es la base PBW
de B(V ), que identi�camos en B canónicamente; notar que 1 ∈ W . Para cada par 1 ≤ i ≤ j ≤ M ,
llamamos Wi,j al subespacio de W generado por Bi ∩ Cj .
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A�rmamos que
xβkWi,j ⊂Wmı́n{i,k},máx{j,k}. (2.23)

Lo probaremos por inducción en k. Si k = M , �jemos i ≤ j. Para cada w ∈ Bi ∩ Cj , tenemos que
xβMw ∈ Bi ∩ CM = Bi, o xβMw = 0 si j = M , NM < ∞ y w empieza con xNM−1

βM
, de donde

xβMWi,j ⊂Wi,M .

Asumimos ahora que (2.23) vale para todo l > k, y todo i ≤ j. Probemos por inducción
en j que vale para k. Si i ≤ j ≤ k, para cada w ∈ Bi ∩ Cj , se tiene que xβkw ∈ Bi ∩ Ck o
xβkw = 0 como en el paso inicial, con lo cual xβkWi,j ⊂ Wi,k. Consideremos entonces j > k, y
w ∈ Bi ∩ Cj ; basta probar que xβkw ∈ Wmı́n{i,k},j . Más aún, podemos asumir que w = xβjw

′

para alguna hiperpalabra monótona w′ en Wi,j (si w comienza con otra hiperletra xβl , l < j,
consideramos w ∈Wi,l ⊂Wi,j). Por el Lema 2.2.9, podemos escribir xβkxβj como una combinación
lineal de hiperpalabras monótonas cuyas hiperletras pertenecen aBk∩Cj . Luego el resultado es cierto
por hipótesis inductiva: cualquiera de estas hiperpalabras no tiene letras xβk y usamos la primer
hipótesis inductiva (es decir, que vale para l > k), o termina con hiperletras xβk y escribimos xβkw

′

como una combinación lineal de hiperpalabras en Bmı́n{i,k} ∩ Cj de acuerdo a la segunda hipótesis
inductiva.

De esta forma probamos que W es un ideal a izquierda que contiene a 1, de donde W = B. En
tal caso, la proyección π′ es un isomor�smo, y B = B(V ).

Observación 2.2.12. Recordemos que se ha de�nido para cada par i 6= j ∈ {1, . . . , θ},

mij := máx{m : (adc xi)mxj 6= 0},

ver (2.6), y así mαi + αj ∈ ∆V
+ si y sólo si 0 ≤ m ≤ mij . Más aún asumimos que i < j. Entonces

xmαi+αj = (adc xi)mxj , y un par como en Corolario 2.2.7 es (xi, x
mij
i xj), de modo que tal corolario

implica las famosas relaciones cuánticas de Serre en B(V ): (adc xi)mij+1xj = 0. Si i > j, debemos
cambiar el par por (xjx

mij
i , xi), pero entonces 0 = [xmαi+αj , xi]c = a(adc xi)mij+1xj para cierto

a ∈ k×. En cualquier caso tenemos que

(adc xi)mij+1xj = 0.

Esto prueba que el conjunto de relaciones (2.18), (2.20) no es minimal: si ord qii = mij + 1,
entonces x

mij+1
i es una de las relaciones (2.20), y en dicho caso (adc xi)mij+1xj pertenece al ideal

generado por x
mij+1
i .

Observación 2.2.13. En el Capítulo 4 daremos el paso de�nitivo para obtener una buena presen-
tación por generadores y relaciones, útil en los estudios posteriores de las álgebras de Nichols. La
presentación del Teorema 2.2.10 nos da un conjunto completo que utilizaremos fuertemente para
obtener una presentación explícita por generadores con un conjunto minimal de relaciones.





Capítulo 3

Sobre la clasi�cación de las álgebras de
Nichols de tipo diagonal de dimensión
�nita

En el presente capítulo introduciremos dos familias importantes de trenzas de tipo diagonal: las
estándares, introducidas en [AA] y que incluyen propiamente a las de tipo Cartan, y las de tipo
súper, consideradas en [AAY] y son aquéllas que admiten un sistema de raíces relacionado con una
súper álgebra de Lie semisimple contragradiente de dimensión �nita.

Tal clasi�cación está contenida en la clasi�cación de trenzas diagonales con sistema de raíces
�nito obtenida por Heckenberger en [H3], pero aquí describiremos estas familias de manera inde-
pendiente, además de obtener bases PBW y una fórmula explícita para la dimensión. Un punto
importante es que todas aquellas trenzas con componentes conexas de rango mayor o igual a 8
pertenecen a estas familias.

3.1. Clasi�cación de las trenzas de tipo estándar

En un trabajo reciente Heckenberger ha clasi�cado trenzas diagonales cuyo conjunto de genera-
dores PBW es �nito, ver [H3]. Las trenzas estándares forman una subfamilia particular que incluye
propiamente a las trenzas de tipo Cartan.

Recordaremos primero la noción de trenza estándar presente en [AA]. Luego daremos su cla-
si�cación, además de una base PBW explícita y la dimensión, en caso que sea �nita. Además
compararemos estas familias con las presentes en [H3].

3.1.1. Trenzas de tipo estándar

Sea E = (α1, . . . , αθ) la base canónica de Zθ. Consideremos una matriz (qij)1≤i,j≤θ ∈ (k×)θ×θ

tal que qii 6= 1 para todo i, y �jemos para el resto de la sección la forma bilineal χ : Zθ × Zθ → k×

determinada según (1.29). Utilizaremos ahora la de�nición del grupoide de Weyl asociado a una
trenza de tipo diagonal como en el comienzo de la Subsección 2.1.3.

53
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Notemos algunos hechos simples que utilizaremos más adelante.

Observación 3.1.1. Sea i ∈ {1, . . . , θ} tal que si,E está de�nida. Sea F = si,E(E) y (q̃ij) la matriz
de trenza con respecto a F . Asumimos que

qii = −1, con lo cual para cada k 6= i, mik = 0 si qikqki = 1, o mik = 1 si qikqki 6= 1;

existe j 6= i tal que qjjqjiqij = 1; o sea, mij = mji = 1.

Entonces q̃jj = −1.

Demostración. Simplemente, q̃jj = qiiqijqjiqjj = qii = −1.

Observación 3.1.2. Si para un i, los enteros mij(F ) satisfacen que (qFii )
aij(F ) = qFijq

F
ji para todo

j 6= i, entonces (qsi(F )
kj ) es la matriz traspuesta de (qFkj) y así las matrices de trenza son equivalentes

por torcimiento. En consecuencia, ∆Vsi(F ) = ∆VF .

De�nición 3.1.3. [AA] Diremos que χ es estándar si para todo F ∈ P(χ) y todo par 1 ≤ r, j ≤ θ,
los enteros mrj(F ) están de�nidos, y además mrj(F ) = mrj(si,F (F )) para todo i. Claramente basta
con asumir que lo anterior vale para la base canónica E.

Ejemplo 3.1.4. Un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal con matriz de trenza (qij) se dice
de tipo Cartan si para cada par i 6= j existen enteros aij ≤ 0 tales que qijqji = q

aij
ii .

Notar que los aij están unívocamente determinados si pedimos que aij > − ord qii.

Tal familia de espacios trenzados aparece naturalmente como la trenza de las álgebras envolventes
cuantizadas, y sus análogos de dimensión �nita en el caso en que qii son raíces de la unidad. Notemos
que un espacio vectorial de tipo Cartan es estándar, donde mij = −aij . Pero tal como veremos en
la siguiente subsección, hay espacios trenzados de tipo estándar que no son de tipo Cartan.

Asumimos para lo que resta de la subsección que χ es estándar. Sea C := (aij) ∈ Zθ×θ,
donde aij = −mij(F ); C es una matriz generalizada de Cartan.

Sea α : W (χ) → GL(θ,Z), α(s, F ) = s si (s, F ) ∈ W (χ), y denotemos por W0(χ) al subgrupo
generado por la imagen de α.

Proposición 3.1.5. [AA, Prop. 3.6] W0(χ) = 〈si,E : 1 ≤ i ≤ θ〉. Más aún, W0(χ) actúa libre y
transitivamente en P(χ).

Así, W0(χ) es un grupo de Coxeter; además, W0(χ) y P(χ) tienen el mismo cardinal.

Lema 3.1.6. [AA, Rem. 3.5, 3.7] Son equivalentes:

1. El grupoide W (χ) es �nito.

2. El conjunto P(χ) es �nito.

3. El sistema de raíces generalizado ∆(χ) es �nito.

4. El grupo W0(χ) es �nito.
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5. La matriz de Cartan C es simetrizable y de tipo �nito.

Probaremos en el Teorema 3.2.1 que si ∆(χ) es �nito, entonces la matriz C es simetrizable, por lo
tanto de tipo �nito. Así, si B(V ) es de dimensión �nita, la matriz de Cartan C es de tipo �nito.

3.1.2. Clasi�cación de las trenzas de tipo estándares

Clasi�caremos ahora trenzas estándares tales que la matriz de Cartan es de tipo �nito. De
acuerdo al Lema 1.8.2 podemos restringirnos a diagramas conexos. Comenzaremos con las trenzas
de tipo Cθ, Dθ, El (l = 6, 7, 8) y F4, las cuales son necesariamente de tipo Cartan.

Proposición 3.1.7. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo estándar, θ = dimV , y C =
(aij)i,j∈{1,...,θ} la correspondiente matriz de Cartan, de tipo Cθ, Dθ, El (l = 6, 7, 8) o F4. Entonces
V es de tipo Cartan, asociado a la correspondiente matriz de tipo �nito.

Demostración. Sea V estándar de tipo Cθ, θ ≥ 3.

◦1 ◦2 ◦3 · · · ◦θ−2 ◦θ−1 ◦θks (3.1)

Notemos que qθ−1,θ−1 6= −1 puesmθ−1,θ = 2, ver la Observación 3.1.1. Como tambiénmθ−1,θ−2 = 1,
se tiene qθ−1,θ−1qθ−1,θ−2qθ−2,θ−1 = 1. Usando ahora la Observación 3.1.1 para i = θ − 2, j = θ − 1,
como q̃θ−1,θ−1 6= −1, al transformar por sθ−2 tenemos qθ−2,θ−2 6= −1 (pues el espacio vectorial
trenzado obtenido es también estándar), de donde

qθ−2,θ−2qθ−2,θ−1qθ−1,θ−2 = qθ−2,θ−2qθ−2,θ−3qθ−3,θ−2 = 1,

y así qθ−1,θ−1 = qθ−2,θ−2. Inductivamente,

qkkqk,k−1qk−1,k = qkkqk,k+1qk+1,k = q11q12q21 = 1, k = 2, ..., θ − 1

y así q11 = q22 = . . . = qθ−1,θ−1. Miramos entonces qθθ: como mθ,θ−1 = 1, se veri�ca que qθθ = −1
o qθθqθ,θ−1qθ−1,θ = 1. Asumimos que qθθ = −1 (pues en otro caso es claro que es de tipo Cartan), y
transformemos por sθ, de modo que tenemos

q̃θ−1,θ−1 = −q−1, q̃θ−1,θ q̃θ,θ−1 = q2,

y como mθ−1,θ−2 = 1, deducimos que q2 = −1. Luego,

qθθqθ,θ−1qθ−1,θ = 1, qθθ = q2,

y la trenza es de tipo Cartan en ambos casos.

Sea V estándar de tipo Dθ, θ ≥ 4.

◦1 ◦2 ◦3 · · · ◦θ−2 ◦θ

◦θ−1

(3.2)
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Probaremos el enunciado por inducción en θ. Para θ = 4, supongamos que q22 = −1. Sea (q̃ij) la
matriz de trenza con respecto a F = s2,E(E). Calculamos para cada par j 6= k ∈ {1, 3, 4}:

q̃jkq̃kj = ((−1)q2kqj2qjk) ((−1)q2jqk2qkj) = (q2kqk2) (q2jqj2) ,

donde usamos que qjkqkj = 1. Como también q̃jkq̃kj = 1, deducimos que q2kqk2 = (q2jqj2)−1, si
j 6= k, de donde q2kqk2 = −1, k = 1, 3, 4, pues q2kqk2 6= 1. En tal caso, la trenza es de tipo Cartan,
con q = −1. Supongamos que q22 6= −1. Como m2j = 1, tenemos que

q22q2jqj2 = 1, j = 1, 3, 4.

Para cada j, aplicando la Observación 3.1.1 y el hecho que q̃22 6= −1, deducimos que qjj 6= −1, de
donde qjjq2jqj2 = 1, j = 1, 3, 4, y la trenza es de tipo Cartan.

Supongamos ahora que vale el enunciado para θ. Sea V un espacio vectorial trenzado estándar
de tipo Dθ+1. El subespacio generado por x2, . . . , xθ+1 es un espacio vectorial trenzado estándar
asociado a la matriz (qij)i,j=2,...,θ+1, de tipo Dθ, con lo cual es de tipo Cartan. Para terminar,
aplicamos la Observación 3.1.1 para i = 1, j = 2, y obtenemos que V es de tipo Cartan con q = −1,
o si q22 6= −1, tenemos que q11 6= −1, q11q12q21 = 1, en cuyo caso también es de tipo Cartan (porque
q1kqk1 = 1 si k > 2).

Sea V estándar de tipo E6. Notemos que 1, 2, 3, 4, 5 determinan un subespacio trenzado estándar,
que es de tipo D5, de donde es de tipo Cartan. Luego probamos que q66q65q56 = 1 por medio de la
Observación 3.1.1 como antes.

◦1 ◦2 ◦3 ◦5 ◦6

◦4

(3.3)

Sea V estándar de tipo E7 o E8. Como antes podemos reducir al caso E6, respectivamente E7,
y usar la Observación 3.1.1 para el extremo restante.

◦1 ◦2 ◦3 ◦4 ◦6 ◦7

◦5

(3.4)

◦1 ◦2 ◦3 ◦4 ◦5 ◦7 ◦8

◦6

(3.5)

Sea V estándar de tipo F4. Los vértices 2, 3, 4 determinan un subespacio trenzado estándar, que
es de tipo C3, por lo cual ese subespacio es de tipo Cartan. Sea (q̃ij) la matriz de trenza con respecto
a F = s2,E(E). Como q̃13q̃31 = 1 y q22q23q32 = 1, tenemos que q22q12q21 = 1.

◦1 ◦2 +3 ◦3 ◦4 (3.6)

Supongamos entonces que q11 = −1, y apliquemos la Observación 3.1.1, de donde obtenemos que
q22 = −1 = q21q12, en cuyo caso tenemos un espacio trenzado de tipo Cartan F4 asociado a
q ∈ G4 \ {±1}. Si q11 6= −1, entonces q11q12q21 = 1, y también es de tipo Cartan.
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Para �nalizar la clasi�cación de las trenzas estándares, describiremos aquellas trenzas estándares
que no son de tipo Cartan. Tales trenzas están asociadas a matrices de Cartan de tipo Aθ, Bθ o G2.
Recordemos la notación utilizada en la Sección 1.8.

Proposición 3.1.8. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal. V es estándar de tipo
Aθ si y sólo si su diagrama de Dynkin generalizado es de la forma:

C(θ, q; i1, . . . , ij). (3.7)

Notemos que dicha trenza es de tipo Cartan si y sólo si j = 0, o j = n y q = −1.

Demostración. Sea V un espacio vectorial trenzado estándar de tipo Aθ. Para cada vértice 1 < i < θ
tenemos que qii = −1 o qiiqi,i−1qi−1,i = qiiqi,i+1qi+1,i = 1, y además tenemos las correspondientes
fórmulas para i = 1, θ. Supongamos que 1 < i < θ y qii = −1. Transformando la trenza según si
obtenemos

q̃i−1,i+1 = −qi,i+1qi−1,iqi−1,i+1, q̃i+1,i−1 = −qi,i−1qi+1,iqi+1,i−1,

y usando que mi−1,i+1 = m̃i−1,i+1 = 0 (pues la trenza es estándar), tenemos que qi−1,i+1qi+1,i−1 = 1
y q̃i−1,i+1q̃i+1,i−1 = 1, con lo cual deducimos que qi,i+1qi+1,i = (qi,i−1qi−1,i)−1. Luego la matriz (qij)
tiene un diagrama de Dynkin generalizado de la forma (3.7).

Ahora, consideramos un espacio trenzado V de la forma (3.7). Asumimos que qii = q±1; si trans-
formamos la trenza por si, entonces el espacio vectorial trenzado Vi es equivalente por torcimiento
a V por la Observación 3.1.2. Luego, m̃ij = mij .

Asumimos ahora que qii = −1. Si transformamos la trenza por si y calculamos

q̃jj = (−1)m
2
ij (qijqji)mijqjj

=


qjj , |j − i| > 1;
(−1)q∓1q±1 = −1, j = i± 1, qjj = q±1;
(−1)q±1(−1) = q±1, j = i± 1, qjj = −1.

También, q̃ij q̃ji = qijqji si |j − i| > 1, q̃ij q̃ji = q−1
ij q

−1
ji si |j − i| = 1, y

q̃kj q̃jk = (qikqki)mij (qijqji)mikqkjqjk =
{
qkjqjk |j − i| o |k − i| > 1,
1 j = i− 1, k = i+ 1.

Entonces Vi tiene una trenza de la forma anterior, y (−mij) también corresponde a una matriz de
Cartan �nita de tipo Aθ, con lo cual la trenza (3.7) es estándar de tipo Aθ. Luego, hemos obtenido
la familia de todas las trenzas estándares de tipo Aθ.

Proposición 3.1.9. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal. Entonces V es estándar
de tipo Bθ si y sólo si su diagrama de Dynkin generalizado es uno de los siguientes:

(a) ◦q
q−1

◦ζ , donde ζ ∈ G3, q ∈ k \ {0, 1,−1, ζ, ζ2} (θ = 2);

(b)
�� �C(θ − 1, q2; i1, . . . , ij)

q−2

◦q , donde θ ∈ N, q ∈ k× \ {±1};
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(c)
�� �C(θ − 1,−ζ2; i1, . . . , ij)

−ζ
◦ζ , donde θ ∈ N, ζ ∈ G3.

Notemos que una trenza como antes es de tipo Cartan si y sólo si es del tipo (b) con j = 0.

Demostración. Consideremos primero el caso θ = 2. O sea, V es estándar de tipo B2. Para ello
analizamos las distintas posibilidades:

q2
11q12q21 = q22q21q12 = 1: dicha trenza es de tipo Cartan, con q = q11, donde se debe tener
q 6= −1. Tal trenza corresponde al caso (b) con θ = 2, j = 0.

q2
11q12q21 = 1, q22 = −1. Transformando la trenza por s2 tenemos que

q̃11 = −q−1
11 , q̃12q̃21 = q−1

12 q
−1
21 .

Así q̃2
11q̃12q̃21 = 1. Tal trenza corresponde también a (b) pero con j = 1.

q11 ∈ G3, q22q21q12 = 1. Ahora transformemos la trenza por s1,

q̃22 = q11q12q21, q̃12q̃21 = q2
11q
−1
12 q

−1
21 .

Así, q̃22q̃21q̃12 = 1, lo cual corresponde al caso (a).

q11 ∈ G3, q22 = −1: transformando la trenza por s1,

q̃22 = −q2
12q

2
21q11, q̃12q̃21 = q2

11q
−1
12 q

−1
21 .

Si tranformamos por s2 tenemos que

q̃11 = −q12q21q11, q̃12q̃21 = q−1
12 q

−1
21 .

Luego, q12q21 = ±q11, donde el caso q12q21 = q11 fue considerado antes. Entonces estamos en
el caso (c) con j = 0.

Recíprocamente, todas las trenzas (a), (b) y (c) son estándares de tipo B2.

Sea ahora V estándar de tipo Bθ, donde θ ≥ 3. Notemos que los primeros θ − 1 vértices deter-
minan una trenza estándar de tipo Aθ−1, y los últimos dos vértices determinan una trenza estándar
de tipo B2; así debemos pegar los posibles diagramas de Dynkin generalizados. Los casos posibles
son (b), (c) de la Proposición, y además�� �C(θ − 2, q; i1, . . . , ij)

q−1

◦q
q−1

◦ζ , ζ ∈ G3, q ∈ k \ {0, 1,−1, ζ, ζ2}.

Para este último diagrama de Dynkin generalizado, si transformamos por sθ, obtenemos

q̃θ−1,θ−1 = ζq−1, q̃θ−1,θ−2q̃θ−2,θ−1 = q−1,

de donde 1 = q̃θ−1,θ−1q̃θ−1,θ−2q̃θ−2,θ−1, y así tenemos q = ±ζ−1, o sea q̃θ−1,θ−1 = −1. Así, q = −ζ−1

o q = −1, de modo que es de la forma anterior.

Para probar que (b), (c) son efectivamente trenzas estándares, usamos el siguiente hecho: si
mij = 0 (o sea, qijqji = 1) y transformamos por si, entonces

q̃jj = qjj , q̃jkq̃jk = qjkqkj (k 6= i).

Así, si |i− j| > 1, entonces mij = 0; si j = i± 1, usamos el hecho que el subdiagrama determinado
por estos dos vértices es estándar de tipo B2 o de tipo A2. Así hemos obtenido la familia de todas
las trenzas estándares de tipo Bθ.



3.1. CLASIFICACIÓN DE LAS TRENZAS DE TIPO ESTÁNDAR 59

Proposición 3.1.10. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal. Entonces V es estándar
de tipo G2 si y sólo si su diagrama de Dynkin generalizado es uno de los siguientes:

(a) ◦q
q−3

◦q3 , donde ord q ≥ 4;

(b) para algún ζ ∈ G8 se tiene

(i) ◦ζ2
ζ
◦ζ−1 , o

(ii) ◦ζ2
ζ3

◦−1 , o

(iii) ◦ζ
ζ5

◦−1 .

Notemos que una trenza como antes es de tipo Cartan si y sólo si es como en (a).

Demostración. Sea V trenzado, con trenza estándar de tipo G2. Tenemos cuatro casos posibles:

q3
11q12q21 = 1, q22q21q12 = 1: tal trenza es de tipo Cartan, como en (a), donde q = q11. Notemos
que si q es una raíz de la unidad, entonces ord q ≥ 4, pues m12 = 3.

q3
11q12q21 = 1, q22 = −1: transformemos la trenza por s2,

q̃11 = −q−2
11 , q̃12q̃21 = q−1

12 q
−1
21 .

Si 1 = q̃3
11q̃12q̃21 = −q−3

11 , entonces q12q21 = −1, y la trenza es de tipo Cartan con q11 ∈ G6. En
otro caso, 1 = q̃4

11 = q−8
11 y así ord q̃11 = 4, ord q11 = 8. Entonces la trenza puede expresarse

como en (b)-(iii).

q11 ∈ G4, q22q21q12 = 1: transformamos ahora la trenza por s1,

q̃22 = q11q
2
12q

2
21, q̃12q̃21 = −q−1

12 q
−1
21 .

Si 1 = q̃22q̃21q̃12 = −q11q12q21, deducimos que q3
11q12q21 = 1, porque q2

11 = −1, y tal trenza
es de tipo Cartan. Consideramos entonces el caso −1 = q̃22 = q11q

2
12q

2
21, para el cual tenemos

q2
22 = q−1

11 y q22 ∈ G8. Luego obtenemos la trenza de la forma (b)-(i).

q11 ∈ G4, q22 = −1: transformamos la trenza por s2,

q̃11 = −q12q21q11, q̃12q̃21 = q−1
12 q

−1
21 .

Si q̃11 ∈ G4, entonces (q12q21)4 = 1. Además, q12q21 /∈ {1, q−1
11 , q

−2
11 } porque m12 = 3. Así,

q12q21 = −1 o q12q21 = q11 = q−3
11 , y tales casos fueron considerados antes. Por lo tanto

analizamos el caso
1 = q̃3

11q̃12q̃21 = q11q
2
12q

2
21,

para el cual podemos expresar la trenza en la forma (b)-(ii) para algún ζ ∈ G8.

Un cálculo simple prueba que tales trenzas son estándares de tipo G2, y por lo tanto son todas las
trenzas estándares de tal tipo.
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Resumiendo, el principal resultado de esta Sección es:

Teorema 3.1.11. Cualquier espacio trenzado estándar es equivalente por torcimiento a uno de los
siguientes:

una trenza de tipo Cartan,

una trenza de tipo Aθ como en la Proposición 3.1.8,

una trenza de tipo Bθ como en la Proposición 3.1.9,

una trenza de tipo G2 como en la Proposición 3.1.10.

Los diagramas de Dynkin generalizados que aparecen en las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9 de rango
arbitrario corresponden a las �las 1,2,3 de la Tabla 4. También, el diagrama de rango 2 de tipo B2

y los diagramas de Dynkin generalizados de la Proposición 3.1.10 son, respectivamente, las �las 5,
10, 11 de la Tabla 1. Sin embargo, nuestra clasi�cación no depende de [H3].

3.2. Álgebras de Nichols con trenza estándar

En esta sección estudiamos las álgebras de Nichols asociados a trenzas estándares. Asumiremos
como en la sección previa que los diagramas de Dynkin diagram asociados son conexos. En la
subsección 3.2.1 probaremos que el conjunto ∆V

+ está en biyección con ∆C
+, el conjunto de raíces

positivas de la matriz de Cartan de tipo �nito C. Describiremos luego un conjunto de generadores
PBW explícitamente, de acuerdo al Corolario 2.1.18. En la siguiente subsección, calcularemos la
dimensión del álgebra de Nichols asociada a cada espacio trenzado estándar, caso por caso.

3.2.1. Bases PBW de álgebras de Nichols con trenza estándar

Con el siguiente teorema extendemos [H1, Theorem 1], que vale para trenzas de tipo Cartan, al
caso en que la trenza es estándar.

Teorema 3.2.1. Sea V un espacio vectorial trenzado estándar con matriz de Cartan C. Son equi-
valentes:

1. El conjunto ∆V es �nito.

2. La matriz de Cartan C es simetrizable y de tipo �nito.

Demostración. Dado que asumimos que V es estándar, el conjunto ∆V contiene al conjunto de
raíces reales ∆C de la matriz C, ver la Observación 2.1.3, si identi�camos las correspondientes
raíces simples. Así, si C no es simetrizable o no es de tipo �nito, el conjunto de raíces reales es
in�nito, de acuerdo a la clasi�cación de los grupos de Coxeter �nitos, y así ∆V es in�nito.

Por otro lado, sea C simetrizable y de tipo �nito. Luego el conjunto de raíces reales es �nito. Sea
α ∈ ∆(B(V )), y sea k ∈ N, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , θ} una sucesión de enteros tales que si1 · · · sik es el
elemento de longitud máxima en W0(χ). Dado que todas las raíces son positivas o negativas, existe
l ∈ {1, . . . , k} tal que β = sil+1

· · · sik(α) es positiva y sil(β) es negativa. Pero entonces β = αil , y
α = sik · · · sil+1

(αil) es una raíz real. Luego, ∆V es �nito.
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Corolario 3.2.2. Sea V un espacio vectorial trenzado estándar, θ = dimV , y C = (aij)i,j∈{1,...,θ}
la correspondiente matriz de Cartan de tipo �nito. Entonces

(a) ∆C = ∆V .

(b) La multiplicidad de cada raíz en ∆V es 1.

Demostración. (a) sigue directamente de la prueba del Teorema anterior, o de observar que en
consecuencia cada raíz es real.

(b) se deduce también del hecho que cada raíz es real, y vale en general para tal situación, pues
cada raíz αi es de multiplicidad uno, y la multiplicidad se preserva por las simetrías sk.

Fijaremos en cada caso un orden en las raíces simples. De acuerdo al Corolario 3.2.2, obtenemos
una palabra de Lyndon por cada raíz positiva asociada a la correspondiente matriz de Cartan.
Hallaremos dichas palabras recursivamente usando la relación (2.8), a partir de las raíces simples.

Tipo Aθ: Considerando la numeración de los vértices de (1.36), las raíces son de la forma

ui,j :=
j∑
k=i

αk, 1 ≤ i ≤ j ≤ θ. (3.8)

Por inducción en s = j− i, veremos que lui,j = xixi+1 . . . xj . El caso s = 0, es decir i = j, es trivial,
pues la única posibilidad es lui,i = xi. Ahora, si j − i > 0, podemos escribir ui,j = ui,k + uk,j ,
para cada k ∈ {i, i + 1, . . . , j}; por hipótesis inductiva lui,k = xixi+1 . . . xk y luk,j = xkxi+1 . . . xj ,
y todas las descomposiciones dan lugar a la misma palabra de Lyndon: lui,j = xixi+1 . . . xj , con
descomposición de Shirshov (xi, xi+1 . . . xj).

Tipo Bθ: Consideramos la siguiente numeración de los vértices:

◦1 ◦2 · · · ◦θ−2 ◦θ−1 +3 ◦θ . (3.9)

En tal caso, las raíces son ui,j , 1 ≤ i ≤ j ≤ θ, y

vi,j :=
j−1∑
k=i

αk + 2
θ∑
k=j

αk = ui,θ + uj,θ, 1 ≤ i < j ≤ θ. (3.10)

En el primer caso, se obtienen las mismas palabras de Lyndon que antes, lui,j = xixi+1 . . . xj . En el
segundo caso, para j = θ, se obtiene descendiendo por inducción en i que

lvθ−1,θ
= xθ−1xθxθ, lvi,θ = xilvi+1,θ

(i < θ − 1).

Luego, descendiendo en j obtenemos que lvi,j = lvi,j+1xj , para cada i < j < θ.

Tipo Cθ: Consideramos una numeración en los vértices como en (3.1). En tal caso las raíces son
de dos tipos, ui,j , 1 ≤ i ≤ j ≤ θ, o

wi,j :=
j−1∑
k=i

αk + 2
θ−1∑
k=j

αk + αθ, 1 ≤ i ≤ j < θ. (3.11)
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Como antes, lui,j = xixi+1 . . . xj . Para las restantes raíces, notemos que

wi,j = ui,θ + uj,θ−1 = wi,k + uj,k = wj,k + ui,k = wi,l + ul,j , i ≤ l ≤ j ≤ k.

Para i < j, nuevamente descendiendo por inducción en j obtenemos que lwi,θ−1
= lui,θxθ−1,

lwi,j = lwi,j+1xj = xixi+1 . . . xθ−1xθxθ−1 . . . xj , j < θ − 1.

Luego, cuando i = j obtenemos que

lwi,i = lui,θ−1
lui,θ = xixi+1 . . . xθ−1xixi+1 . . . xθ−1xθ.

Tipo Dθ: de modo análogo, numeramos los vértices como en (3.2), en cuyo caso las raíces son
de tres tipos, ui,j , 1 ≤ i ≤ j ≤ θ, o

ui :=
θ−2∑
k=i

αk + αθ, 1 ≤ i ≤ θ − 2,

zi,j :=
j−1∑
k=i

αk + 2
θ−2∑
k=j

αk + αθ−1 + αθ, i < j ≤ θ − 2. (3.12)

Como antes, lui,j = xixi+1 . . . xj si j ≤ θ−1. Para las raíces de tipo ui, si i = θ−2 está unívocamente
determinada: luθ−2

= xθ−2xθ; luego por una inducción análoga a la que se aplica para lui,j obtenemos
que lui = xilui+1 = xixi+1 . . . xθ−2xθ, si i < θ − 2.

Para hallar lui,θ , debemos notar que αθ−1 +αθ /∈ ∆C
+. Además, las posibles descomposiciones de

ui,θ como suma de dos raíces positivas son:

ui,θ = ui,θ−1 + αθ = ui,θ + αθ−1 = ui,j + uj , i ≤ j ≤ θ − 2.

Luego deducimos que. entre tales opciones, luθ−2,θ
= luθ−2

xθ−1, y si i < θ − 2,

lui,θ = xilui+1,θ
= xi . . . xθ−2xθxθ−1.

Para las restantes raíces, si i = θ − 3, j = θ − 2, tenemos zθ−3,θ−2 = luθ−3,θ
xθ. Además, analizando

las posibles expresiones de zi,θ−2 como suma de dos raíces, deducimos inductivamente que

lzi,θ−2
= xilzi+1,θ−2

= xi . . . xθ−2xθxθ−1xθ−2, i < θ − 3.

Luego, descendiendo por inducción en j obtenemos que

lzi,j = xilzi+1,j = xi . . . xθ−2xθxθ−1xθ−2 . . . xj .

Tipo E6: Consideramos la numeración en los vértices de (3.3). Notemos que si α =
∑6

j=1 ajαj
y a6 = 0, entonces dicha raíz corresponde al subdiagrama de Dynkin de tipo D5 determinado por
1, 2, 3, 4, 5, y obtenemos las correspondientes lα como antes.

Si a1 = 0, α se corresponde a una raíz del subdiagrama de Dynkin de tipo D5 determinado por
2, 3, 4, 5, 6 � con el cuidado que la numeración es diferente a la dada en 3.2. En cualquier caso, las
raíces quedan de�nidas de modo similar, y obtenemos la misma lista que [LaR, Fig.1] � en dicho



3.2. ÁLGEBRAS DE NICHOLS ESTÁNDARES 63

trabajo se hallan bases PBW con palabras de Lyndon para álgebras envolventes de álgebras de Lie
simples. Si a4 = 0, α corresponde a una raíz del subdiagrama de Dynkin de tipo A5 determinado
por 1, 2, 3, 5, 6.

Así nos restringimos a hallar lα para aquellas α ∈ ∆C
+ tales que ai 6= 0, para todo i =

1, 2, 3, 4, 5, 6. Consideraremos cada caso, escribiremos a α como todas las posibles sumas de dos
raíces y hallaremos la correspondiente palabra de Lyndon inductivamente, usando (2.8). Así tene-
mos que:

α = α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6 : lα = x1x3x4x5x6x2.

α = α1 + α2 + α3 + 2α4 + α5 + α6 : lα = x1x3x4x5x6x2x4.

α = α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + α5 + α6 : lα = x1x3x4x5x6x2x4x3.

α = α1 + α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + α6 : lα = x1x3x4x5x6x2x4x5.

α = α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 + α6 : lα = x1x3x4x5x6x2x4x5x3.

α = α1 + α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6 : lα = x1x3x4x5x6x2x4x5x3x4.

α = α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6 : lα = x1x3x4x5x6x2x4x5x3x4x2.

Tipo E7: Nuevamente miramos la numeración dada antes, más exactamente en (3.4). De modo
análogo, si α =

∑7
j=1 ajαj y se tiene a7 = 0, la raíz corresponde al subdiagrama de Dynkin de

tipo D6 determinado por 1, 2, 3, 4, 5, 6, y lα se obtiene como antes. Si a1 = 0, la raíz corresponde al
subdiagrama de tipo E6 determinado por 2, 3, 4, 5, 6, 7, y si a5 = 0, α corresponde al subdiagrama
de tipo A6 determinado por 1, 2, 3, 4, 6, 7; todos estos casos ya fueron estudiados.

Así, nos restringimos a hallar lα cuando ai 6= 0 para todo i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, e indctivamente
hallamos, a partir de (2.8):

α = α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2.

α = α1 + α2 + α3 + 2α4 + α5 + α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4.

α = α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + α5 + α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x3.

α = α1 + α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5.

α = α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 + α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x3.

α = α1 + α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x3x4.

α = α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x3x4x2.

α = α1 + α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6.

α = α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6x3.

α = α1 + α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6x3x4.

α = α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6x3x4x2.

α = α1 + α2 + 2α3 + 3α4 + 3α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6x3x4x5.

α = α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 3α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6x3x4x5x2.

α = α1 + 2α2 + 2α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6x3x4x5x2x4.

α = α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x7x2x4x5x6x3x4x5x2x4x3.

α = 2α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7 : lα = x1x3x4x5x6x2x4x5x3x4x2x1x3x4x5x6x7.

Tipo E8: Siguiendo el mismo esquema, consideramos la numeración de los vértices de (3.5), y
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las raíces positivas escritas como α =
∑8

j=1 ajαj ; si a8 = 0, la raíz corresponde al subdiagrama
de tipo D7 determinado por 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Si a1 = 0, la raíz corresponde al subdiagrama de tipo
E7 determinado por 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Si a6 = 0, entonces α corresponde al subdiagrama de tipo A7

determinado por 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8. Para todos estos casos ya vimos cuáles son las lα's correspondientes

Así resta considerar aquellos casos en que ai 6= 0 para todo i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, los cuales
resolvemos inductivamente caso por caso como lo hicimos para E7. Como antes, la lista de palabras
obtenidas es la misma que en [LaR, Fig.1]

Tipo F4:Miramos la numeración �jada en (3.6), y escribimos α =
∑4

j=1 ajαj . De modo análogo,
si a4 = 0, la raíz corresponde al subdiagrama de tipo B3 determinado por 1, 2, 3. Si a1 = 0, α
corresponde al subdiagrama de tipo C3 determinado por 2, 3, 4. Ambos casos ya fueron considerados,
y ya conocemos las correspondientes palabras de Lyndon.

Consideramos entonces aquellos casos en que ai 6= 0 para cada i = 1, 2, 3, 4, y las hallamos como
antes de modo inductivo vía (2.8):

α = α1 + α2 + α3 + α4 : lα = x1x2x3x4.

α = α1 + α2 + 2α3 + α4 : lα = x1x2x3x4x3.

α = α1 + 2α2 + 2α3 + α4 : lα = x1x2x3x4x3x2.

α = α1 + 2α2 + 3α3 + α4 : lα = x1x2x3x4x3x2x3.

α = α1 + α2 + 2α3 + 2α4 : lα = x1x2x3x4x3x4.

α = α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4 : lα = x1x2x3x4x3x4x2.

α = α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 : lα = x1x2x3x4x3x4x2x3.

α = α1 + 2α2 + 4α3 + 2α4 : lα = x1x2x3x4x3x4x2x
2
3.

α = α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4 : lα = x1x2x3x4x3x4x2x
2
3x2.

α = 2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4 : lα = x1x2x3x4x3x1x2x3x4x3x2.

Tipo G2: en este caso, ∆C
+ = {α1, α2, α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + α2, 3α1 + 2α2}, y usando la

numeración

◦1 _ *4 ◦2 (3.13)

todas las palabras excepto una son las únicas palabras de Lyndon del correspondiente grado:

lα1 = x1, lα2 = x2, lmα1+α2 = xm1 x2, m = 1, 2, 3.

Para α = 3α1 + 2α2, se tienen dos descomposiciones como suma de dos raíces positivas:

α = (3α1 + α2) + α2 = (2α1 + α2) + (α1 + α2),

y usando (2.8), deducimos que lα = l2α1+α2 lα1+α2 = x2
1x2x1x2.

3.2.2. Dimensión de las álgebras de Nichols estándares

Ahora calcularemos explícitamente la dimensión de cada álgebra de Nichols con trenza estándar.
Para empezar, consideramos las trenzas estándares de tipos Cθ, Dθ, Ek(k = 6, 7, 8) y F4, las cuales
son necesariamente de tipo Cartan, de acuerdo a la Proposición 3.1.7.
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Proposición 3.2.3. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo Cartan, donde q44 ∈ GN es pri-
mitiva si V es de tipo F4, o q11 ∈ GN es primitiva para las restantes, N ∈ N. El álgebra de Nichols
asociada B(V ) es de dimensión �nita; más aún,

Tipo Cθ: dimB(V ) =

{
N θ2 N impar,

N θ2/2θ N par;

Tipo F4: dimB(V ) =

{
N24 N impar,

N24/212 N par;

Tipos Dθ, E6, E7, E8: dimB(V ) = N |∆+|.

Notemos que el último caso corresponde a diagramas de Dynkin con aristas simples.

Demostración. Notemos que si N es impar, entonces ord q2 = ord q = N , pero si N es par, se tiene
ord q2 = N/2. También, como la trenza es de tipo Cartan,

qsi(α) = χ (si(α), si(α)) = χ̃(α, α) = χ(α, α) = qα.

Usando esta igualdad, debemos determinar cuántas raíces hay en la órbita de cada raíz simple para
la acción del grupo de Weyl, y mirar el correspondiente qii = qαi .

Si V es de tipo Cθ, qii = q, excepto para qθθ = q2. Las raíces en la órbita de αθ por la acción
del grupo de Weyl son qwii para 1 ≤ i < θ, mientras que las restantes están en la órbita de αj , para
algún j < θ. Luego, hay θ raíces tales que qα = q2, y para las restantes se tiene qα = q.

Si V es de tipo F4, tenemos que q11 = q22 = q2, y q33 = q44 = q. Hay exactamente 12 raíces en
las órbitas correspondientes a α1 y α2, y las restantes 12 están en las órbitas correspondientes a α3

y α4. Luego, ∣∣{α ∈ ∆+ : qα = q
}∣∣ =

∣∣{α ∈ ∆+ : qα = q2
}∣∣ = 12.

Si V es de tipo D o E, se tiene qα = q para toda α ∈ ∆C
+, pues se veri�ca qii = q, para todo

1 ≤ i ≤ θ.

La fórmula para la dimensión es una consecuencia del Corolario 3.2.2, donde se describen las
raíces, y del Corolario 1.7.13, donde se determina la altura de cada generador.

Ahora calculamos la dimensión cuando son de tipo Aθ, Bθ o G2.

Proposición 3.2.4. Sea V un espacio vectorial trenzado estándar de tipo Aθ como en la Proposición
3.1.8. El álgebra de Nichols asociada B(V ) es de dimensión �nita si y sólo si q es una raíz de la
unidad de orden N ≥ 2. En tal caso,

dimB(V ) = 2aN b, (3.14)

donde t = θ + 1−
∑j

k=1(−1)j−kik, a =
(
θ+1

2

)
−
(
t
2

)
−
(
θ+1−t

2

)
, b =

(
t
2

)
+
(
θ+1−t

2

)
.
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Demostración. El hecho que dimB(V ) <∞ si y sólo si q es una raíz de la unidad de orden N ≥ 2 se
deduce de la caracterización de la altura de cada generador PBW como el orden del correspondiente
qα. Para calcular la dimensión, determinaremos qα para cada α ∈ ∆C

+. Podría usarse un argumento
mediante la acción del grupo de Weyl, pero lo haremos de modo más explícito.

Denotamos como antes uij =
∑j

k=i αk, i ≤ j, de modo que

∆(B(V )) = {uij : 1 ≤ i ≤ j ≤ θ}.

Para cada par 1 ≤ i ≤ j ≤ θ, de�nimos κij := ]{k ∈ {i, . . . , j} : qkk = −1}.

Probemos por inducción en j − i que

si κij es impar, entonces quij = −1;

si κij es par, entonces quij = q−1
j,j+1q

−1
j+1,j ,

donde de�nimos qθ,θ+1qθ+1,θ = q−2
θθ q

−1
θ,θ−1q

−1
θ−1,θ.

Si j − i = 0, entonces quii = qii; en tal caso,

κii = 1 si qii = −1, o

κii = 0 si qii = (qi,i+1qi+1,i)−1 6= −1.

Así, asumimos que, �jado i, la fórmula vale para j, y calculamos para j + 1, usando hipótesis
inductiva:

qui,j+1 =χ(uij + αj+1,uij + αj+1) = quijχ(uij , αj+1)χ(αj+1,uij)qj+1,j+1

= quijqj,j+1qj+1,jqj+1,j+1

=


quij qj+1,j+1 6= −1 (κi,j+1 = κij),
(−1)qq−1 = −1 qj+1,j+1 = −1, κij par,
(−1)q(−1) = q qj+1,j+1 = −1, κij impar.

Así hemos probado el paso inductivo, y para calcular la dimensión de B(V ) debemos contar el
número de raíces uij tales que

quij = q−1
i,i+1q

−1
i+1,i = q±1,

esto es, ] {κij : i ≤ j, κij es par}.

Consideremos un tablero de tamaño 1× (θ+1), numerado de 1 a θ+1, y pintemos sus casilleros
de blanco o negro, de acuerdo a las siguientes reglas:

el cuadrado θ + 1 es blanco,

el i-ésimo casillero es del mismo color que el (i+ 1)-ésimo casillero si qii 6= −1, o de diferente
color si qii = −1.

Todas las coloraciones posibles del tablero están en correspondencia biyectiva con las elecciones de
1 ≤ i1 < . . . < ij ≤ θ para los diferentes j (esto es, las posiciones donde ponemos un −1 en el
correspondiente qii de la trenza), y el número de casilleros blancos es

t = 1 + (θ − ij) + (ij−1 − ij−2) + . . . = θ + 1−
j∑

k=1

(−1)j−kik
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Ahora ] {κij : i ≤ j, κij par} es el número de pares (a, b), con 1 ≤ a < b ≤ θ + 1 (a = i y b = j + 1)
tales que los casilleros en las posiciones a y b son del mismo color, esto es,(

t

2

)
+
(
θ + 1− t

2

)
.

A partir de este cálculo obtenemos la fórmula (3.14) para la dimensión de B(V ) mirando la corres-
pondiente base PBW.

Proposición 3.2.5. Sea V un espacio vectorial trenzado estándar de tipo Bθ como en la Proposición
3.1.9. Si la trenza es como en el caso (a), respectivamente (b), de dicha Proposición, el álgebra de
Nichols asociada B(V ) es de dimensión �nita si y sólo si q es una raíz de la unidad de orden N ≥ 2
(respectivamente, N > 2).

En tal caso, la dimensión del álgebra de Nichols correspondiente es:

si la trenza es como en (a) de la Proposición 3.1.9,

dimB(V ) =


33N2 si 3 no divide a N,

32N2 si 3 divide a N, ord(ζ−1q) = N,

3N2 si 3 divide a N, ord(ζ−1q) = N/3;

(3.15)

si la trenza es como en (b),

dimB(V ) =

{
22t(θ−t)+θkθ

2−2tθ+2t2 N = 2k,
2(2t+1)(θ−t)+1N θ2−2tθ+2t2 N = 2k + 1;

(3.16)

si la trenza es como en (c),

dimB(V ) = 2θ(θ−1)3θ
2−2tθ+2t2 ; (3.17)

donde denotamos t = θ −
∑j

k=1(−1)j−kik.

Demostración. La primer a�rmación se deduce como en la Proposición anterior.

Procedemos entonces a calcular dimB(V ), asumiendo que q es una raíz de la unidad de orden
N . Por el Corolario 3.2.2, debemos determinar qα para todos los α ∈ ∆C , y multiplicar sus órdenes,
pues son las alturas de los generadores de una base PBW. Sea como antes uij =

∑j
k=i αk, para

1 ≤ i ≤ j ≤ θ y vi,j :=
∑j−1

k=i αk + 2
∑θ

k=j αk = ui,θ + uj,θ, 1 ≤ i < j ≤ θ. Calculamos quij , para
1 ≤ i ≤ j < θ como antes, pues tales raíces corresponden a una trenza estándar de tipo Aθ−1, y

qvij = χ(vij ,vij) = q4
uj,θ

χ(ui,j−1,uj,θ)2χ(uj,θ,ui,j−1)2qui,j−1

= q4
θθq

2
θ,θ−1q

2
θ−1,θ

θ−1∏
k=j

q2
kkqk−1,kqk−1,kqk+1,kqk+1,k

2

qui,j−1 = qui,j−1 ,

donde hemos usado que
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qijqji = 1 si |i− j| > 1,

q4
11q

2
12q

2
21 = 1, y además

q2
kkqk−1,kqk−1,kqk+1,kqk+1,k = 1 si 2 ≤ k ≤ θ − 1.

Ahora calculamos la dimensión para cada caso:

(a) Notemos que qα2 = ζ, qα1+α2 = ζ, qα1+2α2 = ζq−1 y qα1 = q; consideramos entonces
N ′ = ord(qζ−1):

N ′ = 3N , si 3 no divide a N ;

N ′ = N o N ′ = N/3, si 3 divide a N .

(b) Tenemos que

qukθ = q−1quk,θ−1
=
{
q2q−1 = q κk,θ−1 par,
−q−1 κk,θ−1 impar;

y qθθ = q. Además, κk,θ−1 es par si y sólo si k ∈ {ij + 1, . . . , θ − 1}, o k ∈ {ij−2 + 1, . . . , ij−1}, y así
seguimos. Luego hay

t = (θ − ij) + (ij−1 − ij−2) + . . . = θ −
j∑

k=1

(−1)j−kik

posiciones tales que κi,θ−1 es par. En consecuencia, hay

2
((

t
2

)
+
(
θ−t

2

))
raíces tales que qα = q2,

2
((

θ
2

)
−
(
t
2

)
−
(
θ−t

2

))
raíces tales que qα = −1,

t+ 1 raíces tales que qα = q, y

θ − 1− t raíces tales que qα = −q−1.

Como antes, si N = 2k se tiene que ord(−q−1) = 2k y ord(q2) = k, de donde

dimB(V ) = 2(θ−1)θ−t(t−1)−(θ−t)(θ−t−1)kt(t−1)+(θ−t)(θ−t−1)(2k)θ

= 22t(θ−t)+θkθ
2−2tθ+2t2 ;

pero si N es impar, se tiene ord(−q−1) = 2N , ord(q2) = N , de donde

dimB(V ) = 2θ(θ−1)−t(t−1)−(θ−t)(θ−1−t)N t(t−1)+(θ−t)(θ−1−t)+t+1(2N)θ−1−t

= 2(2t+1)(θ−t)+1N θ2−2tθ+2t2 .

(c) De modo análogo al caso anterior,

qui,θ = (−ζ2)qui,θ−1
=
{

(−ζ2)2 = ζ κi,θ−1 par,
(−1)(−ζ2) = ζ2 κi,θ−1 impar;

siendo además qθθ = ζ. Hay entonces
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2
((

t
2

)
+
(
θ−t

2

))
raíces tales que qα = −ζ2,

2
((

θ
2

)
−
(
t
2

)
−
(
θ−t

2

))
raíces tales que qα = −1,

t+ 1 raíces tales que qα = ζ, y

θ − 1− t raíces tales que qα = ζ2.

Como ord ζ = ord ζ2 = 3 y ord(−ζ2) = 6, tenemos que

dimB(V ) = 2θ(θ−1)−t(t−1)−(θ−t)(θ−1−t)6t(t−1)+(θ−t)(θ−1−t)3θ

= 2θ(θ−1)3θ
2−2tθ+2t2 .

Así hemos completado la prueba.

Proposición 3.2.6. Sea V un espacio vectorial trenzado estándar de tipo G2 como en la Proposición
3.1.10. Si la trenza es como en el caso (a) de dicha Proposición, el álgebra de Nichols B(V ) es de
dimensión �nita si y sólo si q es una raíz de la unidad de orden N ≥ 4, y si es como en (b), B(V )
es de dimensión �nita.

En dicho caso, la dimensión del álgebra de Nichols es:

en el caso (a) de la Proposición 3.1.10,

dimB(V ) =

{
N6 si 3 no divide a N,

27k6 si N = 3k;
(3.18)

en el caso (b), dimB(V ) = 212.

Demostración. Para (a) notemos que q debe ser una raíz de la unidad para que B(V ) sea de
dimensión �nita, pues x1 debe tener altura �nita. Además

qα = q si α ∈ {α1, α1 + α2, 2α1 + α2},

qα = q3 si α ∈ {α2, 3α1 + α2, 3α1 + 2α2},

con lo cual dimB(V ) = N6 si 3 no divide a N , y dimB(V ) = 27k6 si N = 3k. Para (b) calculamos
las alturas de cada generador PBW directamente, y se tiene que

tipo qx2 qx1x2 qx3
1x

2
2

qx2
1x2

qx3
1x2

qx1 dimB(V )

◦ζ2
ζ
◦ζ−1 8 4 2 8 2 4 212

◦ζ2
ζ3

◦−1 2 8 2 4 8 4 212

◦ζ
ζ5

◦−1 2 4 8 4 2 8 212

de modo que completamos la prueba.
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3.3. Trenzas de tipo súper

En la siguiente sección trabajaremos con las trenzas de tipo súper. El estudio de tales trenzas
se hará de modo muy similar al de las trenzas estándares. Primero las clasi�caremos para luego
calcular su dimensión.

3.3.1. Sistemas de raíces y trenzas de tipo súper

Ejemplo 3.3.1. De acuerdo a [HeY, Example 3], el sistema de raíces asociado a una súper álgebra
de Lie contragradiente de dimensión �nita es un sistema de raíces generalizado como en la De�nición
2.1.2. Dicha observación viene de consideraciones previas hechas en [Se]. Describiremos cada uno de
estos sistemas de raíces, considerando sólo los irreducibles; es decir los que corresponden a diagramas
conexos, pues la familia de todos los sistemas de raíces de este tipo se obtiene por medio de tales
componentes conexas. Diremos que son sistemas de raíces de tipo súper .

Tipo Aθ: Necesitamos considerar una función de paridad en las raíces simples p(αi), y extenderlo
a un mor�smo de grupos p : Zθ → Z2; en general denotaremos Z2 = {±1}. El conjunto X puede
describirse como sigue: si p(αi) = −1, entonces la re�exión si desde el punto X va a un punto
diferente X̂. La nueva función de paridad p̂ está determinada a partir de p y si:

p̂(αk) = p(si(αk)) = p(αk +mikαi) = p(αk)(−1)mik .

O sea, cambiamos la paridad de aquellos vértices k que están conectados con i, y mantenemos la
paridad de los vértices que no están conectados mediante una arista con i. De esta manera, X puede
tener más de un elemento, dependiendo de la paridad en las raíces simples. Sin embargo, para cada
X ∈ X tenemos el mismo conjunto de raíces positivas,

∆X
+ = {uij := αi + αi+1 + · · ·+ αj : 1 ≤ i ≤ j ≤ θ}. (3.19)

Tipo Bθ: Como antes, X puede tener más de un elemento, pues debemos considerar también una
paridad y las re�exiones que van de un punto a otro diferente son aquéllas que corresponden a
vértices impares, donde la nueva función de paridad se de�ne como para el tipo Aθ. Sin embargo,
nuevamente tenemos el mismo conjunto de raíces positivas para cada X ∈ X ,

∆X
+ = {uij : 1 ≤ i ≤ j ≤ θ} ∪ {vij := ui,θ + uj,θ : 1 ≤ i < j ≤ θ}. (3.20)

Tipos Cθ, Dθ: Nuevamente consideramos una función de paridad p : Zθ → Z2. De acuerdo a [Kac1],

ver también [Y], podemos considerar conjuntos de tipo C, ∆X(C)
+ , y conjuntos de tipo D, ∆X(D)

+ ,
los cuales se describen como sigue:

∆X(C)
+ = {uij : 1 ≤ i ≤ j ≤ θ} (3.21)

∪ {wij := ui,θ + uj,θ−1 : 1 ≤ i < j ≤ θ − 1}
∪ {w̃i := ui,θ−1 + ui,θ : 1 ≤ i ≤ θ − 1, p(ui,θ−1) = 1},

∆X(D)
+ = {uij : 1 ≤ i ≤ j ≤ θ, (i, j) 6= (θ − 1, θ)} (3.22)

∪ {αθ−1 + αθ : p(αθ−1) = −1}
∪ {ũi := ui,θ−2 + αθ : 1 ≤ i ≤ θ − 2}
∪ {zij := ui,θ + uj,θ−2 : 1 ≤ i < j ≤ θ − 2}
∪ {z̃i := ui,θ + ui,θ−2 : 1 ≤ i ≤ θ − 2, p(ui,θ−1) = −1}.
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Notemos la similitud de tales conjuntos con los correspondientes sistemas de raíces estándares: de
hecho, los sistemas estándares de tipo C,D corresponden a los sistemas súper del mismo tipo cuando
la paridad es trivial.

Tipo D(2, 1;α): Para este tipo hay cuatro conjuntos de raíces posibles,

∆X0
+ = {α1, α2, α3, α1 + α2, α1 + α3, α2 + α3, α1 + α2 + α3}, (3.23)

∆Xk
+ = {α1, α2, α3, α1 + α2 + α3, α1 + α2 + α3 + αk} ∪ {αk + αj : j ∈ {1, 2, 3} \ {k}}, (3.24)

donde k ∈ {1, 2, 3}. Notemos que sk(∆X0) = ∆Xk , y además sj(∆Xk) = ∆Xk si j 6= k. Tales
relaciones determinan entre qué puntos se consideran las diferentes re�exiones.

Tipo F (4): En este caso, |X | = 6. Uno de los conjuntos de raíces es

∆X
+ = {α1, α1 + α2, α1 + α2 + α3, α1 + α2 + 2α3, α1 + 2α2 + 2α3, (3.25)

α1 + α2 + α3 + α4, α1 + α2 + 2α3 + α4, α1 + 2α2 + 2α3 + α4,

α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4, α2 + α3 + α4, α2 + 2α3 + α4, α2 + α3,

α2 + 2α3, α2, α3, α3 + α4, α4}.

Los otros conjuntos (y en consecuencia los otros puntos de X) se obtienen aplicando las re�exiones
si, una vez que determinamos aXij de acuerdo a (2.3). Por ejemplo, para X como en (3.25),

aX12 = aX21 = aX23 = aX34 = aX43 = 1, aX32 = 2, aXij = 0 si |i− j| > 1.

Tipo G(3): En este último caso, |X | = 4, y uno de los conjuntos de raíces positivas es

∆X
+ = {α1, α1 + α2, α1 + α2 + α3, α1 + 2α2 + α3, (3.26)

α1 + 3α2 + α3, α1 + 3α2 + 2α3, α1 + 4α2 + 2α3,

α2, α2 + α3, 2α2 + α3, 3α2 + α3, 3α2 + 2α3, α3}.

Obtenemos los otros conjuntos de raíces positivas (y así también los otros elementos de X ) deter-
minando aXij de acuerdo a (2.3) y aplicando las re�exiones si.

Describiremos ahora la familia de todos los espacios trenzados cuyas álgebras de Nichols tienen
un sistema de raíces como el asociado a alguna súper álgebra de Lie contragradiente de dimensión
�nita; es decir, clasi�caremos los espacios vectoriales trenzados de tipo súper . Antes de proceder
con la clasi�cación, notemos el siguiente hecho:

Observación 3.3.2. Si aFij = 0, entonces para todo k 6= i, j,

q
si(F )
jj = qFjj , q

si(F )
jk q

si(F )
kj = qFjkq

F
kj .

Teorema 3.3.3. Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, com matriz de trenza (qij).
Asumimos que su diagrama de Dynkin generalizado es conexo. Entonces B(V ) admite un sistema
de raíces de tipo súper si y sólo si su diagrama de Dynkin generalizado es uno de los siguientes:

Tipo Aθ:

C(θ, q; i1, . . . , ij), θ ∈ N, q ∈ k×, q2 6= 1, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ θ. (3.27)
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Tipo Bθ:

◦q
q−1

◦ζ , ζ ∈ G3, q ∈ k \ {0, 1,−1, ζ, ζ2}, (3.28)�� �C(θ − 1, q2; i1, . . . , ij)
q−2

◦q , θ ∈ N, q ∈ k×, q 6= ±1, (3.29)�� �C(θ − 1,−ζ2; i1, . . . , ij)
−ζ
◦ζ , θ ∈ N, ζ ∈ G3. (3.30)

Tipo Cθ, θ ∈ N, q ∈ k×, q4 6= 1:

�� �C(θ − 1, q; i1, . . . , ij)
q−2

◦q2 . (3.31)

Tipo Dθ, θ ∈ N, q ∈ k×, q2 6= 1:

�� �C(θ − 2, q−1; i1, . . . , ij)
q

q

◦q−1

◦q−1

, (3.32)

�� �C(θ − 2, q; i1, . . . , ij)
q−1

q−1

◦−1

q2zz
zz

zz
zz

◦−1

. (3.33)

Tipo D(2, 1;α), q, r, s ∈ k× \ {1}, qrs = 1:

◦q
q−1

◦−1 r−1

◦r , (3.34)

◦−1

r

DD
DD

DD
DD

◦−1

q
zzzzzzzz
s

◦−1

. (3.35)
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Tipo F (4), q ∈ k×, q2, q3 6= 1:

◦−1
q−1

◦q
q−2

◦q2
q−2

◦q2 , (3.36)

◦−1
q
◦−1

q−2

◦q2
q−2

◦q2 , (3.37)

◦−1
q2

q−1 DD
DD

DD
DD

◦−1
q−2

◦q2

◦q
q−1

, (3.38)

◦q2
q−2

◦−1
q2

◦−1

q−3
zz

zz
zz

zz

◦−1

q

, (3.39)

◦q2
q−2

◦q
q−1

◦−1
q3

◦q−3 , (3.40)

◦q2
q−2

◦q2
q−2

◦−1
q3

◦q−3 . (3.41)

Tipo G(3), q ∈ k×, q2, q3 6= 1:

◦−1
q−1

◦q
q−3

◦q3 , (3.42)

◦−1
q
◦−1

q−3

◦q3 , (3.43)

◦−1

q3

DD
DD

DD
DD

◦q

q−1 |||||||| q−2

◦−1

, (3.44)

◦−q−1
q2

◦−1
q−3

◦q3 . (3.45)

Demostración. Cuando la trenza es de tipo Aθ o Bθ, la prueba sigue de las Proposiciones 3.1.8 y
3.1.9. Lo único que podría notarse en tal caso es que una re�exión en un vértice impar cambia la
paridad tal como cambia la trenza cada vez que hace la re�exión en un vértice tal que qii = −1, ver
la Observación 3.1.1, por lo cual de�nimos la paridad en las cadenas de tipo Aθ como

p(αi) =
{
−1, qii = −1
1, qii = q 6= −1,

y para el vértice θ en el tipo Bθ la de�nimos arbitrariamente. Sólo se cambia dicho escalar cuando
el vértice θ − 1 es impar y se hace la re�exión en él, pasando del escalar q al escalar −q−1; aunque
una simetría en el vértice θ no cambia la trenza por más que sea impar, lo cual está de acuerdo con
el hecho que mθ,j = 0 o 2 (o sea, siempre es par).

La prueba para los otros casos es completamente análoga a la de dichas Proposiciones, por lo cual
sólo mostraremos los detalles en el caso Cθ. Para empezar, notemos que la submatriz (qij)1≤i,j≤θ−1
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es de tipo Aθ−1, con lo cual es estándar y tiene como diagrama de Dynkin generalizado alguno de

los presentes en la Proposición 3.1.8, y la submatriz

(
qθ−1,θ−1 qθ−1,θ

qθ,θ−1 qθθ

)
es de tipo B2.

También, si existe un vértice 1 ≤ i ≤ θ − 1 tal que p(αi) = −1, entonces la re�exión si cambia
el conjunto de raíces, y por la Observación 3.1.2, tenemos que qii = −1 6= qi,i−1qi−1,i, qi,i+1qi+1,i.

Si p(αi) = 1 para todo i, entonces el sistema de raíces es de tipo �nito Cθ, y por la Proposición
3.1.7 ya sabemos que es de tipo Cartan. En caso contrario, podemos asumir que p(αθ−1) = −1 pues
tal hecho se tendrá a menos de aplicar una sucesión adecuada de re�exiones si. Aplicando entonces
sθ−1, αθ se transforma en un vértice impar para la nueva función de paridad, y más aún la re�exión
sθ no cambia el sistema de raíces, con lo cual en la trenza original qθθ 6= −1 por las Observaciones
3.1.2 y 3.1.1.

Podemos también considerar que p(αθ−1) = 1 a menos de aplicar algunas re�exiones. En tal
caso, como aθ−1,θ = −2, aθ−1,θ−2 = −1, aplicando la re�exión sθ−1 los vértices θ − 2, θ no están
conectados por una arista (pues αθ−2 +αθ no es una raíz). En consecuencia, si (q̃ij) denota la matriz
de trenza después de aplicar la re�exión sθ−1, tenemos que

1 = q̃θ−2,θ q̃θ,θ−2 = χ(αθ−2 + αθ−1, αθ + 2αθ−1) + χ(αθ + 2αθ−1, αθ−2 + αθ−1)

= q4
θ−1,θ−1q

2
θ−2,θ−1q

2
θ−1,θ−2qθ,θ−1qθ−1,θ.

Si asumimos que q2
θ−1,θ−1 6= qθθ, mirando las posibles matrices de tipo B2 bajo estas condiciones,

deberíamos tener que q̃θ−2,θ q̃θ,θ−2 = −1, lo cual es una contradicción. Entonces q2
θ−1,θ−1 = qθθ, y la

trenza tiene como diagrama de Dynkin generalizado a (3.31). Calculando directamente las posibles
re�exiones (para lo cual podemos usar las Observaciones 3.3.2, 3.1.1 y 3.1.2), probamos que la trenza
anterior es de tipo Cθ.

Observación 3.3.4. Notemos que estos diagramas se corresponden con las siguientes clases en la
clasi�cación de Heckenberger:

la �la 7 para los diagramas de tipo G(3), y las �las 9, 10, 11 para los de tipo D(2, 1;α) de la
Tabla 2,

la �la 9 de la Tabla 3 para los de tipo F (4),

de la Tabla 4, la �la 1 para los diagramas de tipo Aθ, las �las 2, 3 para los de tipo Bθ, y las
�las 4, 5, 6 para los de tipo Cθ, Dθ.

3.3.2. Una base PBW para los diagramas de tipo súper

Trabajaremos de modo análogo al caso estándar, hallando los generadores de una base PBW
para un orden �jo de las raíces simples; recordemos que las palabras de Lyndon están unívocamente
determinadas por el Corolario 3.2.2.

Tipo súper Aθ: Dado que las raíces son las mismas que en el caso estándar de tipo Aθ,
determinamos las mismas palabras de Lyndon.

Tipo súper Bθ: Al igual que antes, el conjunto de palabras de Lyndon coincide con los del tipo
Bθ estándares.
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Tipo súper Cθ: El sistema de raíces de este tipo se obtiene de sacar algunas de las raíces del
sistema de raíces de tipo Cθ; más exactamente, sacamos las raíces w̃i = ui,θ−1 + ui,θ tales que
p(ui,θ−1) = −1. De este modo, basta con tomar el conjunto de palabras de Lyndon correspondientes
al sistema de tipo Cθ, y quitar las palabras lw̃i

tales que p(ui,θ−1) = −1

Tipo súper Dθ: Nuevamente, hallamos el conjunto de generadores PBW de acuerdo al Corolario
3.2.2 para este tipo de diagrama relacionándolo con el correspondiente conjunto de generadores
PBW de tipo Dθ, a menos de algunas raíces. Por ejemplo, debemos agregar la raíz αθ−1 + αθ si
p(αθ−1) = −1, y la palabra de Lyndon correspondiente es lαθ−1+αθ = xθ−1xθ.

Tipo súper D(2, 1;α): Como ya hemos visto en otros casos, lαi = xi y lαk+αj = xkxj , si k < j.
Además,

lα1+α2+α3 =
{
x1x2x3 para Xk, k = 1, 2, 3;
x1x3x2 para X0;

Así nos resta determinar una palabra de Lyndon en los casos Xk, k = 1, 2, 3:

X1 : l2α1+α2+α3 = x1x2x1x3;
X2 : lα1+2α2+α3 = x1x2x3x2;
X3 : lα1+α2+2α3 = x1x3x2x3.

Tipo súper F (4): Consideramos el caso visto en (3.25), para el cual ya tenemos determinadas
las palabras de Lyndon que corresponden a diagramas súper de tipo B3 o C3 de los posibles sub-
diagramas conexos de rango 3. Así nos resta determinar solamente las palabras que corresponden a
las raíces α =

∑4
i=1 aiαi con ai 6= 0 para todo i. Luego,

α = α1 + α2 + α3 + α4 : lα = x1x2x3x4,

α = α1 + α2 + 2α3 + α4 : lα = x1x2x3x4x3,

α = α1 + 2α2 + 2α3 + α4 : lα = x1x2x3x4x3x2,

α = α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 : lα = x1x2x3x4x3x2x3.

Tipo súper G(3): Consideramos también uno de tales diagramas, para el cual tenemos las
raíces en (3.26). Como antes, nos resta considerar aquellas raíces α = a1α1 + a2α2 + a3α3, con
ai 6= 0 para todo i. En tales casos:

α = α1 + α2 + α3 : lα = x1x2x3,

α = α1 + 2α2 + α3 : lα = x1x2x3x2,

α = α1 + 3α2 + α3 : lα = x1x2x3x2x2,

α = α1 + 3α2 + 2α3 : lα = x1x2x3x2x2x3,

α = α1 + 4α2 + 2α3 : lα = x1x2x3x2x2x3x2.
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3.3.3. Cálculo de las dimensiones de las álgebras de Nichols con trenza de tipo
súper

Dado que las trenzas de tipo súper Aθ y Bθ corresponden a trenzas estándares del mismo tipo,
calcularemos la dimensión de las álgebras de Nichols para los restantes tipos.

Proposición 3.3.5. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo súper Cθ como en el Teorema
3.3.3. Entonces, B(V ) es de dimensión �nita si y sólo si q es una raíz de la unidad. En tal caso, si
N denota el orden de q, se tiene que

dimB(V ) =

{
22t(θ−t−1)N t2+(θ−1−t)(θ−2−t), si N es impar,

2t(2θ−2t−3)N t2+(θ−1−t)(θ−2−t), si N es par,

donde t = θ − 1−
∑
k = 1j(−1)j−kik.

Demostración. Se prueba de modo muy similar a la Proposición 3.2.5. Primero, para las raíces
α = uij , 1 ≤ i ≤ j ≤ θ − 1, se tiene que

(
t
2

)
+
(
θ−1−t

2

)
de ellas satisfacen qα = q±1, y las restantes

satisfacen que qα = −1. También,

qwij = χ(wij ,wij) = χ(ui,j−1ui,j−1)

θ−1∏
k=j

q2
kkqk,k−1qk−1,kqk,k+1qk+1,k

2

qθθqθ,θ−1qθ−1,θ = qui,j−1 ,

qw̃i
= χ(w̃i, w̃i) = χ(αi + w̃i,i+1, αi + w̃i,i+1) = (q2

iiqi,i+1qi+1,i)2 = q2,

quiθ = χ(uiθ,uiθ) = χ(ui,θ−1 + αθ,ui,θ−1 + αθ) = qui,θ−1
.

Resumiendo, tenemos la siguiente situación:

2
((

t
2

)
+
(
θ−1−t

2

))
= t(t− 1) + (θ− 1− t)(θ− 2− t) raíces del tipo uij , wi,j+1 o ui,θ satisfacen

que qα = q±1,

2
((

θ−1
2

)
−
(
t
2

)
−
(
θ−1−t

2

))
= (θ−1)(θ−2)− t(t−1)− (θ−1− t)(θ−2− t) raíces de los mismos

tipos que antes satisfacen que qα = −1, y

las t raíces w̃i satisfacen qw̃i
= q2.

La fórmula para la dimensión se sigue de que ord q2 =
{
N, si N es impar,
N/2, si N es par.

Proposición 3.3.6. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo súper Dθ como en el Teorema
3.3.3. Entonces, B(V ) es de dimensión �nita si y sólo si q es una raíz de la unidad. En tal caso, si
N denota el orden de q, se tiene que

dimB(V ) =

{
22t(θ−t−1)N t2+(θ−1−t)(θ−2−t), si N es impar,

2t(2θ−2t−3)N t2+(θ−1−t)(θ−2−t), si N es par,

donde t = θ − 1−
∑
k = 1j(−1)j−kik.
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Demostración. Podemos probar caso por caso cuál es el valor de qα para las diferentes raíces α ∈
∆X(D)

+ , o reducir al caso Cθ (si el diagrama no es de tipo Cartan, en cuyo caso la dimensión ya
fue calculada), utilizando que la dimensión es invariante por la acción del grupoide de Weyl. Así
obtenemos la fórmula anterior.

Proposición 3.3.7. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo súper D(2, 1;α) como en el Teorema
3.3.3. Entonces, B(V ) es de dimensión �nita si y sólo si q, r, s son raíces de la unidad. En tal caso,
si M , N , P denotan los órden de q, r, s, respectivamente, se tiene que

dimB(V ) = 24MNP.

Demostración. Calcularemos la dimensión para el diagrama X0, (3.35), y usaremos el hecho que
la dimensión se preserva por la acción del grupoide de Weyl. Para ello, notemos que qα1+α2 = q,
qα2+α3 = r, qα1+α3 = s, y

qα = −1 si α ∈ {α1, α2, α3, α1 + α2 + α3}.

Luego, la dimensión es el producto de los órdenes de estos escalares.

Proposición 3.3.8. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo súper F (4) como en el Teorema
3.3.3. Entonces, B(V ) es de dimensión �nita si y sólo si q es una raíz de la unidad. En tal caso, si
N , M , P denotan los órdenes de q, q2 q3, respectivamente, se tiene que

dimB(V ) = 27N3M6P.

Demostración. Calculamos qα para el conjunto de raíces (3.25),

qα = q para α ∈ {α1 + α2 + α3, α2 + α3, α3},
qα = q2 para α ∈ {α1, α1 + α2, α1 + α2 + 2α3, α1 + 2α2 + 2α3, α2 + 2α3, α2},
qα = −1 para α ∈ {α1 + α2 + α3 + α4, α1 + α2 + 2α3 + α4, α1 + 2α2 + 2α3 + α4,

α2 + α3 + α4, α2 + 2α3 + α4, α3 + α4, α4},
qα = q−3 para α = α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4.

Así calculamos la dimensión para este diagrama como el producto de los órdenes de los escalares
qα por el Corolario 1.7.13, y la misma fórmula vale para los otros diagramas de tipo F (4), pues la
dimensión se preserva por la acción del grupoide de Weyl.

Proposición 3.3.9. Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo súper G(3) como en el Teorema
3.3.3. Entonces, B(V ) es de dimensión �nita si y sólo si q es una raíz de la unidad. En tal caso, si
N , M , P denotan los órdenes de q, −q−1, q3, respectivamente, se tiene que

dimB(V ) = 26MN3P 3.

Demostración. Calculando los correspondientes qα para (3.26), tenemos que

qα = −1 si α ∈ {α1, α1 +α2, α1 +α2 +α3, α1 + 3α2 +α3, α1 + 3α2 + 2α3, α1 + 4α2 + 2α3},

qα = q si α ∈ {α2, α2 + α3, 2α2 + α3, },
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qα = −q−1 si α = α1 + 2α2 + α3,

qα = q3 si α ∈ {3α2 + α3, 3α2 + 2α3, α3}.

Luego, la fórmula de la dimensión se sigue de la teoría de bases PBW de Kharchenko. Y vale para
los otros diagramas de tipo G3 pues la dimensión se preserva por la acción del grupoide de Weyl.



Capítulo 4

Presentación explícita de álgebras de
Nichols de tipo diagonal y la conjetura
de Andruskiewitsch-Schneider

En el presente capítulo utilizaremos las relaciones obtenidas en el Capítulo 2 para obtener una
presentación por generadores y relaciones de las álgebras de Nichols de dimensión �nita, con una
cantidad mínima de relaciones. Para ello consideraremos isomor�smos de Lusztig que relacionarán
los dobles de Drinfeld de ciertas álgebras trenzadas que se proyectan sobre las álgebras de Nichols.
De hecho, tales isomor�smos son los mismos que los presentes en [H4], pero donde agregamos la
menor cantidad de relaciones que permitan de�nirlos. Esta idea ya fue usada para obtener una
presentación de las álgebras de Nichols de tipo Cartan en [A1], en la cual ya aparecían varias de las
relaciones que consideramos en el caso general.

Luego daremos algunos ejemplos, algunos de ellos importantes por el tipo de trenza que involu-
cran. Para terminar, consideramos una conjetura de Andruskiewitsch-Schneider, presente en [AS2],
la cual había sido respondida positivamente en algunos casos, ver [AS6, AGI] por ejemplo, y usando
las mismas técnicas que en dichos trabajos extendemos la respuesta para cualquier álgebra de Hopf
punteada de dimensión �nita sobre un cuerpo de característica cero, cuyo corradical es el álgebra
de un grupo abeliano.

4.1. Isomor�smos de Lusztig para álgebras de Nichols de tipo dia-
gonal

En esta sección presentaremos resultados de [H4] sobre una generalización de los isomor�smos
de Lusztig para álgebras envolventes cuantizadas, ver [Lu]. Para ello se usarán diferentes cocien-
tes del álgebra tensorial de un espacio trenzado V de tipo diagonal, sus dobles de Drinfeld y las
caracterizaciones del álgebra de Nichols.

Notación: Sea χ : Zθ×Zθ → k× un bicarácter, qij = χ(αi, αj). Entonces, χop y χ−1 denotarán
los bicaracteres:

χop(α, β) := χ(β, α), χ−1(α, β) := χ(α, β)−1, α, β ∈ Zθ.

79
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También, para cada automor�smo s : Zθ → Zθ, denotaremos por s∗χ al bicaracter de�nido por

(s∗χ)(α, β) := χ
(
s−1(α), s−1(β)

)
, α, β ∈ Zθ. (4.1)

Para empezar, consideraremos el doble de Drinfeld del álgebra tensorial correspondiente a un
espacio vectorial trenzado V de tipo diagonal de dimensión θ. Como ya fue notado en el Capítulo
inicial, T (V ) puede considerarse canónicamente como un álgebra en la categoría de módulos de
Yetter-Drinfeld sobre kZθ. La referencia para los resultados de la presente sección es [H4, Section
4.1].

De�nición 4.1.1. El doble de Drinfeld U(χ) del álgebra de Hopf T (V )#kZθ es el álgebra generada
por los elementos Ei, Fi, K

±
i , L

±
i , 1 ≤ i ≤ θ, y relaciones

XY = Y X, X, Y ∈ {K±i , L
±
i : 1 ≤ i ≤ θ},

KiK
−1
i = LiL

−1
i = 1,

KiEjK
−1
i = qijEj , LiEjL

−1
i = q−1

ji Ej ,

KiFjK
−1
i = q−1

ij Fj , LiFjL
−1
i = qjiFj ,

EiFj − FjEi = δi,j(Ki − Li).

Admite una estructura de álgebra de Hopf, donde la comultiplicación satisface

∆(Ki) = Ki ⊗Ki, ∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei,
∆(Li) = Li ⊗ Li, ∆(Fi) = Fi ⊗ Li + 1⊗ Ei,

y en consecuencia, ε(Ki) = ε(Li) = 1, ε(Ei) = ε(Fi) = 0.

Notar que U(χ) es un álgebra de Hopf Zθ-graduada, donde la graduación está caracterizada por:

deg(Ki) = deg(Li) = 0, deg(Ei) = αi, deg(Fi) = −αi.

Denotemos por U+(χ) (respectivamente, U−(χ)) a la subálgebra generada por Ei (respecti-
vamente, Fi), 1 ≤ i ≤ θ, U+0(χ) (respectivamente, U−0(χ)) a la subálgebra generada por Ki

(respectivamente Li), 1 ≤ i ≤ θ, y U0(χ) a la subálgebra generada por Ki y Li. Primero, U0(χ) es
isomorfa a kZ2θ como álgebras de Hopf. Además, la subálgebra de Hopf generada por U+(χ) y Ki,
1 ≤ i ≤ θ, es isomorfa a T (V )#kZθ, de modo que U+(χ) es isomorfa a T (V ) como álgebra de Hopf
trenzada en la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld sobre kZθ, donde

Ki · Ei = qijEi, δ(Ei) = Ki ⊗ Ei.

Tomaremos una familia de mor�smos de álgebras de [H4, Section 4.1] que utilizaremos luego
para simpli�car la notación.

Proposición 4.1.2. (a) Para cada a = (a1, . . . , aθ) ∈ (k×)θ existe un único automor�smo de
álgebras ϕa de U(χ) tal que

ϕa(Ki) = Ki, ϕa(Li) = Li, ϕa(Ei) = aiEi, ϕa(Fi) = a−1
i Fi. (4.2)
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(b) Existe un único automor�smo de álgebras φ1 de U(χ) tal que

φ1(Ki) = K−1
i , φ1(Li) = L−1

i , φ1(Ei) = FiL
−1
i , φ1(Fi) = K−1

i Ei. (4.3)

(c) Existe un único isomor�smo de álgebras φ2 : U(χ)→ U(χ−1) tal que

φ2(Ki) = Ki, φ2(Li) = Li, φ2(Ei) = Fi, φ2(Fi) = −Ei. (4.4)

(d) Existe un único isomor�smo de álgebras de Hopf φ3 : U(χ)→ U(χop)cop tal que

φ3(Ki) = Li, φ3(Li) = Ki, φ3(Ei) = Fi, φ3(Fi) = Ei. (4.5)

(e) Existe un único antiautomor�smo de álgebras φ4 de U(χ) tal que

φ4(Ki) = Ki, φ4(Li) = Li, φ4(Ei) = Fi, φ(Fi) = Ei. (4.6)

(f) Sea a = (−1, · · · ,−1). La antípoda de U(χ) está dada por S = φ1φ4ϕa. Además, φ2
4 = id.

Otro punto importante en dicho trabajo ha sido considerar las siguientes derivaciones torcidas.
Como en dicho trabajo, denotamos por ∆ a la comultiplicación trenzada de U+(χ), la cual es
N-graduada: si E ∈ U+(χ) tiene grado n, y k ∈ {0, 1, . . . , n}, denotaremos por ∆n−k,k(E) a la
componente en U+(χ)n−k ⊗ U+(χ)k.

Proposición 4.1.3. Para cada i ∈ {1, . . . , θ} existen endomor�smos lineales ∂Ki , ∂Li de U+(χ)
tales que

EFi − FiE = ∂Ki (E)Ki − Li∂Li (E) para todo E ∈ U+(χ).

Tales endomor�smos están caracterizados por las ecuaciones

∆n−1,1(E) =
θ∑
i=1

∂Ki (E)⊗ Ei, ∆1,n−1(E) =
θ∑
i=1

Ei ⊗ ∂Li (E), E ∈ U+(χ)n,

y satisfacen las siguientes propiedades

∂Ki (1) = ∂Li (1) = 0,

∂Ki (Ej) = ∂Li (Ej) = δi,j ,

∂Ki (EE′) = ∂Ki (E)(Ki · E′) + E∂Ki (E′),

∂Li (EE′) = ∂Li (E)E′ + (L−1
i · E)∂Li (E′),

para todo j ∈ {1, . . . , θ}, y todo par de elementos E,E′ ∈ U+(χ).

Antes de introducir los isomor�smos de Lusztig, daremos otro resultado importante de [H4,
Section 4.1], mediante el cual caracteriza cocientes del álgebra U(χ) que admiten descomposición
triangular. Primero recordemos que por [H4, Prop. 4.14], la multiplicación

m : U+(χ)⊗ U0(χ)⊗ U−(χ)→ U(χ) (4.7)

es un isomor�smo de espacios vectoriales Zθ-graduados.
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Proposición 4.1.4. Sean I+ ⊂ U+ ∩ ker ε (respectivamente, I− ⊂ U− ∩ ker ε) un ideal de U+(χ)
(respectivamente, U−(χ)). Son equivalentes:

La multiplicación (4.7) induce un isomor�smo

m : U+(χ)/I+ ⊗ U0(χ)⊗ U−(χ)/I− → U(χ)/(I+ + I−).

Los espacios vectoriales I+U0(χ)U−(χ) y U+(χ)U0(χ)I− son ideales de U(χ).

Para cada X ∈ U0(χ) y cada i ∈ {1, . . . , θ} se tiene

X · I+ ⊂ I+, ∂Ki (I+) ⊂ I+, ∂Ki (φ4(I−)) ⊂ φ4(I−),
X · I− ⊂ I−, ∂Li (I+) ⊂ I+, ∂Li (φ4(I−)) ⊂ φ4(I−).

En tal sentido, un resultado útil para encontrar ideales que satisfagan estas condiciones es el
siguiente:

Lema 4.1.5. [H4, Cor. 4.20] Sea I+ un bi-ideal trenzado de U+(χ), que es también un submódulo de
Yetter-Drinfeld con respecto a U0(χ), y que satisface I+ ⊂ ⊕n≥2U+(χ)n. Entonces I+U0(χ)U−(χ)
es un ideal de Hopf de U(χ).

Fijemos p ∈ {1, . . . , θ}. Para cada i 6= p de�nimos como en [H4],

E+
i,0(p), E

−
i,0(p) := Ei, F+

i,0(p), F
−
i,0(p) := Fi,

y recursivamente,

E+
i,m+1(p) := EpE

+
i,m(p) − (Kp · E+

i,m(p))Ep = (adcEp)m+1Ei, (4.8)

E−i,m+1(p) := EpE
−
i,m(p) − (Lp · E−i,m(p))Ep, (4.9)

F+
i,m+1(p) := FpF

+
i,m(p) − (Lp · F+

i,m(p))Fp, (4.10)

F−i,m+1(p) := FpF
−
i,m(p) − (Kp · F−i,m(p))Fp. (4.11)

Cuando p esté �jo, simplemente denotaremos E±i,m(p) por E±i,m, para simpli�car la notación. De
acuerdo a [H4, Cor. 5.4] se tiene para cada m ∈ N0 la siguiente identidad:

E+
i,mFi − FiE

+
i,m = (m)qpp(q

m−1
pp qpiqip − 1)LpE+

i,m−1. (4.12)

Recordaremos un resultado de [A1] que nos será útil en la siguiente sección. Fijemos un álgebra
de Hopf trenzada graduada B ∼= T (V )/I, donde I es un ideal de Hopf trenzado graduado generado
por elementos de grado ≥ 2. Para cada 1 ≤ j ≤ θ, p 6= j, de�nimos

M±p,j(B) :=
{
E±j,m : m ∈ N0

}
. (4.13)

Para el resto de la sección tomaremos como convención ord(1) = 1.
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Observación 4.1.6. Si xNi = 0 en B, dondeN es minimal (dicho número se dice el orden de nilpotencia
de xi), entonces qii es una raíz de la unidad de orden N . Más aún, (adcxi)Nxj = 0.

El siguiente resultado extiende [H1, Prop. 1, Eqn. (18)].

Lema 4.1.7. Para cada p ∈ {1, . . . , θ}, sea B±p la subálgebra generada por ∪j 6=pM±p,j(B) y denotemos
np = ord(qpp). Existen isomor�smos de espacios vectoriales graduados

ker(∂Kp ) ∼= B+p ⊗ k
[
E
np
p

]
, ker(∂Lp ) ∼= B−p ⊗ k

[
E
np
p

]
, si 1 < ord(qpp) < ∞, pero Ep no es

nilpotente, o

ker(∂Kp ) ∼= B+p, ker(∂Lp ) ∼= A−p , si ord(qpp) es el orden de nilpotencia de Ep o qpp = 1.

Más aún, la multiplicación da lugar a un isomor�smo de espacios graduados

B ∼= B±p ⊗ k [xp] . (4.14)

Demostración. Para simpli�car la notación �jamos p = 1 y consideramos la base PBW del Teorema
1.7.11. Notemos que E1 ∈ SI , y más aún es el menor elemento de SI , de modo que cada elemento de
la base B′I es de la forma [u1]s1c . . . [uk]

sk
c Es1, donde uk < . . . < u1, ui ∈ SI \ {E1}, 0 < si < hI(ui),

0 ≤ s < hI(E1). Denotemos S′ := SI \ {E1}, y

B2 := B
(
1 + I,

[
S′
]
c

+ I,<, hI |S′
)
,

esto es, el conjunto PBW generado por [S′]c + I, cuya altura es la restricción de la función altura
sobre SI . Tenemos que

B ∼= kB2 ⊗ k [E1] .

Notemos que, por inducción, se tiene E+
j,m ∈ ker(∂K1 ); como ∂K1 es una derivación torcida, se

tiene que B+1 ⊆ ker(∂K1 ). Notemos que también adcE1 es una derivación torcida de B, con lo cual
dicha derivación se restringe a un endomor�smo de la subálgebra B+1.

Probaremos por inducción en la longitud de u que [u]c ∈ B+1 para cada u ∈ L \ {E1}. Notemos
que si u = xj , j > 1, entonces [u]c = xj ∈ B+1. Ahora, sea u ∈ L \ {E1} de longitud ≥ 1, y (v, w)
su descomposición de Lyndon. Entonces,

si v 6= E1, se tiene [v]c, [w]c ∈ B1 por hipótesis inductiva, de modo que

[u]c = [v]c[w]c − χ(deg v,degw)[w]c[v]c ∈ B+1;

si v = E1, entonces [u]c = adcE1([w]c) ⊂ adcE1(A1) ⊆ A1, pues por hipótesis inductiva
[w]c ∈ B+1.

Probamos entonces que [L]c \ {E1} ⊆ A1, y que B2 está generado por [L]c \ {E1}; esto es,
kB2 ⊆ B+1, y ∂K1 (B2) = 0.

Si u ∈ ker(∂K1 ), podemos escribir [u]c =
∑

w∈B′I
αw [w]c. Si w no �naliza con E1, entonces

w ∈ B2, y ∂K1 ([w]c) = 0. Pero si w = uwE
tw
1 , [uw]c ∈ B2, 0 < tw < hI(E1), tenemos que

∂K1 ([w]c) = (tw)q−1
11

[uw]cE
tw−1
1 ,
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donde (tw)q−1
11
6= 0 si ni no divide a tw. Entonces,

0 = ∂K1 ([u]c) =
∑

w∈B′I/tw>0

αw(tw)q−1
11

[uw]cE
tw−1
1 ,

Pero [uw]cE
tw−1
1 ∈ B2, y B2 es una base, de donde αw = 0 para cada w tal que ni no divide a

tw. Entonces, ker(∂K1 ) = B+1k[Enii ], de donde ker(∂K1 ) ' B+1 ⊗ k[Enii ] como k-espacios vectoriales
graduados. Usando la primer parte �nalizamos la prueba para B+p.

La prueba para B−p sigue de modo similar, pero considerando a Ep como la mayor de todas las
letras y usando que E−j,m ∈ ker ∂Lp .

En lo que resta del capítulo asumimos que todos los enteros mij como en (2.6) asociados a la
matriz de escalares (qij) están de�nidos. En tal caso consideramos el automor�smo sp,χ : Zθ → Zθ,
sp(αi) = αi +mpiαp. De�nimos además

λi(χ) := (mpi)qpp

mpi−1∏
s=0

(qsppqpiqip − 1), i 6= p. (4.15)

Denotamos por Ei, F i, Ki, Li a los generadores de U(s∗pχ), y por (q
ij

= s∗pχ(αi, αj)) a la matriz de
trenza correspondiente a s∗pχ.

De�nición 4.1.8. Diremos que p ∈ {1, . . . , θ} es un vértice de Cartan si satisface

ord qpp 6= mpj + 1, para todo j 6= p.

Así, como asumimos que existen los enteros mpj , se tiene que q
mpj
pp qpjqjp = 1.

Denotaremos por O(χ) a la unión de las órbitas por la acción del grupoide de Weyl de las raíces
αp, con p vértice de Cartan.

Fijemos un vértice p. Sea Np = ord qpp. Luego, de�nimos [H4] I+
p (χ) (respectivamente, I−p (χ))

como el ideal de U+(χ) (respectivamente, U−(χ)) generado por

(a) ENpp (respectivamente, FNpp ), si no es un vértice de Cartan,

(b) E+
i,mpi+1 (respectivamente, F+

i,mpi+1), para todo i tal que Np > mpi + 1.

Notar que en (b) podríamos haber tomado los E+
i,mpi+1, para todo i, sin cambiar el ideal; ver por

ejemplo la Observación 2.2.12. Denotaremos:

Up(χ) := U(χ)/
(
I+
p (χ) + I−p (χ)

)
, U+

p (χ) := U+(χ)/I+
p (χ), U−p (χ) := U−(χ)/I−p (χ).

Denotemos también por I+(χ) el ideal de U+(χ) tal que el cociente U+(χ)/I+(χ) es isomorfo
al álgebra de Nichols; es decir, el mayor ideal de Hopf trenzado, de acuerdo a la De�nición 1.4.4.
En tal caso, sea I−(χ) = φ4(I+(χ)), donde φ4 está de�nido por (4.6). Denotaremos

u±(χ) := U±(χ)/I±(χ), u(χ) := U(χ)/(I−(χ) + I+(χ)).

En tal caso, u(χ) resulta ser el doble de Drinfeld del álgebra u+(χ)#U+0(χ), la bosonización del
álgebra de Nichols correspondiente a V por el álgebra de grupo kZθ = U+0(χ).

Usando [H4, Lemma 6.5, Theorem 6.12], se tienen los siguientes isomor�smos de Lusztig.
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Teorema 4.1.9. Existen mor�smos de álgebras

Tp, T
−
p : Up(χ)→ Up(s∗pχ) (4.16)

unívocamente determinados por las siguientes condiciones:

Tp(Kp) = T−p (Kp) = K−1
p , Tp(Ki) = T−p (Ki) = K

mpi
p Ki,

Tp(Lp) = T−p (Lp) = L−1
p , Tp(Li) = T−p (Li) = L

mpi
p Li,

Tp(Ep) = F pL
−1
p , Tp(Ei) = E+

i,mpi
,

Tp(Fp) = K−1
p Ep, Tp(Fi) = λ(s∗pχ)−1F+

i,mpi
,

T−p (Ep) = K−1
p F p, T−p (Ei) = λ(s∗pχ

−1)−1E−i,mpi ,

T−p (Fp) = EpL
−1
p , T−p (Fi) = F−i,mpi .

para cada i 6= p. Ambos son isomor�smos que satisfacen

TpT
−
p = T−p Tp = id, Tp(U+

+p(χ)) = U+
−p(s

∗
pχ).

Además, existe λ ∈ (k×)θ tal que
Tp ◦ φ4 = φ4 ◦ T−p ϕλ. (4.17)

Dichos isomor�smos inducen isomor�smos de álgebras (que denotamos por el mismo nombre):

Tp, T
−
p : u(χ)→ u(s∗pχ).

Observación 4.1.10. Si los elementos homogéneos X,Y ∈ U+
p (χ) son tales que Tp(X), Tp(Y ) ∈

U+
p (s∗pχ), entonces

Tp ([X,Y ]c) = [Tp(X), Tp(y)]c

Esto se deduce del hecho que deg Tp(X) = sp(degX).

4.2. Presentación explícita por generadores y relaciones de álgebras
de Nichols de tipo diagonal

Utilizaremos ahora los isomor�smos anteriores para un cociente de U(χ) por un ideal más chico
que (I−(χ)+I+(χ)). Tal ideal estará generado por relaciones obtenidas a partir del Teorema 2.2.10,
y será mínimo de modo que nos permita de�nir los isomor�smos anteriores libremente sobre el
grupoide de Weyl. De esta forma obtendremos una relación entre las distintas series de Hilbert de
las álgebras de una componente conexa del grupoide de Weyl que se traducirá en una caracterización
del sistema de raíces, el cual está unívocamente determinado si el sistema es �nito, de acuerdo a lo
visto anteriormente. Daremos primero el Teorema central de esta sección, y luego de varios resultados
previos daremos su prueba. Ésto nos permitirá introducir el conjunto de relaciones que generará el
ideal, para luego trabajar con él.

Para enunciar las relaciones con mayor comodidad, denotaremos por x(m+1)αi+mαj , donde m ∈
N, a los elementos de�nidos por
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si m = 1, x2αi+αj := (adc xi)2xj ,

recursivamente, x(m+2)αi+(m+1)αj := [x(m+1)αi+mαj , (adc xi)xj ]c.

Teorema 4.2.1. Sea V un espacio trenzado de tipo diagonal de dimensión �nita, con matriz de
trenza (qij)1≤i,j≤θ, θ = dimV . Sea χ el bicarácter asociado a (qij). Asumimos que el sistema de
raíces ∆χ es �nito. Entonces B(V ) está presentada por generadores x1, . . . , xθ y relaciones:

xNαα = 0, α ∈ ∆χ
+ \ O(χ); (4.18)

(adc xi)mij+1xj = 0, q
mij+1
ii 6= 1; (4.19)

xNii = 0, i vértice no Cartan; (4.20)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que qii = qijqji = qjj = −1,

((adc xi)xj)
2 = 0; (4.21)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjj = −1, qikqki = qijqjiqjkqkj = 1,

[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c = 0; (4.22)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjj = −1, qiiqijqji ∈ G6, y además qii ∈ G3 o mij ≥ 3,[
(adc xi)2xj , (adc xi)xj

]
c

= 0; (4.23)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qii = ±qijqji ∈ G3, qikqki = 1, y además −qjj = qjiqijqjkqkj = 1
o q−1

jj = qjiqij = qjkqkj 6= −1, [
(adc xi)2(adc xj)xk, (adc xi)xj

]
c

= 0; (4.24)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qikqki, qijqji, qjkqkj 6= 1,

[xi, (adc xj)xk]c −
1− qjkqkj

qkj(1− qikqki
[(adc xi)xk, xj ]c − qij(1− qkjqjk) xj(adc xi)xk = 0; (4.25)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que

qii = qjj = −1, (qijqji)2 = (qjkqkj)−1, qikqki = 1, o

qjj = qkk = qjkqkj = −1, qii = −qijqji ∈ G3, qikqki = 1, o

qii = qjj = qkk = −1, qijqji = qkjqjk ∈ G3, qikqki = 1, o

qii = qkk = −1, qjj = −qkjqjk = (qijqji)±1 ∈ G3, qikqki = 1,

[
[(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c , xj

]
c

= 0; (4.26)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qii = qjj = −1, (qijqji)3 = (qjkqkj)−1, qikqki = 1,[[
(adc xi)xj , [(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c

]
c
, xj
]
c

= 0; (4.27)
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B si i, j, k, l ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjjqijqji = qjjqkjqjk = 1, (qkjqjk)2 = (qlkqkl)−1 = qll,
qkk = −1, qikqki = qilqli = qjlqlj = 1,[[

[(adc xi)(adc xj)(adc xk)xl, xk]c , xj
]
c
, xk
]
c

= 0; (4.28)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjkqkj ∈ G3,[

[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c xj
]
c

= 0; (4.29)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjkqkj ∈ G4,[[

[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c , xj
]
c
, xj
]
c

= 0; (4.30)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qii = −1, q−1
jj = −qijqjiqjkqkj /∈ {−1, qijqji}, qikqki = 1,

[(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c = 0; (4.31)

B si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjkqkj = 1, qii ∈ G3, qijqji, qkiqik 6= q−1
ii ,[

(adc xi)2xj , (adc xi)2xk
]
c

= 0; (4.32)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que −qii,−qjj , qiiqijqji, qjjqjiqij 6= 1,

(1− qijqji)qjjqji
[
xi, [(adc xi)xj , xj ]c

]
c
− (1 + qjj)(1− qjjqjiqij) ((adc xi)xj)

2 = 0; (4.33)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjj = −1, qiiqijqji /∈ G6, y además mij ∈ {4, 5}, o mij = 3,
qii ∈ G4,[

xi,
[
(adc xi)2xj , (adc xi)xj

]
c

]
c
−

1− qiiqjiqij − q2
iiq

2
jiq

2
ijqjj

(1− qiiqijqji)qji
(
(adc xi)2xj

)2 = 0; (4.34)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que 4αi + 3αj /∈ ∆χ
+, qjj = −1 o mji ≥ 2, y además mij ≥ 3, o

mij = 2, qii ∈ G3,
[x3αi+2αj , (adc xi)xj ]c = 0; (4.35)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que 3αi + 2αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 3αj /∈ ∆χ

+, y q
3
iiqijqji, q

4
iiqijqji 6= 1,

[(adc xi)2xj , x3αi+2αj ]c = 0; (4.36)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que 4αi + 3αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 4αj /∈ ∆χ

+,

[x4αi+3αj , (adc xi)xj ]c = 0; (4.37)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que 5αi + 2αj ∈ ∆χ
+, 7αi + 3αj /∈ ∆χ

+,

[[(adc xi)3xj , (adc xi)2xj ], (adc xi)2xj ]c = 0; (4.38)

B si i, j ∈ {1, . . . , θ} son tales que qjj = −1, 5αi + 4αj ∈ ∆χ
+,

[x2αi+αj , x4αi+3αj ]c −
b− (1 + qii)(1− qiiζ)(1 + ζ + qiiζ

2)q6
iiζ

4

a q3
iiq

2
ijq

3
ji

x2
3αi+2αj = 0, (4.39)

donde ζ = qijqji, a = (1− ζ)(1− q4
iiζ

3)− (1− qiiζ)(1 + qii)qiiζ, b = (1− ζ)(1− q6
iiζ

5)− a qiiζ.



88 CAPÍTULO 4. PRESENTACIÓN EXPLÍCITA Y GENERACIÓN EN GRADO UNO

Notemos que en el enunciado del Teorema denotamos por xi a los generadores del álgebra de
Nichols. En lo que sigue usaremos reiteradas veces el isomor�smo B(V ) ∼= u+(χ) vía la aplicación
xi 7→ Ei, de modo que también identi�caremos a B(V ) como subálgebra de u(χ).

De�nimos para cada bicarácter χ con sistema de raíces �nito el ideal J +(χ) de U+(χ) como el
ideal generado por todas las relaciones del Teorema 4.2.1, excepto (4.18). Sean J −(χ) := φ4(J +(χ)),
J (χ) := (J +(χ) + J −(χ)),

U(χ) := U(χ)/J (χ), U±(χ) := U±(χ)/J ±(χ).

Probaremos en primer lugar que J +(χ) está contenido en el ideal de relaciones de la corres-
pondiente álgebra de Nichols. El lema siguiente, presente en un trabajo en desarrollo con Agustín
García Iglesias, también se usa implícitamente en varios trabajos.

Lema 4.2.2. Sea I ⊂ T (V ) un bi-ideal trenzado de T (V ), de modo que se tiene un mor�smo
suryectivo de álgebras de Hopf canónico π : R := T (V )/I → B(V ). Sea x ∈ kerπ, x 6= 0 de grado
mínimo, digamos k ≥ 2. Entonces x es primitivo.

Demostración. Dado que π es un mor�smo biálgebras trenzadas, kerπ es un bi-ideal:

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x +
n∑
j=1

bj ⊗ cj ∈ kerπ ⊗R+R⊗ kerπ,

para algunos elementos homogéneos bj , cj ∈
k−1⊕
i=1

Ri, que satisfacen deg(bj) + deg(cj) = k. Podemos

considerar para cada j que bj ∈ kerπ o cj ∈ kerπ. Si bj ∈ kerπ, entonces bj = 0 por la hipótesis de
minimalidad de k. Lo mismo vale si cj ∈ kerπ; en consecuencia, x es primitivo en R.

Dado que trabajaremos con ideales Nθ0-graduados, será útil introducir la siguiente notación:
dados β =

∑
i biαi, γ =

∑
i ciαi, donde bi, ci ∈ N0, diremos que β ≥ γ (respectivamente, β > γ) si

bi ≥ ci (respectivamente, bi > ci) para todo i ∈ {1, . . . , θ}.

Proposición 4.2.3. J +(χ) es un bi-ideal trenzado de U+(χ), y existe una proyección canónica de
álgebras de Hopf πχ : U(χ)� u(χ) tal que π (U±(χ)) = u±(χ).

Más aún, la multiplicación m : U+(χ)⊗U0(χ)⊗U−(χ)→ U(χ) es un isomor�smo de espacios
graduados.

Demostración. Podemos ordenar las relaciones de acuerdo a su N-graduación. Luego de cocientar
por las relaciones de grado n − 1, las relaciones de grado n son primitivas de acuerdo al Lema
4.2.2, pues se observa en cada caso que se veri�can las relaciones del Teorema 2.2.10 que tienen
grado menor. Más aún, observamos que basta con que se satisfagan las relaciones que tienen menor
graduación en Nθ. Por ejemplo, cada relación cuántica de Serre es primitiva, lo mismo que cada xNii ;
así, en el cociente por estas relaciones se tiene que x =

[
(adc xi)2xj , (adc xi)xj

]
c
es primitivo, bajo

las condiciones que se piden para esta relación en (4.23), pues ya hemos cocientado por x3
i , x

2
j , de

modo que se veri�can
(adc xi)3xj = (adc xj)2xi = 0.
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De modo similar se trabaja con las restantes relaciones, y así cada cociente parcial es una biálgebra
trenzada (y por lo tanto álgebra de Hopf); �nalmente, U+(χ) es una biálgebra trenzada, de donde
J +(χ) es un bi-ideal trenzado.

Por la de�nición de álgebra de Nichols se tiene que J +(χ) ⊆ I+(χ). De acuerdo al Lema 4.1.5,
J +(χ)U0(χ)U−(χ) es un ideal de Hopf de U(χ), y por lo tanto se veri�can las condiciones equiva-
lentes de la Proposición 4.1.4. Así, existe una proyección de álgebras de Hopf y una descomposición
triangular como en el enunciado.

Ahora probaremos que los isomor�smos de la primer parte del Teorema 4.1.9 inducen iso-
mor�smos entre las correspondientes álgebras U(χ). Para ello debemos empezar probando que
Tp(J (χ)) ⊂ J (s∗pχ). Lo haremos probando que vale la inclusión para cada relación que genera el
ideal, para lo cual primero daremos algunos lemas generales que nos permitirán reducir la cantidad
de cálculos explícitos.

Lema 4.2.4. Sea l una palabra de Lyndon tal que [l]c ∼=
∑

w∈SI+(χ),w�l
aww (mod I+(χ)), para

algunos escalares aw ∈ k. Sea I un ideal de Hopf trenzado Nθ-graduado de U+(χ) tal que los
conjuntos de palabras buenas SI+(χ), SI coinciden en los términos w � l, y l se escribe como
combinación lineal de palabras mayores módulo I. Entonces, [l]c ∼=

∑
w∈SI+(χ),w�l

aww (mod I).

Demostración. Es una consecuencia directa del Corolario 1.7.12, pues por dicho resultado [l]c se
escribe como combinación lineal de hiperpalabras buenas módulo I, mayores según el orden �. Tales
hiperpalabras coinciden con las correspondientes hiperpalabras buenas para I+(χ) por hipótesis, y
además I ⊆ I+(χ), de donde la combinación lineal debe ser la misma, pues las hiperpalabras buenas
forman una base para un complemento del ideal en U+(χ).

Lema 4.2.5. Sea I un ideal Nθ0-homogéneo de T (V ), θ = dimV . Sean S, T dos conjuntos minimales
de generadores homogéneos de I. Asumimos que para cada α ∈ Nθ existe a lo sumo un generador
en S (respectivamente en T ) de grado α, y denotamos I(S, α) (respectivamente, I(T, α)) al ideal
generado por los elementos de S (respectivamente, T ) de grado β < α.

Para cada s ∈ S de grado α ∈ Nθ0, existe t ∈ T de grado α y un escalar c ∈ k× tal que
s ∼= c t (mod (I(S, α)). Además, I(S, α) = I(T, α).

Demostración. Lo probaremos por inducción en el grado de los generadores. Sea s de grado α
minimal para el orden parcial de�nido antes en Nθ0. Luego, dim Iα = 1, de donde existe un elemento
de T que pertenece a este subespacio de dimensión 1 de I.

Si el grado de s no es minimal, podemos aplicar hipótesis inductiva para los generadores de
grados menores, de modo que para cada s′ de grado menor existe el correspondiente t′ ∈ T del
mismo grado que satisface las condiciones del enunciado, y así I(S, α) = I(T, α). Así,

dim I(S, α)α = dim I(T, α)α = dim Iα − 1,

pues S es un conjunto minimal de generadores, y por hipótesis existe un único generador de grado
α. Como T también es un conjunto de generadores de I, existe t ∈ I − I(T, α) = I − I(S, α), de
grado α, de donde se sigue el enunciado.
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Observación 4.2.6. Este Lema nos permite identi�car, salvo escalares y relaciones de grados menores,
las correspondientes relaciones de un cierto grado tales que, en los grados menores, hay a lo sumo una
única relación de dicho grado. De esta forma se necesita considerar relaciones como en el Teorema
2.2.10 para un orden de las letras, de modo que se tenga un conjunto minimal, y las correspondientes
relaciones a otro orden tienen el mismo grado. Por ejemplo, si q

mij+1
ii 6= 1 para un par de vértices i, j,

entonces la relación cuántica de Serre (adc xi)mij+1xj está en un conjunto minimal correspondiente
al orden en las letras xi < xj , de modo que la palabra correspondiente al orden xi > xj satisface:

[xjx
mij+1
i ]c =

[
· · ·
[
[(adc xj)xi, xi]c , · · · ,

]
c
, xi
]
c

= a(adc xi)mij+1xj ,

para algún escalar a ∈ k×.

También, si qii ∈ G3, qijqji ∈ {±qii,−1}, qjj = −1 (es decir, algunas de las trenzas estándares
de tipo B2), notamos que[

(adc xi)2xj , (adc xi)xj
]
c
∼= b

[
(adc xj)xi, [(adc xj)xi, xi]c

]
c

(mod I),

para algún escalar b ∈ k×, donde I es el ideal generado por x3
i y x

2
j , pues tales relaciones correspon-

den a distintos conjuntos de relaciones minimales, y son las únicas (en los respectivos conjuntos) de
grado 3αi + 2αj .

Lema 4.2.7. Sean Y,Z ∈ U+
p (χ) elementos homogéneos de grados β, γ ∈ Nθ0, respectivamente, tales

que (adcEp)Y = 0. Entonces,

[(adcEp)Z, Y ]c = (adcEp) [Z, Y ]c . (4.40)

Si además χ(αp, β)χ(β, αp) = 1, entonces

χ(αp, β) [Y, (adcEp)Z]c = (adcEp) [Y, Z]c . (4.41)

Demostración. Ambas identidades se deducen de (1.31). Por ejemplo, para la segunda,

(adcEp) [Y, Z]c = [Ep, [Y, Z]c]c =
[
[Ep, Y ]c , Z

]
c

+ χ(αp, β)Y [Ep, Z]c − χ(β, γ) [Ep, Z]c Y

= χ(αp, β) (Y (adcEp)Z − χ(β, γ)χ(β, αp)(adcEp)ZY ) = χ(αp, β) [Y, (adcEp)Z]c ,

donde usamos la condición χ(αp, β)χ(β, αp) = 1. La primer identidad es directa.

Lema 4.2.8. Sean i, p ∈ {1, . . . , θ} tales que mpi ≥ 2 y mip = 1. Entonces, en U(s∗pχ),[
E+
i,mpi

, E+
i,mpi−1

]
c

=
[
(adcEp)

mpiEi, (adcEp)
mpi−1Ei

]
c

= 0.

Observación 4.2.9. Notemos que tal relación pertenece al ideal I+(s∗pχ): como 2αi + αp /∈ ∆χ
+,

se tiene sp(2αi + αp) = 2αi + (2mpi − 1)αp /∈ ∆χ
+, de modo que se veri�ca tal relación en la

correspondiente álgebra de Nichols u+(s∗pχ), de acuerdo al Corolario 2.2.7.

Por otro lado, ya hemos pedido en la de�nición del ideal J (s∗pχ) algunas de tales relaciones,
como ocurre en (4.23). Lo que probamos aquí es que las restantes relaciones que no pedimos en la
de�nición del ideal J +(χ) son redundantes; es decir, están generadas por relaciones de grado menor.
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Demostración. Miramos los distintos valores que puede tomar mpi; para empezar, sea mpi = 2. Así,
qpp ∈ G3 o q2

ppqipqpi = 1, y también qii = −1 o qiiqipqpi = 1. Si mip = 1 para s∗pχ, entonces mirando
la prueba de la Proposición 3.1.9 vemos que p, i determinan un subdiagrama estándar. Si q3

pp 6= 1
o qii 6= −1 entonces E2

pEiEpEi se escribe como combinación de palabras mayores módulo el ideal
J (s∗pχ), a partir de las correspondientes relaciones cuánticas de Serre, pues en el primer caso E2

pEiEp
aparece con coe�ciente no nulo en (adcEp)3Ei, de modo que E2

pEiEpEi es combinación de palabras
mayores excepto por E3

pE
2
i , la cual está en el ideal si qii = −1, o EpE2

i aparece con coe�ciente no
nulo en (adcEi)2Ep, de modo que despejamos E2

pEiEpEi como combinación de palabras mayores.

A partir del Lema 4.2.4,
[
E+
i,2, E

+
i,1

]
c

= 0. Una prueba similar se obtiene si q3
pp = 1 pero qii 6= −1.

Si q3
pp = 1, qii = −1, la relación corresponde a (4.23), un generador de J (s∗pχ).

Ahora, si mpi = 2, y mip > 1 para s∗pχ, entonces en J (s∗pχ) se tiene la relación (4.33), de la cual
se obtiene a EpEiEpEi como combinación lineal de otras palabras, donde la única que es mayor es

E2
pE

2
i . A partir de tal relación se trabaja como antes y se obtiene que

[
E+
i,2, E

+
i,1

]
c
∈ J (s∗pχ).

Si mpi = 3, entonces mip = 1 para s∗pχ, o existe ζ ∈ G24 tal que qpp = ζ6, q−1
ii = qpiqip = ζ. En

el primer caso, se deduce primero que (4.34) vale incluso si qpp /∈ G4, pues se deduce de la relación
cuántica de Serre (adcEp)4Ei = 0 que E3

pEiEpEi es combinación lineal de palabras mayores y se
aplica el Lema 4.2.4; usando esta relación se trabaja como antes, escribiendo primero a E2

pEiE
2
pEi

como combinación lineal de otras palabras y de allí deduciendo que E3
pEiE

2
pEi es combinación

lineal de palabras mayores, de modo que podemos aplicar nuevamente el Lema 4.2.4. En el segundo
caso, expresamos E3

pEiE
2
pEi como combinación lineal de palabras mayores a partir de las relaciones

cuánticas de Serre, o a partir de (4.34), obteniendo la misma conclusión.

Si mpi = 4, 5, entonces mip = 1 para s∗pχ. En tal caso, trabajamos como en los casos anteriores y

obtenemos dicha relación a partir de (4.34) o (4.23), según 3αp+2αi pertenezca o no a ∆
s∗pχ
+ . Ambas

situaciones nos permiten escribir a E4
pEiE

3
pEi o E

5
pEiE

4
pEi, según corresponda, como combinación

lineal de palabras mayores, y entonces aplicamos el Lema 4.2.4.

Probaremos a continuación que Tp aplica cada generador del ideal J +(χ) en un elemento de
J (s∗pχ), lo cual será el primer paso para inducir isomor�smos entre miembros de la familia de
álgebras U(χ).

Lema 4.2.10. Sea i un vértice que no es de Cartan. Entonces Tp(ENii ) ∈ J (s∗pχ).

Además, si i, j son tales que qii = qijqji = qjj = −1, entonces Tp
(

((adcEi)Ej)
2
)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. Consideremos la primer relación. Si i = p, entonces p no es Cartan para χ, de donde
p tampoco es Cartan para s∗pχ. Luego, por la de�nición del ideal J (s∗pχ),

Tp(E
Np
p ) = F

Np
p = φ4(ENpp ) ∈ J (s∗pχ).

Nos resta probarlo para i 6= p. En tal caso, Tp(E
Np
p ) =

(
E+
i,mpi

)Ni
.

Si mpi = 0, entonces E+
i,0 = Ei y qipqpi = 1, de donde para cada j 6= p se tiene q

ij
q
ji

= qijqji.

Luego, i no es Cartan para s∗pχ, y se tiene Tp(ENii ) = ENii ∈ J (s∗pχ).

Consideramos mpi 6= 0. Como i no es Cartan, existe j 6= i tal que Ni − 1 = mij ≥ 1.
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Asumimos primero que j = p, es decir mip + 1 = Ni. Si mip = 1, es decir qii = −1, hay dos
posibilidades. Si qipqpi 6= 1, usamos el Lema 4.2.8, la identidad (1.31) y la relación cuántica de Serre
(adcEp)mpi+1Ei = 0 para calcular en U(s∗pχ),

0 =
[
Ep,

[
E+
i,mpi

, E+
i,mpi−1

]
c

]
c

=
(
s∗pχ(αp,mpiαp + αi)− s∗pχ(mpiαp + αi, (mpi − 1)αp + αi)

) (
E+
i,mpi

)2

= (χ(−αp, αi)− χ(αi, αp + αi))
(
E+
i,mpi

)2
= q−1

pi (1 + qipqpi)
(
E+
i,mpi

)2
,

de donde deducimos que Tp(E2
i ) =

(
E+
i,mpi

)2
∈ J (s∗pχ). Si qpiqip = −1 hay 3 posibilidades para

el subdiagrama que determinan i, p: es estándar como en la Proposición 3.1.9 (a) con q = −1, o
es Cartan B2 para q ∈ G4, o es Cartan G2 para q ∈ G6. Cada uno de ellos se deduce como antes
usando (4.23), o las relaciones cuánticas de Serre junto con los Lemas anteriores.

Si mip > 1 y mpi = 1, calculamos a partir de (1.31) y de (adcEp)2Ei = 0,

adcEp
[
E+
i,1, Ei

]
c

=
(
s∗pχ(αp, αi + αp)− s∗pχ(αi + αp, αi)

) (
E+
i,1

)2

= q−1
pi (1− qiiqipqpi)

(
E+
i,1

)2
.

A partir de tal relación y nuevamente (1.31) calculamos también

adcEp

[
E+
i,1,
[
E+
i,1, Ei

]
c

]
c

= (q−1
pi − qiiqip)

(
s∗pχ(αp, αi + αp)− s∗pχ(αi + αp, 2αi + αp)

) (
E+
i,1

)3

= q−2
pi (1− qiiqipqpi)(1− q2

iiqipqpi)
(
E+
i,1

)3
.

Luego, si mip = 2 y mpi = 1, se tiene αp + 3αi /∈ ∆χ
+, con lo cual

sp(αp + 3αi) = 3αi + 2αp /∈ ∆
s∗pχ
+ .

A partir del Lema anterior deducimos que
[
(adcEi)2Ep, (adcEi)Ep

]
c
∈ J +(s∗pχ), con lo cual[

E+
i,1,
[
E+
i,1, Ei

]
c

]
c

∈ J (s∗pχ),

al aplicar el Lema 4.2.5 si es minimal (q2
iiqipqpi 6= 1, de donde qii ∈ G3), o por cálculo directo en

otro caso, pues es Cartan de tipo B2 o estándar con qpp = −1. Luego,

Tp(E3
i ) =

(
E+
i,1

)3
∈ J (s∗pχ).

Si mip = 3, mpi = 1, se tiene sp(αp + 4αi) = 4αi + 3αp /∈ ∆
s∗pχ
+ , de modo que[

E+
i,1,

[
E+
i,1,
[
E+
i,1, Ei

]
c

]
c

]
c

∈ J (s∗pχ),
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relación que se obtiene escribiendo (EpEi)3Ei como combinación lineal de palabras mayores (para

el orden p < i) a partir de (4.35). Nuevamente, se deduce como en el caso anterior que
(
E+
i,1

)4
∈

J (s∗pχ).

Si mip = 4, entonces necesariamente q4
iiqipqpi 6= 1, de donde se obtiene

(
E+
i,1

)5
∈ J (s∗pχ) de

modo análogo a partir de (4.37). Notamos también que no existen diagramas para mip ≥ 5 tales

que q
mip+1
ii = 1.

Ahora, si mip,mpi > 1, tenemos 3 posibilidades:

mip = mpi = 2, en cuyo caso notamos que en s∗pχ se veri�ca (4.35), y además que qpp ∈ G3.
A partir de tal relación escribimos a EiE

2
pEiE

2
pEi como combinación lineal de otras palabras

que comienzan con Ep o que contienen a E3
p. Al multiplicar por E2

p a izquierda, notamos
que E2

pEiE
2
pEiE

2
pEi es combinación lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ), pues E3

p ∈
J (s∗pχ), de donde Tp(E3

i ) = ((adcEp)2Ei)3 ∈ J (s∗pχ).

mip = 3, mpi = 2, en cuyo caso qii = ζ6, qpp = ζ8, qipqpi = ζ11 para ζ ∈ G24, y se satisface
(4.39) para s∗pχ. A partir de tal relación escribimos EiE

2
pEiE

2
pEiE

2
pEi como combinación

lineal de otras palabras que que comienzan con Ep o que contienen a E3
p. Multiplicamos por

E2
p a izquierda, y así (E2

pEi)
4 se escribe como combinación lineal de palabras mayores módulo

J (s∗pχ), pues E3
p ∈ J (s∗pχ), de donde Tp(E4

i ) = ((adcEp)2Ei)4 ∈ J (s∗pχ).

mip = 2, mpi = 3, situación válida para dos diagramas, donde en s∗pχ se veri�ca (4.38).
Usando dicha relación escribimos a EiE

3
pEiE

3
pEi como combinación lineal de otras palabras

que comienzan con Ep o que contienen a E4
p. Al multiplicar por E

3
p a izquierda, notamos que

E3
pEiE

3
pEiE

3
pEi es combinación lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ), pues E4

p ∈ J (s∗pχ)
para uno de los diagramas y (adcEp)4Ei ∈ J (s∗pχ) para el otro, de donde, en ambos casos,
Tp(E3

i ) = ((adcEp)3Ei)3 ∈ J (s∗pχ).

Para �nalizar esta parte de la prueba, supongamos que j 6= p, de modo que q
mip
ii qipqpi = 1,

mip < Ni − 1, y así 1 ≤ mip < mij . Luego, i, j, p determinan un diagrama conexo, con i vértice
que no es de Cartan, conectado a j y p, y qii es una raíz de la unidad de orden Ni ≥ 2. Mirando los
posibles subdiagramas encontramos las siguientes posibilidades:

qii ∈ G3, qpp ∈ {qii,−1}, mip = mpi = 1, mij = 2, mpj = mjp = 0, o

qii ∈ G4, qpp = −1, qipqpiqii = 1, qijqji = qii, mpj = mjp = 0, mij = 3 (el primer diagrama de
tipo súper G(3), donde q ∈ G4).

Ambos casos se resuelven de modo muy similar a los casos en que mpi = 1.

Consideremos ahora la segunda relación. Usando que qijqji = −1, tenemos que

((adcEj)Ei)
2 = ((adcEi)Ej)

2 + 2qij(EiE2
jEi + EjE

2
i Ej).

Como Tp(E2
i ), Tp(E2

j ) ∈ J (s∗pχ) por la primer parte, y Tp es un mor�smo de álgebras, basta probar

que Tp
(

((adcEi)Ej)
2
)
∈ J (s∗pχ) para que también se veri�que Tp

(
((adcEj)Ei)

2
)
∈ J (s∗pχ). De
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hecho, lo anterior también prueba que basta tener una de estas relaciones si buscamos tener un
conjunto minimal de relaciones.

Si p = j, se tiene que

Tp

(
((adcEi)Ep)

2
)

=
(
E+
i,1F pL

−1
p − qipF pL−1

p E+
i,1

)2

=
((
F pE

−
i,12LpEi

)
L−1
p − qipqppqipF pE

+
i,1L

−1
p

)2

=
(
−2q−1

ip
Ei

)2
= 4q2

ipE
2
i ∈ J (s∗pχ),

pues q
pp

= q
pi
q
ip

= q
ii

= −1. Consideramos entonces el caso p 6= i, j (el caso p = i es análogo como

ya se ha explicado). Si mpi,mpj 6= 0, tenemos dos posibilidades:

qpp = −1, qipqpiqjpqpj = −1 y tenemos un diagrama de tipo súper D(2, 1;α)), o

qpp = q−1
ip q

−1
pi = −qjpqpj ∈ G3 ∪G4 ∪G6.

En el primer caso o en el segundo caso con qpp ∈ G4,

Tp

(
((adcEi)Ej)

2
)

=
[
(adcEp)Ei, (adcEp)Ej

]2
c
.

A partir de la relación (4.22) si q
pp

= −1 o de las relaciones cuánticas de Serre (adcEp)2Ei =
(adcEp)2Ej = 0 si qpp ∈ G4, EiEpEjEp es combinación lineal de palabras mayores, de donde
(EpEiEpEj)2 es combinación lineal de palabras mayores. Luego,[

(adcEp)Ei, (adcEp)Ej
]2
c
∈ J +(s∗pχ),

pues usamos el Lema 4.2.4, el cual vale también para potencias de palabras elevadas a su altura, y
además el Lema 2.2.8, que nos dice que tal relación está en I+(s∗pχ).

En el segundo caso con qpp ∈ G3 ∪G6 se tiene

Tp

(
((adcEi)Ej)

2
)

=
[
(adcEp)Ei, (adcEp)

2Ej
]2
c
.

Como antes, se escribe (EpEiE
2
pEj)

2 como combinación lineal de palabras mayores a partir de las

relaciones cuánticas de Serre junto con (4.25), de donde se deduce que Tp
(

((adcEi)Ej)
2
)
∈ J +(s∗pχ)

también en este caso.

Lema 4.2.11. Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que qmij+1
ii 6= 1. Entonces Tp

(
(adcEi)mij+1Ej

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. (i) El caso p = i ya fue considerado en la primer parte del Teorema 4.1.9.

(ii) Sea p = j: consideraremos los diferentes mip posibles. Para mip = 0, usando que qipqpi = 1,

Tp ((adcEi)Ep) = EiF pL
−1
p − qipF pL−1

p Ei = (EiF p − F pEi)L−1
p ∈ J (s∗pχ).
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Consideremos mip = 1; a partir de (4.12) se tiene

Tp ((adcEi)Ep) =E+
i,mpi

F pL
−1
p − qipF pL−1

p E+
i,mpi

=
(
F pE

+
i,mpi

+ (mpi)q
pp

(qmpi−1
pp

q
pi
q
ip
− 1)LpE

+
i,mpi−1

)
L−1
p

− qips+
p χ(mpiαp + αi, αp)F pE

+
i,mpi

L−1
p

=(mpi)q
pp

(qmpi−1
pp

q
pi
q
ip
− 1)s+

p χ ((mpi − 1)αp + αi, αp)
−1E+

i,mpi−1

+ F pE
+
i,mpi

L−1
p − qipχ(αi,−αp)F pE+

i,mpi
L−1
p

=(mpi)qpp(q
−1−mpi
pp q−1

pi q
−1
ip − 1)qipqppE+

i,mpi−1 (4.42)

A partir de esta relación y la Observación 4.1.10 obtenemos, para mpi = 1,

Tp
(
(adcEi)2Ep

)
= Tp

(
[Ei, (adcEi)Ep]c

)
=
[
(adcEp)Ei, a1Ei

]
c
,

donde denotamos ampi = (mpi)qpp(q
−1−mpi
pp q−1

pi q
−1
ip − 1)qipqpp ∈ k×. Tal elemento está en J (s∗pχ)

pues también se tiene mip = 1, de donde (adcEi)2Ep ∈ J (s∗pχ). Sea entonces mpi ≥ 2; de acuerdo
al Lema 4.2.8 tenemos que

Tp
(
(adcEi)2Ep

)
=
[
E+
i,mpi

, ampiE
+
i,mpi−1

]
c
∈ J (s∗pχ).

Consideremosmip = 2, con q3
ii 6= 1. Mirando la lista de diagramas de rango 2 posibles, vemos que

mpi = 1, o existe ζ ∈ G9 tal que qii = −ζ, qipqpi = ζ7, qpp = ζ3. En el primer caso, qpp ∈ {−1, q2
ii},

con lo cual es estándar de tipo B2, y la relación (4.23) pertenece a J (s∗pχ) de acuerdo al Lema 4.2.8.
A partir de esta observación se tiene

Tp
(
(adcEi)3Ep

)
= a1

[
(adcEp)Ei,

[
(adcEp)Ei, Ei

]
c

]
c
∈ J (s∗pχ).

En el segundo caso, se tiene la siguiente matriz de trenza para s∗pχ: qii = −1, q
ip
q
pi

= ζ8, q
pp

= ζ3.
Luego,

Tp
(
(adcEi)3Ep

)
=
[
(adcEp)

2Ei,
[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)Ei
]
c

]
c
∈ J (s∗pχ),

pues estamos en las condiciones de (4.36).

Nos resta considerar mip ∈ {3, 4, 5}. Primero, si mpi > 1, la única posibilidad es mip = 3,
mpi = 2, para el diagrama

◦−ζ
−ζ12

◦ζ5 ,

donde ζ ∈ G15 y qii = −ζ; al aplicar sp se obtiene

◦−1
−ζ13

◦ζ5 .

A partir de (4.37) escribimos a EiE
2
pEiE

2
pEiEpEi como combinación lineal de otras palabras que

comienzan en Ep, o que contienen a E3
p, o que son mayores para el orden p < i. Multiplicando a
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izquierda por E2
p y usando que E3

p ∈ J (s∗pχ), escribimos a (E2
pEi)

3EpEi como combinación lineal
de palabras mayores, módulo J (s∗pχ). Usando el Lema 4.2.4 tenemos que

Tp
(
(adcEi)4Ep

)
=

[
E+
i,2,

[
E+
i,2,
[
E+
i,2, E

+
i,1

]
c

]
c

]
c

= [(E2
pEi)

3EpEi]c ∈ J (s∗pχ).

Nos resta entonces el caso mpi = 1, para el cual notamos que

sp (mipαi + αp) = mipαi + (mpi − 1)αp ∈ ∆
s∗pχ
+ ,

sp ((mip + 1)αi + αp) = (mip + 1)αi +mpiαp /∈ ∆
s∗pχ
+ .

Si qpp = q
pp
6= −1 entonces mpi = 3 y (EpEi)2EpE

2
i es combinación lineal de palabras mayores,

usando la relación cuántica de Serre (adcEp)2Ei = 0 primero para despejar EpEiEp como combi-
nación de las palabras E2

pEi, EiE
2
p y luego la relación (4.34), que también vale en U(s∗pχ). A partir

de tal relación y usando el Corolario 1.7.13 deducimos que

Tp
(
(adcEi)4Ep

)
=

[
E+
i,1,

[
E+
i,1,
[
E+
i,1, Ei

]
c

]
c

]
c

∈ J (s∗pχ).

En los restantes casos, qpp = −1 y mip ∈ {3, 4, 5}, y también se obtiene que

Tp
(
(adcEi)mip+1Ep

)
= [Empiαi+(mpi−1)αp , (adcEp)Ei]c ∈ J (s∗pχ),

pues se sigue de las relaciones (4.35), (4.37) o (4.39), según corresponda.

(iii) Sea p 6= j: si mpi = 0, entonces qipqpi = 1 y se tiene que q
ii

= qii, qijqji = qijqji, de modo

que se satisface mij = mij , y (adcEi)mij+1Ej = 0 en U(s∗pχ). Además, en U(s∗pχ) se tiene que
EpEi = q

pi
EpEi, con lo cual, por la segunda parte del Lema 4.2.7,

(adcEi)(adcEp)X = q
ip

(adcEp)(adcEi)X,

para cada X ∈ U(s∗pχ). A partir de la Observación 4.1.10 y de los resultados anteriores, en U(s∗pχ)
se tiene

Tp
(
(adcEi)mij+1Ej

)
= (adcEi)

mij+1(adcEp)
mpjEj

= q
mpj(mij+1)
ip (adcEp)

mpj (adcEi)
mij+1Ej = 0.

Luego consideramos mpi 6= 0. Si mij = mpj = 0, aplicamos el Lema 4.2.7 y tenemos

Tp ((adcEi)Ej) =
[
(adcEp)

mpiEi, Ej
]
c

= (adcEp)
mpi
([
Ei, Ej

]
c

)
= 0.

pues como q
ij
q
ji

= qijqji = 1, en U(s∗pχ) se tiene
[
Ei, Ej

]
c

= 0. En consecuencia consideramos un
diagrama conexo entre i, j y p.

Sea ahora mij = 0, mpj 6= 0. Si qpp = −1 se tiene mpi = mpj = 1. Luego, q
ij
q
ji

= qipqpiqjpqpj ,
y se deduce que EpEiEpEj es combinación lineal de palabras mayores para el orden p < i < j,
módulo J (s∗pχ), en los dos casos posibles:
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si q
ij
q
ji

= 1, de modo directo a partir de (4.25),

si q
ij
q
ji
6= 1, escribiendo EiEpEj como combinación lineal de otras palabras a partir de (4.22),

donde las que son mayores empiezan con Ep, luego multiplicamos a izquierda por Ep y usamos
que E2

p ∈ J (s∗pχ).

Luego, Tp ((adcEi)Ej) =
[
(adcEp)Ei, (adcEp)Ej

]
c
∈ J (s∗pχ). Si mpi = mpj = 1 pero qpp 6= −1,

entonces (adcbEp)2Ei, (adcbEp)2Ej ∈ J (s∗pχ); a partir de tales relaciones y de (adcEi)Ej , se escribe
a EpEiEpEj como combinación lineal de palabras mayores para el orden p < i < j, módulo J (s∗pχ),
y también concluimos que Tp ((adcEi)Ej) ∈ J (s∗pχ).

Si mpj = 1 y mpi > 1 (o análogamente, mpj > 1 y mpi = 1), entonces qppqpjqjp = 1, con
qpp 6= −1. Notamos que

qijqji = s∗pχ(αi, αj)s∗pχ(αj , αi) = q
mpi
pp qpiqip.

Si q
mpi
pp qpiqip 6= 1, entonces en U(s∗pχ) se veri�ca (4.25), a partir de la cual escribimos a EiEpEj como

combinación lineal de otras palabras, donde las que son menores para el orden p < i < j empiezan
con Ep. Al multiplicar a izquierda por E

mpi
p , escribimos a E

mij
p EiEpEj como combinación lineal de

palabras mayores, pues E
mpi+1
p ∈ J (s∗pχ), o (adcEp)mpi+1Ei ∈ J (s∗pχ), de donde deducimos que

Tp ((adcEi)Ej) =
[
(adcEp)

mpiEi, (adcEp)Ej
]
c
∈ J (s∗pχ).

Si q
mpi
pp qpiqip = 1 y q

mpi+1
pp 6= 1, escribimos a E

mij
p EiEpEj como combinación lineal de palabras

mayores para el mismo orden, a partir de (adcEp)mpi+1Ei, (adcEp)2Ej y (adcEi)Ej , y concluimos

lo mismo que en el caso anterior. Si q
mpi
pp qpiqip = 1 y q

mpi+1
pp = 1, entonces mpi = 2 o mpi = 3, y se

sigue a partir de (4.29) o de (4.30), respectivamente, que Tp ((adcEi)Ej) ∈ J (s∗pχ).

Si mpi,mpj > 1, entonces mpi = mpj = 2. Si qpp /∈ G3, entonces la prueba sigue como antes,
escribiendo primero a EjE

2
pEiE

2
p como combinación lineal de palabras mayores. En caso contrario,

se deduce directamente de (4.32).

Sea ahora mpj = 0, mij 6= 0. Notemos que mij ≤ 3, pues tenemos un diagrama conexo de 3

vértices, y qii 6= −1, pues asumimos que q
mij+1
ii 6= 1. Si mij = 3, el correspondiente diagrama es

de tipo súper G(3) como en (3.42), y el diagrama de s∗pχ es (3.43). A partir de la relación (4.27),
escribimos a Ei(EpEi)3Ej como combinación lineal de otras palabras, donde las que son mayores
para el orden p < i < j empiezan con Ep. Multiplicando a izquierda por Ep, escribimos a (EpEi)4Ej
como combinación lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ), pues E2

p ∈ J (s∗pχ). Luego, por el
Lema 4.2.4,

Tp
(
(adcEi)4Ej

)
=
[
(adcEp)Ei,

[
(adcEp)Ei,

[
(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c

]
c

]
c

∈ J (s∗pχ).

Si mij = 2, entonces mpi = 2 y se tiene el diagrama ◦ζ−3
ζ4

◦ζ−4
ζ−1

◦ζ , donde ζ ∈ G9,

o mpi = 1. En el primer caso, dado que E3
p ∈ J (s∗pχ), y usando las relaciones cuánticas de Serre

escribimos a E2
pEiE

2
pEiEjEpEi como combinación lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ), para

el orden p < i < j, de modo que

[E2
pEiE

2
pEiEjEpEi]c =

[[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)
2(adcEi)Ej

]
c
, (adcEp)Ei

]
c
∈ J (s∗pχ).
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Así, si llamamos c = s∗pχ(4αp + 2αi + αj , αp + αi) = χ(2αi + αj , αp + αi), tenemos que

Tp
(
(adcEi)3Ej

)
=
[
(adcEp)

2Ei,
[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)
2(adcEi)Ej

]
c

]
c

= (adcEp)
([

(adcEp)Ei,
[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)
2(adcEi)Ej

]
c

]
c

)
= −c (adcEp)

(
[E2

pEiE
2
pEiEjEpEi]c

)
∈ J (s∗pχ).

En el segundo caso, si qpp 6= −1, entonces a partir de (adcEp)2Ei escribimos a EpEiEpEiEjEi como
combinación lineal de otras palabras, donde la única que es mayor para el orden p < i < j, módulo
J (s∗pχ), es E2

pE
2
iEjEi. Luego, a partir de (adcEi)3Ej y (adcEp)Ej escribimos a EpEiEpEiEjEi

como combinación lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ). Si qpp = −1, los posibles casos están
en las condiciones de (4.26), de donde probamos que[[

(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ej
]
c
, Ei

]
c
∈ J (s∗pχ),

para obtener �nalmente que:

Tp
(
(adcEi)3Ej

)
=
[
(adcEp)Ei,

[
(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c

]
c

= (adcEp)
[
Ei,
[
(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c

]
c
∈ J (s∗pχ).

Finalmente, consideramos mij = 1. Si mpi = 1, observamos las distintas posibilidades.

Si qpp 6= −1, entonces s∗pχ es equivalente por torcimiento a χ (restringida a los vértices p, i, j),
y EpEiEpEiEj se escribe como combinación lineal de palabras mayores en U(s∗pχ), a partir
de

(adcEp)
2Ei = (adcEi)

2Ej = 0.

Si qpp = −1 y qiiqipqpi = 1, entonces q
ii

= −1 y q
ip
q
pi
q
ij
q
ji

= 1, de donde se satisface (4.22).
Así, usando también el Lema 4.2.7,

Tp
(
(adcEi)2Ej

)
=
[
(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c

= (adcEp)
([
Ei, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Si qpp = −1 y qppqipqpi 6= 1, entonces q
pj
q
jp

= qpjqjp = 1, q
ij
q
ji

= qijqji 6= −1 y

q−1
ii

= q−1
pp q

−1
ip q

−1
pi q

−1
ii = −q

ip
q
pi
q
ij
q
ji
6= −1,

con lo cual estamos en las condiciones de la relación (4.31), y así Tp
(
(adcEi)2Ej

)
∈ J (s∗pχ).

Sea entonces mpi 6= 1. Mirando los diagramas conexos de rango 3 en estas condiciones notamos que
mpi = 2, mip = 1. Usando la relación cuántica de Serre (adcE3

p)Ei = 0 si q3
pp 6= −1, o (4.24) en caso

contrario, deducimos que E2
pEiEjEpEi es combinación lineal de palabras mayores para el orden

p < i < j, y por el Lema 4.2.4,[
(adcEp)

2(adcEi)Ej , (adcEp)Ei
]
c
∈ J (s∗pχ).
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Entonces, por el Lema (4.2.7),

Tp
(
(adcEi)2Ej

)
=
[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)
2(adcEi)Ej

]
c

= (adcEp)
([

(adcEp)Ei, (adcEp)
2(adcEi)Ej

]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Nos resta considerar el caso mij ,mpj 6= 0; es decir, cada par de vértices está conectado por
una arista. Si mij = 2, la única posibilidad es el diagrama (3.44) de tipo G(3), para el cual la
transformación en p nos da el diagrama (3.43) tal que q

pp
= q

ii
= −1, q

ij
q
ji

= 1 y a partir de (4.27)
junto con el Lema 4.2.5 deducimos que

Tp
(
(adcEi)3Ej

)
=
[
(adcEp)Ei,

[
(adcEp)Ei,

[
(adcEp)Ei, (adcEp)Ej

]
c

]
c

]
c

∈ J (s∗pχ).

En otro caso, mij = 1. Si mpi = mpj = 1, hay dos posibilidades:

qpp = −1; notamos que los casos posibles para s∗pχ corresponden a los tres primeros para
los cuales incluimos a (4.26) en la de�nición del ideal J (s∗pχ), y usamos el Lema 4.2.5 para
concluir que

Tp
(
(adcEi)2Ej

)
=
[
(adcEp)Ei,

[
(adcEp)Ei, (adcEp)Ej

]
c

]
c
∈ J (s∗pχ).

qpp 6= −1, qppqpiqip = qppqpjqjp = 1; para s∗pχ el diagrama es el mismo, de modo que se satis-
face (4.25). Además se satisfacen las relaciones cuánticas de Serre (adcEp)2Ei, (adcEp)2Ej ,
(adcEi)2Ej , a partir de las cuales escribimos a EpEiEpEiEpEj como combinación lineal de
palabras mayores y también se tiene Tp

(
(adcEi)2Ej

)
∈ J (s∗pχ).

Mirando los casos posibles, sólo resta la trenza

◦ζ
ζ−1

BB
BB

BB
BB

◦−ζ
−ζ−1

−ζ−1 ||||||||
◦−1

, qpp = ζ ∈ G3, mij = mpj = 1, mpi = 2.

Para s∗pχ se tiene el diagrama ◦−1
−1

◦ζ
ζ−1

◦−1 , de modo que se satisface (4.23) para p e i, y así

expresamos a EiE
2
pEiEp como combinación lineal de otras palabras del mismo grado. Multiplicando

a izquierda por E2
p y a derecha por Ej , y usando que E3

p = 0, expresamos a E2
pEiE

2
pEiEpEj como

combinación lineal de palabras mayores, de donde deducimos que

Tp
(
(adcEi)2Ej

)
=
[
(adcEp)

2Ei,
[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)Ej
]
c

]
c
∈ J (s∗pχ).

De este modo, analizamos todos los casos posibles y terminamos la prueba.

Lema 4.2.12. Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = −1, qikqki = qijqjiqjkqkj = 1. Entonces,

Tp
(
[(adcEi)(adcEj)Ek, Ej ]c

)
∈ J (s∗pχ).
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Demostración. Para empezar notemos que en U(χ) se tiene, a partir de las condiciones que satisfacen
los escalares, (1.31) y (adcEi)Ek = E2

j = 0,

[(adcEi)(adcEj)Ek, Ej ]c = qijqkj [Ej , (adcEi)(adcEj)Ek]c = qijqkj [(adcEj)Ei, (adcEj)Ek]c ,

de modo que probaremos que una u otra relación satisface la condición del enunciado. Sea p = j.
Notemos que q

pp
= −1, q

ip
q
pi
q
pk
q
kp

= q
ik
q
ki

= 1, de modo que valen (adcEi)Ek y (4.22) en U(s∗pχ).
A partir de (4.12) y las relaciones que de�nen U(s∗pχ) tenemos que:

Tp
(
[(adcEi)(adcEj)Ek, Ej ]c

)
=
[
a1Ei, (adcEp)Ek

]
c
F pL

−1
p + qipqkpF pL

−1
p

[
a1Ei, (adcEp)Ek

]
c

=a1

(
q−1
ip
q−1
pp
q−1
kp

+ qipqkp

)
F pL

−1
p

[
Ei, (adcEp)Ek

]
c

+ a1q
−1
pk (1− qpkqkp) (EiEk + qipqpkqikEkEi)

=a1q
−1
pk (1− qpkqkp)

(
adcEi

)
Ek ∈ J (s∗pχ).

Sea ahora p = i, que es análogo del caso p = k. De acuerdo a (4.40) y (4.42),

Tp
(
[(adcEj)Ep, (adcEj)Ek]c

)
=
[
ampj (adcEp)

mpj−1Ej , (adcEp)
mpj (adcEj)Ek

]
c
.

Notemos que mpj = 1, 2, y se tiene un subdiagrama de tipo estándar A3 o B3. Si mpj = 1 con qpp 6=
−1 o mpj = 2 con qpp /∈ G3, entonces q

mpj
pp qpjqjp = 1. Así, q

jj
= −1, q

pk
q
kp

= 1 y q
pj
q
jp
q
kj
q
jk

= 1,
de donde (adcEp)mpj+1Ej = 0 = (adcEp)Ek, y se satisface (4.22) en U(s∗pχ), de donde deducimos
que Tp

(
[(adcEj)Ei, (adcEj)Ek]c

)
∈ J (s∗pχ). Si qpp = −1, entonces

q
jj
q
jp
q
pj

= q
jj
q
jk
q
kj

= 1, q
pk
q
kp

= 1

de modo que valen (adcEj)2Ep = (adcEj)2Ek = 0 si q
jj
6= −1, o (4.22) si q

jj
= −1, y así

Tp
(
[(adcEj)Ei, (adcEj)Ek]c

)
= a1

[
Ej , (adcEp)(adcEj)Ek

]
c
∈ J (s∗pχ).

El caso restante es qpp ∈ G3, en cuyo caso se tiene, a partir de (4.24),

Tp
(
[(adcEj)Ei, (adcEj)Ek]c

)
= a2

[
(adcEp)Ej , (adcEp)

2(adcEj)Ek
]
c
∈ J (s∗pχ).

Consideremos ahora p 6= i, j, k. En primer lugar, la condición es trivial si p no está conectado
con i, j, k, pues no afecta la matriz de trenza, y en tal caso,

Tp
(
[(adcEi)(adcEj)Ek, Ej ]c

)
=
[
(adcEi)(adcEj)Ek, Ej

]
c
∈ J (s∗pχ).

Segundo, si p está conectado sólo con i (caso análogo a que sólo se conecte con k), se tiene

q
jj

= −1, q
ji
q
ij
q
jk
q
kj

= 1, q
ik
q
ip

= 1,

de acuerdo a la Observación 3.3.2, y usando el Lema 4.2.7:

Tp
(
[(adcEi)(adcEj)Ek, Ej ]c

)
=
[
(adcEp)

mpi(adcEi)(adcEj)Ek, Ej
]
c

= (adcEp)
mpi
([

(adcEi)(adcEj)Ek, Ej
]
c

)
∈ J (s∗pχ).
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Luego, si p está conectado sólo con j, entonces qpjqjp ∈ {qjiqij , qjkqkj}, y mpj = 1. Podemos asumir
qpjqjp = qijqji = q−1

kj q
−1
jk . Si qppqipqpi = 1, entonces la trenza correspondiente a s∗pχ es equivalente

por torcimiento a la correspondiente a χ; en otro caso, qpp = −1, y así se tendrá

q
jj

= qpjqjp, q
pj
q
jp

= q−1
pj q

−1
jp = qkjqjk = q

kj
q
jk
,

de modo que
[
(adcEp)(adcEj)Ek, Ej

]
c
∈ J (s∗pχ) en ambos casos. Así, EpEjEkEpEjEi se escribe

como combinación de palabras mayores (para el orden p < j < k < i), de donde deducimos que

Tp
(
[(adcEj)Ek, (adcEj)Ei]c

)
=
[
(adcEp)(adcEj)Ek, (adcEp)(adcEj)Ei

]
c
∈ J (s∗pχ).

El caso restante es que p esté conectado a dos vértices, los cuales deben ser consecutivos. De
esta forma, asumimos que p está conectado con i y con j, que es análogo a cambiar i por k. Hay
tres diagramas posibles; mostraremos cada uno de ellos y el diagrama correspondiente a s∗pχ:

◦−1
q−1

q2 DD
DD

DD
DD

◦−1
q

q−1

◦qkk
sp ///o/o/o/o/o/o/o ◦q2

q−2 DD
DD

DD
DD

◦q−1
q

q

◦qkk

◦−1 ◦−1

◦−1
q

−q−1 DD
DD

DD
DD

◦−1
q−1

−1

◦qkk
sp ///o/o/o/o/o/o/o ◦−q−1

−q FFFFFFFF ◦−1
q−1

−1

◦qkk

◦−1 ◦−1

◦−1
q2

q−1 EE
EE

EE
EE

◦−1
q−2

q−1

◦qkk
sp ///o/o/o/o/o/o/o ◦−1

q2

q−1 EE
EE

EE
EE

◦−1
q−2

q−1

◦qkk

◦q ◦q

donde q 6= −1. Notamos que en todos ellos mpi = mpj = 1. Así, para el orden p < j < i < k,

Tp
(
[(adcEj)Ei, (adcEj)Ek]c

)
=
[[

(adcEp)Ej , (adcEp)Ei
]
c
,
[
(adcEp)Ej , Ek

]
c

]
c

= [EpEjEpEiEpEjEk].

En los tres casos podemos escribir a EpEjEpEiEpEjEk como combinación de palabras mayores: en
el primero, a partir de (4.26); en el segundo, escribiendo a EjEpEiEpEj como combinación lineal
de otras palabras del mismo grado a partir de (4.31), donde las palabras mayores empiezan con
Ep, y luego usamos las relaciones cuánticas de Serre; y en el último, escribiendo a EjEpEi como
combinación lineal de otras palabras del mismo grado a partir de (4.25), donde las palabras que
son mayores que ellas empiezan con Ep y por lo tanto se anulan al multiplicar a izquierda por Ep.
Luego, deducimos que Tp

(
[(adcEj)Ei, (adcEj)Ek]c

)
∈ J (s∗pχ).

Lema 4.2.13. Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = −1, y además qii = ±qijqji ∈ G3, o qiiqijqji ∈
G6. Entonces, Tp

([
(adc xi)2xj , (adc xi)xj

]
c

)
∈ J (s∗pχ), para cada p ∈ {1, . . . , θ}.
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Demostración. Por comodidad denotemos x :=
[
(adc xi)2xj , (adc xi)xj

]
c
. Consideramos primero

p = j. En tal caso, notamos que mpi = 1, 3αi + 2αp /∈ ∆χ
+, de donde

sp(3αi + 2αp) = 3αi + αp /∈ ∆
s∗pχ
+ .

A partir de (4.42), mpi = 1 (pues qpp = −1) y (adcEi)3Ep ∈ J (s∗pχ), deducimos que

Tp(x) = a2a1

[[[
Ep, Ei

]
c
, Ei

]
c
, Ei

]
c

∈ J (s∗pχ).

Para p = i, por el Lema 4.2.4 es equivalente probar que

Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), donde x′ :=
[
(adcEj)Ep,

[
(adcEj)Ep, Ep

]
c

]
c
,

pues ya hemos probado que Tp aplica relaciones de grado menor que x que generan el ideal J (χ)
en elementos de J (s∗pχ). A partir de (4.12) tenemos que

Tp(x′) = a2
1a2

[
(adcEp)Ej , Ej

]
c
∈ J (s∗pχ),

pues por las condiciones anteriores se tiene que q
jj

= −1, o q
jj
q
jp
q
pj

= 1

Finalmente, consideramos p 6= i, j; notemos que se deduce fácilmente la condición del Lema si
mpi = mpj = 0, como se hizo en los Lemas anteriores. Además, qii ∈ G3 si la componente conexa
del diagrama que tiene a i, j tiene al menos tres vértices.

Como primer caso analizamos mpi 6= 0, mpj = 0. En los casos posibles mpi = 1, con lo cual, si
consideramos el orden p < i < j,

Tp(x) =
[[

(adcEp)Ei,
[
(adcEp)Ei, Ej

]
c

]
c
,
[
(adcEp)Ei, Ej

]
c

]
c

=
[
EpEiEpEiEjEpEiEj

]
c
,

donde para la última igualdad usamos que (adcEp)Ej = 0 en U(s∗pχ). Además, qpiqipqii = 1 o
qpiqip = ±qii, por lo cual tenemos que q

ii
= −1, o q

ii
q
ip
q
pi

= 1, o q2
ii
q
ip
q
pi

= 1, o q
ii

= −q
ip
q
pi
∈ G3,

de modo que EpEiEpEiEjEpEiEj se escribe como combinación lineal de palabras mayores a partir
de las relaciones cuánticas de Serre o de (4.23). A partir de estas observaciones deducimos que
Tp(x) ∈ J (s∗pχ), usando el Lema 4.2.4.

Ahora, sea mpi = 0, mpj 6= 0. En tal caso, mpj = 1, y así, calculando en U(s∗pχ),

Tp(x) =
[
(adcEi)

2(adcEp)Ej , (adcEi)(adcEp)Ej
]
c

= q3
ip

[
(adcEp)(adcEi)

2Ej , (adcEp)(adcEi)Ej
]
c

= q3
ip

(adcEp)
[
(adcEi)

2Ej , (adcEp)(adcEi)Ej
]
c

= q3
ip

(adcEp)
[
(adcEi)

2(adcEj)Ep, (adcEi)Ej
]
c

= 0,

donde consideramos que (adcEp)Ei = 0 para aplicar (4.40), luego usamos (1.31), y �nalmente
consideramos que q

ii
= qii ∈ G3, mji = mjp = 1, de donde vale (4.24) en U(s∗pχ), además de que se

veri�ca (4.23), de acuerdo al Lema 4.2.8.

Finalmente, consideramos mpi,mpj 6= 0. La única trenza posible satisface qpp = −1 = qpjqjp,

qii = −qijqji = q−1
pi q

−1
ip . El diagrama correspondiente a s∗pχ es ◦−1

−1
◦−1

qii
◦−1 , y para el

cual la solución es análoga al caso anterior pero usando la relación (4.31).
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Lema 4.2.14. Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qii = ±qijqji ∈ G3, qikqki = 1, y qjjqjiqij =
qjjqjkqkj = 1 o qjj = −1, qjiqijqjkqkj = 1. Entonces, para cada p ∈ {1, . . . , θ},

Tp
([

(adcEi)2(adcEj)Ek, (adcEi)Ej
]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. Denotemos x =
[
(adc xi)2(adc xj)xk, (adc xi)xj

]
c
. Consideremos primero el caso p =

k. Notamos que en todos los casos posibles mkj = 1, y que la trenza de s∗pχ satisface las mismas
condiciones que la original, de donde se satisface (4.24) en U(s∗pχ). Así,

Tp(x) ∼=
[
(adcEi)

2(a1Ej), (adcEi)(adcEk)Ej
]
c
∼=
[
(adcEi)

2(a1Ej), (adcEk)(adcEi)Ej
]
c

∼= a1

[
(adcEi)

2(adcEj)Ek, (adcEi)Ej
]
c
∼= 0 (mod J (s∗pχ)),

donde hemos usado sucesivamente (4.42), (4.40) junto con (adcEk)Ei = 0, y �nalmente (1.31) más
el hecho que vale (4.23) en U(s∗pχ). Los casos p = i y p = j salen de modo muy similar al caso p = i
del Lema anterior.

Finalmente consideramos el caso p 6= i, j, k, para el cual se prueba fácilmente el enunciado si p
no está conectado con ninguno de ellos, como se observó en los Lemas anteriores. Vemos que los
posibles casos son mpi = 1, mpj = mpk = 0, o mpk = 1, mpj = mpi = 0. Para el primero,

Tp(x) =
[[

(adcEp)Ei,
[
(adcEp)Ei, (adcEj)Ek

]
c

]
c
, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c

,

y hay dos posibilidades:

si qpp = −1, entonces qiiqipqpi = 1, y se tiene que q
ii

= −1, de modo que se satisface (4.31)
en U(s∗pχ) para el diagrama determinado por p, i, j. A partir de esta relación deducimos que
Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

en otro caso, qpp = q−1
ip q

−1
pi = qii, de modo que s∗pχ tiene el mismo diagrama generalizado de

Dynkin que χ y se satisface (4.24) en U(s∗pχ). Luego, Tp(x) ∈ J (s∗pχ), pues resulta de aplicar
(adcpEp)3 a (4.24) y multiplicar por un escalar no nulo, además de usar las correspondientes
relaciones cuánticas de Serre que involucran a Ep.

Para el segundo, usamos que (adcEp)Ei, (adcEp)Ej ∈ J (s∗pχ) para deducir que

Tp(x) ∼=
[
(adcEi)

2(adcEj)(adcEp)Ek, (adcEi)Ej
]
c

∼= q2
ip
q
jp

[
(adcEp)(adcEi)

2(adcEj)Ek, (adcEi)Ej
]
c

∼= q2
ip
q
jp

(adcEp)
([

(adcEi)
2(adcEj)Ek, (adcEi)Ej

]
c

)
∼= 0 (mod J (s∗pχ)),

a partir de (4.40) y que vale (4.24) en U(s∗pχ).

Lema 4.2.15. Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qikqki, qijqji, qjkqkj 6= 1. Entonces, para todo p,

Tp

(
[Ei, (adcEj)Ek]c −

1−qjkqkj
qkj(1−qikqki) [(adcEi)Ek, Ej ]c − qij(1− qjkqkj)Ej(adcEi)Ek

)
∈ J (s∗pχ).
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Demostración. Denotemos como antes por x a la relación en cuestión. Notemos primero que se
obtiene la misma relación (a menos de un escalar) si realizamos una permutación de los vértices i, j,
k (pues se tiene qikqkiqijqjiqjkqkj = 1), de modo que basta tomar cualquiera de estas permutaciones.
Así consideramos p = k, que es simétrico del caso p = i y p = j. Vemos que {mpi,mpj} = {1, 1}, o
{1, 2}, de modo que �jamos mpj = 1, y mpi ∈ {1, 2}. Usando (4.42) se tiene que:

Tp
(
[Ei, (adcEj)Ep]c

)
= (q−1

pp q
−1
pj q

−1
jp − 1)qjpqpp

[
(adcEp)

mpiEi, Ej
]
c
,

Tp
(
[(adcEi)Ep, Ej ]c

)
= (q−1−mpi

pp q−1
pi q

−1
ip − 1)qipqpp

[
(adcEp)

mpi−1Ei, (adcEp)Ej
]
c
,

Tp (Ej(adcEi)Ep) = (q−1−mpi
pp q−1

pi q
−1
ip − 1)qipqpp(adcEp)Ej(adcEp)

mpi−1Ei.

Si mpi = 2, o mpi = 1 con qpp 6= −1, entonces q
ik
q
ki
, q
ij
q
ji
, q
jk
q
kj
6= 1 y se deduce que Tp(x) ∈

J (s∗pχ) del hecho que (4.25) vale en U(s∗pχ), pues a partir de dicha relación podemos escribir a
E
mpi
p EiEj como combinación lineal de palabras mayores para el orden p < i < j, módulo J (s∗pχ),

y aplicar entonces el Lema 4.2.4. Si qpp = −1 se tiene que q
ij
q
ji

= 1, de modo que (adcEi)Ej ∈
J (s∗pχ). Mediante cálculo directo en este caso particular, deducimos que existe a ∈ k tal que

Tp(x) = a(adcEp)(adcEi)Ej ∈ J (s∗pχ).

Sea entonces p 6= i, j, k. En tal caso, p no está conectado a ningún vértice (en cuyo caso traba-
jamos como en los Lemas anteriores), o está conectado con uno solo. En este último caso asumimos
que mpi 6= 0, en cuyo caso mpi = mip = 1. Luego, qikqki = q

ik
q
ki
, qijqji = q

ij
q
ji
, qjkqkj = q

kj
q
jk
6= 1,

de donde vale (4.25) en U(s∗pχ). Además, a partir del Lema 4.2.7 y (adcEp)Ej = (adcEp)Ek = 0,
deducimos que Tp(x) es, módulo J (s∗pχ), un escalar por (adcEp) aplicado a la relación (4.25), de
modo que Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Lema 4.2.16. Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que

(i) qii = qjj = −1, (qijqji)2 = (qjkqkj)−1 = qkk, qikqki = 1, o

(ii) qii = qkk = −1, ±qjj = qijqji ∈ G3, qjj = −qkjqjk, qikqki = 1, o

(iii) qii = qjj = qkk = −1, qijqji = qkjqjk ∈ G3, qikqki = 1,o

(iv) qjj = qkk = qjkqkj = −1, qii = −qijqji ∈ G3, qikqki = 1,

Entonces, para cada p, Tp
([

[(adcEi)Ej , (adcEi)(adcEj)Ek]c , Ej
]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. Para esta prueba denotaremos x =
[
[(adcEi)Ej , (adcEi)(adcEj)Ek]c , Ej

]
c
; anali-

zaremos cada caso por separado.

(i) Consideremos primero p = k; a partir de (4.42) y observando que E2
i , E

2
j , (adcEi)Ep ∈ J (s∗pχ),

pues s∗pχ es equivalente por torcimiento a χ, se tiene

Tp(x) ∼=a1

[[
(adcEi)(adcEp)Ej , (adcEi)Ej

]
c
, (adcEp)Ej

]
c

∼=a1qip

[[
(adcEp)(adcEi)Ej , (adcEi)Ej

]
c
, (adcEp)Ej

]
c

∼=a
[[

(adcEp)(adcEj)Ei, (adcEj)Ei
]
c
, (adcEp)Ej

]
c

∼=a
[
EpEjEiEjEiEpEj

]
c

(mod J (s∗pχ)
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para cierto a ∈ k×, donde consideramos para la última igualdad el orden p < j < i. Como (4.26)
también pertenece a J (s∗pχ), podemos escribir a EjEiEjEiEpEj como combinación lineal de otras
palabras, donde las que son mayores empiezan con Ep. Multiplicando a izquierda por Ep y usando las
relaciones cuánticas de Serre escribimos a EpEjEiEjEiEpEj como combinación lineal de palabras
mayores, de modo que por el Lema 4.2.4, Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Para p = j, notemos que mpi = mpk = 1, y que s∗pχ es de tipo súper C(3), de modo que
q−1
ii

= q
ik
q
ki

y así (adcEi)2Ek ∈ J (s∗pχ); aplicamos entonces (4.42) y trabajamos como en el caso
p = i del Lema 4.2.13 para obtener que

Tp(x) =a2
1

[
Ei, (adcEi)(adcEp)Ek

]
c
F pL

−1
p − a2

1q
2
ipqkpF pL

−1
p

[
Ei, (adcEi)(adcEp)Ek

]
c

=b (adcEi)
2Ek ∈ J (s∗pχ),

donde b ∈ k×.

Sea ahora p = i. Como en Lemas anteriores, es equivalente probar el enunciado para

x′ :=
[
[(adcEk)(adcEj)Ep, (adcEj)Ep]c , Ej

]
c
.

Ahora, aplicamos (4.42) y obtenemos que, para el orden k < i < j,

Tp(x′) =
[[[

Ek, a1Ej
]
c
, Ej

]
c
, (adcEp)Ej

]
c

= a2
1

[
EkE

2
jEiEj

]
c
.

Como para s∗pχ tenemos que q
jj
q
ji
q
ij

= q2
jj
q
jk
q
kj

= 1, deducimos de (4.29) o de (adcEj)2Ep =

(adcEj)3Ek = 0, según q
jj
pertenezca o no a G3, que EkE

2
jEiEj es combinación lineal de palabras

mayores, y que en general se tiene que Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), de donde �nalmente Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Si p 6= i, j, k, entonces p no está conectado con ninguno de estos tres vértices, o p está conectado
sólo con i, siendo además qppqpiqip = 1, o qpp = −1, qipqpiqijqji = 1. O sea, se tiene un diagrama de
tipo súper C(4). Notemos que:

Tp(x) ∼=
[[

(adcEp)(adcEi)Ej , (adcEp)(adcEi)(adcEj)Ek
]
c
, Ej

]
c

∼=(adcEp)
([[

(adcEp)(adcEi)Ej , (adcEi)(adcEj)Ek
]
c
, Ej

]
c

)
∼=(adcEp)

([
EpEiEjEiEjEkEj

]
c

)
mod J (s∗pχ)

donde usamos el Lema 4.2.7 y que (adcEp)Ej , (adcEp)Ej , (adcEp)Ej ∈ J (s∗pχ), a es un cierto
escalar no nulo y consideramos el orden p < i < j < k. Luego concluimos que Tp(x) ∈ J (s∗pχ), lo
cual se deduce a partir de (4.28) si qpp = −1, o usando las correspondientes relaciones cuánticas
de Serre que involucran a adcEp para escribir a EpEiEjEiEjEkEj como combinación lineal de
palabras mayores y usar entonces el Lema 4.2.4 para obtener que

[
EpEiEjEiEjEkEj

]
c
∈ J (s∗pχ).

(ii) , (iii) , (iv) Para p ∈ {i, j, k} la solución es completamente análoga al caso anterior.

Si p 6= i, j, k, entonces sólo está conectado con i, o sólo con k. En el primer caso, mpi = 1, pues
qpp = 1 o q−1

pp = qipqpi 6= −1, y la solución sigue como en el caso anterior. En el segundo caso,
también mpk = 1 y la solución es similar, pero considerando x′ en lugar de x.
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Lema 4.2.17. (i) Sean i, j, k, l ∈ {1, . . . , θ} tales que qkk = −1, qjjqijqji = qjjqkjqjk = 1,
(qkjqjk)2 = (qlkqkl)−1 = qll, qikqki = qilqli = qjlqlj = 1. Entonces, para todo p,

Tp

([[
[(adcEi)(adcEj)(adcEk)El, Ek]c , Ej

]
c
, Ek

]
c

)
∈ J (s∗pχ).

(ii) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qii = qjj = −1, (qijqji)3 = (qjkqkj)−1 = qkk 6= ±1, qikqki = 1.
Entonces, para todo p,

Tp

([[
(adcEi)Ej , [(adcEi)Ej , (adcEi)(adcEj)Ek]c

]
c
, Ej

]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. (i) Se prueba de modo análogo a (i) del Lema anterior, pues si p 6= i, j, k, l, entonces
p está conectado sólo con i y se tiene un diagrama de tipo súper C(5).

(ii) Nuevamente si p ∈ {i, j, k} la prueba es análoga a los correspondientes casos del Lema anterior.
Si p 6= i, j, k, entonces p está conectado sólo con i, qpp = −1 y qpiqip = −qijqji ∈ G4. La solución
sigue entonces como en el caso correspondiente del Lema anterior.

Lema 4.2.18. (i) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjkqkj ∈ G3. Entonces, para

todo p, Tp
([

[(adcEi)(adcEj)Ek, Ej ]c , Ej
]
c

)
∈ J (s∗pχ).

(ii) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjkqkj ∈ G4. Entonces, para todo p,

Tp

([[
[(adcEi)(adcEj)Ek, Ej ]c , Ej

]
c
, Ej

]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. (i) Como en los Lemas previos, sea x =
[
[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c xj

]
c
. Consideramos

primero p = k. Notamos que en todos los casos posibles mpj = 1, de modo que, para el orden
i < p < j se tiene a partir de (4.42):

Tp(x) = a1

[[
(adcEi)Ej , (adcEk)Ej

]
c
, (adcEk)Ej

]
c

=
[
EiEjEkEjEkEj

]
c
.

A partir de (adcEk)2Ej ∈ J (s∗pχ), o de (4.24), sumado a que E3
j , (adcEk)Ei ∈ J (s∗pχ), podemos

escribir a EiEjEkEjEkEj como combinación lineal de palabras mayores, de donde Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Sea ahora p = j. Usando la presentación de U(s∗pχ) y (4.42) tenemos que

Tp(x) =
[[[

Ei, (adcEp)
2Ek

]
c
, F pL

−1
p

]
c
, F pL

−1
p

]
c

= a(adcEi)Ek,

para cierto a ∈ k×, de donde Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Sea p = i. De acuerdo a lo visto, es equivalente probar que Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), donde

x′ =
[
[(adcEk)(adcEj)Ep, Ej ]c , Ej

]
c
.

En todos los casos posibles tenemos que mij = 1, de modo que

Tp(x′) = a1

[[
(adcEk)Ej , (adcEp)Ej

]
c
, (adcEp)Ej

]
c
,
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y trabajando de modo similar al caso p = k deducimos que Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), y así Tp(x) ∈ J (s∗pχ)

Finalmente, si p 6= i, j, k, entonces p sólo está conectado a i o sólo a k, y se deduce que Tp(x) ∈
J (s∗pχ) como en Lemas anteriores, a partir de considerar el Lema 4.2.7 y que las mismas condiciones
se tienen para la trenza de s∗pχ, de modo que la correspondiente relación se veri�ca en U(s∗pχ).

(ii) La prueba en este caso sigue los mismos pasos que en (i) .

Lema 4.2.19. Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que su subdiagrama es uno de los siguientes:

•−1
ζ
◦−ζ

ζ
•−1 , •−1

−1
◦ζ

ζ2

◦−1 , •−1
ζ
◦ζ

−ζ
•−1 ,

donde ζ ∈ G3, i es uno de los vértices negros y qikqki = 1. Entonces, para todo p,

Tp
(
[(adcEi)Ej , (adcEi)(adcEj)Ek]c

)
∈ J (s∗pχ).

Observación 4.2.20. Los diagramas que se describen en el Lema anterior son todos los diagramas
de Dynkin generalizados, conexos, de rango 3, que satisfacen las condiciones que pedimos para que
la relación (4.31) sea un generador del ideal.

Demostración. Sea x = [(adcEi)Ej , (adcEi)(adcEj)Ek]c. Si p = k, trabajamos como en el corres-
pondiente caso del Lema 4.2.16:

Tp(x) =a1

[
(adcEi)(adcEp)Ej , (adcEi)Ej

]
=
[
(adcEp)(adcEj)Ei, (adcEj)Ei

]
=
[
EpEjEiEjEi

]
c
,

donde consideramos el orden p < j < i. Para s∗pχ notamos que, para el primer y el tercer diagrama,

(adcEj)2Ei, E
2
i , (adcEi)Ep ∈ J (s∗pχ); en el segundo caso,

(
(adcEj)Ei

)2
, (adcEi)Ep ∈ J (s∗pχ),

pues se tiene q
ii

= q
ij
q
ji

= q
jj

= −1. En cualquier caso, EpEjEiEjEi se escribe como combinación

lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ), de donde Tp(x) ∈ J (s∗pχ) a partir del Lema 4.2.4.

Si p = j, trabajamos como antes para obtener:

Tp(x) = a2
1

[
Ei, (adcEi)(adcEp)Ek

]
∈ J (s∗pχ),

lo cual se deduce de que (adcEi)Ek ∈ J (s∗pχ), y además E2
i ∈ J (s∗pχ) o (adcEi)2Ep ∈ J (s∗pχ).

Si p = i, a partir del Lema 4.2.5, es equivalente probar que

Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), donde x′ := [(adcEk)(adcEj)Ep, (adcEj)Ep]c .

Usando como antes (4.42) y notando que en todos los casos q−1
jj

= q
jk
q
kj
6= −1, por lo cual

(adcEj)2Ek ∈ J (s∗pχ), obtenemos lo siguiente:

Tp(x′) = a2
1

[
(adcEk)Ej , Ej

]
c
∈ J (s∗pχ).

Finalmente, si p 6= i, j, k, entonces p está conectado sólo con i y mpi = 1, o p está conectado sólo
con k y mpk = 1. La prueba sigue entonces como en el correspondiente caso del Lema 4.2.16.
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Lema 4.2.21. Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qii = qijqji = −qikqki ∈ G3, qjkqkj = 1, qjj = −1,

qkk ∈ {−1, q−1
ik q

−1
ki }. Entonces, para todo p, Tp

([
(adcEi)2Ej , (adcEi)2Ek

]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. Notemos que si p 6= i, j, k, entonces mpi = mpj = mpk = 0, y en tal caso la prueba
es directa, como en los Lemas anteriores.

Si p = j, usando (4.42) y considerando el orden p < i < k,

Tp

([
(adcEi)

2Ep, (adcEi)
2Ek

]
c

)
= a1

[[
(adcEp)Ei, Ei

]
c
,
[
(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ek

]
c

]
c

=
[
EpE

2
iEpEiEpEiEk

]
c
.

A partir de (4.23), que vale para los vértices i, p, escribimos a EpE
2
iEpEiEpEiEk como combinación

lineal de palabras mayores, módulo J (s∗pχ), de donde Tp
([

(adcEi)2Ep, (adcEi)2Ek
]
c

)
∈ J (s∗pχ).

El caso p = k se resuelve de manera análoga.

Consideramos �nalmente p = i: notamos que, para algún a ∈ k×,[
(adcEp)2Ej , (adcEp)2Ek

]
c
− a

[
[(adcEj)Ep, Ep]c , [(adcEk)Ep, Ep]c

]
c

se escribe como combinación lineal de términos generados por otros generadores de J (χ) de grado
menor, de acuerdo al Lema 4.2.5, de donde es equivalente probar que

Tp
([

[(adcEj)Ep, Ep]c , [(adcEk)Ep, Ep]c
]
c

)
∈ J (s∗pχ).

Notemos que

Tp
([

[(adcEj)Ep, Ep]c , [(adcEk)Ep, Ep]c
]
c

)
= b[Ej , Ek]c ∈ J (s∗pχ),

para cierto b ∈ k×, donde hemos usado (4.42). Ésto último se deduce del hecho que q
jk
q
kj

= 1, por
lo cual (adcEj)Ek ∈ J (s∗pχ).

Lema 4.2.22. (i) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que mij ,mji > 1. Entonces, para todo p,

Tp

(
(1− qijqji)qjjqji

[
Ei, [(adcEi)Ej , Ej ]c

]
c
− (1 + qjj)(1− qjjqjiqij) ((adcEi)Ej)

2
)
∈ J (s∗pχ).

(ii) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = −1, qiiqijqji /∈ G6 o mjj = 2, y además qii ∈ G4,
mij = 4, o mij ∈ {4, 5}. Entonces, para todo p,

Tp

([
Ei,
[
(adcEi)2Ej , (adcEi)Ej

]
c

]
c
−

1− qiiqjiqij − q2
iiq

2
jiq

2
ijqjj

(1− qiiqijqji)qji
(
(adcEi)2Ej

)2) ∈ J (s∗pχ).

(iii) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = −1, 5αi + 4αj ∈ ∆χ
+; además sean

ζ = qijqji, a = (1− ζ)(1− q4
iiζ

3)− (1− qiiζ)(1 + qii)qiiζ

b = (1− ζ)(1− q6
iiζ

5)− a qiiζ,

d =
b− (1 + qii)(1− qiiζ)(1 + ζ + qiiζ

2)q6
iiζ

4

a q3
iiq

2
ijq

3
ji

.
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Entonces, para todo p,

Tp

(
[E2αi+αj , E4αi+3αj ]c − d E2

3αi+2αj

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. (i) Sea x la relación que consideramos. Como en el Lema anterior, si p 6= i, j
entonces mpi = mpj = 0, caso que deducimos fácilmente. Además, las condiciones sobre i, j son
simétricas, con lo cual basta considerar uno de los dos casos: para aplicar (4.42), consideramos
p = j. Observemos primero que mpi = 2, 3. Calculamos primero el caso mpi = 3, en cuyo caso
mip = 2 y hay dos diagramas posibles. En tal caso,

Tp
([
Ei, [(adcEi)Ep, Ep]c

]
c

)
=
[
(adcEp)

3Ei, (adcEp)Ei
]
c
.

Usamos (1.31) en el corchete anterior para escribir Tp(x) como una combinación lineal de[
Ep,

[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)Ei
]
c

]
c
,
(
(adcEp)

2Ei
)2
,

y notamos que
[
Ep,

[
(adcEp)2Ei, (adcEp)Ei

]
c

]
c

= [E3
pEiEpEi]c para el orden p < i. Luego, a

partir de las relaciones cuánticas de Serre en un caso, y a partir de (4.34) en el restante, se deduce
que E3

pEiEpEi es combinación lineal de palabras mayores, de donde deducimos que Tp(x) ∈ J (s∗pχ),
pues podemos aplicar el Lema 4.2.4.

Si mpi = 2, hay tres diagramas de Dynkin posibles con mip = 2, y dos con mip = 3. En todos
los casos,

Tp

(
((adcEi)Ep)

2
)

= a2
2

(
(adcEp)Ei

)2
,

Tp
([
Ei, [(adcEi)Ep, Ep]c

]
c

)
= a2a1

[
(adcEp)

2Ei, Ei
]
c

= a2a1

[
Ep,

[
(adcEp)Ei, Ei

]
c

]
c

+ a2a1 qpi(qpp − qii)
(
(adcEp)Ei

)2
,

donde usamos (1.31) para la última igualdad. Si qpp = −ζ, qpiqip = ζ7, qii = ζ3, donde ζ ∈ G9 es
primitiva, entonces s∗pχ es equivalente por torcimiento a χ y se veri�ca (4.33) en U(s∗pχ), por lo cual
deducimos que Tp(x) ∈ J (s∗pχ) a partir de tal relación, y del Lema 4.2.4. En los otros casos posibles,
q
ii

= −1, de donde se tiene que
[
(adcEp)Ei, Ei

]
c
∈ J (s∗pχ) y en tal caso se anulan los coe�cientes

de
(
(adcEp)Ei

)2
en la expresión de Tp(x), de modo que también se tiene Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

(ii) Llamemos como antes x a la relación que tratamos en esta parte del Lema. Para empezar,
consideremos p = j; si qpp = −1, entonces mpi = 1, de modo que se tiene que

sp(3αi + αp) = 3αi + 2αp, sp(3αi + 2αp) = 3αi + αp ∈ ∆
s∗pχ
+ ,

de donde mip ≥ 3. Aplicando (4.42) tenemos que:

Tp

((
(adcEi)2Ep

)2) = a2
1

[
(adcEp)Ei, Ei

]2
c
,

Tp

([
Ei,
[
(adcEi)2Ej , (adcEi)Ej

]
c

]
c

)
= a2

1

[
(adcEp)Ei,

[[
(adcEp)Ei, Ei

]
c
, Ei

]
c

]
c

.
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Dado que mip ≥ 3, (4.34) es un generador del ideal J (s∗pχ), o mip = 3, q
ii
/∈ G4, de donde también

tenemos que EpEiEpE
3
i se escribe como combinación lineal de palabras mayores para el orden p < i.

En ambos casos, aplicando el Lema 4.2.4 obtenemos que Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Si mpi = 2, entonces necesariamente mip = 3; calculando como antes,

Tp

((
(adcEi)2Ep

)2) = a2
2

[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)Ei
]2
c
,

Tp

([
Ei,
[
(adcEi)2Ep, (adcEi)Ep

]
c

]
c

)
= a2

2

[
(adcEp)

2Ei, E4αp+3αi

]
c
.

Notamos que hay dos casos posibles para s∗pχ:

◦ζ8
ζ5

◦−1 , ζ ∈ G24, en cuyo caso (4.39) es un generador de J (s∗pχ),

◦ζ5
−ζ13

◦−1 , ζ ∈ G15, por lo cual (4.37) y E3
p son generadores del ideal J (s∗pχ).

A partir de estas relaciones escribimos a E2
pEiE

2
pEiEpEiEpEi como combinación lineal de palabras

mayores, y usando nuevamente el Lema 4.2.4 deducimos que Tp(x) ∈ J (s∗pχ) en ambos casos.

Consideremos ahora p = i; aplicando el Lema 4.2.5, es equivalente probar que

Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), donde x′ =
[[

(adcEj)Ep, [(adcEj)Ep, Ep]c
]
c
, Ep

]
c
− a

(
[(adcEj)Ep, Ep]c

)2 ;

aquí a es un escalar no nulo. Notemos que

Tp

([[
(adcEj)Ep, [(adcEj)Ep, Ep]c

]
c
, Ep

]
c

)
= a2

mpiampi−1

[
(adcEp)

mpi−1Ej , (adcEp)
mpi−2Ej

]
c

F pL
−1
p − q2

jpq
3
ppa

2
mpiampi−1F pL

−1
p

[
(adcEp)

mpi−1Ej , (adcEp)
mpi−2Ej

]
c
,

Tp
(
[(adcEj)Ep, Ep]c

)
= ampiampi−1(adcEp)

mpi−2Ei.

En cualquier caso, Tp(x′) ∈ kerπs∗pχ y es una combinación lineal de [Emip−1
p EiE

mip−3
p Ei]c con

[Emip−2
p Ei]2c , con lo cual, de acuerdo al Lema 4.2.4, Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), pues (4.33), (respectivamente,

(4.34), (4.39)) es un elemento de J (s∗pχ) si mpi = 3, (respectivamente, mpi = 4, mpi = 5).

Finalmente, si p 6= i, j, entonces p no está conectado con i ni con j, caso que se deduce fácilmente
por el Lema 4.2.7, o p está conectado sólo con i, qii = qijqji = q−1

pi q
−1
ip ∈ G4, qpp = −1, y tenemos

el diagrama de tipo súper G(3). En este último caso, para el orden p < i < j

Tp
(
(adcEi)2Ej

)
=
[
(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c
,

Tp

([
Ei,
[
(adcEi)2Ej , (adcEi)Ej

]
c

]
c

)
=[

(adcEp)Ei ,
[[

(adcEp)Ei, (adcEp)(adcEi)Ej
]
c
, (adcEp)(adcEi)Ej

]
c

]
c

= [EpEiEpEiEpEiEjEpEiEj ]c.

A partir de (4.27) escribimos a EiEpEiEpEiEjEpEi como combinación lineal de otras palabras,
donde las que son menores que ella empiezan con Ep; multiplicando a izquierda por Ep, a derecha
por Ej y usando que E2

p ∈ J (s∗pχ), deducimos que EpEiEpEiEpEiEjEpEiEj es combinación
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lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ), de donde se escribe a [EpEiEpEiEpEiEjEpEiEj ]c
como combinación de hiperpalabras mayores con los mismos términos y escalares que en I(s∗pχ).
Como Tp(x) ∈ kerπs∗pχ, deducimos que Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

(iii) La prueba sigue los mismos pasos que los ítems anteriores.

Lema 4.2.23. (i) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que 4αi + 3αj /∈ ∆χ
+, qjj = −1 o mjj = 2, y además

mij ≥ 3, o mij = 2, qii ∈ G3. Entonces, para todo p, Tp
(
[E3αi+2αj , (adcEi)Ej ]c

)
∈ J (s∗pχ).

(ii) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que 4αi + 3αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 4αj /∈ ∆χ

+. Entonces, para todo p,
Tp
(
[E4αi+3αj , (adcEi)Ej ]c

)
∈ J (s∗pχ).

(iii) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que 3αi + 2αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 3αj /∈ ∆χ

+, y q
3
iiqijqji, q

4
iiqijqji 6= 1.

Entonces, para todo p, Tp
(
[(adcEi)2Ej , E3αi+2αj ]c

)
∈ J (s∗pχ).

(iv) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que 5αi + 2αj ∈ ∆χ
+, 7αi + 3αj /∈ ∆χ

+. Entonces, para todo p,
Tp
(
[[(adcEi)3Ej , (adcEi)2Ej ], (adcEi)2Ej ]c

)
∈ J (s∗pχ).

Demostración. Para las cuatro relaciones se tiene que, si p 6= i, j entonces p no está conectado con i
ni con j, de modo que el resultado sigue del Lema 4.2.7, tal como se probó en los Lemas anteriores,
o estamos en el primer caso con un diagrama de tipo súper G(3), donde p sólo está conectado con
i; este último caso se deduce como en el Lema 4.2.22. Consideremos entonces p = i y p = j en cada
uno de estos casos.

(i) Sea x = [E3αi+2αj , (adcEi)Ej ]c, y consideremos p = j. Si mpi = 1 (esto es, qpp = −1 o
qppqpiqip = 1),

sp(3αi + 2αp) = 3αi + αp ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(4αi + 3αp) = 4αi + αp /∈ ∆

s∗pχ
+ .

Luego, mip = 3, de modo que E4
i o (adcEi)4Ep es un generador de J (s∗pχ), según q

ii
pertenezca o

no a G4. A partir de (4.42) y las relaciones anteriores,

Tp(x) = a4
1

[[[
(adcEp)Ei, Ei

]
c
, Ei

]
c
, Ei

]
c

∈ J (s∗pχ).

El otro caso posible es mpi = 2, para el cual hay dos diagramas generalizados de Dynkin posibles:

◦−ζ
ζ7

◦ζ3 , ζ ∈ G9; ◦−ζ
−ζ12

◦ζ5 , ζ ∈ G15.

En ambos casos qpp ∈ G3, y además,

sp(3αi + 2αp) = 3αi + 4αp ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(4αi + 3αp) = 4αi + 5αp /∈ ∆

s∗pχ
+ ,

de modo que se veri�ca (4.37) si 3αi + 5αp ∈ ∆
s∗pχ
+ , o en caso contrario se veri�ca (4.38), a partir de

la cual deducimos que E2
pEiEpEiEpEiEpEi es combinación lineal de palabras mayores y concluimos

que vale (4.37) en U(s∗pχ) en ambos casos. Luego,

Tp(x) = a4
2

[[[
(adcEp)

2Ei, (adcEp)Ei
]
c
, (adcEp)Ei

]
c
, (adcEp)Ei

]
c

∈ J (s∗pχ).
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Ahora, para p = i probaremos que

Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), donde x′ :=
[
(adcEj)Ep,

[
(adcEj)Ep, [(adcEj)Ep, Ep]c

]
c

]
c
,

de modo que, por el Lema 4.2.5 se tendrá también que Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Si mpj = 2, sp(3αp + 2αj) = αp + 2αj ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(4αp + 3αj) = 2αp + 3αj /∈ ∆

s∗pχ
+ , de modo que

se tiene mjp = 2, y así se veri�ca (4.23) en U(s∗pχ); luego,

Tp(x) = a3
2a1

[
(adcEp)Ej ,

[
(adcEp)Ej , Ej

]
c

]
c
∈ J (s∗pχ).

Si mpj = 3, sp(3αp + 2αj) = 3αp + 2αj ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(4αp + 3αj) = 5αp + 3αj /∈ ∆

s∗pχ
+ , de modo que se

veri�ca (4.38) en U(s∗pχ). A partir de (4.42) tenemos:

Tp(x) = a3
3a2

[
(adcEp)

2Ej ,
[
(adcEp)

2Ej , (adcEp)Ej
]
c

]
c
∈ J (s∗pχ).

Si mpj = 4, sp(3αp + 2αj) = 5αp + 2αj ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(4αp + 3αj) = 8αp + 3αj /∈ ∆

s∗pχ
+ ; más aún,

notamos que en tales casos 7αp+3αj /∈ ∆
s∗pχ
+ , y se veri�ca (4.36) en U(s∗pχ). A partir de tal relación

y las relaciones cuánticas de Serre notamos que E3
pEjE

3
pEjE

2
pEj se escribe como combinación lineal

de palabras mayores módulo J (s∗pχ), de modo que tenemos

Tp(x) = a3
4a3

[
(adcEp)

3Ej ,
[
(adcEp)

3Ej , (adcEp)
2Ej

]
c

]
c
∈ J (s∗pχ).

(ii) La prueba es análoga a (i) , con una simpli�cación: para p = j sólo se tiene un caso posible,
mpi = 1.

(iii) Llamemos como antes x = [(adcEi)2Ej , E3αi+2αj ]c. Sea p = j; en los casos en que la relación
no es redundante se tiene que i no es Cartan, pues en caso contrario escribimos a EiEpE

2
i o a

E2
iEpE

2
i como combinación lineal de otras palabras a partir de la correspondiente relación cuántica

de Serre, y luego usamos otras relaciones para escribir a E2
iEpE

2
iEpEi como combinación lineal de

palabras mayores. Con esta reducción notamos que, en los casos a analizar, mpi = 1, y en todos
ellos podemos escribir a EpE

2
iEpE

3
i como combinación lineal de palabras mayores módulo J (s∗pχ),

a partir de relaciones de grado menor, de modo que

Tp(x) =
[[

(adcEp)Ei, Ei
]
c
,
[[

(adcEp)Ei, Ei
]
c
, Ei

]
c

]
c

∈ J (s∗pχ).

Sea ahora p = i; basta probar que

Tp(x′) ∈ J (s∗pχ), donde x′ :=
[[

(adcEj)Ep, [(adcEj)Ep, Ep]c
]
c
, [(adcEj)Ep, Ep]c

]
c
,

pues en tal caso, por el Lema 4.2.5, concluimos que Tp(x) ∈ J (s∗pχ).

Si mpj = 2, sp(3αp + 2αj) = αp + 2αj ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(5αp + 3αj) = αp + 3αj /∈ ∆

s∗pχ
+ , de modo que

(adcEj)3Ep o E
3
i es un generador de J (s∗pχ); luego,

Tp(x) = a3
2a

2
1

[[
(adcEp)Ej , Ej

]
c
, Ej

]
c
∈ J (s∗pχ).
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Si mpj = 3, sp(3αp + 2αj) = 3αp + 2αj ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(5αp + 3αj) = 4αp + 3αj /∈ ∆

s∗pχ
+ , de modo que

(4.37) es un generador de J (s∗pχ). Así,

Tp(x) = a3
3a

2
2

[[
(adcEp)

2Ej , (adcEp)Ej
]
c
, (adcEp)Ej

]
c
∈ J (s∗pχ).

Si mpj = 4, sp(3αp + 2αj) = 5αp + 2αj ∈ ∆
s∗pχ
+ , sp(5αp + 3αj) = 7αp + 3αj /∈ ∆

s∗pχ
+ ; de esta forma,

(4.36) es un generador de J (s∗pχ), con lo cual

Tp(x) = a3
4a

2
3

[[
(adcEp)

3Ej , (adcEp)
2Ej

]
c
, (adcEp)

2Ej

]
c
∈ J (s∗pχ).

(iv) La prueba es análoga al caso anterior.

Una vez probados estos resultados, estamos en condiciones de probar que existen isomor�smos de
Lusztig para las álgebras U(χ), lo cual nos permite considerar sistemas de raíces para esta familia de
álgebras de Hopf trenzadas, que por resultados anteriores deben coincidir con los sistemas de raíces
de las correspondientes álgebras de Nichols, y así podremos probar el Teorema de presentación.

Proposición 4.2.24. Los mor�smos (4.16) inducen isomor�smos de álgebras

Tp, T
−
p : U(χ)→ U(s∗pχ),

tales que TpT
−
p = T−p Tp = idU(χ).

Demostración. De acuerdo a la de�nición de la familia de ideales J (χ) y a los Lemas anteriores,
existe un mor�smo de álgebras Tp : U(χ) → U(s∗pχ), pues Tp(J (χ)) ⊂ J (s∗pχ). Notemos que por
de�nición, φ4(J (χ)) = J (χ), pues φ2

4 = id, y además ϕλ(J (χ)) = J (χ) para todo λ ∈ (k×)θ, pues
es un ideal Zθ-homogéneo. Usando (4.17) se tiene que T−p (J (χ)) ⊂ J (s∗pχ), de modo que también
existe un mor�smo de álgebras T−p : U(χ)→ U(s∗pχ), inducido por el correspondiente mor�smo.

Como estas álgebras están generadas por Ei, Fi, Li, Ki, y se satisfacen las identidades TpT−p =
T−p Tp = id para dichos elementos, se concluye que ambos son isomor�smos, inversos uno de otro.

A partir de dicho resultado, probaremos el resultado central de la Sección. La prueba sigue los
mismos pasos que [A1, Thm.5.25].

Prueba del Teorema 4.2.1.

Para empezar, denotemos ∆χ
+ = ∆+(U+(χ)) \ {Nαα : α ∈ ∆χ

+}. Por otro lado, usando la
descomposición triangular, el Lema 4.1.7, el Teorema 4.1.9 y la Proposición 4.2.24

HU+(χ) = HU+
+p(χ)qh(Ep) = sp(HU+

+p(s∗pχ))qh(Ep), (4.43)

para cada p ∈ {1, . . . , θ}, pues deg(Tp(X)) = sp(degX), para cada elemento homogéneo X. Recor-
demos que h(Ep) ∈ {ord qpp,∞}. Así,

∆+
(
U+(χ)

)
= sp

(
∆+

(
U+(s∗pχ)

)
\ {αp, Npαp}

)
∪ Sp, (4.44)
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donde podemos tener Sp = {αp}, o Sp = {αp, Npαp}, por lo cual ∆χ
+ = sp

(
∆
s∗pχ
+ \ {αp}

)
∪ {αp}.

Luego, si consideramos el conjunto ∆χ
+ para cada χ en la clase de equivalencia Weyl, tenemos

un sistema de raíces como en la De�nición 2.1.2. Como consideramos sistemas de raíces �nitos, se
tiene que ∆χ

+ = ∆χ
+, para todo χ, pues todas las raíces son reales de acuerdo a la Proposición 2.1.6.

De esta forma ∆+(U+(χ)) se obtiene a partir de ∆χ
+ agregando a lo sumo elementos de la forma

Nαα para algunas α ∈ ∆χ
+. Fijemos un orden en las letras xi y consideremos la correspondiente

base PBW. Como se tiene una proyección πχ : U(χ) � u(χ), las correspondientes xα que generan
la base PBW en u(χ) son elementos de la base PBW de U(χ), por la de�nición de la base PBW
de Kharchenko. Por otro lado, cada raíz simple de un vértice no Cartan satisface que ENii = 0 en
U(χ), de donde Niαi /∈ ∆+ (U+(χ)). Así, por (4.43) deducimos que

Nαα /∈ ∆+
(
U+(χ)

)
, para todo α ∈ ∆χ

+ \ O(χ),

pues cada α es de la forma α = w(αi), para algún w ∈ W e i ∈ {1, . . . , θ}, siendo i no de Cartan
en el correspondiente χ′. De modo análogo, para cada vértice de Cartan Niαi ∈ ∆+ (U+(χ)), pues
ENii 6= 0 en U(χ), con lo cual

Nαα ∈ ∆+
(
U+(χ)

)
, para todo α ∈ O(χ).

Luego, ∆+(U+(χ)) = ∆χ
+ ∪ {Nαα : α ∈ O(χ)}.

Supongamos que existe una palabra de Lyndon que corresponde a un generador PBW de grado
Nαα: podemos entonces considerar una de longitud mínima en este conjunto, que llamaremos u,
y sea (v, w) = Sh(u). De este modo, deg v = β, degw = γ, para algunos β, γ ∈ ∆χ

+. Luego,
β + γ = Nαα, y usando que son todas raíces reales más el hecho que el correspondiente orden es
convexo, notamos que si β < γ, entonces β < α < γ. Así podemos suponer que β = αi, pues si
β = si1 · · · sik(αik+1

), donde w = si1 · · · sik es el comienzo del elemento de longitud máxima asociado
al orden convexo, aplicamos w−1 para obtener αik+1

+ γ′ = Nαα
′, para algunas raíces α′, γ′ ∈ ∆χ

+.
Notamos que Nα > 2, pues si Nα = 2 entonces aplicando algún elemento del grupoide de Weyl
llevamos α en una raíz simple, y usando que Nα es invariante por la acción del grupoide de Weyl,
tal raíz simple tiene como escalar asociado a −1, por lo cual no está conectado a ningún otro vértice,
caso que no corresponde a tener tres raíces como antes, o no es un vértice de Cartan. Escribimos

α =
θ∑
j=1

njαj , γ = α =
θ∑
j=1

mjαj .

Ahora, mi = Nini − 1 ≥ 2, y si j 6= i, mj = Njnj ≥ 3, de modo que sop γ = sopα. Por comodidad
suponemos que sopα = {1, . . . , θ}; notemos que los vértices de sopβ corresponden a un subdiagrama
conexo, para cualquier raíz positiva β.

A partir de estas observaciones hacemos un análisis de las raíces positivas usando el programa
SARNA [GHV]. Notamos que si | sopβ| = s ≥ 4 y β =

∑θ
j=1 tjαj , entonces entonces existen

j 6= k ∈ {1, . . . , s} tales que tj , tk ∈ {1, 2}, de modo que θ ≤ 3. Buscamos los posibles γ tales que
todas sus coordenadas menos una sean ≥ 3, y la restante sea ≥ 2, de modo que quedan pocos casos
posibles. Analizando caso por caso las posibles ternas

(α, γ, i) ∈ ∆χ
+ ×∆χ

+ × {1, . . . , θ} tales que existe N ∈ N : αi + γ = Nα,
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notamos que N 6= Nα en cada uno de ellos. Luego, no existen palabras de Lyndon de grado Nαα,
por lo cual los generadores de dicho grado deben ser xNαα , de modo que los elementos

xn1
β1
· · ·xnkβk , βi ∈ ∆χ

+, donde

{
0 ≤ nj < Nj , si βj /∈ O(χ)
0 ≤ nj <∞, si βj ∈ O(χ)

forman una base PBW de U(χ). Luego, como xNαα = 0 en u+(χ), πχ induce un mor�smo suryectivo

π′χ : U(χ)/〈xNαα : α ∈ O(χ)〉 −→ u+(χ),

el cual aplica el conjunto

{xn1
β1
· · ·xnkβk , βi ∈ ∆χ

+, 0 ≤ nj < Nj},

que genera linealmente dicho cociente, en la correspondiente base PBW de u+(χ), con lo cual π′χ es
un isomor�smo.

4.3. Algunos ejemplos

En esta sección mostraremos cómo aplicar el resultado anterior para algunas familias de espacios
trenzados de tipo diagonal. Empezaremos con un ejemplo en rango 2 de diagramas que no son de
tipo súper ni de tipo estándar. Luego consideraremos las familias particulares de trenzas de tipo
súper o estándar: G2, D(2, 1;α), G(3) y F (4). Finalmente, daremos la presentación de las álgebras
de Nichols de tipo súper A, B, C, D, y las de tipo Cartan E.

Ejemplo 4.3.1. Sea ζ ∈ G24 primitiva. Miremos la �la 12 de la Tabla 1 en la página 24, que consta
de cuatro diagramas. Notemos que las raíces en O(χ) son aquéllas tales que Nα = 24.

(i) ◦ζ6
ζ11

◦ζ8 . En tal caso, tenemos las raíces simples α1, α2, cuyas hiperpalabras asociadas son
x1, x2, y para las raíces mα1 + α2, m = 1, 2, 3 se tiene xmα1+α2 = (adc x1)mx2. Para las restantes,

x3α1+2α2 = [x2α1+α2 , xα1+α2 ]c , x4α1+3α2 = [x3α1+2α2 , xα1+α2 ]c , xα1+2α2 = [xα1+α2 , x2]c .

De acuerdo al Teorema 4.2.1, B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2, y relaciones

x4
1 = x3

2 = x24
3α1+α2

= x24
α1+α2

= 0,

(1− ζ11)ζ8q21 [x1, xα1+2α2 ]c = (1 + ζ8)(1− ζ19)x2
α1+α2

.

(ii) ◦ζ6
ζ
◦ζ−1 . Para las raíces simples α1, α2, las hiperpalabras asociadas son x1, x2, y para

las raíces mα1 + α2, m = 1, 2, 3 se tiene xmα1+α2 = (adc x1)mx2. Además,

x3α1+2α2 = [x2α1+α2 , xα1+α2 ]c , x5α1+3α2 = [x2α1+α2 , x3α1+2α2 ]c , x5α1+2α2 = [x3α1+α2 , x2α1+α2 ]c .

De acuerdo al Teorema 4.2.1, B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2, y relaciones

x4
1 = x24

2 = x24
2α1+α2

= (adc x2)2x1 =
[
x5α1+2α2 , (adc x1)2x2

]
c

= 0.
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(iii) ◦ζ8
ζ5

◦−1 . Para las raíces simples α1, α2, las hiperpalabras asociadas son x1, x2, y para las
raíces mα1 + α2, m = 1, 2 se tiene xmα1+α2 = (adc x1)mx2. También,

x3α1+2α2 = [x2α1+α2 , xα1+α2 ]c , x4α1+3α2 = [x3α1+2α2 , xα1+α2 ]c ,
x5α1+3α2 = [x2α1+α2 , x3α1+2α2 ]c , x5α1+4α2 = [x4α1+3α2 , xα1+α2 ]c .

De acuerdo al Teorema 4.2.1, B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2, y relaciones

x3
1 = x2

2 = x24
5α1+3α2

= x24
α1+α2

= [x5α1+4α2 , xα1+α2 ]c = 0,

[x2α1+α2 , x4α1+3α2 ]c =
1 + ζ − ζ5 + ζ6 + 2ζ7

(1 + ζ4 + ζ6 + ζ11)ζ10q21
x2

3α1+2α2
.

(iv) ◦ζ
ζ19

◦−1 . Para las raíces simples α1, α2, las hiperpalabras asociadas son x1, x2, y para las
raíces mα1 + α2, m = 1, 2, 3, 4, 5 se tiene xmα1+α2 = (adc x1)mx2. Además,

x5α1+2α2 = [x3α1+α2 , x2α1+α2 ]c .

De acuerdo al Teorema 4.2.1, B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2, y relaciones

x24
1 = x2

2 = x24
5α1+2α2

= (adc x1)6x2 = 0,
[x2α1+α2 , xα1+α2 ]c = 0.

Ejemplo 4.3.2. Trenzas de tipo estándar G2.

Si (V, c) es de tipo Cartan G2, ◦q
q−3

◦q3 , debemos analizar 3 casos:

si ord q = 4, B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2 y relaciones

x4
1 = x4

2 = x4
3α1+α2

= x4
3α1+2α2

= (adc x2)2x1 = [x3α1+2α2 , (adc x1)x2]c = 0;

si ord q = 6 (q3 = −1), B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2 y relaciones

x6
1 = x2

2 = x6
2α1+α2

= x6
α1+α2

= (adc x1)4x2 = [x3α1+2α2 , (adc x1)x2]c = 0;

si ord q 6= 4, 6, B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2 y relaciones

(adc x1)4x2 = (adc x2)2x1 = xNαα = 0, α ∈ ∆+.

Las restantes trenzas de tipo estándar G2 son las de la �la 11, también en la Tabla 1. Para ellas,

ζ ∈ G8 es primitiva. Si (V, c) tiene diagrama ◦ζ2
ζ
◦ζ−1 , B(V ) admite una presentación por

generadores x1, x2, y relaciones

x4
1 = x8

2 = x8
2α1+α2

= (adc x2)2x1 = [x3α1+2α2 , (adc x1)x2]c = 0.

Si (V, c) tiene diagrama ◦ζ2
ζ3

◦−1 , B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2, y
relaciones

x4
1 = x2

2 = x8
α1+α2

= x8
3α1+α2

= [x3α1+2α2 , (adc x1)x2]c = 0,

(1 + ζ)q21 [x1, x3α1+2α2 ]c − (1 + ζ + ζ2)x2
2α1+α2

= 0
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Si (V, c) tiene diagrama ◦ζ
ζ5

◦−1 , B(V ) admite una presentación por generadores x1, x2, y
relaciones

x8
1 = x2

2 = x8
3α1+2α2

= (adc x1)4x2 = [x3α1+2α2 , (adc x1)x2]c = 0.

Notar que en [A1, Thm. 5.22], aparecen algunas relaciones extras, pues la presentación no es
minimal en algunos los casos.

Ejemplo 4.3.3. Trenzas de tipo súper D(2, 1;α).

Recordemos que tales diagramas corresponden a las �las 9, 10, 11 de la Tabla 2, ver página 1.8.
Fijemos la siguiente notación: sean q, r, s ∈ k× tales que qrs = 1. Denotamos M,N,P ∈ N a los
órdenes de estos escalares, si son �nitos. Dicha clase de equivalencia Weyl contiene a los siguientes
diagramas generalizados de Dynkin:

◦q
q−1

◦−1 r−1

◦r ,

◦q
q−1

◦−1 s−1

◦s ,

◦r r−1

◦−1 s−1

◦s ,

◦−1

r

DD
DD

DD
DD

◦−1

q
zzzzzzzz
s

◦−1

.

Notemos que 10, 11 son casos particulares de 9, en los casos en que q = r, q = r = s ∈ G3,
respectivamente. Además, el segundo y tercer diagrama son análogos del primero, con lo cual basta
dar la presentación de la primer y la última trenza. Como consecuencia directa del Teorema 4.2.1 y
tal como fue expresado en [A3] con una prueba diferente, se tiene:

(i) Si el diagrama generalizado de Dynkin de V es

◦q
q−1

◦−1 r−1

◦r ,

B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, y relaciones

xM1 = x2
2 = xN3 = xPα1+2α2+α3

= 0, (4.45)

(adc x1)2x2 = (adc x3)2x2 = (adc x1)x3 = 0, (4.46)

x2
α1+α2

= 0 si q = −1, xNα2+α3
si r = −1 (4.47)

Además, B(V ) admite una base PBW como sigue:

{
xn3

3 xn23
α2+α3

xn2
2 xn1232

α1+2α2+α3
xn123
α1+α2+α3

xn12
α1+α2

xn1
1 :

0 ≤ n1 < M, 0 ≤ n2 < N, 0 ≤ n1232 < P, n12, n123, n2, n23 ∈ {0, 1}} .
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(ii) Si el diagrama generalizado de Dynkin de V es

◦−1

r

DD
DD

DD
DD

◦−1

q
zzzzzzzz
s

◦−1

,

B(V ) está presentado por generadores x1, x2, x3, y relaciones

x2
1 = x2

2 = x2
3 = 0, (4.48)

xMα1+α2
= xNα2+α3

= xPα1+α3
= 0, (4.49)

[x1, xα2+α3 ]c =
1− s

q23(1− r)
xα1+α2+α3 + q12(1− s)x2xα1+α3 . (4.50)

Además, B(V ) admite una base PBW como sigue:{
xn3

3 xn23
α2+α3

xn2
2 xn13

α1+α3
xn123
α1+α2+α3

xn12
α1+α2

xn1
1 :

0 ≤ n12 < M, 0 ≤ n23 < N, 0 ≤ n13 < P, n1, n123, n2, n3 ∈ {0, 1}} .

Ejemplo 4.3.4. Trenzas de tipo súper G(3).

En este ejemplo denotaremos por N , M , P a los órdenes de q, −q−1, q3, respectivamente, como
hicimos en la Subsección 3.3.3; consideraremos además q /∈ G4.

(i) De acuerdo al Teorema 4.2.1, si (V, c) tiene por diagrama generalizado de Dynkin a

◦−1
q−1

◦q
q−3

◦q3 ,

el álgebra de Nichols B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, y relaciones

x2
1 = xNαα = 0, α ∈ ∆χ

+, Nα 6= 2,

(adc x2)2x1 = (adc x1)x3 = (adc x2)4x3 = (adc x3)2x2 = 0.

(ii) Si (V, c) tiene diagrama ◦−1
q
◦−1

q−3

◦q3 , el álgebra de Nichols B(V ) está presentada
por generadores x1, x2, x3, y relaciones

x2
1 = x2

2 = xNαα = 0, α ∈ ∆χ
+, Nα 6= 2,[

[(adc x1)x2, [(adc x1)x2, (adc x1)(adc x2)x3]c]c , x2

]
c

= (adc x3)2x2 = 0.

(iii) Ahora, si (V, c) tiene el siguiente diagrama:

◦−1

q3

DD
DD

DD
DD

◦q

q−1 |||||||| q−2

◦−1

,

el álgebra de Nichols B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, y relaciones

x2
2 = x2

3 = xNαα = 0, α ∈ ∆χ
+, Nα 6= 2,

[x1, (adc x2)x3]c + (1 + q−1 + q−2)q32 [(adc x1)x3, x2]c − q12(1− q3)x2(adc x1)x3 = 0,

(adc x1)3x2 = (adc x1)2x3 = 0.
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(iv) Finalmente, si (V, c) tiene por diagrama a ◦−q−1
q2

◦−1
q−3

◦q3 , el álgebra de Nichols B(V )
está presentada por generadores x1, x2, x3, y relaciones

x2
2 = xNαα = 0, α ∈ ∆χ

+, Nα 6= 2,

(adc x1)3x2 = (adc x3)2x2 = (adc x1)x3 = 0.

Observación 4.3.5. Si q ∈ G4, entonces el conjunto de relaciones surge de agregar como generador
del ideal a [[

[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c , xj
]
c
, xj
]
c

= 0,

para el segundo diagrama.

Ejemplo 4.3.6. Trenzas de tipo súper F (4).

Como en la Sección anterior, N , M , P denotan los órdenes de q, q2 q3, respectivamente.

(i) De acuerdo al Teorema 4.2.1, si (V, c) tiene por diagrama generalizado de Dynkin a

◦−1
q−1

◦q
q−2

◦q2
q−2

◦q2 ,

entonces B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, x4, y relaciones

x2
1 = xNαα = 0, donde α 6= α1, Nα 6= 2,

(adc xi)mij+1xj = 0, i 6= j, 1.

(ii) Si el diagrama de (V, c) es

◦−1
q
◦−1

q−2

◦q2
q−2

◦q2 ,

entonces B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, x4, y relaciones

x2
1 = x2

2 = xNαα = 0, donde α 6= α1, α2, Nα 6= 2,

(adc x1)x3 = (adc x2)x4 = (adc x1)x4 = (adc x3)2x4 = (adc x4)2x3 = (adc x3)2x2 = 0,
[[(adc x1)x2, (adc x1)(adc x2)x3]c , x2]c = 0.

(iii) Si (V, c) tiene como diagrama

◦−1
q2

q−1 DD
DD

DD
DD

◦−1
q−2

◦q2

◦q
q−1

,

entonces B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, x4, y relaciones

x2
1 = x2

2 = xNαα = 0, donde α 6= α1, α2, Nα 6= 2,

(adc x1)x3 = (adc x3)x4 = (adc x3)2x2 = (adc x4)2x1 = (adc x4)2x2 = 0,
[(adc x1)(adc x2)x3, x2]c = 0,

[x1, (adc x2)x4]c − q
−1
42 [(adc x1)x4, x2]c − q12(1− q−1)x2(adc x1)x4 = 0.
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(iv) Ahora, si el diagrama de Dynkin de (V, c) es

◦q2
q−2

◦−1
q2

◦−1

q−3
zz

zz
zz

zz

◦−1

q

,

entonces B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, x4, y relaciones

x2
2 = x2

3 = x2
4 = xNαα = 0, donde α 6= α2, α3, α4, Nα 6= 2,

(adc x1)2x2 = (adc x1)x3 = (adc x1)x4 = 0,
[(adc x1)(adc x2)x3, x2]c = [[(adc x1)x2, (adc x1)(adc x2)x3]c , x2]c = 0,

[x2, (adc x3)x4]c + q34(1 + q + q2) [(adc x2)x4, x3]c − q23(1− q−3)x3(adc x2)x4 = 0.

(v) Si el diagrama de Dynkin de (V, c) es

◦q2
q−2

◦q
q−1

◦−1
q3

◦q−3 ,

entonces B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, x4, y relaciones

x2
1 = xNαα = 0, donde α 6= α3, Nα 6= 2,

(adc xi)mij+1xj = 0, i 6= j, 3.

(vi) Por último, si (V, c) tiene el siguiente diagrama de Dynkin

◦q2
q−2

◦q2
q−2

◦−1
q3

◦q−3 ,

entonces B(V ) está presentada por generadores x1, x2, x3, x4, y relaciones

x2
1 = xNαα = 0, donde α 6= α3, Nα 6= 2,

(adc xi)mij+1xj = 0, i 6= j, 3.

Finalmente damos una presentación de las restantes familias de tipo súper o estándar (recorde-
mos que las familias de trenzas estándares de tipo A, B coinciden con las respectivas familias de tipo
súper). Notar que el resultado que presentamos a continuación se corresponde con el presente en
[AAY], y las correspondientes presentaciones de las álgebras de Nichols con trenza de tipo estándar
en [A1]. La prueba es diferente, y podemos entender que las potencias de raíces impares no simples
constituyen relaciones redundantes (esto es, podemos no considerarlas para obtener entonces una
presentación con una cantidad minimal de relaciones) a partir de los isomor�smos de Lusztig.

Teorema 4.3.7. Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado, con matriz de trenza (qij)1≤i,j≤θ. Asumi-
mos que el sistema de raíces asociado es de tipo súper, con componentes conexas de tipo A, B, C,
D, o de tipo Cartan E6, E7, E8.

El álgebra de Nichols B(V ) está presentada por generadores xi, 1 ≤ i ≤ θ, y relaciones:

xNαα = 0, α ∈ ∆V
+ tal que Nα 6= 2 o α es simple,

(adc xi)1−aijxj = 0, q
1−aij
ii 6= 1;
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si qkk = qkjqjk = qjj = −1, entonces

((adc xk)xj)
2 = 0

si qkk = −1, akj = akl = −1 y qkjqjkqklqlk = qjlqlj = 1, entonces

[adc xj adc xk(xl), xk]c = 0;

si existe una componente de tipo BN tal que q2
NN + qNN + 1 = qN−1,N−1 + 1 = 0, entonces

[xuN−1,N , xvN−1,N ]c = 0;

[xvN−2,N , xuN−1,N ]cc = 0;

si existe una componente de tipo CN , entonces

[xw̃N−2
, xN−1]c = 0, qN−2,N−2 = qN−1,N−1 = −1,

[xwN−3,N−2 , xN−1]c = 0, qN−2,N−2 6= qN−1,N−1 = −1,

[xwN−2,N−1 , xN−1]c = 0, qN−1,N−1 ∈ G3;

si existe una componente de tipo DN tal que qN−1,N−1 = qNN = −1, entonces

[[xN−2, xN−1]c, xN ]c + qN−2,N−1qN−1,N−2qN−1,N xuN−2,N = 0.

4.4. Sobre una conjetura de Andruskiewitsch y Schneider

En esta sección daremos una respuesta positiva a la Conjetura 1, formulada por Andruskiewitsch
y Schneider, en el caso en que el grupo de elementos de tipo grupo es abeliano; más aún, probaremos
dicho resultado en el caso en que la trenza asociada es de tipo diagonal. La técnica que utilizaremos es
la desarrollada por estos autores, ver por ejemplo [AS2], la cual luego fue extendida en varios trabajos
para otras familias. En particular, los primeros Lemas del capítulo serán los correspondientes a
relaciones que generan el ideal en el caso en que la trenza es estándar, presentes en [AGI].

En lo que sigue, Γ denotará un grupo �nito y S =
⊕

n≥0 S(n) un álgebra de Hopf trenzada
graduada en kΓ

kΓYD tal que S(0) = k1. Fijemos una base {x1, . . . , xθ} de V := S(1), y asumimos
que S(1) tiene trenza de tipo diagonal: así podemos considerar xi ∈ S(1)χigi , para algunos gi ∈ Γ y
χi ∈ Γ̂; denotemos entonces qij := χj(gi).

Probaremos que S es el álgebra de Nichols B(V ) asociada a V . De este resultado se sigue el
Teorema principal de la sección, que dará la respuesta a la conjetura antes mencionada.

Para empezar, extenderemos [AS6, Lemma 5.4], probando que si las relaciones cuánticas de Serre
no se satisfacen en S, entonces S no es de dimensión �nita.

Proposición 4.4.1. Sea S como antes. Si existen i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que qmij+1
ii 6= 1, y además,

adc(xi)1+mij (xj) 6= 0, entonces S es de dimensión in�nita.
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Demostración. Por de�nición de mij , tenemos que q
mij
ii qijqji = 1. El comienzo de esta prueba es

como en [AS6, Lemma 5.4]. Para simpli�car la notación, llamaremos m = mij , q = qii, y1 := xi,
y2 := xj , y3 := adc(xi)1+m(xj). También,

h1 = gi, h2 = gj , h3 = gm+1
i gj ,

η1 = χi, η2 = χj , η3 = χm+1
i χj ,

de modo que yk ∈ Sηkhk , 1 ≤ k ≤ 3. Si W = ky1 + ky2 + ky3, entonces W ⊂ P(S) (pues y3 también
es primitivo), lo cual induce un monomor�smo B(W ) ↪→ S. Calculemos entonces la correspondien-
te matriz de trenza (Qkl = ηl(hk))1≤k,l≤3, y consideremos el correspondiente diagrama de Dynkin
generalizado:

◦qjj
q−m(m+1)q2jj

JJJJJJJJJ

◦q

q−m
||||||||

qm+2 ◦qm+1qjj .

(4.51)

Consideraremos los diferentes casos posibles y probaremos que ninguno de ellos está en la Tabla
2, ver página 25, por lo cual B(W ), y en consecuencia S, es de dimensión �nita. Supongamos
entonces que tal diagrama está en la lista de Heckenberger:

Caso I: QklQlk 6= 1 para todo 1 ≤ k < l ≤ 3. De acuerdo al Lema 1.8.3, 1 =
∏
k<lQklQlk =

q2−m(m+1)q2
jj , y al menos uno de los vértices está etiquetado con −1. Notemos que q 6= −1, pues

en tal caso m = 0 (y asumimos qm+1 6= 1). También, qjj 6= qm+1qjj por hipótesis, de modo que un
único vértice está etiquetado con −1.

Si qjj = −1, entonces 1 = (qm+1qjj)(q−m(m+1)q2
jj) = −q1−m2

y m = 1 por el mismo Lema de
Heckenberger, lo cual es un absurdo.

Si qm+1qjj = −1, entonces por el mismo resultado, 1 = qqm+2 = qm+3 y también

1 = qjj(q−m(m+1)q2
jj) = q3

jjq
−m(m+3)+2m = q3

jjq
2m,

por lo cual deducimos que

−1 = (−1)3 = q3
jjq

3m+3 = (q3
jjq

2m)qm+3 = qm+3,

que también es una contradicción. Luego, (4.51) no pertenece a la lista en este caso.

Caso II : Q12Q21 = q−m = 1. En este caso, m = 0, por lo cual (4.51) queda de la siguiente forma:

◦q
q2
◦qqjj

q2jj
◦qjj . (4.52)

Si qjj = −1 nos queda el siguiente subdiagrama conexo ◦q
q2
◦−q , el cual no tiene vértices

etiquetados con −1, y tales etiquetas son diferentes entre sí. Además dicho diagrama no es de tipo
Cartan �nito ni se corresponde con los diagramas que no tienen vértices con etiqueta −1 en las �las
5, 9, 11, 12, 15 de la Tabla 1 en la página 24, de modo que B(W ) es de dimensión in�nita en este
caso.

Si qjj 6= −1 y q = −1, la situación es análoga, por lo cual consideramos q 6= −1 y (4.52) es un
diagrama conexo con 3 vértices. Si qqjj 6= −1, el Lema 1.8.3 implica que vale alguna de las siguientes
situaciones:
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el diagrama es de tipo Cartan �nito, de modo que contiene un subdiagrama de Cartan de tipo
A2. Luego, 1 = qq2 = (qqjj)q2 o 1 = qjjq

2
jj = (qqjj)q2

jj , de donde q = 1 o qjj = 1;

q3 = 1, qjj , qjjq ∈ G6 ∪G9, y qjjq2
jj = 1 o q3

jj = 1, q, qjjq ∈ G6 ∪G9 y qq2 = 1.

Ninguno de estos casos es posible, por lo cual qqjj = −1. Si el diagrama está en la Tabla 2 se
debe cumplir que QiiQi2Q2i = 1 para algún i ∈ {1, 3} en cualquiera de los casos posibles. Como
estas situaciones son análogas, asumimos i = 1: q3 = 1. Por el Lema 1.8.3, alguna de las siguientes
situaciones vale para la trenza:

q3
jj = 1, pero tenemos que q3

jj = −q−3 = −1,

q4
jj = 1,

qjj = −q.

Luego, tenemos una contradicción en este caso, y así m 6= 0.

Caso III: Q13Q31 = qm+2 = 1. Nos queda el siguiente diagrama:

◦q
q2
◦qjj

q−2q2jj
◦q−1qjj .

Tal diagrama es el correspondiente a (4.52) cambiando qjj con qjjq−1, de modo que tampoco per-
tenece a la Tabla 2. Luego, qm+2 6= 1.

Caso IV: Q23Q32 = 1. O sea, q2
jj = qm(m+1). Nos queda el siguiente diagrama:

◦qjj
q−m

◦q
qm+2◦q

m+1qjj . (4.53)

Por lo que ya hemos probado, tal diagrama es conexo. Como m 6= 0, qm+1 6= 1, tenemos que q 6= −1.
Consideremos entonces los diferentes valores que pueden tomar las etiquetas en los vértices:

qjj = qm+1qjj = −1: En este caso, qm+1 = 1 y nos queda el siguiente diagrama:

◦−1
q ◦q q ◦−1,

el cual no aparece en la lista de Heckenberger.

qjj = −1,qm+1qjj 6= −1: Mirando la Tabla 2, debería veri�carse 1 = Q22Q23Q32 = qm+3, por
lo cual el diagrama sería

◦−q−2

q−1
◦q

q3
◦−1.

Además, 1 = q2
jj = qm(m+1) = q2m = q−6. Notemos que q3 6= 1 pues qm 6= 1, por lo cual q ∈ G6.

Pero tal diagrama no aparece en la lista de Heckenberger.

qjj 6= −1,qm+1qjj = −1: Como en el caso anterior, 1 = Q22Q21Q12 = q1−m. Por de�nición de
m debemos tener m = 1, con el mismo diagrama del caso previo, siendo q ∈ G6 por la condición
inicial del Caso IV, y obtenemos la misma contradicción.

qjj,qm+1qjj 6= −1: De acuerdo al Lema 1.8.3, vale alguna de las siguientes situaciones:
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el diagrama es de tipo Cartan. Luego, q = qjj y m = 1, o q = qm+1qjj = q−m−2. En ambos
casos llegamos al mismo diagrama,

◦q
q−1

◦q
q3
◦q3 .

Fácilmente notamos que no es de tipo A3, C3, pues q, q2 6= q3. Si fuera de tipo B3, q = (q3)2 =
q−3, lo cual es una contradicción.

qjj ∈ G3, q ∈ G6 ∪G9 y 1 = q1−m = qjjq
2m+3. Luego, m = 1 y q5 = q−1

jj , con lo cual q15 = 1,
pero obtenemos entonces una contradicción con el hecho que q ∈ G6 ∪G9.

qm+1qjj ∈ G3, q ∈ G6 ∪ G9 y 1 = qjjq
−m = qm+3. Nuevamente q15 = 1, lo cual nos da la

misma contradicción.

En consecuencia, (4.51) no está en la lista de Heckenberger, y S es de dimensión in�nita.

A continuación presentaremos otros Lemas presentes en [AGI], que en algunos casos deberemos
adaptar a este contexto más general, y luego consideraremos también relaciones que aparecen en
diagramas de tipo súper.

Lema 4.4.2. Sean j, k, l ∈ {1, . . . , θ} tales que qkk = −1, qkjqjk = q−1
kl q

−1
lk 6= 1, qjlqlj = 1. Si

[(adc xj)(adc xk)xl, xk]c 6= 0 es un elemento primitivo de S, entonces S es de dimensión in�nita.

Demostración. Para simpli�car la notación llamaremos u := [(adc xj)(adc xk)xl, xk]c, gu := gjg
2
kgl ∈

Γ, χu := χjχ
2
kχl ∈ Γ̂, q := qlkqkl, y trabajaremos como en la prueba anterior.

Consideramos la trenza determinada por los elementos primitivos y1 = xj , y2 = xk, y3 = xl y
y4 = u, y los correspondientes elementos hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂; probaremos que tal trenza corresponde
a un álgebra de Nichols de dimensión in�nita y por lo tanto S es de dimensión in�nita. Para ello
consideremos el correspondiente diagrama generalizado de Dynkin (Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤4:

◦qjj
q−1

q2jjq
−2

◦−1

q

◦qjjqll
q2llq

2
◦qll .

(4.54)

Supongamos que tal diagrama aparece en la lista de Heckenberger. Notemos que si q = −1, entonces
(4.54) contiene a (4.52) como subdiagrama, y por lo tanto no aparece en tal lista. Luego, q 6= −1 y
como además todo diagrama de la Tabla 3 no contiene un 4-ciclo como subdiagrama, tenemos que
q2
jjq
−2 = 1, o q2

llq
2 = 1. Como las condiciones son simétricas, basta analizar el caso qjj = ±q.

Si también se tiene qll = ±q−1, como Q44 = qjjqll 6= 1, el diagrama es de la forma

◦q
q−1 ◦−1

q ◦−q
−1 ,

lo cual contradice el Lema 1.8.3. Luego tenemos un diagrama conexo de 4 vértices:

◦±q
q−1 ◦−1

q ◦qll
q2llq

2
◦qjjqll .
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Supongamos que qjj = −q. Como Q11Q12Q21 6= 1, considerando todos los diagramas de Tabla 3
deberíamos tener m12 = 2; esto es,

0 = (1−Q3
11)(Q2

11Q12Q21 − 1) = (1 + q3)(q − 1),

pero este hecho impone condiciones sobre q, que ningún diagrama del Lema 1.8.3 satisface.

Luego, qjj = q. Recorriendo nuevamente la Tabla 3 notamos que ningún diagrama satisface
Q22 = −1, Q11 = Q44Q

−1
33 = q 6= ±1, de modo que (4.54) no está en tal lista. Por lo tanto, S es de

dimensión in�nita.

Lema 4.4.3. (i) Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = −1, qiiqijqji ∈ G6, y además qii ∈ G3 o
mij ≥ 3. Si

[
(adc xj)2xk, (adc xj)xk

]
c
∈ P(S) \ {0}, entonces S es de dimensión in�nita.

(ii) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qii = ±qijqji ∈ G3, qikqki = 1, y además −qjj = qjiqijqjkqkj =
1 o q−1

jj = qjiqij = qjkqkj 6= −1. Si
[
(adc xk)2(adc xj)xl, (adc xj)xk

]
c
∈ P(S) \ {0}, entonces S es de

dimensión in�nita.

Demostración. (i) Seguimos el esquema de prueba de los Lemas anteriores. Llamamos y1 = xi,
y2 = xj , y3 =

[
(adc xj)2xk, (adc xj)xk

]
c
, y hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, i = 1, 2, 3 los elementos correspondientes.

Supongamos que la trenza correspondiente a la matriz (Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤3 aparece en la lista de
Heckenberger. El diagrama generalizado de Dynkin asociado a ella es

◦qii q

q2 CC
CC

CC
CC

◦−1

◦q3ii
q3

{{{{{{{{

, q := qjiqij .

Luego,Q33 = q3
ii 6= 1, con lo cualmij ≥ 3. Además el diagrama es conexo, con lo cual debe ser de tipo

súper G(3), el único diagrama conexo de rango 3 que tiene algún mrs ≥ 3. Así, 1 = Q23Q32 = q3,
lo cual contradice las condiciones para el diagrama de tipo súper G(3), de modo que el diagrama de
(Qrs) no corresponde a un álgebra de Nichols de dimensión �nita. Luego, S es de dimensión in�nita.

(ii) Llamemos w :=
[
(adc xk)2(adc xj)xl, (adc xj)xk

]
c
, y denotemos como antes y1 = xi, y2 = xj ,

y3 = xk, y4 = w, W el espacio trenzado que ellos generan, siendo además hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, i =
1, 2, 3, 4 los correspondientes elementos: suponemos nuevamente que la matriz de trenza (Qrs =
ηs(hr))1≤r,s≤4 corresponde a un álgebra de Nichols de dimensión �nita. Sea además ζ = qii ∈ G3.
Analizamos cada caso posible.

qjj = −1, qjiqijqjkqkj = 1: el diagrama asociado a (Qrs) es

◦ζ
±ζ

ζ2 DD
DD

DD
DD

◦−1
∓ζ2

ζ2

◦qkk

q2kkζxx
xx

xx
xx

x

◦qkkζ

.

Notemos que Q12Q21, Q14Q41, Q42Q24 6= 1, y el producto de estos tres escalares no es 1, con
lo cual no está en la lista de Heckenberger, de acuerdo al Lema 1.8.3.
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q−1
jj = qjiqij = qjkqkj 6= −1: en este caso tenemos el diagrama

◦ζ
±ζ

ζ2 CC
CC

CC
CC ◦±ζ2

±ζ
◦qkk

q2kkζ
2

xx
xx

xx
xx

x

◦qkkζ

.

Como no hay 4-ciclos, se tiene 1 = Q34Q43 = q2
kkζ

2, con lo cual qkkζ = −1, pues Q44 = qkkζ 6=
1. Pero tal diagrama no aparece en la Tabla 3.

En todos los casos posibles obtenemos un absurdo, que viene de suponer que B(W ) es de dimensión
in�nita. Luego, S es de dimensión in�nita.

Lema 4.4.4. Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qikqki, qijqji, qjkqkj 6= 1. Si

[xi, (adc xj)xk]c −
1− qjkqkj

qkj(1− qikqki
[(adc xi)xk, xj ]c − qij(1− qkjqjk) xj(adc xi)xk ∈ P(S) \ {0},

entonces S es de dimensión in�nita.

Demostración. Como antes, sean y1 = xi, y2 = xj , y3 = xk, y4 la relación en cuestión, W el
espacio trenzado que ellos generan, y hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, i = 1, 2, 3, 4 los correspondientes elementos:
suponemos nuevamente que la matriz de trenza de W , (Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤4 corresponde a un
álgebra de Nichols de dimensión �nita. Calculamos entonces

Q14Q41 = q2
iiqijqjiqikqki = q2

iiq
−1
jk q

−1
kj ,

pues usamos el hecho que qijqjiqikqkiqkjqjk = 1, ver [H3, Lemma 9(ii)], el cual también nos dice que
al menos un vértice está etiquetado con −1. Así, si qii = −1, se tiene Q14Q41 6= −1; lo mismo vale
para los otros vértices, con lo cual exactamente uno puede estar etiquetado con −1. Mirando los
pocos diagramas de este tipo en la Tabla 2, deducimos que B(W ) tiene dimensión in�nita, lo que
termina la prueba.

Lema 4.4.5. (i) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que veri�can alguna de las siguientes condiciones:

qii = qjj = −1, (qijqji)2 = (qjkqkj)−1, qikqki = 1, o

qjj = qkk = qjkqkj = −1, qii = −qijqji ∈ G3, qikqki = 1, o

qii = qjj = qkk = −1, qijqji = qkjqjk ∈ G3, qikqki = 1, o

qii = qkk = −1, qjj = −qkjqjk = (qijqji)±1 ∈ G3, qikqki = 1.

Si
[
[(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c , xj

]
c
∈ P(S) \ {0}, entonces S es de dimensión in�nita.

(ii) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qii = qjj = −1, (qijqji)3 = (qjkqkj)−1, qikqki = 1. Si[[
(adc xi)xj , [(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c

]
c
, xj
]
c
∈ P(S) \ {0}, entonces S es de dimensión in�-

nita.
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Demostración. (i) Sean y1 = xi, y2 = xj , y3 = xk, y4 =
[
[(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c , xj

]
c
, W

el espacio trenzado que ellos generan, y hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, i = 1, 2, 3, 4 los correspondientes elementos.
Calculamos la matriz de trenza (Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤4 en cada caso, y el correspondiente diagrama
de Dynkin generalizado.

Para el primer caso, nos queda el siguiente diagrama, donde q = qijqji:

◦−1
q

q3 GGGGGGGG ◦−1
q−2

◦qkk

q2kkq
−6

ww
ww

ww
ww

w

◦−qkk

.

Supongamos que B(W ) es de dimensión �nita. Entonces, Q33Q32Q23 = 1, por lo cual qkk = q2, y
así Q34Q43 = q−2 6= 0: el diagrama anterior debe corresponder a uno de tipo súper F (4). Luego,
1 = Q14Q41 = q3, lo cual es un absurdo (por las condiciones en la trenza de este tipo).

Para el segundo caso, Q12Q21 = Q14Q41 = −qii 6= 1, Q24Q42 = −q2
ii 6= 1, con lo cual

Q12Q21Q14Q41Q24Q42 = −qii 6= 1 pues qii ∈ G3,

y así B(W ) es de dimensión in�nita, a partir del Lema 1.8.3.

Para el tercero, Q44 = 1, de donde B(W ) es de dimensión in�nita. Finalmente, en el último caso,

Q23Q32 = −qjj 6= −1, Q34Q43 = −1, Q24Q42 =
{
−1,
−q2

jj

con lo cual Q12Q21Q14Q41Q24Q42 = −qjj 6= 1, o −1, y vale la misma conclusión que en el segundo
caso. Así, para los cuatro diagramas, B(W ) es de dimensión in�nita, por lo cual S también.

(ii) Usamos la misma notación, donde en este caso

y4 =
[[

(adc xi)xj , [(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c
]
c
, xj
]
c
.

Así nos queda el siguiente diagrama para (Qrs):

◦−1
q

q4 GGGGGGGG ◦−1
q−3

◦qkk

q2kkq
−6

ww
ww

ww
ww

w

◦−qkk

,

donde q = qijqji. Supongamos que B(W ) es de dimensión �nita. Mirando la Tabla 3, la única
posibilidad de extender un diagrama de tipo súper G(3) es cuando q ∈ G4, Q34Q43 = 1, Q44 = q,
Q14Q41 = −q, lo cual no es posible es nuestro caso. En consecuencia, se debe tener 1 = Q41Q14 =
Q34Q43, de donde qkk = ±1. Absurdo, pues en tal caso Q33 = 1, o Q44 = 1. Luego, B(W ) es de
dimensión in�nita, y en consecuencia S también.

Lema 4.4.6. Sean i, j, k, l ∈ {1, . . . , θ} tales que qjjqijqji = qjjqkjqjk = 1, (qkjqjk)2 = (qlkqkl)−1 =
qll, qkk = −1, qikqki = qilqli = qjlqlj = 1. Si[[

[(adc xi)(adc xj)(adc xk)xl, xk]c , xj
]
c
, xk
]
c
∈ P(S) \ {0},

entonces S es de dimensión in�nita.
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Demostración. Con una notación similar a la de los Lemas anteriores, debemos determinar si B(W )
es de dimensión in�nita, donde W es un espacio trenzado de tipo diagonal, cuyo diagrama genera-
lizado de Dynkin es

◦qii
q−1

q2iiq
−2 EE

EE
EE

EE
E ◦q

q−1

◦−1
q2

◦q−2

q2llllllllllllllll

◦−qii

, q = qjj .

Además, qii ∈ {q,−1}. Supongamos que B(W ) es de dimensión �nita: como no existen 5-ciclos, se
tiene 1 = Q15Q51, de donde qii = q, pero tal diagrama conexo de 5 vértices no es de tipo �nito. Así
obtenemos un absurdo, con lo cual B(W ) es de dimensión in�nita, y S también.

Lema 4.4.7. (i) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjkqkj ∈ G3. Si[

[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c xj
]
c
∈ P(S) \ {0},

entonces S es de dimensión in�nita.

(ii) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjkqkj ∈ G4. Si[[

[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c , xj
]
c
, xj
]
c
∈ P(S) \ {0},

entonces S es de dimensión in�nita.

Demostración. (i) Siguiendo una notación análoga a los Lemas anteriores, tenemos el diagrama:

◦qii
ζ2

q2ii GG
GG

GG
GG

G ◦ζ
ζ
◦qkk

q2kkvvvvvvvvv

◦qkkqii

, ζ = qjj ∈ G3,

donde y1 = xi, y2 = xj , y3 = xk, y4 =
[
[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c xj

]
c
, y miramos la trenza correspon-

diente (Qrs). También llamamos W al espacio vectorial trenzado que generan. Ahora,

si qii = qkk = −1, entonces Q44 = 1;

si qii, qkk 6= −1, entonces el diagrama posee un 4-ciclo;

si qii = −1, qkk 6= −1, o qii 6= −1, qkk = −1, el diagrama contiene un subdiagrama conexo de

rango 2 de la forma ◦q
q2

◦−q , que no aparece en la Tabla 1.

En cualquier caso, B(W ) es de dimensión in�nita, y S también.

(ii) La solución es análoga.

Lema 4.4.8. (i) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qii = −1, q−1
jj = −qijqjiqjkqkj /∈ {−1, qijqji},

qikqki = 1. Si [(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c ∈ P(S) \ {0}, entonces S es de dimensión in�nita.

(ii) Sean i, j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que qjkqkj = 1, qii ∈ G3, qijqji, qkiqik 6= q−1
ii . Si[

(adc xi)2xj , (adc xi)2xk
]
c
∈ P(S) \ {0},

entonces S es de dimensión in�nita.
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Demostración. Para los dos ítems consideraremos la misma notación. Miraremos el espacio trenzado
W determinado por y1 = xi, y2 = xj , y3 = xk e y4 el elemento primitivo correspondiente a la relación
en cuestión, donde yi ∈ W ηi

hi
, para ciertos hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, y obtendremos el diagrama generalizado

de Dynkin correspondiente a (Qrs = ηs(hr)).

(i) Consideramos los tres diagramas posibles para i, j, k, como en el Lema 4.2.19:

◦−1
ζ

ζ2

DD
DD

DD
DD

◦−ζ
ζ

ζ

◦−1

−ζ2zz
zz

zz
zz

◦−ζ

, ◦−1
−1

◦ζ
ζ2

◦−1

−ζyy
yy

yy
yy

◦−ζ2

, ◦−1
ζ

ζ2

EE
EE

EE
EE

◦ζ
−ζ

−ζ

◦−1

−ζ2yy
yy

yy
yy

◦−ζ2

.

Para el primer y el tercer diagrama, Q12Q21, Q24Q42, Q14Q41 6= 1, y el producto de estos tres
escalares no es 1, por lo cual B(W ) es de dimensión in�nita, por el Lema 1.8.3. El segundo vemos
que no aparece en la Tabla 3, de modo que también B(W ) es de dimensión in�nita en este caso.
Así, S es de dimensión in�nita.

(ii) Ahora, consideramos las dos posibilidades para la trenza (qrs): qii = qijqji = −qikqki =: ζ ∈ G3,
qjj = −1, qkk ∈ {−1,−ζ2}. Luego, el diagrama de (Qrs) es:

◦−1
ζ

◦ζ
−ζ

−ζ

◦qkk

q2kkζww
ww

ww
ww

w

◦−qkk

.

Si qkk = −1, entonces Q44 = 1; si qkk = −ζ2, entonces

Q23Q32, Q24Q42, Q34Q43 6= 1, Q23Q32Q24Q42Q34Q43 6= 1.

En cualquier caso, B(W ) es de dimensión in�nita, y S también.

Lema 4.4.9. Sean i, j ∈ {1, . . . , θ} tales que se veri�ca alguna de las siguientes situaciones:

(i) −qii,−qjj , qiiqijqji, qjjqjiqij 6= 1,

(1− qijqji)qjjqji
[
xi, [(adc xi)xj , xj ]c

]
c
− (1 + qjj)(1− qjjqjiqij) ((adc xi)xj)

2 ∈ P(S) \ {0};

(ii) qjj = −1, qiiqijqji /∈ G6, y además mij ∈ {4, 5}, o mij = 3, qii ∈ G4,

[
xi,
[
(adc xi)2xj , (adc xi)xj

]
c

]
c
−

1− qiiqjiqij − q2
iiq

2
jiq

2
ijqjj

(1− qiiqijqji)qji
(
(adc xi)2xj

)2 ∈ P(S) \ {0};

(iii) 4αi + 3αj /∈ ∆χ
+, qjj = −1 o mji = 2, y además mij ≥ 3, o mij = 2, qii ∈ G3,

[x3αi+2αj , (adc xi)xj ]c ∈ P(S) \ {0};

(iv) 3αi + 2αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 3αj /∈ ∆χ

+, y q
3
iiqijqji, q

4
iiqijqji 6= 1,

[(adc xi)2xj , x3αi+2αj ]c ∈ P(S) \ {0};
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(v) 4αi + 3αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 4αj /∈ ∆χ

+,

[x4αi+3αj , (adc xi)xj ]c ∈ P(S) \ {0};

(vi) 5αi + 2αj ∈ ∆χ
+, 7αi + 3αj /∈ ∆χ

+,

[[(adc xi)3xj , (adc xi)2xj ], (adc xi)2xj ]c ∈ P(S) \ {0};

(vii) qjj = −1, 5αi + 4αj ∈ ∆χ
+,

[x2αi+αj , x4αi+3αj ]c − ax2
3αi+2αj ∈ P(S) \ {0},

para algún escalar a ∈ k.

Entonces S es de dimensión in�nita.

Demostración. Para empezar, observamos que el único diagrama generalizado de Dynkin conexo de
rango 3 tal que 3αi + 2αj ∈ ∆χ

+, para algunos i, j, es el de tipo súper G(3), que es justamente el
único tal que algún mkl ≥ 3 (justamente, mij = 3). Además, ningún diagrama conexo de rango 3
contiene una raíz de la forma 4αi + 3αj , o de la forma 5αi + 4αj .

Como en los Lemas anteriores, miramos la trenza correspondiente a W , el subespacio trenzado
determinado por elementos primitivos y1 = xi, y2 = xj e y3 el elemento primitivo correspondiente
a la relación a considerar, y su correspondiente diagrama de Dynkin.

(i) Si Q13Q31 6= 1 o Q23Q32 6= 1, entonces B(W ) es de dimensión in�nita. En otro caso,

Q13Q31 = q4
iiq

2
ijq

2
ji = 1, Q23Q32 = q4

jjq
2
ijq

2
ji = 1,

con lo cual Q33 = q4
iiq

4
ijq

4
jiq

4
jj = 1, y B(W ) también es de dimensión in�nita.

(ii) Si qii ∈ G4, qijqji = qii = q−1
jj (esto es, (qrs) es de tipo Cartan G2), entonces

Q33 = q16
ii q

8
ijq

8
jiq

4
jj = 1,

con lo cual B(W ) es de dimensión in�nita. En otro caso, Q13Q31 6= 1, o Q23Q32 6= 1, o

Q13Q31 = q8
iiq

2
ijq

2
ji = 1, Q23Q32 = q4

ijq
4
jiq

4
jj , con lo cual Q33 = 1,

y en cualquier caso B(W ) es de dimensión in�nita, por lo observado al comenzar el Lema.

(iii) En este caso, calculamos

Q33 = q16
ii q

12
ij q

12
ji q

9
jj , Q13Q31 = q8

iiq
3
ijq

3
ji, Q23Q32 = q4

ijq
4
jiq

6
jj .

Si (qrs) es de tipo Cartan G2 con qii ∈ G6, qijqji = qjj = −1, entonces B(W ) es de dimensión
in�nita, pues es un diagrama conexo de rango 3, que no es de tipo súper G(3) y tal que M12 = 3.
En otro caso, basta con veri�car que Q13Q31 6= 1 o Q23Q32 6= 1 para concluir que B(W ) es de
dimensión in�nita. Si mji ≥ 2, los casos posibles son:

qii = −ζ, qijqji = ζ7, qjj = ζ3, ζ ∈ G9; en tal caso, Q23Q32 = ζ.

qii = −ζ, qijqji = −ζ12, qjj = ζ5, ζ ∈ G15; así, Q23Q32 = ζ3.
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Además, si qii = ζ8, qijqji = ζ3, qjj = −1, ζ ∈ G12, se tiene Q13Q31 = ζ. En todos los casos
restantes, qjj = −1 y qijqji /∈ G4, con lo cual Q23Q32 6= 1.

(iv) Analizamos los dos casos posibles para los cuales la relación no es redundante.

◦ζ3
ζ8

◦−1 , ζ ∈ G9, ◦η3
−η4

◦−η−4 , η ∈ G15.

Para ello, notamos primero que ambos no están contenidos en ningún diagrama conexo de rango
3 cuya álgebra de Nichols sea de dimensión �nita, de modo que basta veri�car que Q13Q31 6= 1 o
Q23Q32 6= 1. Para el primero, Q23Q32 = ζ4 6= 1; y para el segundo, Q23Q32 = −η−4 6= 1, con lo cual
B(W ) es de dimensión in�nita para ambos.

(v) La prueba es similar al caso (iii) . Notemos que

Q33 = q25
ii q

12
ij q

20
ji q

16
jj , Q13Q31 = q10

ii q
4
ijq

4
ji, Q23Q32 = q5

ijq
5
jiq

8
jj .

Para los diagramas que satisfacen las condiciones de este ítem, qjj = −1. Además, si qii = ζ ∈ G5,
qijqji = ζ2, se tiene que Q33 = 1. Para los restantes, qijqji /∈ G5, con los cual Q32Q23 6= −1, y por
lo observado al comienzo de la prueba, B(W ) es de dimensión in�nita en todos los casos posibles.

(vi) Nuevamente calculamos

Q33 = q49
ii q

21
ij q

21
ji q

9
jj , Q13Q31 = q14

ii q
3
ijq

3
ji, Q23Q32 = q7

ijq
7
jiq

6
jj .

Para los diagramas que satisfacen las condiciones de este ítem, qjj = −1 y qijqji /∈ G7, con lo cual
Q23Q32 6= 1. Luego, B(W ) es de dimensión in�nita.

(vii) La prueba es análoga a la de (i) .

En todos los casos, concluimos que S es de dimensión in�nita.

A continuación podremos probar los Teoremas 4.4.10 y 4.4.12, que constituyen los resultados
centrales de esta Sección.

Teorema 4.4.10. Sea S = ⊕n≥0S(n) un álgebra de Hopf graduada en kΓ
kΓYD de dimensión �nita,

Γ un grupo abeliano �nito, tal que S(0) = k1. Fijemos una base x1, . . . , xθ de V := S(1), tal que
xi ∈ S(1)χigi para algunos gi ∈ Γ y χi ∈ Γ̂, y llamemos qij := χj(gi). Si S está generada como álgebra
por S(0)⊕ S(1), entonces S ∼= B(V ).

Demostración. Como S está generada como álgebra por S(0)⊕S(1), la proyección canónica T (V )�
B(V ) = T (V )/I(V ) induce un mor�smo suryectivo de álgebras de Hopf trenzadas π : S � B(V ),
que es graduado; podemos considerar S = T (V )/I, para algún ideal de Hopf trenzado I de T (V ),
generado por elementos de grado ≥ 2, I ⊆ I(V ).

Supongamos que I(V ) % I. Entonces al menos uno de los generadores de I(V ) del Teorema 4.2.1
no pertenece a I. Consideremos entonces un generador x ∈ I(V ) \ I de grado mínimo k. Luego, x
es primitivo en S, de acuerdo al Lema 4.2.2.

A partir de la Proposición 4.4.1, y los Lemas 4.4.2-4.4.9, deducimos que x = xNαα para algún
α ∈ ∆χ

+ \ O, o alguna raíz simple α = αi tal que i no es un vértice de Cartan, o α = αi + αj ,
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Nα = 2, qii = qjj = qijqji = −1. Entonces, si gα ∈ Γ, χα ∈ Γ̂ son los correspondientes elementos,
se tiene que qα = χα(gα), la cual es una raíz de la unidad de orden Nα. Luego, gNαα ∈ Γ y χNαα ∈ Γ̂
son los elementos correspondientes a x, de modo que

c(x⊗ x) = gNαα · x⊗ x = χNαα
(
gNαα

)
x⊗ x = x⊗ x,

y x genera en S una subálgebra de dimensión in�nita, por ser primitiva en S. Absurdo, que viene
de suponer que I(V ) 6= I. Luego, S ∼= B(V ).

Observación 4.4.11. Podemos notar que en la prueba del Teorema anterior no usamos el hecho que
la trenza se realiza sobre un grupo abeliano, sino simplemente que la trenza es de tipo diagonal.
Por lo tanto, la conclusión del Teorema sigue valiendo si S ∈HH YD tiene trenza de tipo diagonal,
para H cualquier álgebra de Hopf.

El siguiente Teorema responde a�rmativamente [AS2, Conj. 1.4] en el caso en que el grupo de
elementos de tipo grupo es abeliano, y extiende [AS6, Thm. 5.5].

Teorema 4.4.12. Sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión �nita sobre un grupo abeliano
Γ. Entonces H está generada por sus elementos casi primitivos y de tipo grupo.

Demostración. Sea grH = R#kΓ, V = R(1). Entonces H está generada por sus elementos de tipo
grupo y casi primitivos si y sólo si grH lo está, lo cual es equivalente a que R es el álgebra de
Nichols B(V ). Sea S el dual graduado R∗ en la categoría kΓ

kΓYD. De acuerdo al Lema 1.5.3 basta
con probar que S es el álgebra de Nichols B(V ∗), lo cual se sigue del Teorema 4.4.10.



Capítulo 5

Álgebras cuasi-Hopf básicas sobre
grupos cíclicos

En este capítulo introducimos la noción de álgebra cuasi-Hopf y damos su relación con las
categorías tensoriales. Luego, abordamos el problema de clasi�cación de las álgebras cuasi-Hopf
básicas salvo torcimiento siguiendo los resultados presentes en [A2].

5.1. Preliminares sobre álgebras cuasi-Hopf y categorías tensoriales

En esta sección recordaremos las de�niciones de álgebra cuasi-Hopf y categoría tensorial puntea-
da. También describiremos los procesos de equivariantización y de-equivariantización de categorías
tensoriales. Luego consideraremos algunos ejemplos que nos serán importantes en las siguientes
secciones.

En esta sección k es simplemente un cuerpo. A partir de la sección siguiente pediremos de nuevo
que sea un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 0.

5.1.1. Álgebras cuasi-Hopf, de�nición y ejemplos

De�nición 5.1.1. Una cuasi-biálgebra es una cuaterna (H,∆, ε,Φ), donde H es una k-álgebra
asociativa con unidad, ∆ : H → H ⊗ H, ε : H → k son mor�smos de álgebras (denominados
coproducto y counidad respectivamente) y Φ ∈ H⊗3 es un elemento invertible (llamado el asociador)
que satisfacen:

(id⊗ id⊗∆)(Φ)(∆⊗ id⊗ id)(Φ) = (1⊗ Φ)(id⊗∆⊗ id)(Φ)(Φ⊗ 1), (5.1)

(id⊗ε⊗ id)(Φ) = 1⊗ 1, (5.2)

y para cada h ∈ H:

(id⊗∆)∆(h) = Φ ((∆⊗ id)∆(h)) Φ−1, (5.3)

(ε⊗ id)∆(h) = (id⊗ε)∆(h) = h. (5.4)

133
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Notemos que (5.3) es una forma débil de coasociatividad. Usaremos para el coproducto la nota-
ción de Sweedler ∆(h) = h1 ⊗ h2, omitiendo las sumatorias pero recordando que el coproducto no
es coasociativo, y denotaremos

Φ = Φ1 ⊗ Φ2 ⊗ Φ3, Φ−1 = Φ1 ⊗ Φ2 ⊗ Φ3.

De�nición 5.1.2. Sea H una cuasi-biálgebra. Un torcimiento para H es un elemento invertible
J ∈ H ⊗H tal que (ε⊗ id)(J) = (id⊗ε)(J) = 1.

Para cada torcimiento J se de�ne una nueva cuasi-biálgebra HJ , cuya estructura de álgebra y
counidad son las mismas que las de H, pero donde el coproducto y el asociador están dados por:

∆J(h) := J−1∆(h)J, h ∈ H, (5.5)

ΦJ := (1⊗ J)−1(id⊗∆)(J)−1Φ(∆⊗ id)(J)(J ⊗ 1). (5.6)

HJ se dice equivalente por torcimiento a H.

De�nición 5.1.3. Sea H una cuasi-biálgebra. Una antípoda de H es una terna (S, α, β), donde
S : H → Hop es un mor�smo de álgebras y α, β ∈ H satisfacen:

S(h1)αh2 = ε(h)α, h1βS(h2) = ε(h)β, para todo h ∈ H, (5.7)

Φ1βS(Φ2)αΦ3 = 1, S(Φ1)αΦ2βS(Φ3) = 1. (5.8)

Un álgebra cuasi-Hopf es una cuasi-biálgebra (H,∆, ε,Φ) que admite una antípoda (S, α, β) tal que
S es biyectiva.

La antípoda de un álgebra cuasi-Hopf no es única, pero está unívocamente caracterizada, salvo
elementos invertibles de H.

Lema 5.1.4. [D2, Prop. 1.1] Sea (H,∆, ε,Φ,S, α, β) un álgebra cuasi-Hopf. (S, α, β) es otra antí-
poda de H si y sólo si existe un elemento invertible u ∈ H tal que

α = uα, β = βu−1, S(h) = uS(h)u−1, para todo h ∈ H.

Demostración. Se deduce al considerar u = S(Φ1)αΦ2βS(Φ3).

Observación 5.1.5. Sea H un álgebra cuasi-Hopf. Entonces RepH es una categoría tensorial.

Para ello,M⊗N tiene la estructura canónica deH-módulo dada por ∆, h·(m⊗n) = h1·m⊗h2⊗n,
y el isomor�smo de asociatividad a : (• ⊗ •) ⊗ • → • ⊗ (• ⊗ •) está dado por la acción de Φ. La
unidad es I = (k, ε) como en el caso de las álgebras de Hopf, y los duales a derecha e izquierda
se construyen a partir de S, sólo que α y β alteran los mor�smos de evaluación y coevaluación: si
(vi)i=1,...,n y (fi)i=1,...,n son bases duales de V, V ∗ ∈ RepH, se tiene:

bV (1) =
n∑
i=1

β · vi ⊗ fi, eV (f ⊗ v) = f(α · v), v ∈ V, f ∈ V ∗.

Ejemplo 5.1.6. Todo álgebra de Hopf es un álgebra cuasi-Hopf con Φ = 1⊗ 1⊗ 1 y α = β = 1.
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Para cada grupo �nito Γ con unidad e y cada ω ∈ H3(Γ,k×), el álgebra H = Fun(Γ,k) del
Ejemplo 1.1.10 es un álgebra cuasi-Hopf (que denotaremos Fun(Γ,k)ω) con las estructuras usuales

∆(1g) =
∑
h∈Γ

1h ⊗ 1h−1g, ε(1g) = δg,e, S(1g) = 1g−1 ,

y donde se tienen los elementos:

Φ =
∑

g,h,k∈Γ

ω(g, h, k)1g ⊗ 1h ⊗ 1k, α =
∑
g∈Γ

ω(g, g−1, g)1g, β = 1.

La importancia de las álgebras cuasi-Hopf de dimensión �nita radica en su relación con las
categorías tensoriales �nitas. Para ello, citamos el siguiente resultado de reconstrucción Tannakiana,
que puede encontrarse por ejemplo en [EGNO, Thm. 1.34.8]:

Teorema 5.1.7. La aplicación H 7→ (RepH,Forget) es una biyección entre:

álgebras cuasi-Hopf sobre k de dimensión �nita, salvo equivalencia por torcimiento e isomor-
�smo,

categorías tensoriales �nitas que admiten un funtor de cuasi-�bra, salvo equivalencia monoidal.

Introducimos ahora una familia de categorías tensoriales, que será el objeto de estudio en este
capítulo.

De�nición 5.1.8. Sea C una categoría tensorial. Un objeto X de C se dice invertible si eX :
X∗ ⊗X → I y bX : I→ X ⊗X∗ son isomor�smos. C se dice punteada si todo objeto simple de C es
invertible.

Observación 5.1.9. La categoría VecωΓ es punteada para todo grupo Γ y todo 3-cociclo ω.

Si H es un álgebra cuasi-Hopf, entonces RepH es punteada si y sólo si H es básica: esto es,
todo módulo simple es de dimensión 1. Así la correspondencia del Teorema 5.1.7 induce una corres-
pondencia entre álgebras cuasi-Hopf básicas de dimensión �nita, salvo torcimiento e isomor�smo, y
categorías tensoriales �nitas punteadas (las cuales admiten siempre funtores de cuasi-�bra, ver [EO,
Prop. 2.6]), salvo equivalencia de categorías.

Por otro lado, si H es un álgebra de Hopf, la categoría de comódulosMH es punteada si y sólo
si H es punteada.

5.1.2. Equivariantización y de-equivariantización

Sea C una categoría tensorial �nita. Denotaremos por Aut C a la categoría que tiene por objetos
las auto-equivalencias tensoriales de C, y cuyos mor�smos son los isomor�smos de funtores tenso-
riales. Notemos que Aut C es monoidal, donde el producto tensorial está dado por la composición
de funtores tensoriales.

Para cada grupo Γ denotaremos por Γ a la categoría cuyos objetos son los elementos de Γ, sus
mor�smos son las identidades en cada objeto, y el producto tensorial es la multiplicación en Γ.
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De�nición 5.1.10. Una acción de un grupo Γ en una categoría tensorial �nita C es un funtor
monoidal F : Γ→ Aut C.

Esto es, una colección de funtores {Fg : g ∈ Γ} ⊂ Aut C, e isomor�smos

γg,h : Fg ◦ Fh ∼ // Fgh , g, h ∈ Γ,

que de�nen la estructura tensorial del funtor F .

De�nición 5.1.11. Sea Γ un grupo �nito actuando sobre una categoría tensorial �nita C. Un objeto
Γ-equivariante de C es un objeto X ∈ C junto con una familia de isomor�smos ug : Fg(X) → X
tales que para todo par de elementos g, h ∈ Γ se tiene el siguiente diagrama commutativo:

Fg(Fh(X))
Fg(uh) //

γg,h

��

Fg(X)

ug

��
Fgh(X)

ugh // X.

Un mor�smo de objetos equivariantes β : (X, (ug)g∈Γ)→ (Y, (vg)g∈Γ) es un mor�smo β : X → Y
en C tal que para todo g ∈ Γ, β◦ug = vg◦Fg(β). La categoría de Γ-objetos equivariantes se denomina
la equivariantización de C, la cual denotaremos CΓ.

CΓ es una categoría tensorial con el producto tensorial (X, (ug)g∈Γ) ⊗ (Y, (vg)g∈Γ) = (X ⊗
Y, (wg)g∈Γ), donde para cada g ∈ Γ, wg está dado por la composición

Fg(X ⊗ Y ) ∼ // Fg(X)⊗ Fg(Y )
ug⊗vg // X ⊗ Y .

Notemos que CΓ admite una inclusión natural ι : Rep Γ→ CΓ.

Consideraremos el proceso inverso; para ello, sea D una categoría tensorial �nita tal que Z(D)
contiene a Rep Γ como subcategoría Tannakiana, donde Γ es un grupo �nito; esto es, la trenza de
Z(CΓ) se restringe a la trenza simétrica de Rep Γ. Asumimos además que la composición Rep Γ→
Z(D) → D es una inclusión. El álgebra Fun(Γ,k) de funciones Γ → k es un álgebra en Rep Γ: Γ
actúa sobre Fun(Γ,k) por traslaciones a izquierda. Así, Fun(Γ,k) es un álgebra en la categoría
trenzada Z(D).

De�nición 5.1.12. La categoría de Fun(Γ,k)-módulos en D se llama la de-equivariantización de
D, la cual denotaremos DΓ; es una categoría tensorial.

Nos será útil el siguiente resultado sobre equivariantización y de-equivariantización. En [DGNO,
Prop. 4.19] puede encontrarse la prueba de este resultado y referencias a otros trabajos.

Teorema 5.1.13. (i) Sea Γ un grupo �nito que actúa sobre una categoría tensorial �nita C.
Entonces Rep Γ es una subcategoría Tannakiana de Z(CΓ), y la composición de esta inclusión
Rep Γ→ Z(CΓ) con el funtor de olvido Z(CΓ)→ CΓ es la inclusión natural ι.

(ii) Los procedimientos de equivariantización y de-equivariantización son naturalmente inversos:
(CΓ)Γ

∼= Γ, (DΓ)Γ ∼= Γ.
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Ejemplo 5.1.14. Describiremos cómo obtener de-equivariantizaciones de ciertas categorías semi-
simples. Más allá que no trabajaremos sobre estas categorías, trabajaremos luego con categorías no
semisimples que las incluyen.

Consideremos una acción de un grupo Γ sobre la categoría C = VecK,ω, donde K es un grupo
abeliano y ω ∈ H3(K,k×). Nuestro objetivo es describir acciones tales que CΓ sea punteada. Para
ello seguiremos el trabajo sobre categorías duales [N], dado que por [Ni] se tiene CΓ ∼= (C o Γ)∗C . En
nuestro contexto, obtenemos que Γ debe ser abeliano, con lo cual Rep Γ ∼= Vec

Γ̂
. A partir de [N], la

acción de Γ̂ sobre K es trivial, con lo cual C o Γ ∼= Vec
K×Γ̂

.

Probaremos que existe una correspondencia entre las extensiones de grupos de K por Γ̂, y las
equivariantizaciones según acciones de Γ sobre C.

Denotemos los elementos simples de C simplemente con los elementos de K. Asumimos que la
acción sobre los objetos es trivial; esto es, Fγ(X) = X para todo objeto X y todo γ ∈ Γ. Siguiendo
la descripción dada en [T, Section 7], la acción está descrita por un elemento ψ ∈ H2(Γ, K̂):

ψ(γ1, γ2) : Fγ1 ◦ Fγ2 → Fγ1γ2 , γi ∈ Γ.

A partir de la estructura tensorial de cada Fγ obtenemos un elemento ξ ∈ H2(K, Γ̂),

ξ(k1, k2)(γ) : Fγ(k1)⊗ Fγ(k2) = k1 + k2 → Fγ(k1 + k2) = k1 + k2,

donde ki ∈ K, γ ∈ Γ.

Por otro lado, notemos que FPdim(CΓ) = |Γ|FPdimC = |Γ||K| (ver [EO] para la de�nición y
propiedades de la dimensión de Perron-Frobenius en categorías tensoriales), con lo cual CΓ tiene
|Γ||K| objetos simples no isomorfos. Tales objetos son pares (k, (uγ)γ∈Γ), para algunos escalares
uγ ∈ k× que satisfacen uγ1uγ2 = ψ(γ1, γ2)(k)uγ1+γ2 . Luego dos objetos simples (k, (uγ)γ∈Γ) y
(k, (vγ)γ∈Γ) están relacionados por un elemento f ∈ Γ̂ tal que vγ = uγf(γ) para todo γ ∈ Γ,
y son isomorfos si y sólo si f = 1. Luego podemos identi�car objetos simples en CΓ como pares
(k, f) ∈ K × Γ̂.

Para cada k �jo, existen |Γ| elementos (k, (uγ)γ∈Γ), y

ψ(γ1, γ2)(k) = uγ1uγ2u
−1
γ1+γ2 = ψ(γ2, γ1)(k).

Así ψ(γ1, γ2) = ψ(γ2, γ1) para todo par γi ∈ Γ, y por [T] se tiene que ξ(k1, k2) = ξ(k2, k1) para todo
par ki ∈ K. Los elementos de H2(K, Γ̂) parametrizan extensiones centrales de K por Γ̂, y si L es la
extensión correspondiente a ξ, L es abeliano. Más aún, podemos identi�car CΓ = VecL,ω̃ para algún
ω̃ ∈ H3(L,k×), dado que el producto tensorial en CΓ satisface, bajo las consideraciones anteriores:

(k1, f1)⊗ (k2, f2) = (k1 + k2, f1 + f2 + ξ(k1, k2)), ki ∈ K, fi ∈ Γ̂.

Más aún, ω̃ es el pullback de ω bajo la proyección π : L→ K que corresponde a la extensión, dado
que el funtor de olvido CΓ → C es tensorial, lo cual también puede obtenerse de [N].

Notar que ψ ∈ H2(Γ, K̂) es el elemento correspondiente a la extensión dual L̂ de Γ por K̂.

Además, dado un mor�smo T : Γ̂→ L̂ tal que para todo par f1, f2 ∈ Γ̂,

〈T (f1), (0, f2)〉 = 1,
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la función ω : K3 → k× dada por

ω(k1, k2, k3) = 〈T (ξ(k2, k3)) , (k1, 0)〉, ki ∈ K,

de�ne un elemento en H3(K,k×), que también denotaremos por ω. El pullback ω̃ es trivial en
H3(L,k×). De hecho, si consideramos la función α : L× L→ k× dada por

α ((k1, f1), (k2, f2)) = 〈T (f2), (k1, f1)〉 = 〈T (f2), (k1, 0)〉,

entonces δ2(α) = ω̃. Así, CΓ ∼= VecL, y tenemos una inclusión

Rep Γ ∼= Vec
Γ̂
↪→ Z(VecL) ∼= Vec

L⊕L̂,

la cual, al componer con el funtor de olvido CΓ = VecL, da lugar a la inclusión canónica Rep Γ ↪→
VecL, de modo que tenemos una inclusión de grupos Γ̂ ↪→ L⊕ L̂, que compuesta con la proyección
en la primer componente da lugar a la inclusión Γ̂ ↪→ L.

Ejemplo 5.1.15. Recíprocamente consideramos la de-equivariantización de D = VecL, �jada una
inclusión Rep Γ como subcategoría Tannakiana de Z(VecL) ∼= Vec

L⊕L̂, donde nuevamente Γ y L son
grupos abelianos. Sea K el correspondiente cociente, donde también asumimos que K es abeliano.
En consecuencia tenemos una inclusión ι : Γ̂→ L, y un mor�smo T : Γ̂→ L̂, tal que para todo par
f1, f2 ∈ Γ̂, 〈T (f1), (0, f2)〉 = 1. Tal T parametriza los mor�smos naturales c•,V : • ⊗ V → V ⊗ •
para cada V ∈ Rep Γ, visto como elemento de D.

Consideramos L como una extensión de K por Γ̂, de manera que ι es la inclusión canónica, y es la
extensión correspondiente a ξ ∈ H2(K, Γ̂). El álgebra A = Fun Γ es la suma directa A = ⊕

f∈Γ̂
kf

visto como elemento de Vec
Γ̂
, con el producto canónico, y podemos considerar A = ⊕

f∈Γ̂
k(0, f)

dentro de D. De acuerdo a las consideraciones anteriores, DΓ
∼= VecK,ω para algún ω ∈ H3(K,k×).

El funtor F : D → DΓ, F (X) = A ⊗ X es monoidal, donde los isomor�smos naturales JX,Y :
F (X) ⊗ F (Y ) → F (X ⊗ Y ) corresponden a los isomor�smos naturales inducidos por T más la
multiplicación en A. Por el axioma (1.1) se tiene que

ω(k1, k2, k3) = 〈T (ξ(k2, k3)) , (k1, 0)〉. (5.9)

5.2. Álgebras cuasi-Hopf básicas graduadas sobre grupos cíclicos

Consideremos un álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada de dimensión �nita: H = ⊕i≥0H[i],
donde I := RadH = ⊕i≥1H[i], Ik = ⊕i≥kH[i]. En tal caso, H[0] es semisimple y H está generada
por H[0] y H[1] ([EG1, Lemma 2.1]).

Notemos que si H es básica, entonces H[0] = Fun Γ para algún grupo �nito Γ, con asociador
correspondiente a un elemento de H3(Γ,k×), ver [EG1, Preliminaries]. Además H[1] es un módulo
libre sobre H[0], ver [S2].

Consideremos ahora Γ = Zm y �jemos q una raíz primitiva de la unidad de orden m2. Sean
σ, χ generadores de los grupos cíclicos Zm,Zm2 , respectivamente, donde consideramos la inclusión
canónica Zm ↪→ Zm2 , y �jamos χm = σ. Sea {1b : 0 ≤ b ≤ m2 − 1} el conjunto de idempotentes de
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k[Zm2 ], parametrizados por la condición χ1b = qb1b . Sea además {1s : 0 ≤ s ≤ m− 1} el conjunto
de idempotentes de k[Zm]: de acuerdo a [Ge],∑

0≤i≤m−1

1mi+s = 1s, 0 ≤ s ≤ m− 1. (5.10)

También por [Ge], {ωs : 0 ≤ s ≤ m− 1} = H3(Zm,k×), donde ωs : (Zm)3 → k× está de�nido por

ωs(i, j, k) = qs(i+j−(i+j)′)k (5.11)

y j′ denota el resto de j en la división por m.

En consecuencia, si H es básica radicalmente graduada, el asociador es

Φs :=
m−1∑
i,j,k=0

ωs(i, j, k)1i ⊗ 1j ⊗ 1k, (5.12)

para algún 0 ≤ s ≤ m− 1, el cual es trivial si y sólo si s = 0.

Sea Js =
∑m2−1

i,j=0 c(i, j)
s1i ⊗ 1j , donde denotamos c(i, j) := q(i−i′)j . Notemos que Js es un

torcimiento [Ge]: es invertible y satisface (ε⊗ id)(Js) = (id⊗ε)(Js) = 1. Además,

Φs := d Js = (1⊗ Js)−1(id⊗∆)(Js)−1(∆⊗ id)(Js)(Js ⊗ 1). (5.13)

5.2.1. Álgebras cuasi-Hopf A(H, s)

Consideremos un álgebra de Hopf H = ⊕n≥0H(n) radicalmente graduada, generada por un
elemento de tipo grupo χ de orden m2, y elementos casi-primitivos x1, ..., xθ que satisfacen

χxiχ
−1 = qdixi, ∆(xi) = xi ⊗ 1 + χbi ⊗ xi, (5.14)

para algunos bi, di ∈ {0, 1, . . . ,m2 − 1}. Así, H = R#k[Γ], donde R ∈ kΓ
kΓYD es el álgebra de

coinvariantes. Notemos que si H es de dimensión �nita, m2 no divide a bidi, pues qbidi 6= 1. Sea

Υ(H) := {s ∈ {1, . . . ,m− 1} : bi ≡ sdi(m), 1 ≤ i ≤ θ} . (5.15)

Para cada s ∈ Υ(H) de�niremos un álgebra cuasi-Hopf A(H, s) tal que A(H, s)/RadA(H, s) ∼=
k[Zm] y el asociador será el correspondiente a ωs ∈ H3(Zm,k×).

Consideremos el álgebra cuasi-Hopf (HJs ,∆Js , ε,ΦJs , SJs , αJsβJs , 1) que se obtiene al modi�car
la estructura por el torcimiento Js, y la subálgebra generada por σ := χm y x1, ..., xk, que llamaremos
A(H, s). Si H es de dimensión �nita, tenemos dimA(H, s) = dimH/m = m dimR.

Proposición 5.2.1. (A(H, s),∆Js , ε,ΦJs , SJs , σ
−s, 1) es una álgebra cuasi-Hopf, que no es equiva-

lente por torcimiento a un álgebra de Hopf.

Demostración. Denotemos A = A(H, s) para simpli�car la notación en la prueba. Ya vimos que
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Φs ∈ A⊗A⊗A. Usando que 1zxi = xi1z−di y que m divide a bi − sdi,

∆Js(xi) =
m2−1∑
k,l=0

c(k, l)s

c(k + di, l)s
xi1k ⊗ 1l +

c(k, l)s

c(k, l + di)s
qbik1k ⊗ xi1l

=
m−1∑
y=0

qbiy

(
m−1∑
z=0

qmz(bi−sdi)1mz+y ⊗ xi

)
+
m2−1∑
k,l=0

q((k+di)
′−di−k′)lsxi1k ⊗ 1l

=
m−1∑
y=0

qbiy1y ⊗ xi +
m−1∑
z=0

m−d′i−1∑
y=0

q(d′i−di)szxi1y ⊗ 1z

+
m−1∑

j=m−d′i

q(d′i+m−di)szxi1y ⊗ 1z

 .

Así ∆Js(xi) ∈ A⊗A, con lo cual (A,∆Js , εJs ,ΦJs) es una cuasi-bialgebra, pues ∆Js es un mor�smo
de álgebras.

Por otro lado, αJs =
∑m2−1

z=0 c(−z, z)−s1z, βJs =
∑m2−1

z=0 c(z,−z)s1z, con lo cual βJs es una
unidad y podemos cambiar la antípoda usando esta unidad según el Lema 5.1.4, y se tiene

αJsβJs =
m2−1∑
z=0

c(−z, z)−sc(z,−z)s1z =
m2−1∑
z=0

qsmz1z =
m−1∑
k=0

qsmk1k =

(
m−1∑
k=0

qk1k

)ms
= σ−s.

Además, S(xi) = −xiχbi , de donde deducimos

SJs(xi) = βJsS(xi)β−1
Js

= −xi

m2−1∑
y=0

c(y + di,−y − di)s

c(y,−y)s
qbiy1y


= −xi

m2−1∑
y=0

qbiy−s(y+di)(y+di−(y+di)
′)+sy(y−y′)1y


= −xi

m−1∑
k,l=0

qbil+s(l+di)((l+di)
′−l−di)+km(bi−sdi)1km+l


= −xi

(
m−1∑
l=0

qbil+s(l+di)((l+di)
′−l−di)1l

)
,

usando nuevamente que m divide a bi − sdi.

Supongamos que AJ es un álgebra de Hopf para algún elemento invertible J ∈ A⊗A. Entonces
la componente de grado cero es

J0 =
m−1∑
i,j=0

a(i, j)1i ⊗ 1j , a(i, j) ∈ k,

de modo que Φs = dJ0, lo cual es equivalente a que ωs = da, que es una contradicción.
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5.2.2. Álgebras cuasi-Hopf como subálgebras de álgebras de Hopf.

Probaremos que toda álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada sobre Zm se relaciona con un
álgebra cuasi-Hopf como las de la subsección anterior. Obtenemos así una caracterización de estas
álgebras cuasi-Hopf, las cuales clasi�caremos en la siguiente subsección.

Teorema 5.2.2. Sea A = ⊕n≥0A[n] un álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada de dimensión
�nita sobre Zm, con asociador Φs para algún s, y A[1] 6= 0. Entonces existe un álgebra de Hopf
básica radicalmente graduada de dimensión �nita H, donde H = B(V )#Zm2 para algún módulo de
Yetter-Drinfeld V sobre kZm2, y un epimor�smo graduado de álgebras cuasi-Hopf π : A� A(H, s),
el cual restringido a grados 0 y 1 es la identidad.

Demostración. La prueba es análoga a la de [EG1, Thm. 3.1]. Para simplicar la notación, llamemos
A := A(H, s). Escribimos A[1] = ⊕0≤r<mAr[1], donde si llamamos Q = qm, que es una raíz primitiva
de la unidad de orden m, de�nimos

Ar[1] = {x ∈ A[1] : σxσ−1 = Qrx}.

Notemos que para cada x ∈ Ar[1] se tiene 1ix = x1i−r. Por [EO, Thm. 2.17], tenemos que A0[1] = 0.

Sea Â el álgebra tensorial de A[1] sobre A[0]. Â es un álgebra cuasi-Hopf, ver la prueba de [EG1,
Thm. 3.1], tal que el homomor�smo suryectivo canónico π1 : Â � A es de álgebras cuasi-Hopf.
Consideremos el automor�smo γ de Â de�nido por

γ|A[0] = id, γ|Ar[1] = qr id .

Llamemos L a la suma de todos los ideales cuasi-Hopf de Â contenidos en ⊕i≥2Â[i]. Luego,
kerπ1 ⊆ L y γ(L) = L, con lo cual γ actúa sobre A := Â/L. De�nimos H como el álgebra cuasi-
Hopf generada por A y un elemento de tipo grupo χ, donde χm = σ y χ tiene orden m2, de modo
que χzχ−1 = γ(z) para todo z ∈ H. Luego Ad(σ) = γm, de modo que tal elemento está bien
de�nido, y χ genera un grupo isomorfo a Zm2 .

Consideremos el álgebra H := H
J−1

modi�cada por el torcimiento J = Js, que resulta ser un
álgebra de Hopf radicalmente graduada de dimensión �nita. Así, H = R#Zm2 , para algún álgebra
de Hopf trenzada de dimensión �nita R en la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld sobre kZm2 .
Consideremos los elementos casi-primitivos x1, ..., xk ∈ H[1] que son autovectores de Ad(χ):

χxiχ
−1 = qdixi, ∆(xi) = xi ⊗ 1 + χbi ⊗ xi, bi, di ∈ Zm2

Entonces, σxiσ−1 = qdjmxi; como H0[1] = 0, se tiene m - dj .

Si denotamos ∆ el coproducto de H, se tiene ∆(xi) ∈ A ⊗ A pues A es subálgebra cuasi-Hopf
de Ĥ. Como ∆(xi) = J∆(xi)J−1, tenemos

∆(xi) =
m2−1∑
k,l=0

c(k, l)s

c(k + di, l)s
xi1k ⊗ 1l +

c(k, l)s

c(k, l + di)s
qbik1k ⊗ xi1l

=
m2−1∑
k,l=0

q((k+di)
′−k′−di)lsxi1k ⊗ 1l + q(bi−sdi)(k−k′)+bik′1k ⊗ xi1l

=
m−1∑

w,y,z=0

q((y+di)
′−y−di)zsxi1k ⊗ 1l + q(bi−sdi)wm+biy1wm+y ⊗ xi1z.
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Dado que el primer sumando pertenece a A⊗A, deducimos que bi ≡ sdi(m).

Por otro lado, el álgebra de Hopf trenzada graduada R en la categoría de módulos de Yetter-
Drinfeld sobre Zm2 está generada en grado 1; denotemos V := R[1]. Existe entonces un epimor�smo
de álgebras de Hopf H � B(V )#Zm2 , el cual induce por torcimiento y restricción un mor�smo
suryectivo A = A(H, s) � A(B(V )#Zm2 , s), pues el núcleo del mor�smo de álgebras de Hopf
anterior está generado por elementos de grado ≥ 2. Ambas álgebras tienen las mismas componentes
en grados 0 y 1, y A no tiene ideales cuasi-Hopf propios generados por elementos de grado ≥ 2, de
donde el mor�smo suryectivo es en realidad un isomor�smo: H = B(V )#Zm2 .

5.2.3. Clasi�cación de las álgebras cuasi-Hopf graduadas

Usaremos ahora los resultados sobre generación en grado uno para álgebras de Hopf.

Proposición 5.2.3. Sea A un álgebra cuasi Hopf básica de dimensión �nita, y π : A� A(H, s) la
proyección del Teorema 5.2.2. Entonces π es un isomor�smo.

Demostración. Notemos que la presentación por generadores y relaciones de A(H, s) coincide en las
relaciones entre los elementos casi-primitivos xi, sólo di�ere en el orden del elemento de tipo grupo
que genera el grupo de estos elementos. Luego, supongamos que π no es un isomor�smo, con lo cual
algunas de las relaciones que de�nen B(V ) no se veri�ca en A: sea x la relación de menor grado.

Sea B el cociente de T (V ) por las relaciones de grado menor que x, y Ĥ := B#kZm2 . Por el
Lema 4.2.2, x es primitiva en Ĥ. Además x es Nθ-homogénea: sea α =

∑θ
i=1 niαi ∈ Nθ su grado.

En consecuencia, usando la construcción de la Proposición 5.2.1 tenemos el siguiente esquema de
proyecciones canónicas:

T (V )#kZm2

%% %%LLLLLLLLLLL
// // Ĥ

����
H

! A(T (V )#kZm2 , s) // //

����

A(Ĥ, s)

����
A // // A(H, s).

Notar que además se tiene un mor�smo suryectivo A(Ĥ, s)→ A, por la de�nición de Ĥ.

Sean b =
∑

i nibi y d =
∑

i nidi. De esta forma, en Ĥ,

χxχ−1 = qdx, ∆(x) = x⊗ 1 + χb ⊗ x,

y m divide a b − sd =
∑

i ni(bi − sdi). Luego podemos considerar V ∈ kΓ
kΓYD extendiendo V

con el elemento x con la acción anterior, y cuya coacción es λ(x) = χb ⊗ x. Por la condición
entre b y d, podemos aplicar la Proposición 5.2.1 para construir A(B(V )#kZm2 , s). El mor�smo
suryectivo de álgebras de Hopf T (V )#kZm2 → H induce un mor�smo suryectivo de álgebras cuasi-
Hopf A(T (V )#kZm2 , s) → A(H, s) → A, que en consecuencia induce un mor�smo suryectivo
A→ A(B(V )#kZm2 , s). Esto implica que B(V )#kZm2 es de dimensión �nita, lo cual es un absurdo
por lo probado en el Teorema 4.4.12.

Usando los resultados previos podemos describir todas las álgebras cuasi-Hopf radicalmente
graduadas sobre Zm para m impar, como lo muestra el siguiente resultado.
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Teorema 5.2.4. Sea A un álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada de dimensión �nita tal que
para algún entero impar m,

A/Rad(A) = k[Zm].

Entonces A es equivalente por torcimiento a una de las siguientes álgebras cuasi-Hopf:

1. un álgebra de Hopf radicalmente graduada A tal que A/Rad(A) ∼= k[Zm],

2. un álgebra semisimple cuasi-Hopf k[Zm] con asociador correspondiente a ωs ∈ H3(Zm,k×),
para algún s ∈ {0, 1, ...,m− 1},

3. un álgebra A(H, s), para algún álgebra de Hopf radicalmente graduada de dimensión �nita H
tal que A/Rad(A) ∼= k[Zm2 ], y algún s ∈ Υ(H).

Demostración. Consideramos un álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada A; si su asociador es
trivial, entonces A es un álgebra de Hopf cuyo dual es corradicalmente graduado, con corradical
kZm, pero esta familia es autodual.

Consideremos entonces álgebras cuasi-Hopf radicalmente graduadas A con asociador no trivial
Φs. Si el rango de A[1] sobre A[0] es cero, A es semisimple, es decir A = Fun(Zm,k)ωs . Si el rango
de A[1] sobre A[0] no es cero, por el Teorema 5.2.2 existe un álgebra de Hopf radicalmente graduada
H, con H/RadH ∼= kZm2 , y una proyección de álgebras cuasi-Hopf π : A � A(H, s). Por la
Proposición 5.2.3, π es un isomor�smo, lo que completa la prueba.

5.3. Levantamientos de álgebras cuasi-Hopf básicas sobre grupos
cíclicos

En esta sección, para cada álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada A0 no semisimple, tal que
A0/Rad(A0) ∼= k[Zm] y su asociador es Φs, consideraremos sus posibles levantamientos: esto es,
todas las álgebras cuasi-Hopf A tales que el álgebra cuasi-Hopf graduada asociada (con respecto a
la �ltración radical) es A0.

De acuerdo a la sección anterior, tales A0 están relacionadas con álgebras de Hopf radicalmente
graduadas H0 tales que H0/Rad(H0) ∼= k[Zm2 ] del siguiente modo: A0 = A(H0, s). Relacionaremos
entonces los levantamientos A de A0 con los levantamientos H de H0.

Nos restringimos al caso en que m no es divisible por los primos ≤ 7: ésto se debe a
que hasta el momento las álgebra de Hopf punteadas sobre grupos abelianos están clasi�cadas bajo
esta restricción en el orden de los grupos, [AS6].

5.3.1. Levantamientos de álgebras cuasi-Hopf con asociador trivial

Comenzaremos con los levantamientos de álgebras cuasi-Hopf cuyo radical es un ideal cuasi-
Hopf tal que el álgebra cuasi-Hopf graduada correspondiente es un álgebra de Hopf; esto es, el
correspondiente asociador del álgebra graduada es trivial. Para ello recordemos el siguiente resultado:

Proposición 5.3.1. [EG3, Prop. 2.3] Sea A un álgebra cuasi-Hopf de dimensión �nita cuyo radical
es un ideal cuasi-Hopf, y la correspondiente álgebra graduada A = gr(A) es un álgebra de Hopf. Si
H3(A∗,k) = 0, entonces A es equivalente por torcimiento a un álgebra de Hopf.
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Fijemos un álgebra de Hopf radicalmente graduada A tal que A/RadA ∼= k[Zm]; consideremos
un conjunto de elementos casi primitivos xi y un elemento de tipo grupo σ que generan A como
álgebra. De modo similar a la Sección anterior, sean bi, di tales que:

σxiσ
−1 = Qdixi, ∆(xi) = xi ⊗ 1 + σbi ⊗ xi.

Escribimos a m como producto de primos: m = pα1
1 · · · p

αk
k , pi > 7 por hipótesis. De�nimos

V (pi) := {j ∈ {1, ..., θ} : bidi 6≡ 0(pαii )} . (5.16)

Dado que consideramos álgebras de Hopf de dimensión �nita: Qbidi 6= 1, o equivalentementem no di-
vide a bidi. Así, ∪lV (pl) = {1, ..., θ}. También, para cada par i ∼ j, tenemos aij , aji ∈ {−1,−2,−3}
y aijbidi ≡ ajibjdj(m), con lo cual i ∈ V (pl) si y sólo si j ∈ V (pl). De esta forma, cada V (pl) es una
unión de componentes conexas del diagrama de Dynkin asociado a la trenza diagonal de A.

Lema 5.3.2. Sean pl, V (pl) como antes. Entonces |V (pl)| ≤ 2.

Demostración. Sea Apl = (aij)i,j∈V (pl) la matriz de Cartan obtenida por restricción de A: es otra
matriz de Cartan �nita. Así,

aijbidi ≡ bidj + bjdi ≡ ajibjdj(pαll ).

Sea m′ =
∏
k 6=l p

αk
k , y q = qm

′
, la cual es una raíz de la unidad de orden pαll . Luego, la trenza

(qbidj )i,j∈Vl es de tipo Cartan �nito Apl , asociada a un espacio vectorial trenzado W con base xi,
tal que se puede �jar un generador σ of Zpαll que satisface:

σxiσ
−1 = qdixi, ∆(xi) = xi ⊗ 1 + σbi ⊗ xi.

En consecuencia este espacio es uno de la Sección 5.4, y |V (pl)| = dimW ≤ 2.

A continuación enunciaremos un resultado análogo a [EG3, Thm. 1.3], para el cual daremos una
prueba adaptada a este caso más general.

Teorema 5.3.3. Sea A un álgebra cuasi-Hopf básica de dimensión �nita tal que A/Rad(A) ∼=
k[Zm], y el álgebra cuasi-Hopf graduada asociada A = gr(A) es un álgebra de Hopf. Entonces A es
equivalente por torcimiento a un álgebra de Hopf.

Demostración. De acuerdo a la Proposición 5.3.1, nos basta probar que H3(A∗,k) = 0. Notemos
que A∗ es álgebra de Hopf corradicalmente graduada con G(A∗) = Zm. De acuerdo a la clasi�cación
de Heckenberger (ver [H3] y también [AS6]), tal álgebra de Hopf es de la forma A∗ = B(V )#kZm,
la cual como álgebra es A∗ = ZmnB(V ), donde V es un espacio vectorial trenzado de tipo Cartan.
Sea u+

q la parte positiva del grupo cuántico pequeño cuya trenza es equivalente por torcimiento a
la de V , donde q es raíz de la unidad de orden m. Notemos que:

H•(A∗,k) = H•(B(V ),k)Zm = H•(u+
q ,k)Zm .

La última igualdad se sigue de la prueba de [EG3, Prop. 5.1]: a pesar que B(V ) y u+
q pueden no ser

isomorfas como álgebras, se tiene H•(B(V ),k) = H•(u+
q ,k).
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De acuerdo a [GK] se tiene que H•(u+
q ,k) =

∑
w∈W Cηw⊗S(n+), dondeW es el grupo de Weyl,

cada ηw tiene grado la longitud de w (que denotaremos `(w)) y S(n+) es el álgebra simétrica de la
parte positiva del álgebra de Lie asociada considerada con grado 2.

Sea ρ := 1
2

∑
α∈∆+

α. Un generador σ de Zm actúa trivialmente en S(n+) y por un escalar λw
en cada ηw. Tal escalar es

λw := q−
∑
i nidi donde

∑
i

niαi = γw :=
∑

α∈∆+:w(α)<0

α = ρ− w(ρ).

Como Zm actúa trivialmente en S(n+) y por qdi 6= 1 sobre w = si, para probar queH3(u+
q ,k)Zm =

0 nos basta con probar que λw 6= 1 para cada w tal que `(w) = 3. Escribimos entonces w = si1si2si3 ,
donde dos elementos consecutivos son necesariamente distintos.

Asumimos primero que i1, i2, i3 ∈ V (pl) para algún primo pl que divida a m. Luego dos de ellos
son iguales, pues cada V (pl) tiene a lo sumo dos elementos por el Lema anterior; así, i1 = i3 y
V (pl) = {i1, i2}. Tal conjunto corresponde a un subdiagrama de tipo A1 × A1, A2, B2 or G2. La
condición λw = 1 es equivalente a

∑
i nidi ≡ 0(m), la cual podemos considerar entonces módulo pαll .

Usando la caracterización en la Sección 5.4 y un cálculo análogo al de [EG3, Prop. 5.1], concluimos
que λw 6= 1 en este caso.

Asumimos ahora que no todos están en el mismo V (pl). Luego todos los ij 's son diferentes:
�jemos por simplicidad ij = j. Así existe uno de ellos en una componente distinta: asumimos que
3 ∈ V (pl) y que 1, 2 /∈ V (pl); esto es, pαll divide a b1d1, b2d2, pero no divide a b3d3.

Escribimos bi = pβil ai, di = pγil ci, donde pl no divide a ai, ci. Entonces β1 + γ1, β2 + γ2 ≥ αl,
pero β1 + γ1 < αl. También, b1d2 + b2d1 ≡ 0(pl), lo que se deduce de b1d2 + b2d1 ≡ 0(m) si 1 � 2,
o por considerar 1, 2 /∈ V (pl) si 1 ∼ 2. Entonces mı́n{β1 + γ2, β2 + γ1} ≥ αl. De las desigualdades
anteriores,

mı́n{β1, β2}+ mı́n{γ1, γ2} ≥ αl.

Supongamos entonces que λw = 1. Luego d3 ≡ −n1d1 − n2d2(m), al menos uno de los naturales
n1, n2 pertenece a {1, 2, 3} (n3 = 1 porque 3 está en una componente conexa distinta del diagrama
de Dynkin). Dado que pαll no divide a d3 (pues no divide a b3d3) obtenemos que mı́n{γ1, γ2} ≤ γ3.
También, como 3 no está conectado con 1, 2, tenemos que b1d3 + b3d1 ≡ b2d3 + b3d2 ≡ 0(pαll ), de
donde

b3d3 ≡ −b3(n1d1 + n2d2) ≡ d3(n1b1 + n2d2)(pαll ).

Se sigue entonces que β3+γ3 ≥ mı́n{β1, β2}+γ3 ≥ mı́n{β1, β2}+mı́n{γ1, γ2} ≥ αl, lo que contradice
la hipótesis 3 ∈ V (pl). Entonces vale λw 6= 1 también en este caso.

A partir de lo calculado, H3(u+
q ,k)Zm = 0.

5.3.2. Equivariantización de levantamientos de álgebras cuasi-Hopf.

En esta subsección obtendremos para cada álgebra cuasi-Hopf A que es un levantamiento de
A = A(H, s), un álgebra de Hopf H que es un levantamiento de H. Usaremos la misma notación
de deformaciones que en [EG3, Section 2.4]: dado un mor�smo graduado f0 de grado d de A⊗n
en otro espacio graduado, diremos que f es una deformación de f0 si f se obtiene a partir de f0

agregando términos de grado mayor que d, lo cual escribiremos f = f0 + tgm (tgm = términos en
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grados mayores). Lo utilizaremos para hablar de deformaciones de álgebras, coálgebras, antípodas e
incluso para mirar el asociador. Por ejemplo, un levantamiento será visto como una deformación de
A vía identi�car A con A como espacios vectoriales y pensar que se modi�can algunas estructuras.

Teorema 5.3.4. Sea A un álgebra cuasi-Hopf tal que gr(A) = A. Entonces existe una acción de
Γ = Zm en la categoría C = Rep(A) que �ja los elementos simples de C, tal que la equivariantización
CΓ es tensorialmente equivalente a RepH, para algún álgebra de Hopf H. Tal álgebra de Hopf es un
levantamiento de H, y existe una inclusión de álgebras cuasi-Hopf A ↪→ HJ , para algún torcimiento
J ∈ H ⊗H.

Demostración. En un primer paso construiremos H. La idea es 'extender' A como en el caso radi-
calmente graduado siguiendo el procedimiento de [EG3, Section 4]. Recordemos los distintos pasos
de la demostración en tal trabajo para notar que aún sigue siendo válida en nuestro contexto.

Consideremos el automor�smo χ = S2 del álgebra A. De�nimos ∆χ(x) := (χ⊗ χ)(∆(χ−1(x)))
para cada x ∈ A. De acuerdo a [D2, Prop. 1.2], existe un torcimiento K tal que ∆χ(x) = K∆(x)K−1

para todo x ∈ A. Denotemos por K0 la componente de grado cero de K, la cual conmuta con ∆0(x)
para todo x, donde ∆0 denota el coproducto de A y miramos a A como el mismo espacio vectorial
que A. Así K0 = 1, de donde K = 1 + hdt.

Notemos que [EG3, Lemma 4.1] sigue valiendo en nuestro contexto: lo que se utiliza es que el
caracter λ, el cual determina el isomor�smo de funtores tensoriales V → λ⊗ V ∗∗∗∗ ⊗ λ−1 en RepA
satisface λm = 1, sin importar que el orden sea primo. Así concluimos que S2m es un automor�smo
interior: luego, existe k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} y b = σk + hdt ∈ A (σ ∈ A es el elemento de tipo
grupo que genera el grupo cíclico �jado antes) tal que S2m(x) = bxb−1 para todo x ∈ A. También
podemos aplicar [EG3, Lemma 4.2], pues usa solamente el hecho que A es un levantamiento de A
con A/Rad(A) = Zm pero no usa la estructura particular de A, de modo que podemos elegir b
satisfaciendo la relación

K−1χ⊗2(K−1) · · · (χm−1)⊗2(K−1) = ∆(b)(b−1 ⊗ b−1). (5.17)

Usando la misma construcción de producto semidirecto de [EG3, Section 3], podemos de�nir el
álgebra cuasi-Hopf

H̃ := (k[χ, χ−1]nA)/(χm − b).

Notemos que tal álgebra está caracterizada por la multiplicación de A, χaχ−1 = χ(a) = S2(a) y la
relación χm = b que determina el cociente.

Consideremos una deformación J ∈ H̃ ⊗ H̃ de Js, H := H̃J−1
es un levantamiento cuasi-Hopf

de H. De acuerdo al Teorema 5.3.3, H3(H∗,k) = 0, pues H corresponde a un álgebra de Nichols
de tipo Cartan sobre Zm2 . Así podemos razonar como en [EG3, Theorem 4.3] y cambiar J por JF ,
para algún F = 1 + hdt, de modo que H es un álgebra de Hopf, que sigue siendo un levantamiento
of H, pero ahora de álgebras de Hopf.

Además Rep H̃ ∼= RepH. Para completar la prueba, de�nimos una acción de Zm sobre C =
RepA, que es análoga a la presente en [EG4, Thm. 4.2]: llamamos h al generador de Zm, para
distinguirlo de χ ∈ H̃. Para dar dicha acción, debemos de�nir una colección de funtores {Fk :=
Fhk}k=0,1...,m−1 ⊂ Aut(C). Para cada (V, πV ) ∈ RepA, consideramos

Fk(V ) = V, πFk(V )(a) = πV (S2k(a)), para todo a ∈ A.
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El isomor�smo natural γi,j : Fi(Fj(V ))→ F(i+j)′(V ) está dado por la acción de b
(i+j)′−i−j

n ∈ A:
explícitamente, Fk ◦ Fj = Fk+j si j + k < m; y Fk ◦ Fj está relacionado con Fj+k−m a menos de la
acción de b−1, si j + k ≥ m. Notar que tales mor�smos son de A-módulos por la condición que S2m

es el automor�smo interior correspondiente a b.

Para tal acción, un Γ-objeto equivariante de C es un objeto X ∈ C junto con una colección de
isomor�smos lineales uk : Fk(X) = X → X tales que

uk(a · v) = S2k(a)uk(v), a ∈ A, v ∈ V ;

ukuj = u(k+j)′b
(i+j)′−i−j

n .

Estas relaciones son exactamente las que de�nen H tal como hemos visto, si uk = χk, de modo
que obtenemos una equivalencia de categorías entre CΓ y RepH; el producto tensorial en CΓ es el
mismo que para las representaciones de HJ = H̃.

5.3.3. De-equivariantizaciones de RepH

Ahora buscamos obtenerA a partir deH, para cada levantamientoH del álgebra de HopfH como
antes; ésto se sigue del proceso de de-equivariantización, pues es el inverso de la equivariantización.
De acuerdo a la Observación 1.6.7, nos basta con analizar las de-equivariantizaciones de RepH.
De esta forma, necesitamos conocer todas las inclusiones RepZm → Z(RepH) ∼= RepD(H) que
factorizan la inclusión RepZm → RepH. Comenzaremos entonces caracterizando tales funtores,
para lo cual consideramos H tal que Υ(H) 6= ∅.

Proposición 5.3.5. Existe una biyección entre:

(i) funtores F : RepZm → Z(RepH) tales que RepZm es una subcategoría Tannakiana de
Z(RepH), y la composición RepZm → Z(RepH)→ RepH es una inclusión,

(ii) enteros s ∈ Υ(H).

Demostración. Consideremos un funtor como en (i) : tal funtor induce una proyección H �
H/Rad(H) ∼= k[Zm2 ] � k[Zm], que es la composición de las proyecciones canónicas. RepZm
es semisimple, de modo que esencialmente debemos identi�car los Zm-módulos simples Mi = kvi:
estos módulos son de dimensión uno, y �jamos un vector vi no nulo tal que el generador g de Zm
�jado veri�ca g · vi = qmivi, i = 0, 1, ...,m− 1. Por la equivalencia Z(RepH) ∼=H

H YD, consideramos
Mi ∈HH YD, con la acción determinada por χ · vi = q−ivi, para χ un generador del grupo Zm2 ↪→ H.

Así debemos de�nir una estructura de H-comódulo para cada Mi, δ : Mi → H ⊗Mi. Como
dimMi = 1, tal coacción está determinada por un elemento de tipo grupo χi ∈ H para cada
i = 0, 1, ...m− 1, tal que δ(vi) = χi ⊗ vi.

En RepG, Mi ⊗Mj
∼= M(i+j)′ , y estamos buscando una inclusión tensorial RepZm →H

H YD,
de donde obtenemos que χiχj = χ(i+j)′ . Luego, χ1 = χms para algún s ∈ {0, 1, ...,m − 1}, lo cual
determina la coacción: χi = χmsi para todo i = 0, 1, ...,m− 1.

Nos falta considerar la compatibilidad (1.6) entre la acción y la coacción. Como χ, x1, ..., xθ
generan H como álgebra, basta considerar esta relación para los generadores. Para h = χ y v = vi,
ambos miembros de (1.6) son iguales a qmi χmsi ⊗ vi. Para h = xk y m = vi, como xk ∈ RadH
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actúa por 0, la compatibilidad (1.6) nos da la siguiente identidad:

0 = δ(xk · vi) = (1− q(sdk−bi)mi)xkχmsi ⊗ vi.

Luego, la acción y coacción anteriores satisfacen (1.6) si y sólo si bk ≡ sdk(m) para todo k.

Además la trenza de HHYD se restringe a la trenza simétrica canónica de RepZm. De hecho, para
cada par k, j, la trenza cMk,Mj : Mk ⊗Mj →Mj ⊗Mk resulta ser, por (1.7),

c(vk ⊗ vj) = (vk)(−1) · vj ⊗ (vk)(0) = χmsk · vj ⊗ vk = qm
2skjvj ⊗ vk = vj ⊗ vk.

Recíprocamente, consideremos s ∈ Υ(H). De�nimos Fs : RepZm →H
H YD como el funtor

inducido por la proyección H � H/Rad(H) ∼= k[Zm2 ] � k[Zm] si miramos H
HYD ↪→ RepH, y

para cada Mi = kvi de�nimos como antes δ : Mi → H ⊗Mi, δ(vi) = χmsi ⊗ xi. De acuerdo a lo
calculado en el comienzo de la prueba, estas estructuras satisfacen la condición de compatibilidad
(1.6), y Fs aplica objetos de RepZm en objetos de HHYD. Para los mor�smos, el hecho que RepZm
es semisimple, nos da una de�nición canónica de Fs, de modo que se preserve la estructura de
categorías abelianas.

Fs resulta tensorial, y más aún preserva la trenza, si consideramos la trenza simétrica canónica
de RepZm, lo cual �naliza la prueba.

Para terminar de caracterizar las posibles de-equivariantizaciones de RepH, necesitaremos un
par de lemas.

Lema 5.3.6. Sea s ∈ Υ(H). Entonces la de-equivariantización (RepH)Zm inducida por la inclusión
Fs es RepA, para algún álgebra cuasi-Hopf básica A tal que A/RadA ∼= k[Zm], cuyo asociador está
dado por ωs ∈ H3(Zm,k×).

Demostración. Por [DGNO, Corollary 4.27], la categoría (RepH)Zm es equivalente a RepA para
algún álgebra cuasi-Hopf A. Aplicando el Ejemplo 5.1.15 a la subcategoría de los objetos simples,
obtenemos que RepA contiene a VecZm,ω, donde ω está dado por la fórmula (5.9), presente en dicho
ejemplo. En nuestro caso, T : Zm → Ẑm2 , T (a)(b) = qsab para q una raíz de la unidad de orden m2

como antes, y el 2-cociclo que de�ne Zm2 como extensión de Zm por Ẑm ∼= Zm es

ξ : Zm × Zm → Zm ∼=< m >⊆ Zm2 , ξ(j, k) = (j + k)′ − j − k,

de donde obtenemos que ω = ωs.

Lema 5.3.7. Sea H un álgebra de Hopf radicalmente graduada de dimensión �nita tal que

H/RadH ∼= Zm2 .

Para cada s ∈ Υ(H), la de-equivariantización de RepH correspondiente al funtor Fs es la categoría
RepA(H, s).

Demostración. Por las pruebas de los Teoremas 5.2.2 y 5.2.4, podemos extender cada álgebraA(H, s)
aHJs de tal forma que obtenemos RepH como una equivariantización de RepA(H, s) por una acción
de Zm que �ja los elementos invertibles, para ello ver la prueba del Teorema 5.3.4. De acuerdo al
Teorema 5.1.13, cada categoría tensorial RepA(H, s) es en consecuencia una de-equivariantización
de RepH por una inclusión de RepZm. Aplicando el Lema previo concluimos la prueba.
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5.3.4. Clasi�cación de las categorías tensoriales �nitas punteadas sobre Zm.

El principal resultado de esta sección es el siguiente:

Teorema 5.3.8. Sea A un álgebra cuasi-Hopf de dimensión �nita básica, tal que A/RadA ∼= k[Zm]
como álgebras, para algún m ∈ N que no es divisible por primos ≤ 7. Entonces A es equivalente por
torcimiento a una de las siguientes álgebras cuasi-Hopf:

1. un álgebra de Hopf A básica radicalmente graduada de dimensión �nita tal que

A/RadA ∼= k[Zm],

2. un álgebra cuasi-Hopf semisimple Fun(Zm,k), con asociador dado por ωs ∈ H3(Zm,k×),
s ∈ {1, ...,m− 1},

3. un álgebra cuasi-Hopf A(H, s), donde H es un álgebra de Hopf radicalmente graduada tal que
H/RadH ∼= k[Zm2 ], y s ∈ Υ(H).

Demostración. Sea A un álgebra cuasi-Hopf como en el enunciado, consideramos su álgebra cuasi-
Hopf radicalmente graduada asociada A. Si A tiene asociador trivial, entonces A es un álgebra de
Hopf, y A es equivalente por torcimiento a un álgebra de Hopf usando el Teorema 5.3.3. El álgebra
dual tiene corradical isomorfo a kZm, porque de acuerdo a [Mo] dualizando la �ltración radical
obtenemos la �ltración corradical. Por el Teorema 1.6.4, su dual es un levantamiento u(D, λ, µ) para
algún dato D sobre Zm, pero por el Teorema 1.6.6, A∗ es deformación por cociclo de A∗ = u(D, 0, 0),
de donde A es equivalente por torcimiento a A, la cual también es del tipo u(D′, 0, 0) para algún
dato D′ sobre Zm.

Consideremos ahora el caso en que A tiene asociador no trivial: por el Teorema 5.2.4, A es semi-
simple con asociador no trivial, o es de la forma A(H, ωs) para algún álgebra de Hopf radicalmente
graduada H tal que H/RadH ∼= k[Zm2 ], y algún s ∈ Υ(H). Para el primer caso no hay nada que
hacer, de modo que consideramos el segundo. Por el Teorema 5.3.4, la categoría RepA admite una
acción de Zm cuya equivariantización es RepH, donde H es un levantamiento (en el sentido de
�ltraciones radicales) del álgebra de Hopf H.

Por otro lado, RepH es tensorialmente equivalente a RepH por la Observación 1.6.7. De este
modo, una inclusión de la categoría RepZm en RepH que se factoriza por Z(RepH) corresponde
unívocamente a una inclusión en RepH que se factoriza por Z(RepH), y la equivalencia tensorial
anterior induce una equivalencia tensorial entre los FunZm-módulos en tales categorías. Esto es, las
de-equivariantizaciones de RepH son equivalentes tensorialmente a las de-equivariantizaciones de
RepH.

En consecuencia, reducimos el problema al caso graduado, y RepH admite tantas inclusio-
nes RepG → RepD(H) como enteros s hay en Υ(H). Además cada s corresponde a la de-
equivariantización RepA(H, ωs) = (RepH)Zm por el Lema 5.3.7, y así obtenemos todas las de-
equivariantizaciones. Por el Teorema 5.1.13 estos procesos son inversos uno del otro, y así RepA ∼=
RepA(H, ωs) para algún s; o sea, A es equivalente por torcimiento a A(H, ωs).

El Teorema anterior implica la correspondiente clasi�cación de las categorías tensoriales pun-
teadas.
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Teorema 5.3.9. Sea C una categoría tensorial punteada �nita cuyos objetos simples forman un
grupo cíclico de orden m, para algún m no divisible por 2, 3, 5, 7. Entonces C es tensorialmente
equivalente a alguna de las siguientes categorías:

1. la categoría de H-módulos de dimensión �nita, donde H es un álgebra de Hopf básica radical-
mente graduada de dimensión �nita tal que H/RadH ∼= k[Zm],

2. la categoría semisimple VecωsZm , para algún s ∈ {0, 1, . . . ,m− 1},

3. la categoría de A(H, s)-módulos de dimensión �nita, para algún álgebra de Hopf H básica
radicalmente graduada de dimensión �nita tal que H/RadH ∼= k[Zm2 ], y algún s ∈ Υ(H).

Demostración. Toda categoría punteada corresponde a la categoría de A-módulos de dimensión
�nita, para algún álgebra cuasi-Hopf de dimensión �nita por [EO, Prop.2.6]. Tal álgebra cuasi-Hopf
es básica, pues C es punteada, por lo cual podemos aplicar el Teorema 5.3.8.

5.4. Ejemplos de álgebras cuasi-Hopf básicas sobre p-grupos cíclicos

En esta sección presentaremos como aplicación del Teorema 5.3.8 todas las álgebras cuasi-Hopf
A básicas de dimensión �nita tales que A/RadA ∼= k[Zpn ], para algún primo p ≥ 11 y algún
n ∈ N, salvo equivalencia por torcimiento. Tales ejemplos son importantes también en la prueba del
Teorema 5.3.3. Este resultado se basa en la clasi�cación de las álgebras de Hopf punteadas sobre Zpn ,
para lo cual primero describiremos todas las álgebras de Nichols de dimensión �nita sobre k[Zpn ].
Este resultado es completamente análogo al presente en [AS2] para n = 1. Más aún, clasi�caremos
todas las álgebras cuasi-Hopf radicalmente graduadas sobre Zpn para cualquier p primo impar, de
acuerdo al Teorema 5.2.4.

5.4.1. Álgebras de Nichols sobre Zpn

Describiremos las posibles álgebras de Nichols sobre Zpn siguiendo esencialmente los pasos de
[AS2]. Fijemos q una raíz primitiva de la unidad de orden pn y g un generador de Zpn , siendo p
primo impar.

Consideremos una base x1, ..., xl, donde xi ∈ V χi
gi para algún gi ∈ Zpn y algún caracter χi. Los

caracteres están determinados por χi(g) = qdi , y sea bi ∈ N tal que gi = gbi . Consideremos ai, ci ∈ N
no divisibles por p, y αi, γi ≥ 0 tales que bi = pαiai, di = pγici.

Siguiendo la clasi�cación de [H3], la matriz de trenza (qij := χi(gj)) es de tipo Cartan, o p = 3
y la trenza tiene uno de los siguientes diagramas generalizados de Dynkin:

B̂2 : ◦ξ
ζ−1

◦ζ , ξ ∈ G3, ζ ∈ k× \ {1, ξ, ξ2}, (5.18)

B̂3 : ◦ζ
ζ−1

◦ζ
ζ−1

◦ζ−3 , ◦ζ
ζ−1

◦ζ−4
ζ4

◦ζ−3 , ζ ∈ G9. (5.19)

Si l = 1, no hay consideraciones para hacer, salvo que qb1d1 6= 1; esto es, pn no divide a b1d1,
que es equivalente a α1 + γ1 < n.
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Si l = 2, la trenza es de tipo Cartan A1 ×A1, A2, B2, G2, o no es Cartan, y es de tipo B̂2.

A1 ×A1: tenemos 1 = q12q21 = qb1d2+b2d1 , de donde b1d2+b2d1 ≡ 0(pn). Primero, α1+γ2 = α2+
γ1, dado que ambos enteros son menores que n; sea m tal entero. También, a1c2 + a2c1 ≡ 0(pn−m).
El conjunto de soluciones se describe entonces eligiendo αi ≤ m < n, a1, a2, c1, c2 no divisibles por p
tales que a1c2 + a2c1 ≡ 0(pn−m), de modo que podemos elegir libremente tres de ellos y determinar
el cuarto por tal ecuación, y �nalmente de�nir γi = m− αi.

A2: En este caso, b1c1 ≡ b2c2 ≡ −b1c2 − b2c1(pn), de donde

α1 + γ1 = α2 + γ2 = mı́n{α1 + γ2, α2 + γ1}.

Aquí, α1 = α2 y γ1 = γ2. También, a1c1 ≡ a2c2 ≡ −a1c2−a2c1(pn−m), dondem = αi+γi. Entonces,
a2

1 + a1a2 + a2
2 ≡ 0(pn−m), de donde p = 3, m = n− 1 y a1 ≡ a2(3), o a1a

−1
2 6≡ 1(pn−m) es una raíz

cúbica de la unidad en Zpn , en cuyo caso p ≡ 1(3).

B2: Tenemos ahora b1c1 ≡ 2b2c2 ≡ −b1c2 − b2c1(pn), de donde

α1 + γ1 = α2 + γ2 = mı́n{α1 + γ2, α2 + γ1}.

Como en el caso anterior, α1 = α2 y γ1 = γ2. También, a1c1 ≡ 2a2c2 ≡ −a1c2 − a2c1(pn−m), si
m = αi+γi. En tal caso, a2

1 + 2a1a2 + 2a2
2 ≡ 0(pn−m), y como en [AS2], esta ecuación tiene solución

si y sólo si −1 es un cuadrado módulo p, lo cual implica que p ≡ 1(4).

G2: Ahora, b1c1 ≡ 3b2c2 ≡ −b1c2 − b2c1(pn). Si p = 3, entonces

α1 + γ1 = α2 + γ2 + 1 = mı́n{α1 + γ2, α2 + γ1},

que es una contradicción. Si p 6= 3, α1 + γ1 = α2 + γ2 = mı́n{α1 + γ2, α2 + γ1}. Entonces, α1 = α2 y
γ1 = γ2. También, a1c1 ≡ 3a2c2 ≡ −a1c2−a2c1(pn−m), dondem = αi+γi. Luego, a2

1+3a1a2+3a2
2 ≡

0(pn−m), que tiene solución si y sólo si −3 es un cuadrado módulo p, esto es, p ≡ 1(3).

B̂2: Para este caso p = 3 y ζ es una raíz primitiva de orden 3k, donde 2 ≤ k ≤ n (si k = 1 la
trenza es de tipo Cartan). Así ξ = ζ±3k−1

. Podemos asumir ζ = q3n−k a menos de cambiar q, de
donde

b1d1 ≡ ±3n−1(3n), b2d2 ≡ 3n−k(3n), b1d2 + b2d1 ≡ −3n−k(3n).

A partir de estas igualdades, α1 + γ1 = n − 1, α2 + γ2 = n − k y mı́n{α1 + γ2, α2 + γ1} = n − k,
con lo cual α1 = α2 (en cuyo caso γ1 = γ2 + k − 1), o γ1 = γ2 (en cuyo caso α1 = α2 + k − 1), y

a1c1 ≡ ±1(3), a2c2 ≡ 1(3k),
{
a1c2 + 3k−1a2c1 ≡ −1(3k), α1 = α2;
3k−1a1c2 + a2c1 ≡ −1(3k), γ1 = γ2.

Consideremos el segundo caso (el primero es análogo). Multiplicando por el elemento invertible c2

(módulo pk), tenemos
a1c

2
2 + c2 + 3k−1c1 ≡ 0(3k).

Tal ecuación tiene solución si y sólo si 1 − 4a1c13k−1 ≡ 1 ± 3k−1(3k) es un residuo cuadrático.
Notemos que

(±3k−1 ± 1)2 ≡ ±2 · 3k−1 + 1 ≡ 1∓ 3k−1(3n),
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de donde 1± 3k−1 son residuos cuadráticos. Obtenemos así las posibles estructuras de módulos de
Yetter-Drinfeld reconstruyendo bi, di.

Probemos ahora un enunciado análogo a [AS2, Prop. 5.1] pero para pn en lugar de p.

Proposición 5.4.1. Sea V un módulo de Yetter-Drinfeld sobre Zpn tal que dimV ≥ 3, y cuya
álgebra de Nichols es de dimensión �nita. Entonces, p = 3 y V es de tipo Cartan A2 × A1 o
A2 ×A2.

Demostración. Consideremos V de dimensión 3; descartemos primero los casos no Cartan: tenemos
B̂2×A1 o (5.19). Para cualquiera de ellos, consideremos vértices 1,2 determinando un subdiagrama de
tipo B̂2, vértices 1,3 no conectados, y vértices 2,3 determinando en consecuencia un subdiagrama de
tipo A2 o A1×A1. A partir de la primer condición, α1+γ1 > α2+γ2; de la segunda, α1+γ1 = α3+γ3,
y de la última, α2 + γ2 = α3 + γ3. Pero esto es una contradicción.

Consideremos V de tipo Cartan. Como en [AS2], no puede ser de tipo A1 × A1 × A1, con lo
cual asumimos que los vértices 1 y 2 del correspondiente diagrama de Dynkin están conectados,
y los vértices 1 y 3 no están conectados. Más aún, consideremos que si existe una arista múltiple,
entonces ella está entre los vértices 1 y 2. Esto es, hay tres posibilidades

b1d3 ≡ −b3c1(pn);

b1c1 ≡ mb2c2 ≡ −b1c2 − b2c1(pn) para algún m = 1, 2, 3, en cuyo caso b2d3 ≡ −b3c2(pn) (los
casos X2×A1 para X = A,B,G), o b3c3 ≡ b2c2 ≡ −b3c2− b2c3(pn) y m = 1, 2 (casos A3, B3),

2b1c1 ≡ b2c2 ≡ −b1c2− b2c1(pn), en cuyo caso b3c3 ≡ b2c2 ≡ −b3c2− b2c3(pn) y m = 1, 2 (caso
C3).

Como las correspondientes submatrices son de tipo Cartan �nito, usamos la descripción previa para
rango 2. Después de reducir las potencias de p en cada ecuación, reducimos a una ecuación módulo
p para ai, ci no divisibles por p. Considerando los casos detalladamente de modo análogo a [AS2]
obtenemos que las únicas posibilidades son A2 ×A1, en cuyo caso p = 3.

Si consideramos dimV ≥ 4, cada subdiagrama de 3 vértices es de tipo A2×A1, de modo que la
única posibilidad es A2 ×A2 para p = 3. En tal caso, los posibles V son los siguientes:

b1 = b2 = 3αa, d1 = d2 = 3γc α+ γ = n− 1, 3 - ac,

b3 = b4 = 3α
′
a′, d3 = d4 = 3γ

′
c′ α′ + γ′ = n− 1, 3 - a′c′,

donde α+ γ′ = α′ + γ (y así α = α′, γ = γ′, y ac′ + a′c ≡ 0(3).

5.4.2. Álgebras cuasi-Hopf básicas sobre Zpn

Observación 5.4.2. Notemos que para cada m, A(q) = A(B(V )#Zm2 , ω1) que es el álgebra de [Ge],
donde V es el espacio vectorial trenzado de dimensión 1 y matriz de trenza q.

Analizamos entonces la posibilidad de tener nuevas álgebras.
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Proposición 5.4.3. Sea A un álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada básica de dimensión �nita,
con A[0] = k[Zpn ] y asociador Φs tal que p no divide a s. Entonces el rango de A[1] sobre A[0] es
≤ 1.

Demostración. Supongamos que existe A como antes tal que el rango de A[1] sobre A[0] es ≥ 2,
y consideremos A de dimensión mínima con tales condiciones. Por el Teorema 5.2.2, A = A(H, s),
H = R#Zp2n donde R es un álgebra de Nichols de tipo diagonal, dimR[1] = 2 y la trenza está dada
por (qbidj )i,j=1,2. De acuerdo a la clasi�cación de Heckenberger, ver Tablas 1-4, es de tipo Cartan:

de tipo A2, B2 or G2, donde

b1d1 + b1d2 + b2d1 ≡ mb2d2 + b1d2 + b2d1 ≡ 0(p2n), m = 1, 2, 3 respectivamente; o

de tipo A1 ×A1, b1d2 + b2d1 ≡ 0(p2n);

o p = 3 y

es estándar B̂2, bajo las condiciones de la Subsección anterior.

Escribimos bi = pαiai, di = pγici, donde p no divide a aici. Dado que bi ≡ sdi(pn), tenemos αi = γi.

Para los casos X2, notemos que p2α1a1c1 ≡ p2α2ma2c2(p2n), de donde α1 = α2, que denotaremos
α. Así, a1c1 ≡ ma2c2 ≡ −a1c2 − a2c1(p2n−2α), ai ≡ sci(pn−α). Luego, a2

1 ≡ −2a1a2(pn−α), con lo
cual a1 ≡ −2a2(pn−α), y ma2

2 ≡ a2
1 ≡ 4a2

2(pn−α). Esto es, pn−α | (4−m)a2
2. La única posibilidad es

entonces p = 3, α = n− 1 y m = 1. Pero en tal caso,

(a1 − a2)(c1 − c2) ≡ 3a1c1 (9).

Como a1 ≡ −2a2 ≡ a2(9) y ai ≡ ci(3), deducimos que 9 | 3a1c1, una contradicción.

Si estamos en el tipoA1×A1, se tiene α1 = α2, y a1c2+a2c1 ≡ 0(p2n−2α). Luego 2a1a2 ≡ 0(pn−α),
y también es una contradicción.

Así, el rango de H[1] sobre H[0] es ≤ 1.

La pregunta es entonces qué pasa cuando p divide a s y consideramos el asociador dado por
ωs ∈ H3(Zm,k×). Consideremos un álgebra cuasi-Hopf A(H, s), para H = R#Zp2n , y escribamos
s = pθt, donde α ≥ 1 y p no divide a t. Consideremos αi, γi ≥ 0 tales que bi = pαiai, di = pγici.

Si R tiene rango 1, la única condición es b1 ≡ sd1(pn), que es posible eligiendo cualquier d1,
γ1 < n: si θ + γ1 < n, entonces b1 está unívocamente determinado módulo pn, si θ + γ1 ≥ n,
simplemente elegimos b1 tal que pn divide a b1.

Si R tiene rango 2, R es de tipo Cartan A1 × A1, A2, B2 or G2, o p = 3 y es estándar
de tipo B̂2. En el primer caso, tenemos que αi ≤ m < n, a1, a2, c1, c2 no son divisibles por p,
a1c2 + a2c1 ≡ 0(p2n−m), y de�nimos γi = m − αi. Como también bi ≡ sdi(pn), si suponemos que
pn no divide a b1 (α1 < n), tenemos que α1 = θ + γ1 y a1 ≡ c1(p). Pero en tal caso, α2 = θ + γ2

y a2 ≡ c2(p) de donde 2c1c2 ≡ 0(p), absurdo. Así, pn divide a bi, y tenemos que γi + θ ≥ n. Así
debemos elegir γi, αi tales que n ≤ γi + θ, γi + αi < 2n.
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En los casos restantes, la condición bi ≡ sdi(pn) da una contradicción si suponemos que pn no
divide a bi de modo análogo, con lo cual consideramos pn|bi para todo i. Las restantes restricciones
están en la Subsección anterior.

Si R tiene rango mayor que 2, p = 3 y R es de tipo A2×A1 o A2×A2. En tal caso, αi+γi = 2n−1,
y en todos ellos pn divide a βi: tenemos αi = n, γi = n− 1, y el hecho que p divide a s implica que
bi ≡ sdi(pn) vale trivialmente.

A partir del Teorema 5.2.4, hemos probado que:

Corolario 5.4.4. Sea A = ⊕n≥0A[n] un álgebra cuasi-Hopf radicalmente graduada de dimensión
�nita sobre Zpn, con asociador Φs para algún s tal que el rango de A[1] sobre A[0] es θ ≥ 1. Entonces
A = A(B(V )#Zp2n , ωs) para algún módulo de Yetter-Drinfeld V sobre Zp2m de dimensión θ = 2, 3, 4.
Más aún, θ = 3, 4 si y sólo si p = 3 y V es de tipo A2 ×A1, A2 ×A2, respectivamente.

Además existen álgebras cuasi-Hopf H(pn, s), 1 ≤ s ≤ pn − 1, generadas por un elemento de
tipo grupo σ de orden pn, cuyo asociador Φs es no trivial. De modo análogo al caso n = 1, todo
automor�smo preserva la potencia de p que divide a s, con lo cual hay 2(n−1) clases de equivalencias
salvo isomor�smo: si s0 es un residuo no cuadrático coprimo con p, tales clases son

H+(pn,m) := H(pn, pm), H−(pn,m) := H(pn, s0p
m) (1 ≤ m ≤ n− 1).

Tales clases no son equivalentes por torcimiento.

Como consecuencia del Teorema 5.3.8 tenemos:

Teorema 5.4.5. Sea A un álgebra cuasi-Hopf básica de dimensión �nita tal que A/Rad(A) ∼= k[Zpn ]
para algún primo p > 7 y algún n ∈ N. Entonces A es equivalente por torcimiento a una de las
siguientes álgebras cuasi-Hopf:

1. un álgebra de Hopf radicalmente graduada u(D, 0, 0) para algún dato D de tipo A2, B2 o G2

sobre Zpn,

2. un álgebra cuasi-Hopf semisimple H±(pn,m) (1 ≤ m ≤ n− 1),

3. un álgebra A(H,ωs), donde H ∼= u(D, 0, 0) para algún dato D de tipo A2, B2 o G2 sobre Zp2n
y algún s ∈ Υ(H).
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