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CURVAS ALGEBRAICAS

Practica 3 — Primer Cuatrimestre de 2018

Ejercicio 1. Una recta L is bitangente a una cudrtica plana X si L es tangente a X en cada
punto de la interseccion. Probar que el conjunto de cuarticas planas que tienen a una recta L
fija como bitangente tiene codimensién 2 en el espacio de todas las cudrticas. Probar que toda
cuartica irreducuble tiene una bitangente.

Ejercicio 2. Probar que el nimero de puntos singulares de una curva plana irreducible de grado

d es a lo sumo (%21 (Sugerencia: si no es cierto, encontrar una curva de grado d que pase por
2 )

(dgl) + 1 puntos singulares, y usar Bezout).

Ejercicio 3. Sea C una curva plana no singular, y L una recta. Supongamos que la multiplicidad
deLenx e X esr>2.

e Probar que r —2 (llamada la multiplicidad de inflexién en z) es igual al orden de anulacién
de la Hessiana de C en x.

e Deducir que la suma de las multiplicidades de inflexién de una curva de grado d sobre
todos los puntos de inflexién es igual a 3d(d — 2).

e Si d = 3, deducir que el numero de puntos de inflexién es exactamente 9.

Ejercicio 4. Calcular Pic(C), donde C es la curva projectiva zy? = z3 (Cuidado que la curva
es singular).

Ejercicio 5. Probar que Pic(P" x P™) ~ Z x Z.

Ejercicio 6. Sea C una curva no singular de género 1, y fijemos un punto Py en C.

1. Probar que para todo par de puntos P, Q) € C, existe un tnico punto R € C tal que
(P) +(Q) ~ (R) + (Py)-
Notemos R = o(P, Q).

2. Probar que la funcién o : C x C — C define una estructura de grupo en C, cuyo neutro es
Py.

3. Miremos la funcién x : C — Pic’(C) dada por P — (P) — (Py). Probar que x es una
biyeccion de conjuntos. Luego podemos definir una operacién en C por

P+Q=r""(x(P) + £(Q)).

4. Probar que las operaciones definidas en los dos puntos anteriores coinciden.
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Ejercicio 7. Probar que si dos ctibicas en P? se cortan en exactamente 9 puntos distintos,
entonces cualquier ciibica que pase por 8 de esos nueve puntos, pasa también por el noveno.

Ejercicio 8. Una curva hipereliptica es una curva plana en P? de la forma
C:y*=p(x).

1. Probar que si C es una curva hipereliptica, y p(z) tiene grado d con todas sus raices
distintas, entonces el género de C satisface

d= 20+1 si21d,
Cl29+2 si2|d

2. Probar que si C es una curva de género 2, entonces se puede dar como una curva hipereliptica.

3. Verificar (a mano) que si C es una curva hipereliptica, y w es una diferencial meromorfa
en C entonces deg(w) = 2g — 2.

Ejercicio 9. Veamos que dice Bezout en P" x P™. Sean Dq,... Dyt divisores en P* x P™.
Fijemos F un hiperplano en P” y F' un hiperplano en P™.

1. Deducir del ejercicio 5 (o su resolucién), que cada D; ~ a; E + b; F.

2. Deducir que Dy - -+ Dy = [[127" (@i E4+b;F) = > ai, -+~ ai bj, -+ - bj, E"-F*, donde r+s =
n -+ m.

3. Probar que si r > n entonces E” = 0. Andlogamente, si s > m entonces F* = 0. Deducir
que sélo sobreviven los términos donde r =n y s = m.

4. Probar que E™ - F™ =1, y deducir una férmula de Bezour para P" x P,



