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Resumen. El objetivo principal de estas notas es presentar resultados de la teoría de
curvas algebraicas de�nidas sobre cuerpos �nitos, con énfasis en el estudio de curvas ma-
ximales. Iniciamos con una exposición de resultados de la teoría de cuerpos �nitos que
serán necesarios en el estudio de curvas. En seguida pasamos al estudio de cuerpos de
funciones algebraicas en una variable, que corresponde al estudio de la geometría intrín-
seca de las curvas algebraicas, y presentamos también una aplicación de resultados de
cuerpos de funciones a la teoría de códigos. Finalmente pasamos a algunos de los princi-
pales resultados de la teoría de curvas algebraicas, especialmente a los que se re�eren al
número de puntos racionales de la curva.
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1. Introducción

El orígen de los cuerpos �nitos se remonta a los siglos XVII y XVIII. Los primeros en
estudiarlos fueron: Fermat (1601-1665), Euler(1707-1783), Lagrange (1736-1813) y Legen-
dre (1752-1833). Todos ellos trabajaron sobre determinados cuerpos �nitos: Fp, donde p
es un número primo. Más adelante se verá que existe otro tipo de cuerpos �nitos.
La teoría de cuerpos �nitos tal y como se conoce hoy en día fue construida a �nales del

siglo XVIII y principios del XIX. Los principales investigadores en el área fueron: Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) y Évariste Galois (1811-1832). El artículo de Galois Sur la
théorie des nombres marcó el inicio de los cuerpos �nitos.
El siguiente gran paso en la construcción de cuerpos �nitos fue dado por Richard De-

dekind en 1857. Él caracterizó a los cuerpos �nitos de orden pn como anillos de clases
residuales

Fp[x]/(f)

donde f es un polinomio irreducible de grado n sobre Fp. También introdujo la fórmula de
inversión de Möbius en cuerpos �nitos para estudiar el número de polinomios irreducibles
de cierto grado.
Finalmente, Eliakim H. Moore en 1893, demostró que los cuerpos �nitos deben tener

pn elementos donde p es un número primo.
A �nales del siglo XIX, toda la estructura de los cuerpos �nitos era conocida. El libro

de Dickson (1901) ya tenía todos los elementos importantes de tal estructura.

1.1. Resultados fundamentales.

1. En cualquier cuerpo �nito, el número de elementos es potencia de un número primo,
este último es la característica del cuerpo.

2. Si p es un primo y m un número positivo, entonces existe un cuerpo �nito de orden
pm, el cual es único salvo isomor�smos.

3. El grupo multiplicativo de elementos no nulos de Fq, F×q , es cíclico. Cualquier ele-
mento generador es un elemento primitivo de Fq.

4. Si q = pm entonces cada subcuerpo de Fq tiene orden pd, donde d es un divisor
positivo de m. Recíprocamente, si d|m entonces existe exactamente un subcuerpo
de Fq de orden pd.

5. Cada elemento a ∈ Fq cumple aq = a.
6. El cuerpo �nito Fq es isomorfo al cuerpo de descomposición de xq − x sobre Fp,

donde p es la característica de Fq.
El siglo XX fue la época en la que se desarrollaron aplicaciones de cuerpos �nitos, debido
mayormente a la aparición de las computadoras.
Las áreas de aplicación más importantes son: criptografía y teoría de códigos. Sin em-

bargo, hoy en día el uso de los cuerpos �nitos se ha expandido.
El principal libro para ahondarse en la teoría de cuerpos �nitos es de Lidl y Niederrei-

ter [40]; para una colección actualizada de temas de investigación en cuerpos �nitos ver
el manual de cuerpos �nitos de Mullen y Panario [41].

1.2. Anillos y cuerpos.

De�nición 1.1. Un anillo (R,+, ·) es un conjunto R junto con dos operaciones �+� y �·�,
tal que:

1. (R,+) es un grupo abeliano;
2. · es asociativo, es decir, para todo a, b, c ∈ R, a · (b · c) = (a · b) · c;
3. las leyes distributivas se cumplen: para todo a, b, c ∈ R, a · (b + c) = a · b + a · c y

(b+ c) · a = b · a+ c · a.
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De�nición 1.2. Sea R un anillo.

1. Un anillo se denomina anillo con identidad, si el anillo tiene identidad multipli-
cativa.

2. Un anillo es conmutativo si bajo �·� es conmutativo.
3. Un anillo se denomina anillo de división si los elementos distintos de cero forman

un grupo bajo �·�.
4. Un anillo se denomina cuerpo si es un anillo de división conmutativo con identidad.

Dicho de otra manera, un cuerpo (F,+, ·) es un conjunto F junto con operaciones + y
· tal que:

1. (F,+) es un grupo abeliano con identidad 0;
2. (F \ {0}, ·) es un grupo abeliano con identidad 1;
3. las leyes distributivas se cumplen, es decir, para todo a, b, c ∈ F se cumple

a · (b+ c) = a · b+ a · c,
(b+ c) · a = b · a+ c · a.

Si |F | es �nito, entonces se dice que F es un cuerpo �nito. El número de elementos en F
es el orden del cuerpo �nito.
La de�nición anterior implica que, excepto el 0, todos los elementos de F tienen inverso.
Es bien conocido que Z/(p) es un cuerpo si y sólo si p es un número primo. Por ejemplo,

Z/(6) no es un cuerpo �nito puesto que 2 · 3 ≡ 0 mód 6. Dicho de otra forma, 2 no tiene
inverso multiplicativo en Z/(6).

De�nición 1.3. Sea p un número primo, Fp el conjunto {0, 1, . . . , p − 1} de enteros y
φ : Z/(p) → Fp, la aplicación: φ([a]) = a para a = 0, 1, . . . , p − 1. Entonces, Fp posee la
estructura de cuerpo inducida por Z/(p), por lo tanto es un cuerpo �nito de orden p.

Se denotará a un cuerpo �nito con q elementos por Fq. Más adelante se verá que q debe
ser una potencia de un primo y que salvo isomor�smos hay solamente un cuerpo �nito
con q elementos.
En Z, para un entero a 6= 0, an = 0 (donde n ∈ N0) implica que n = 0.
Ahora consideremos Z/(p) y nuevamente tomemos a 6= 0. Entonces se puede demostrar

que ap = 0 y p es el entero positivo más pequeño con esta propiedad.

De�nición 1.4. Si R es un anillo arbitrario y existe un entero positivo n tal que nr = 0
para todo r ∈ R, entonces el entero positivo más pequeño n es la característica del anillo y
se dice que R tiene característica positiva. De no ser así, se dice que R es de característica
cero.

Teorema 1.5. Un anillo R 6= {0} con característica positiva que tiene una identidad y
ningún divisor de cero trivial, debe tener característica prima.

Corolario 1.6. Todo cuerpo �nito tiene característica prima.

1.3. Propiedades básicas.

Teorema 1.7. Si Fq es un cuerpo de característica prima p y n ≥ 1, entonces

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n
y (a− b)pn = ap

n − bpn.

Demostración. (Esbozo.) Usamos inducción sobre n:

1. Base (cuando n = 1): (a + b)p = ap + bp. Se desarrolla el binomio y se veri�ca que
cada coe�ciente 0 < i < p es cero, puesto que(

p
i

)
=
p(p− 1) . . . (p− i+ 1)

i . . . 2 1
≡ 0 mód p.



4 MIRIAM ABDÓN, CÍCERO CARVALHO Y DANIEL PANARIO

2. De (a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n
se deduce que (a− b)pn = ap

n − bpn puesto que

ap
n

= ((a− b) + b)p
n

= (a− b)pn + bp
n
.

�

Teorema 1.8. El grupo multiplicativo de elementos distintos de cero en Fq, denotado por
F∗q, es cíclico.

Demostración. (Esbozo.) Si q = 2 es fácil ver que el resultado es cierto. Suponga que
q ≥ 3. El orden de F∗q es q − 1. Ahora considere la factorización en primos de h = q − 1

h = pr11 p
r2
2 · · · prmm ,

donde p1, p2, . . . , pm son números primos distintos y r1, r2, . . . , rm son enteros positivos.
Para cada i, 1 ≤ i ≤ m, considere el polinomio xh/pi − 1. Puesto que el grado de éste

es h/pi, tiene como máximo h/pi raíces. Ahora bien, h/pi < h = q − 1, por lo tanto hay
elementos en F∗q que no son raíces de xh/pi − 1.
Sea ai un elemento de F∗q que no es una raíz de xh/pi − 1. De�namos el elemento

bi = a
h/(pi)

ri

i .

Dejamos como ejercicio probar que el orden de bi es p
ri
i y que si b = b1, b2, . . . bm, entonces

el orden de b es q − 1 y por lo tanto es un generador de F∗q. �

Ejemplo 1.9. Consideremos F7 y su grupo multiplicativo F∗7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Es fácil
veri�car que 2 no es un elemento primitivo, pero en el caso de 3 se tiene que:

31 = 3, 32 = 2, 33 = 6, 34 = 4, 35 = 5, 36 = 1,

de donde se concluye que 3 es un elemento primitivo.

Existen algoritmos para encontrar elementos primitivos, pero ninguno de ellos se ejecuta
en un tiempo polinomial en el tamaño de la entrada. Encontrar un tal algoritmo es un
problema abierto difícil.
El siguiente teorema caracteriza los elementos que pertenecen a un cuerpo �nito.

Teorema 1.10. Si Fq es un cuerpo �nito de q elementos, entonces cada a ∈ Fq satisface
aq = a.

Demostración. Si a = 0, entonces es claro que aq = a. Si a 6= 0, entonces aq−1 = 1, puesto
que q − 1 es el orden del grupo multiplicativo en Fq. �

1.4. Polinomios sobre cuerpos �nitos. Un polinomio sobre un anillo R es una ex-
presión de la forma

p(x) =
∑n

i=0 aix
i,

donde n es un entero no negativo y ai ∈ R, para todo i = 0, 1, . . . n. Un polinomio es
mónico si el término líder tiene coe�ciente 1.

De�nición 1.11. El anillo formado por los polinomios sobre R con operaciones suma y
producto de polinomios, se denomina anillo de polinomios sobre R y se denota como
R[x].

Un polinomio f(x) = anx
n + · · · + a0 tiene grado n si an 6= 0. Por convención, el

polinomio f(x) = 0 tiene grado −∞.

Teorema 1.12. Si f, g ∈ R[x], entonces

deg(f + g) ≤ max(deg(f), deg(g))

deg(fg) ≤ deg(f) + deg(g).
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Sea F un cuerpo. Un polinomio g ∈ F [x] divide a un polinomio f ∈ F [x], si existe un
polinomio h ∈ F [x] tal que f = gh. Se dice entonces que g es un divisor de f .

Teorema 1.13 (Algoritmo de la división). Si g ∈ F [x], g 6= 0 y F es un cuerpo, entonces
para cualquier f ∈ F [x] existen polinomios únicos q, r ∈ F [x] tales que f = qg + r y
grado(r) < grado(g).

Algunas clases importantes de polinomios sobre cuerpos �nitos incluyen:
Un polinomio f ∈ Fq[x] es irreducible sobre Fq si f tiene grado positivo y f = gh
con g, h ∈ Fq[x] implica que g o h es una constante. De otra forma f es reducible.
Sea f ∈ Fq[x] un polinomio distinto del polinomio idénticamente nulo. Si f(0) 6= 0,
entonces al entero positivo más pequeño e para el cual f(x) divide a xe − 1, se le
denomina el orden de f y se denota como ord(f). Si f(x) = xhg(x) con g(0) 6= 0,
entonces ord(f)=ord(g). Un polinomio mónico f ∈ Fq[x] de grado m es primitivo
sobre Fq si f(0) 6= 0 y ord(f)= qm − 1.
Un polinomio f ∈ Fq[x] es una permutación polinomial sobre Fq si la función poli-
nomial asociada f : c 7→ f(c) de Fq en Fq es una permutación de Fq.

En las presentes notas no nos adentraremos en aplicaciones de estos polinomios, pero
existen innumerables aplicaciones de ellos en criptografía, sucesiones sobre cuerpos �nitos,
combinatoria y geometría �nita, entre otras áreas de investigación.
Cada aplicación de Fq en sí mismo puede expresarse como un polinomio. Es claro que

si φ : Fq → Fq es una función arbitraria de Fq en Fq, entonces existe un polinomio único
g ∈ Fq[x] con grado(g) < q representando a φ, es decir, g(c) = φ(c) para toda c ∈ Fq. Es
posible hallar al polinomio g usando algún método de interpolación (como el de Lagrange)
para la función φ.
Los polinomios irreducibles son los elementos �primos� de los polinomios. Al igual que

los números primos para los números enteros, los polinomios irreducibles tienen un papel
preponderante para los cuerpos �nitos. En el caso de los enteros, se tiene que

Z/(p) es un cuerpo si y sólo si p es un número primo.
Los siguientes teoremas garantizan que lo mismo se cumple para los polinomios sobre
cuerpos �nitos.

Teorema 1.14. Para f ∈ Fq[x], el anillo de clases residuales Fq[x]/(f) es un cuerpo si y
sólo si f es irreducible.

Por lo tanto, un problema de suma importancia es hallar polinomios irreducibles en
cuerpos �nitos. En aplicaciones, como criptografía por ejemplo, la elección del polinomio
irreducible para la construcción de una extensión de un cuerpo �nito juega un papel muy
importante en la e�ciencia de los métodos considerados.
El teorema anterior garantiza que se obtendrá un cuerpo si y solamente si, el polinomio

que de�ne la estructura es irreducible. Observamos que si f es un polinomio mónico
irreducible sobre Fp y el grado f es n, entonces el número de elementos de Fp/(f) es pn.
Así que Fp/(f) es un cuerpo �nito con pn elementos.
Ejemplos: Consideremos primero x2 + 1 ∈ F2[x] como el polinomio que de�ne al

�cuerpo� F4. Usándolo se genera la tabla para el producto que se muestra a continuación:

· 0 1 x x+ 1
0 0 0 0 0
1 0 1 x x+ 1
x 0 x 1 x+ 1

x+ 1 0 x+ 1 x+ 1 0

.

Como se podrá observar no se obtuvo un cuerpo �nito, esto se debe a que (x+1)(x+1) = 0
en F2[x]/(x2 + 1) y x+ 1 6= 0, es decir, se tienen divisores de cero diferentes de cero y por
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tanto no puede ser un cuerpo (�nito). Adicionalmente, x + 1 no tiene inverso ya que no
existe un elemento que multiplicado por x+ 1 de 1 como resultado y los elementos en un
cuerpo que son distintos de cero, deben tener un inverso.
Ahora dado x2 + x+ 1 ∈ F2[x], se tiene que

· 0 1 x x+ 1
0 0 0 0 0
1 0 1 x x+ 1
x 0 x x+ 1 1

x+ 1 0 x+ 1 1 x

.

En este caso se obtiene un cuerpo. La diferencia está en el polinomio que se usó. En
el primer ejemplo, el polinomio usado x2 + 1 era reducible sobre F2, mientras que en el
segundo ejemplo, x2 + x+ 1 es irreducible sobre F2. (Ejercicio: veri�car que x2 + x+ 1 es
irreducible sobre F2.)
Terminamos esta sección con un teorema fundamental para polinomios sobre cuerpos

�nitos.

Teorema 1.15 (Factorización única en Fq[x].). Cualquier polinomio f ∈ Fq[x] de grado
positivo se puede expresar como

f = af e11 f
e2
2 . . . f ekk

donde a ∈ Fq, f1, f2, . . . , fk son polinomios mónicos irreducibles distintos y e1, e2, . . . ek
son enteros positivos. Además esta factorización es única independientemente del orden
en el que aparezcan los factores.

La demostración de este teorema no es constructiva. En otras palabras, no ofrece nin-
gún algoritmo para factorizar polinomios. Sin embargo, hoy en día existen métodos muy
e�cientes para factorizar polinomios sobre cuerpos �nitos; ver, por ejemplo [23].

1.5. Estructura de los cuerpos �nitos. Sea p un número primo. Es sabido que:
1. Z/(p) es un cuerpo �nito;
2. Fp[x]/(f) es un cuerpo �nito si f es irreducible sobre Fp;
3. si grado (f) = n y f es irreducible entonces Fp[x]/(f) tiene pn elementos.

¾Son las anteriores las únicas posibles opciones para construir cuerpos �nitos? Lo que se
desea, es justamente caracterizar a todos los cuerpos �nitos posibles.

De�nición 1.16. Sea F un cuerpo y K ⊆ F . Si K es en sí mismo un cuerpo bajo las
operaciones de F , a K se le denomina subcuerpo de F y a F se le llama una extensión de
K. Si K 6= F , se dice que K es un subcuerpo propio de F .

Observe que Fp no tiene subcuerpos propios. Es claro que si K ⊂ Fp y K es un cuerpo,
entonces 0 y 1 son elementos de K. Puesto que K es un cuerpo, debe ser cerrado bajo la
suma, así que cada elemento en Fp está en K. En consecuencia K = Fp.
De�nición 1.17. Un cuerpo que no tiene subcuerpos propios se llama un cuerpo primo.

Los cuerpos primos se obtienen considerando la intersección de todas las colecciones
distintas de cero, de subcuerpos de un cuerpo dado. El siguiente teorema caracteriza a los
cuerpos primos.

Teorema 1.18. El subcuerpo primo de un cuerpo F es isomorfo a Fp o bien a Q, depen-
diendo de si la característica de F es prima o cero.

De�nición 1.19. Si K es un subcuerpo de F y M cualquier subconjunto de F . Entonces
el cuerpo K(M) está de�nido como la intersección de todos los subcuerpos de F que
contienen tanto a K como a M y se le denomina extensión del cuerpo K, obtenida
adjuntando los elementos de M .
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Para un conjunto �nito M = {θ1, θ2, . . . , θn}, se escribe K(M) = K(θ1, θ2, . . . , θn). Si
M tiene sólo un elemento θ ∈ F , entonces L = K(θ) se llama una extensión simple de K
y θ será el elemento de de�nición de L sobre K.
Si L es una extensión del cuerpo K, entonces es posible ver a L como un espacio

vectorial sobre K, puesto que los elementos de L forman un grupo abeliano bajo la suma
(L es un cuerpo) y la multiplicación escalar de un elemento α ∈ L por un elemento r ∈ K
da como resultado rα ∈ L, el cual cumple que:

r(α + β) = rα + rβ
(r + s)α = rα + sα
(rs)α = r(sα)
1 · α = α

para todas r, s ∈ K y α, β ∈ L.

De�nición 1.20. Sea L una extensión de un cuerpoK. Si L, considerado como un espacio
vectorial sobre K, tiene dimensión �nita, entonces a L se le denomina una extensión �nita
de K. A la dimensión del espacio vectorial se le llama el grado de L sobre K y se denota
por [L : K].

Teorema 1.21. Si L es una extensión �nita de K y M es una extensión �nita de L,
entonces M es una extensión �nita de K y [M : K] = [M : L][L : K].

De�nición 1.22. Si f ∈ K[x] de grado positivo y F es una extensión de K, entonces se
dice que f se descompone en F , si f puede escribirse como el producto de factores lineales
en F [x]. Es decir, f se descompone en F si existen α1, α2, . . . , αn ∈ F tales que

f(x) = a(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn),

donde a ∈ K es el coe�ciente líder de f . Al cuerpo F se le llama cuerpo de descomposición
de f sobre K si f se descompone en F y si F = K(α1, α2, . . . , αn).

El siguiente teorema caracteriza a los cuerpos de descomposición.

Teorema 1.23 (Existencia y unicidad de los cuerpos de descomposición.). Si K es un
cuerpo y f es cualquier polinomio de grado positivo en K[x], entonces existe un cuerpo
de descomposición de f sobre K. Cualesquiera dos cuerpos de descomposición de f sobre
K son isomorfos bajo un isomor�smo que mantiene a los elementos de K �jos y lleva las
raíces de f entre sí.

Teorema 1.24. Si F es un cuerpo �nito. Entonces F tiene pn elementos donde p es la
característica de F y n es el grado de extensión de F sobre su cuerpo primo.

Demostración. Puesto que F es �nito, la característica de F es un número primo, y esto
implica que el subcuerpo primoK de F es isomorfo a Fp. Por lo tanto contiene p elementos.
Es posible ver a los elementos en F como elementos de un espacio vectorial de F sobre

K. Por lo tanto, existe una base para F sobre K formada por β1, β2, . . . , βn. Entonces
cualquier elemento en F se puede escribir como

a1β1 + a2β2 + · · ·+ anβn

con a1, a2, . . . an ∈ K. Puesto que ai ∈ K para todo i = 1, . . . , n, se tienen p posibles
valores, el número total de elementos en F es pn. �

Ahora estamos listos para dar uno de los resultados más importantes de cuerpos �nitos.

Teorema 1.25 (Existencia y unicidad de los cuerpos �nitos.). Para cada primo p y cada
entero positivo n, existe un cuerpo �nito con pn elementos. Cualquier cuerpo �nito con
pn elementos es isomorfo al cuerpo de descomposición de xp

n − x sobre Fp.
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Por ejemplo, este teorema garantiza que existe un cuerpo �nito con 8 elementos, puesto
que 8 = 23 y 2 es primo. Sin embargo, este cuerpo con 8 elementos no es Z/(8), puesto que
Z/(8) no es un cuerpo; por ejemplo, 4 no tiene inverso. Para encontrar F23 hay que hallar
un polinomio irreducible de grado 3 sobre F2. (Ejercicio: hallar un polinomio irreducible
de grado 3 sobre F2 y construir F23 .)

Teorema 1.26. Si Fq es un cuerpo �nito con q = pn elementos. Entonces cada subcuerpo
de Fq tiene orden pm, donde m es un divisor positivo de n. Recíprocamente, si m es un
divisor positivo de n, entonces existe exactamente un subcuerpo de Fq con pm elementos.

Ejemplos:

1. F210 tiene subcuerpos F22 y F25 , cada uno de los cuales tiene a F2 como subcuerpo.
2. F318 tiene subcuerpos F36 y F39 ; F36 tiene subcuerpos F32 y F33 , mientras que F39

tiene como subcuerpo a F33 ; �nalmente, cada uno de ellos, tiene como subcuerpo a
F3.

3. F8 no es un subcuerpo de F16, aunque 8|16. Como 3 no divide a 4, por lo tanto F8

no es un subcuerpo de F16.
Los ejemplos anteriores están ilustrados en la Figura 1.

F39

F318

F33

F22 F25

F3

F36

F210

F2

F32

Figura 1. Subcuerpos de F210 y F318 .

Nuestro próximo paso es de�nir los conjugados de un elemento de un cuerpo �nito.

De�nición 1.27. Sean Fqm una extensión de Fq y α un elemento en Fqm . Los elementos
α, αq, αq

2
, . . . , αq

m−1
son los conjugados de α con respecto a Fq.

Sea α ∈ Fqn con polinomio minimal sobre Fq de grado d. Consideremos el conjunto
α, αq, αq

2
, . . . , αq

n−1
de conjugados de α. Los elementos de este conjunto son distintos si

n = d; sino, cada conjugado distinto aparece repetido n/d veces.

Teorema 1.28. Los automor�smos distintos de Fqn sobre Fq son las funciones σ0, σ1, . . . ,

σn−1, donde σj : Fqn → Fqn de�nida como σj(α) = αq
j
para cada α ∈ Fqn.

El conjunto de automor�smos de Fqn sobre Fq, forma un grupo con la operación de
composición funcional llamado grupo de Galois de Fqn sobre Fq. Es un grupo cíclico con
generador σ1 : Fqn → Fqn que lleva α ∈ Fqn a αq llamado automor�smo de Frobenius.
Los conjugados de α son, entonces, los elementos a los cuales α es enviado aplicando
iterativamente el automor�smo de Frobenius.
La suma y el producto de todos los conjugados de α producen dos funciones especiales

muy usadas en aplicaciones.

De�nición 1.29. Para cada α ∈ Fqm , la traza de α sobre Fq es de�nida por

TrFqm/Fq(α) = α + αq + αq
2

+ · · ·+ αq
m−1

.

La próxima proposición, que dejamos como ejercicio, contiene algunas propiedades de
la traza.
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Proposición 1.30. Sean Fqm una extensión de Fq, α, β ∈ Fqm y a, b ∈ Fq. Entonces,
1. TrFqm/Fq(α) ∈ Fq;
2. TrFqm/Fq(aα + bβ) = aTrFqm/Fq(α) + bTrFqm/Fq(β);
3. TrFqm/Fq es una transformación lineal de Fqm en Fq, donde Fqm y Fq son vistos como

espacios vectoriales sobre Fq;
4. TrFqm/Fq(a) = ma;
5. TrFqm/Fq(α

q) = TrFqm/Fq(α).

Observamos que

f(x) = (x− α)(x− αq) . . . (x− αqn−1

)

= xn − (α + αq + · · ·+ αq
n−1

)xn−1 + · · ·+ (−1)nααq . . . αq
n−1

,

entonces TrFqn/Fq(α) = −an−1.
Podemos de�nir la traza de Fqn sobre un subcuerpo Fqm :

TrFqn/Fqm (x) = x+ xq
m

+ · · ·+
(
xq

m)n−1
m .

Cuando tenemos una cadena de extensiones de cuerpos, podemos calcular la composi-
ción de trazas.

Teorema 1.31. Sea K un cuerpo �nito, F una extensión de K y E una extensión de F .
Entonces, para α ∈ E,

TrE/K(α) = TrF/K
(
TrE/F (α)

)
.

Demostración. Sea K = Fq, [F : K] = n, [E : F ] = m y entonces [E : K] = mn. Para
α ∈ E tenemos

TrF/K
(
TrE/F (α)

)
=

n−1∑
i=0

(
TrE/K(α)

)qi
=

n−1∑
i=0

(
m−1∑
j=0

α(qn)j

)qi

=
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

αq
nj+i

=
mn−1∑
k=0

αq
k

= TrE/K(α).

�

La función traza TrF/K para una extensión F de K es una transformación lineal de F
en K que describe todas las posibles transformaciones de F en K (funcionales lineales de
F ).

Teorema 1.32. Sea F un cuerpo, extensión �nita del cuerpo �nito K, donde ambos son
considerados como espacios vectoriales sobre K. Las transformaciones lineales de F en K
son exactamente las funciones Lβ, β ∈ F , donde Lβ(α) = TrF/K(βα) para todo α ∈ F .
Además, tenemos Lβ 6= Lγ cuando β y γ son elementos distintos de F .

Otra función interesante de un cuerpo �nito a un subcuerpo es la norma.

De�nición 1.33. Para α ∈ Fqn , la norma NFqn/Fq(α) sobre Fq es de�nida como

NFqn/Fq(α) = ααq . . . αq
n−1

= α
qn−1
q−1 .

Si f(x) = (x− α) . . . (x− αqn−1
) =

∑n
i=0 αix

i, entonces NFqn/Fq(α) = (−1)na0.

Teorema 1.34. La función norma de Fqn sobre Fq veri�ca
(a) NFqn/Fq(αβ) = NFqn/Fq(α)NFqn/Fq(β) para todo α, β ∈ Fqn;
(b) NFqn/Fq lleva Fqn en Fq y F∗qn en F∗q;
(c) NFqn/Fq(α) = αn, para todo α ∈ Fq;
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(d) NFqn/Fq(α
q) = NFqn/Fq(α), para todo α ∈ Fqn.

(e) Transitividad de la norma: Si K es una extensión de un cuerpo �nito K y E es una
extensión de un cuerpo �nito F , entonces NE/K(α) = NF/K

(
NE/F (α)

)
, para todo

α ∈ E.

Ejercicio: probar el Teorema 1.34.

2. Cuerpos de funciones, semigrupos de Weierstrass y códigos de Goppa

2.1. Cuerpos de funciones de una variable. Sean K y F cuerpos tales que K ⊂ F .
Como se ha visto anteriormente, se dice que F es una extensión de K y escribimos F |K.
También se ha visto que podemos pensar a F como un K-espacio vectorial. Si F es de
dimensión �nita, con dimKF = d, entonces decimos que la extensión F |K es �nita, de
grado d. Si y ∈ F es tal que para un polinomio distinto de cero p(X) ∈ K[X] tenemos
p(y) = 0, entonces decimos que y es un elemento algebraico sobre K, de lo contrario,
decimos que y es trascendente sobre K. Observemos que si F |K es una extensión �nita,
entonces cada elemento y ∈ F es algebraico sobre K: en efecto, digamos que dimKF = n,
tenemos que {1, y, . . . , yn} es un conjunto linealmente dependiente, por lo tanto, existen
a0, . . . , an ∈ K, no todos iguales a cero, tal que a0 + a1y + · · · + any

n = 0, es decir, y es
una raíz de p(X) =

∑n
i=0 aiX

i ∈ K[X]. Si y ∈ F es trascendente sobre K, entonces es
fácil comprobar que la intersección de todos los subcuerpos de F que contienen K e y es
el subcuerpo

K(y) := {p(y)/q(y) ∈ F | p(X), q(X) ∈ K[X], q(X) 6= 0},

que es isomorfo al cuerpo de fracciones de polinomios

K(X) = {p(X)/q(X) | p(X), q(X) ∈ K[X], q(X) 6= 0}.

Esto re�eja el hecho de que si y es trascendente sobre K, entonces se comporta como �una
variable� sobre K, ya que para cualquier a0, . . . , an ∈ K tenemos

∑n
i=0 aiy

i = 0 si y sólo
si ai = 0 para todo i = 0, . . . , n. Decimos que F |K es una extensión algebraica si cada
elemento de F es una raíz de algún polinomio distinto de cero en K[X], de lo contrario,
decimos que F |K es una extensión trascendente.
En lo que sigue vamos a trabajar con un objeto básico: un cuerpo de funciones alge-

braicas F |K de una variable. Ésta es una extensión F |K con la propiedad de que existe
un elemento x ∈ F , trascendente sobre K y tal que la extensión F |K(x) es �nita.

F

K(x)

K

extensión �nita

extensión trascendente

Siempre asumiremos que K es algebraicamente cerrado en F , lo que signi�ca que si
f ∈ F es un elemento algebraico sobre K, entonces f ∈ K (en otras palabras, excepto los
elementos de K ⊂ F , que obviamente son algebraicos sobre K, no hay otros elementos de
F que sean algebraicos sobre K). Nuestra referencia, en esta sección, es el primer capítulo
del libro de H. Stichtenoth ([47]). No tenemos tiempo para demostrar la mayor parte de
lo que necesitaremos, por lo que solo indicaremos los resultados y el lector podrá ver las
pruebas en ese libro.
El ejemplo más básico de un cuerpo de funciones se obtiene al tomar F = K(X):

claramente X es trascendente sobre K y la extensión F |K(X) es �nita de grado uno
(que es solo una forma elaborada de decir que F = K(X)).
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De�nición 2.1. Un anillo de valoración del cuerpo de funciones F |K es un anillo O tal
que:
(1) K $ O $ F ;
(2) para cualquier f ∈ F tenemos f ∈ O o f−1 ∈ O.

Lema 2.2. Sea O un anillo de valoración de F |K. Entonces O es un anillo local, es
decir, O tiene un único ideal maximal, que es el conjunto P := O\O∗ (donde O∗ denota
el conjunto de elementos invertibles de O).

Demostración. Veamos que P es un ideal, y comenzamos por observar que 0 ∈ P . Sea
z ∈ P y f ∈ O, si zf =: u ∈ O∗ tenemos (zu−1)f = 1 y f ∈ O∗, luego z = uf−1 ∈ O∗
lo cual es absurdo, por lo tanto, zf ∈ P . Dado f, g ∈ P \ {0} tenemos que f/g ∈ O o
g/f ∈ O, digamos f/g ∈ O. Luego 1 + f/g ∈ O y

f + g = g(1 + f/g) ∈ P
por lo que acabamos de probar que P es un ideal de O. Obviamente es un ideal maximal
porque si J ⊂ O es un ideal tal que P $ J j O, entonces J debe contener un elemento
de O∗, de modo que J = O. �

De�nición 2.3. Un subconjunto P ⊂ F que es un ideal maximal de algún anillo de
valoración de F |K se llama lugar de F |K.

El teorema a continuación enumera propiedades importantes de los lugares.

Teorema 2.4. Sea O un anillo de valoración de F |K y sea P ⊂ O su ideal maximal.
Entonces:

(1) P es un ideal principal;
(2) sea t ∈ P tal que P = tO, luego cualquier elemento distinto de cero z ∈ F se escribe

de manera única como z = tnu, con n ∈ Z y u ∈ O∗;
(3) z ∈ O si y sólo si z = tnu, con n ∈ Z, n ≥ 0 y u ∈ O∗;
(4) el número entero n es el mismo para cualquier generador de P .

Demostración. (1) Véase [47, Teorema 1.1.6].
(2) Véase [47, Teorema 1.1.6]. Aunque no probaremos la existencia, la parte de unicidad
del elemento es fácil de veri�car. De hecho, suponga que

z = tn1u1 = tn2u2

para n1, n2 ∈ Z y u1, u2 ∈ O∗. Supongamos que n1 ≥ n2, lo que implica que 1 =
tn1−n2u1u

−1
2 y como 1 /∈ P debemos tener n1 = n2, y luego u1 = u2.

(3) Si z = tnu con u ∈ O∗ y n < 0, entonces no podemos tener z ∈ O porque en este caso
1 = zt−nu−1 ∈ P , lo cual es absurdo. La recíproca es obvia.
(4) Supongamos ahora que

P = tO = zO,
sabemos que existen n ∈ Z y u ∈ O únicos tales que z = tnu, y como z ∈ P ⊂ O debemos
tener n ≥ 0. No podemos tener n = 0 ya que esto implicaría z ∈ O∗ (y luego 1 ∈ O) por
lo que n > 0. Como P = zO = tnO debemos tener n = 1 (porque t ∈ O y debido a la
unicidad probada en el item (2)). Así z = tu y dado f ∈ F , f 6= 0 tenemos f = tmv con
m ∈ Z y v ∈ O, entonces f = zm(umv) y así el entero m es el mismo, independientemente
si usamos t o z. �

En la de�nición siguiente,∞ denota un elemento tal que∞+∞ = n+∞ =∞+n =∞
y ∞ > n para cualquier n ∈ Z.

De�nición 2.5. Una valoración (discreta) de F |K es una función v : F → Z∪{∞} con
las siguientes propiedades:
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(1) v(f) =∞⇔ f = 0;
(2) v(fh) = v(f) + v(h) para cualquier f, h ∈ F ;
(3) v(f + h) ≥ mı́n{v(f), v(h)} para cualquier f, h ∈ F ;
(4) existe t ∈ F tal que v(t) = 1;
(5) v(a) = 0 para cualquier a ∈ K, a 6= 0.

Observe que si a ∈ K∗ y f ∈ F tenemos v(af) = v(a) + v(f) = v(f), en particular
v(−f) = v(f). Una propiedad importante de las valoraciones discretas es la llamada
desigualdad triangular estricta, que enunciamos a continuación.

Lema 2.6. Sea v una valoración discreta de F |K y sean f, h ∈ F . Si v(f) 6= v(h),
entonces v(f + h) = mı́n{v(f), v(h)}.

Demostración. Supongamos que v(f) < v(h) y supongamos también que

v(f + h) 6= mı́n{v(f), v(h)} = v(f).

De (3) obtenemos v(f + h) > v(f) y

v(f) = v((f + h)− h) ≥ mı́n{v(f + h), v(−h)} > v(f),

una contradicción. �

De�nición 2.7. Sea P un lugar de F |K y de�namos una función

vP : F → Z ∪ {∞}
de la siguiente manera: v(0) =∞; si f 6= 0 sea t ∈ P tal que P = tO y escribamos f = tnu,
con u ∈ O∗; luego tomamos v(f) := n. Esta función se llama la valoración asociada a P .
Del Teorema 2.4 esta función está bien de�nida, es decir, no depende de la elección del
generador para P y para cualquier generador t tenemos vP (t) = 1. Un generador para P
también se llama parámetro local en P .

Dejamos al lector, como ejercicio, la prueba de que vP es de hecho una valoración
discreta de F |K. El resultado a continuación puede ayudar a probar que vP tiene la
propiedad (3) en la de�nición de valoraciones.

Lema 2.8. Sea P un lugar de F |K, O su anillo de valoración y sea vP la valoración
asociada. Entonces:

(1) O = {f ∈ F | vP (f) ≥ 0};
(2) O∗ = {f ∈ F | vP (f) = 0};
(3) P = {f ∈ F | vP (f) > 0}.

Demostración. Sea t ∈ P tal que P = tO.
(1) Claramente, tnu ∈ O siempre que n ≥ 0 y u ∈ O∗. Por otro lado, del Teorema 2.4 (3)
tenemos O ⊂ {f ∈ F | vP (f) ≥ 0}.
(2) Sea f = tnu ∈ O∗. Como f−1 = t−nu−1 ∈ O, debemos tener n ≥ 0 y −n ≥ 0. Por lo
tanto n = 0.
(3) Esto es claro ya que P = O \ O∗. �

Por lo tanto, un lugar determina una valoración de F |K, y del ítem (1) del lema
anterior vemos que hay un único anillo de valoración que contiene un lugar dado. Es
fácil probar el siguiente resultado, que es una especie de recíproca del anterior lema: sea
v : F → Z ∪ {∞} una valoración de F |K y sea

O := {f ∈ F |K | v(f) ≥ 0};
entonces O es un anillo de valoración de F |K, que tiene como ideal maximal el conjunto
P := {f ∈ F | v(f) > 0}. Uno incluso puede probar que hay una biyección entre los
conjuntos de funciones de valoraciones discretas de F |K y los lugares de F |K. Además,
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hay una biyección entre el conjunto de anillos de valoración de F |K y el conjunto de
lugares de F |K (es decir, el conjunto de subconjuntos de F que son ideales maximales
para anillos de valoración de F |K).
Dado que P es un ideal maximal de O, obtenemos que O/P es un cuerpo. Además,

como K ⊂ O podemos escribir K ⊂ O/P , es decir, tenemos una extensión (O/P ) |K.
Uno puede mostrar que ésta es una extensión �nita, y su grado se llama grado de P
(notación: degP ). Sea z ∈ O, es habitual escribir z(P ), en lugar de z, para denotar la
clase de z en el cuerpo O/P ; esta notación se usará libremente en las secciones 3 y 4 a
continuación.
Cuando degP = 1 decimos que P es un lugar racional de F |K.

Ejemplo 2.9. Veamos dos ejemplos de cuerpos de funciones y examinemos sus anillos de
valoración, lugares y valoraciones discretas.
1) Sea K un cuerpo (que, en una primera lectura, se puede pensar que sea el cuerpo de
números complejos C) y considere el cuerpo de funciones F |K donde

F = K(X) = {f(X)/g(X) | f(X), g(X) ∈ K[X], g(X) 6= 0}.

Este cuerpo se llama cuerpo de funciones racionales. Sea p(X) ∈ K[X] un polinomio
irreducible (entonces, si K = C debemos tener p(X) = X − α, para determinado α ∈
C). Recordamos que K[X] es un dominio euclidiano, en particular es un dominio de
factorización única. Luego, dado f(X)/g(X) ∈ K(X), podemos encontrar un único n ∈ Z
tal que

f(X)/g(X) = p(X)nf̃(X)/g̃(X),

donde f̃(X), g̃(X) ∈ K[X] y ni f̃(X) ni g̃(X) son múltiplos de p(X). De�niendo

vP (f(X)/g(X)) = n y vP (0) =∞

obtenemos una función vP : F → Z ∪ {∞}. No es difícil probar que vP es una valoración
de K(X). El anillo de valoración correspondiente es

Op(X) = {f(X)/g(X) ∈ K(X) | g(X) no es un múltiplo de p(X)},

y el lugar correspondiente es el conjunto

Pp(X) = {f(X)/g(X) ∈ K(X) | f(X) es un múltiplo de p(X) pero

g(X) no es un múltiplo de p(X)} = p(X)Op(X);

entonces, por supuesto,

O∗p(X) = {f(X)/g(X) ∈ K(X) | f(X) y g(X) no son múltiplos de p(X)}.

Vamos a demostrar ahora que degPp(X) = deg p(X). Sea f(X)/g(X) ∈ Op(X). En K[X]
tenemos mcd(p(X), g(X)) = 1 (ya que p(X) - g(X)) por lo tanto, existen t(X), s(X) ∈
K[X] tales que

t(X)p(X) + s(X)g(X) = 1,

luego s(X)g(X)− 1 ∈ (p(X)) y en Op(X)/Pp(X) tenemos s(X)/1 = 1/g(X); esto muestra
que f(X)/g(X) = f(X)s(X)/1 en Op(X)/Pp(X). Ahora sea r(X) el resto en la división
(euclidiana) de f(X)s(X) por p(X), luego obtenemos

f(X)s(X)/1 = r(X)/1

con r(X) = 0 o deg r(X) < deg p(X). De aquí es fácil concluir que Op(X)/Pp(X) se genera,

como un K-espacio vectorial, por 1/1, X/1, . . ., Xdeg(p(X))−1/1.
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Otra valoración de K(X), generalmente denotada por v∞ es la función de�nida por
v∞(0) =∞ y v∞(f(X)/g(X)) = degg(X)−degf(X) para todo f(X)/g(X) ∈ K(X)\{0}.
El anillo de valoración correspondiente es

O∞ = {f(X)/g(X) ∈ K(X) | degf(X) ≤ degg(X)},
el lugar correspondiente es

P∞ = {f(X)/g(X) ∈ K(X) | degf(X) < degg(X)} = (1/X)O∞
y luego

O∗∞ = {f(X)/g(X) ∈ K(X) | degf(X) = degg(X)}.
Vamos a demostrar ahora que degP∞ = 1. De hecho, en O∞/P∞ tenemos f(X)/g(X) 6= 0

si y sólo si deg f(X) = deg g(X). Suponga que f(X)/g(X) 6= 0 y sean a y b, respectiva-
mente, los coe�cientes líderes de f(X) y g(X). Tenemos

f(X)/g(X)− ab−1/1 = (f(X)− ab−1g(X))/g(X) = 0,

y por lo tanto O∞/P∞ = K.
Se puede mostrar que éstas son todas las valoraciones de K(X) |K (ver [47, Proposition

1.2.1]).

Supongamos ahora que K = C y sea p(X) = X − α, para algún α ∈ C (observe que
todos los polinomios irreducibles de C[X] son de esta forma). Entonces degPx−α = 1 y
puede escribir OX−α/PX−α = C. De lo que hicimos arriba, sabemos que los elementos de
OX−α/PX−α son de la forma z(X)/1, donde z(X) ∈ C[X]. Está claro que X/1 = α así
que z(X)/1 = z(α). Ésta es la motivación para la notación z(P ) presentada justo antes
de este ejemplo.

2) Sea

f(X, Y ) = Y 2 −X(X − 1)(X − 2)(X − 3)(X − 4)(X − 5)(X − 6) ∈ C(X)[Y ];

no es difícil ver que f(X, Y ) (como un polinomio en la variable Y ) es irreducible, luego
C(X)[Y ]/(f(X, Y )) es un cuerpo. Escribimos

x := X, y := Y y C(x, y) := C(X)[Y ]/(f(X, Y )).

Como y2 =
∏6

i=0(x − i) vemos que cualquier elemento de C(x, y) puede escribirse como
f(x) + g(x)y. Observe que C(x, y) |C es un cuerpo de funciones.

C(x, y)

C(x)

C

extensión �nita de grado 2: C(x, y) = C(x)⊕ C(x)y

extensión trascendente

Damos ahora alguna información sobre las valoraciones de C(x, y). Sea v∞ la valoración
de C(x) que describimos antes, entonces la función w∞ : C(x, y) → Z ∪ {∞} de�nida en
un elemento no nulo por

w∞(f(x) + g(x)y) = mı́n{2v∞(f(x)), 2v∞(g(x))− 7}
(y w∞(0) =∞) es una valoración de C(x, y) |C. Para i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} tenemos que

wi(f(x) + g(x)y) := mı́n{2vx−i(f(x)), 2vx−i(g(x)) + 1}
(y wi(0) = ∞) también es una valoración (aquí vx−i es la valoración de C(x) asociada
con el polinomio irreducible x − i, como se vio anteriormente), cuyo anillo de valoración
(observe que C(x, y) es el cuerpo de fracciones de C[x, y] := C[X, Y ]/(f(X, Y ))) es



CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS 15

Oi = {(p(x) + q(x)y)/(m(x) + n(x)y) ∈ C(x, y) | p(x), q(x),m(x), n(x) ∈ C[x]

y m(i) 6= 0}.

Además, para a ∈ C \ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, sea b ∈ C tal que b2 =
∏6

i=0(a − i); luego
b 6= 0 y existen dos valoraciones distintas de C(x, y), digamos wa,b y wa,−b, con anillos de
valoración iguales a

Oa,b = {(p(x) + q(x)y)/(m(x) + n(x)y) ∈ C(x, y) | p(x), q(x),m(x), n(x) ∈ C[x]

y m(a) + n(a)b 6= 0}

y

Oa,−b = {(p(x) + q(x)y)/(m(x) + n(x)y) ∈ C(x, y) | p(x), q(x),m(x), n(x) ∈ C[x]

y m(a)− n(a)b 6= 0}.

Éstos son todos los anillos de valoración de C(x, y). Además, todos los lugares son racio-
nales. Esto es cierto porque, como se observó justo antes de estos ejemplos, para un lugar
P en un cuerpo de funciones F |K la extensión (OP/P ) |K es �nita, por lo tanto es una
extensión algebraica, pero en nuestro caso K = C, un cuerpo algebraicamente cerrado,
entonces debemos tener OP/P = C para todos los lugares P de C(x, y) |C.

De�nición 2.10. Sea P el conjunto de lugares de F |K. Una suma formal∑
P∈P

nPP,

donde nP ∈ Z para todo P ∈ P y nP 6= 0 solo para un número �nito de lugares P se
llama divisor de F |K. El conjunto D de divisores es un grupo abeliano con la suma∑

P∈P

nPP +
∑
P∈P

sPP :=
∑
P∈P

(nP + sP )P.

De�nimos un orden parcial en el conjunto de divisores D como∑
P∈P

nPP ≤
∑
P∈P

sPP

si y sólo si nP ≤ sP para todo P ∈ P . El grado de un divisor es el número entero∑
P∈P nP degP . El soporte de un divisor

∑
P∈P nPP es el conjunto (�nito) de lugares P

tal que nP 6= 0.

Sea f ∈ F con f 6= 0. Podemos mostrar que vP (f) 6= 0 sólo para un número �nito
de lugares P (ver [47, Corollary 1.3.4]). Si P es tal que vP (f) > 0, entonces se dice que
P es un cero de f ; si vP (f) < 0, entonces se dice que P es un polo de f . De�nimos el
divisor de f como div(f) :=

∑
P∈P vP (f)P . Observe que si f, h ∈ F \ {0}, a partir de las

propiedades de las valoraciones, obtenemos div(fh) = div(f) + div(h); en particular, ya
que div(1) = 0, obtenemos div(f−1) = −div(f). Los divisores del tipo div(f), con f ∈ F ,
f 6= 0, se llaman divisores principales y el siguiente lema enumera algunas propiedades
relacionadas con estos divisores (ver [47, Corollary 1.1.20 y Theorem 1.4.11]).

Lema 2.11. Sea f ∈ F \ K. Entonces f tiene al menos un cero y un polo. Además,
deg(div(f)) = 0.

Ejemplo 2.12. Sea R(X) el cuerpo de funciones racionales sobre los números reales R,
y sea

f = (X2 + 1)(X2 + 2)3(X − 1)2/((X − 3)(X − 5)4).
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Luego, del Ejemplo 2.9 (1) (utilizamos la notación de ese ejemplo) y las propiedades de
las valoraciones vemos que vX2+1(f) = 1, vX2+2(f) = 3, vX−1(f) = 2, vX−3(f) = −1,
vX−5(f) = −4 y v∞(f) = −5, además vP (f) = 0 para cualquier

P /∈ {PX2+1, PX2+2, PX−1, PX−3, PX−5, P∞(f)}.
Así div(f) = PX2+1 + 3PX2+2 + 2PX−1 − PX−3 − 4PX−5 − 5P∞(f), los ceros de f son
{PX2+1, PX2+2, PX−1}, los polos de f son {PX−3, PX−5, P∞(f)} y, recordando que

degPX2+1 = degPX2+2 = 2,

es fácil comprobar que deg(div(f)) = 0.

De�nición 2.13. Sea D un divisor de F |K. Denotamos como L(D) el conjunto

L(D) = {f ∈ F \ {0} | div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}
(de manera equivalente, si D =

∑
P∈P nPP entonces L(D) es el conjunto de funciones f

tal que vP (f)+nP ≥ 0 para todo P ∈ P). De las propiedades (3) y (5) de las valoraciones
vemos que L(D) es un K-espacio vectorial, generalmente llamado espacio de Riemann-
Roch asociado a D; denotaremos su dimensión por `(D).

No es trivial, pero uno puede mostrar que `(D) es �nito para cualquier divisor D de
F |K.

De�nición 2.14. Decimos que los divisores D y E son linealmente equivalentes si existe
una función f ∈ F tal que E = D + div(f).

La equivalencia lineal es una relación de equivalencia en el conjunto de divisores de
F |K. A continuación, enumeramos algunos resultados relacionados con el espacio L(D).

Lema 2.15. Sean D un divisor de F |K y f ∈ F , f 6= 0. Sea E := div(f) +D, entonces
L(D) ∼= L(E).

Demostración. Mostraremos que ψ : L(D) → L(E) de�nido por ψ(h) = h/f es un iso-
mor�smo de K-espacios vectoriales. Sea h ∈ L(D), luego div(h) + D ≥ 0, por lo tanto
div(h/f) + div(f) + D ≥ 0, es decir div(h/f) + E ≥ 0; esto muestra que ψ está bien
de�nida. Está claro que ψ es lineal e inyectiva, veamos que es suryectiva. Si z ∈ L(E),
entonces div(z) + E ≥ 0 por lo tanto div(z) + div(f) +D ≥ 0, por lo tanto zf ∈ L(D) y
por supuesto ψ(zf) = z. �

Lema 2.16. Sea D un divisor de F |K tal que degD < 0, entonces `(D) = 0 (i.e.
L(D) = {0}).

Demostración. Suponga que existe f ∈ L(D), f 6= 0, luego div(f) +D ≥ 0. Observe que

deg(div(f) +D) = deg(div(f)) + degD = degD

y tomando el grado en ambos lados de esta desigualdad obtenemos degD ≥ 0, una
contradicción con la hipótesis. �

Lema 2.17. Si D ≥ 0 tenemos K ⊂ L(D) y si D = 0, entonces L(D) = K (y tenemos
`(D) = 1).

Demostración. Suponga que D ≥ 0 y sea a ∈ K \ {0}. Como vP (a) = 0 para todos
los lugares P de F |K obtenemos div(a) = 0, por lo tanto div(a) + D ≥ 0 y tenemos
K ⊂ L(D). Ahora suponga D = 0; si f ∈ L(D) ∩ (F \K) entonces del Lema 2.11 existe
un lugar P tal que vP (f) < 0 por lo que no podemos tener div(f) + 0 ≥ 0 y luego
L(D) = K. �

Lema 2.18. Si D ≤ E, entonces L(D) ⊂ L(E) y dim(L(E)/L(D)) ≤ deg(E −D).
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Demostración. Si h ∈ L(D) entonces div(h) +D ≥ 0, por lo tanto

div(h) + E = div(h) +D + (E −D) ≥ E −D ≥ 0

y tenemos h ∈ L(E). Supongamos ahora que E = D + P y sea nP el coe�ciente de P en
el divisor D; si h ∈ L(D+P ) tenemos vP (h) + np + 1 ≥ 0. Sea t un parámetro local en P
y sea ψ : L(D + P ) → OP/P la transformación K-lineal de�nida por ψ(h) = htnP +1, es
fácil veri�car que el núcleo de ψ es exactamente L(D) y por lo tanto

dim(L(D + P )/L(D)) ≤ dimOP/P = degP.

Ahora el lema sigue por inducción y del hecho que si U ⊂ W ⊂ V son espacios vectoriales
sobre K de dimensión �nita, entonces dimV/U = dimV/W + dimW/U . �

El principal teorema sobre los espacios L(D) es el llamado Teorema de Riemann-Roch
(ver [47, Section I.5]) que indicamos a continuación.

Teorema 2.19. Sea F |K un cuerpo de funciones y sea D un divisor de F |K. Existe un
entero no negativo g y un divisor C tal que

`(D) = degD + 1− g + `(C −D).

Además, C puede ser reemplazado por cualquier divisor en su clase de equivalencia lineal.

Este teorema presenta el invariante más importante de F |K, el entero g, que se llama
el género de F |K. La clase de equivalencia de C se llama clase canónica de divisores de
F |K y cualquier divisor en ella se llama divisor canónico.

Corolario 2.20. Sea C un divisor de F |K. Entonces C es un divisor canónico si y sólo
si degC = 2g − 2 y `(C) = g.

Demostración. Supongamos que C sea un divisor canónico; aplicando el teorema de
Riemann-Roch a D = 0 y recordando del Lema 2.17 que `(0) = 1 obtenemos

1 = 0 + 1− g + `(C),

luego `(C) = g. Ahora aplicamos el teorema de Riemann-Roch a D = C y usamos
`(C) = g y `(C −C) = `(0) = 1, así g = degC + 1− g+ 1 para que degC = 2g− 2. Para
probar la recíproca, sea C ′ un divisor canónico y suponga que degC = 2g− 2 y `(C) = g.
Del teorema de Riemann-Roch aplicado a D = C obtenemos

g = 2g − 2 + 1− g + `(C ′ − C)

y entonces `(C ′−C) = 1. Esto signi�ca que existe z ∈ F \{0} tal que div(z)+(C ′−C) ≥ 0,
es decir, div(z) +C ′ ≥ C. Observe que ambos lados tienen el mismo grado, por lo tanto,
debemos tener div(z) + C ′ = C, por lo que C es linealmente equivalente a C ′ y, por lo
tanto, es un divisor canónico. �

Corolario 2.21. Sea D un divisor de F |K tal que degD > 2g − 2. Entonces `(D) =
degD + 1− g.

Demostración. Sea C un divisor canónico, luego degC = 2g−2 y obtenemos deg(C−D) =
degC−degD < 0. Así, del Lema 2.16 obtenemos `(C−D) = 0 y del teorema de Riemann-
Roch tenemos `(D) = degD + 1− g. �

Ejemplo 2.22. El corolario anterior proporciona un método para calcular el género de un
cuerpo de funciones, aunque generalmente no sea práctico. La idea es calcular deg(D) +
1− `(D) para divisores cuyos grados crecen hasta el in�nito, obteniendo así una secuencia
de enteros que debe ser constante después de que el grado �sea lo su�cientemente grande�.
1) Usaremos este método para calcular el género de K(X). Sea

P∞ = {f(X)/g(X) ∈ K(X) | degf(X) < degg(X)}
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(consulte el Ejemplo 2.9 (1) para recordar las de�niciones y la notación que usaremos
aquí) y sea n un entero positivo. Entonces

L(nP∞) = {z ∈ K(X) | v∞(z) + n ≥ 0 y

vp(X)(z) ≥ 0 para todo irreducible p(X) ∈ K[X]}.
Vamos a escribir z ∈ K(X) como

z =
∏
p(X)

p(X)np(X) ,

donde p(X) recorre el conjunto de polinomios irreducibles en K[X] y np(X) es un número
entero (por supuesto, np(X) = 0 excepto por un número �nito de p(X)). Al recordar la
de�nición de v∞ vemos que

L(nP∞) = {f(X) ∈ K[X] | deg f(X) ≤ n} ∪ {0},
luego `(nP∞) = n + 1 = deg nP∞ + 1. Esto muestra que K(X) tiene género cero. Uno
puede demostrar la recíproca: si F |K tiene género cero y un lugar racional, entonces
F = K(X) (vea [47, Proposition 1.6.3]).
2) También aplicaremos el método anterior para calcular el género del cuerpo de funciones
C(x, y) descrito en el Ejemplo 2.9 (2) (consulte este ejemplo para las de�niciones y la
notación). Es un poco más elaborado, pero vamos a delinear el razonamiento. Para n un
entero positivo, queremos determinar L(nP∞) para calcular `(nP∞). Tenemos

L(nP∞) = {z ∈ C(x, y) |w∞(z) + n ≥ 0 y w(z) ≥ 0 siempre que w 6= w∞}.
Para L′ := {z ∈ C(x, y) |w(z) ≥ 0 siempre que w 6= w∞}, vamos a mostrar que

L′ = {p(x) + q(x)y ∈ C(x, y) | p(x), q(x) ∈ C[x]}.
Sabemos que los elementos de C(x, y) pueden escribirse como p(x)+q(x)y con p(x), q(x) ∈
C(x) y sea

σ : C(x, y)→ C(x, y)

el automor�smo de C(x, y) de�nido por σ(p(x)+q(x)y) = p(x)−q(x)y (en otras palabras,
σ es el automor�smo de C(x, y) de�nido por σ(x) = x y σ(y) = −y). Sea w una valoración
de C(x, y). No es difícil comprobar que la composición w ◦ σ es también una valoración
de C(x, y); además, si P 6= P∞ tenemos wP ◦ σ 6= w∞. De hecho,

(wP ◦ σ)(x) = wP (σ(x)) = wP (x) ≥ 0

ya que x ∈ OP , mientras que w∞(x) = mı́n{2 · (−1),∞} = −2. De esto podemos concluir
que σ(L′) ⊂ L′ porque si z ∈ L′ entonces w(σ(z)) = (w ◦ σ)(z) ≥ 0 para todos w 6= w∞.
Por lo tanto, si p(x) + q(x)y ∈ L′ entonces p(x) − q(x)y ∈ L′ y luego p(x), q(x)y ∈ L′.
Ahora

L′ ∩ C(x) = {a(x) ∈ C(x) |w(a(x)) ≥ 0 siempre que w 6= w∞}
= {a(x) ∈ K(x) | a(x) ∈ OP para todos los lugares P 6= P∞}

y de la descripción de los anillos de valoración en el Ejemplo 2.9 (2) obtenemos L′∩C(x) =
C[x]. Por lo tanto, p(x) ∈ C[x] y (q(x)y)2 = q(x)2

∏6
i=0(x − i) ∈ C[x]; escribiendo q(x)

como el cociente de dos polinomios vemos que debemos tener q(x) ∈ C[x]. Así

L′ = {p(x) + q(x)y ∈ C(x, y) | p(x), q(x) ∈ C[x]}
y como L(nP∞) = L′ ∩ {z ∈ F |w∞(z) + n ≥ 0} obtenemos

L(nP∞) ={p(x) + q(x)y | p(x), q(x) ∈ C[x] y w∞(p(x) + q(x)y) ≥ −n}
={p(x) + q(x)y | p(x), q(x) ∈ C[x], 2v∞(p(x)) ≥ −n y 2v∞(q(x))− 7 ≥ −n}
={p(x) + q(x)y | p(x), q(x) ∈ C[x], deg(p(x)) ≤ n/2 y deg(q(x)) ≤ (n− 7)/2}.
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De esto concluimos que

L(nP∞) =

{
[n/2] + 1 si 1 ≤ n ≤ 6,
n+ 1− 3 si n ≥ 7,

y luego el género de C(x, y) es 3.

El siguiente resultado lo necesitaremos para una demostración en la próxima sección
(ver [47], Sección 4.2, y especialmente el Teorema 4.2.6, para obtener resultados más
generales). Recordemos que el anillo de series formales de Laurent sobre un cuerpo K, en
la variable t, es el anillo

K((t)) := {
∞∑
i=n

ait
i |n ∈ Z, ai ∈ K for all i ≥ n}

(este conjunto es un anillo con la suma y el producto habituales de series), y también
que un cuerpo perfecto K es un cuerpo donde, o bien la característica es cero, o bien
cada elemento tiene un raíz p-ésima en K si la característica es p > 0. Por lo tanto, los
cuerpos �nitos son ejemplos de cuerpos perfectos (este es el ejemplo que nos interesará,
especialmente en las dos últimas secciones).

Teorema 2.23. Sea F |K un cuerpo de funciones donde K es un cuerpo perfecto. Sea
t un parámetro local en un lugar racional Q. Luego, existe un monomor�smo de anillos
Φ : F → K((t)) que asocia a cada elemento z ∈ F \ {0} una serie Φ(z) =

∑∞
i=n ait

i,
donde an 6= 0 y n = vP (z). La serie Φ(z) se denomina expansión local de z en Q.

2.2. Semigrupos de Weierstrass de varios puntos. En lo que sigue, denotaremos
el conjunto de enteros no negativos como N0. Sea F |K un cuerpo de funciones de una
variable y sea f ∈ F , f 6= 0. Ya vimos que f tiene un número �nito de ceros y polos.

De�nición 2.24. Llamamos al divisor

div0(f) :=
∑

P∈P y vp(f)>0

vP (f)P

divisor de ceros de f , mientras que el divisor

div∞(f) :=
∑

P∈P y vp(f)<0

(−vP (f))P

se llamará divisor de polos de f .

Observe que div0(f) ≥ 0, div∞(f) ≥ 0, div(f) = div0(f) − div∞(f) y deg(div0(f)) =
deg(div∞(f)).

De�nición 2.25. El conjunto

H(Q) = {n ∈ N0 | ∃f ∈ F tal que div∞(f) = nQ}
se denomina semigrupo de Weierstrass asociado a Q, o el semigrupo de Weierstrass en Q.

Recordamos que un semigrupo es una estructura algebraica que consiste en un conjunto
no vacío H sobre el cual está de�nida una operación binaria asociativa y un monoide es
un semigrupo que tiene un elemento neutro relativo a la operación (es decir, existe 0 ∈ H
tal que h + 0 = 0 + h = h para todos los h ∈ H). Observe que el conjunto H(Q) es
un subsemigrupo de N0, ya que si n1, n2 ∈ H(Q) entonces existen f1, f2 ∈ F tales que
div∞(f1) = n1Q y div∞(f2) = n2Q y tomando f := f1f2 obtenemos div∞(f) = (n1+n2)Q,
es decir n1+n2 ∈ H(Q). En realidad, como 0 ∈ H(Q) (porque div∞(1) = 0Q) tenemos que
H(Q) es un submonoide de N0, pero llamar a H(Q) un semigrupo ya es un procedimiento
estándar.
Un resultado muy útil al estudiar H(Q) es el siguiente.
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Lema 2.26. Existe f ∈ F \ {0} tal que div∞(f) = nQ si y sólo si L((n− 1)Q) $ L(nQ).

Demostración. Tenemos: div∞(f) = nQ para algún f ∈ F ⇔ div(f) + nQ ≥ 0 pero
div(f) + (n− 1)Q � 0 ⇔ f ∈ L(nQ) \ L((n− 1)Q). �

Sea g el género de F |K. Si n ≥ 2g, entonces del teorema de Riemann-Roch obtenemos
`(nQ) = n+ 1− g, `((n− 1)Q) = (n− 1) + 1− g, por lo tanto `(nQ)− `((n− 1)Q) = 1,
así que L((n− 1)Q) $ L(nQ). Por lo tanto {n ∈ N0 |n ≥ 2g} ⊂ H(Q) y en particular, si
g = 0, entonces H(Q) = N0. Supongamos que g = 1. Luego de Corolario 2.21 obtenemos
`(Q) = 1 y como `(0) = 1 debemos tener

H(Q) = {n ∈ N0 |n = 0 o n ≥ 2}.

Entonces, asumimos que g ≥ 2 y analizamos el caso donde n ∈ {1, . . . , 2g − 1}. Observe
que `(0Q) = 1 y `((2g − 1)Q) = g y del Lema 2.18 obtenemos

0 ≤ `(nQ)− `((n− 1)Q) ≤ 1,

por lo tanto, cuando n va de 0 a 2g− 1 existen 2g− 1 �saltos�, mientras que la dimensión
`(nQ) salta g − 1 veces, de 1 a g. Por lo tanto, podemos concluir que hay exactamente
g − 1 elementos n ∈ {1, . . . , 2g − 1} satisfaciendo L((n − 1)Q) $ L(nQ) y de lo que se
hizo arriba obtenemos

H(Q) = {n ∈ N0 | ∃f ∈ K tal que div∞(f) = nQ} =

{0, γ1, . . . , γg−1} ∪ {n ∈ N0 |n ≥ 2g}

donde 0 < γ1 < . . . < γg−1 ≤ 2g − 1, y luego #(N0 \H(Q)) = g, para cualquier g ≥ 0.

De�nición 2.27. El conjunto N0 \ H(Q) se llama conjunto de lagunas o secuencia de
lagunas en Q y sus g elementos se llaman lagunas de Weierstrass en Q; los elementos de
H(Q) a menudo se denominan no-lagunas en Q.

El semigrupo H(Q) es un objeto clásico y muy estudiado, de enorme importancia en el
estudio de los cuerpos de funciones y de las curvas algebraicas. En la Sección 2.4 daremos
algunas aplicaciones de estos semigrupos a la teoría de codi�cación, pero su importancia
va mucho más allá. Suponiendo que K es un cuerpo algebraicamente cerrado, se puede
probar que para casi todos los lugares de F |K (es decir, todos los lugares, excepto un
número �nito) la secuencia de lagunas es la misma (y si K = C, entonces esta secuencia
de lagunas es {1, . . . , g}) y los lugares que tienen una secuencia de lagunas diferente se
llaman lugares de Weierstrass. El lector interesado puede encontrar más información sobre
los semigrupos y lugares de Weierstrass en [26, Sección 4.4], [29, Section 7.6] y [49]. Por
ahora, demostramos un resultado simple que usaremos más tarde.

Lema 2.28. Sea Q un lugar racional de un cuerpo de funciones F |K, sea α una laguna
en Q, y sea C un divisor canónico de F |K. Entonces existe un elemento h ∈ F tal que
div(h) + C = (α− 1)Q+ E, con E ≥ 0 y Q /∈ suppE.

Demostración. Si α es una laguna en Q, entonces `(αQ) = `((α − 1)Q). Del teorema de
Riemann-Roch obtenemos

α + 1− g + `(C − αQ) = (α− 1) + 1− g + `(C − (α− 1)Q)

y, por lo tanto, `(C − (α − 1)Q) = `(C − αQ) + 1. Entonces existe h ∈ F tal que
div(h) + C − (α− 1)Q ≥ 0 pero div(h) + C − αQ � 0. Así, tomando

E := div(h) + C − (α− 1)Q

tenemos E ≥ 0, div(h) + C = (α− 1)Q+ E y Q /∈ suppE. �
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Presentamos ahora una generalización directa del concepto de semigrupo de Weierstrass
en un punto, a un conjunto de varios puntos. Por lo que sabemos, apareció por primera
vez en [7, p. 366], pero su estudio sistemático comenzó con Kim ([36]) y Homma ([30]).
Sea m un entero positivo. Observe que Nm0 es un semigrupo con la adición coordenada a
coordenada de m-tuplas.

De�nición 2.29. Sea m un entero positivo y sea Q1, . . . , Qm lugares de F |K de grado
uno. El subsemigrupo de Nm0 dado por

H(Q1, . . . , Qm) := {(α1, . . . , αm) ∈ Nm0 : ∃f ∈ F con div∞(f) = α1Q1 + . . .+ αmQm}
se llama semigrupo de Weierstrass en Q1, . . . , Qm. A partir de las propiedades de las
valoraciones, es fácil comprobar que se trata de un subsemigrupo de Nm0 .
El conjunto complementario

G(Q1, . . . , Qm) := Nm0 \H(Q1, . . . , Qm)

se llama el conjunto de lagunas en Q1, . . . , Qm, y los elementos de H(Q1, . . . , Qm) se
llaman no-lagunas.

Nuevamente, observemos que H(Q1, . . . , Qm) es en realidad un monoide conmutativo,
ya que, por ejemplo, div∞(1) = 0 =

∑m
i=1 0Qi y así (0, . . . , 0) ∈ H(Q1, . . . , Qm).

En lo que sigue, usaremos la siguiente notación. Denotamos por 0 la m-tupla de Nm0
teniendo todas las entradas iguales a cero; cuando escribimos α ∈ Nm0 debe entenderse que
las entradas de esta m-tupla son α := (α1, . . . , αm) (de manera similar para β,γ ∈ Nm0 ).
Además, para i ∈ {1, . . . ,m} denotamos por ei la m-tupla que tiene todas las entradas
iguales a cero, excepto la i-ésima entrada, que es igual a 1 y por vi nos referimos a
la valoración asociada a Qi. Si α ∈ Nm0 denotamos como L(α) al espacio vectorial de
Riemann-Roch L(α1Q1 + · · · + αmQm) y por `(α) nos referimos a dimL(α). Sumamos
m-tuplas de Nm0 y las multiplicamos por enteros de la manera habitual. Denotamos la
m-tupla de los puntos (Q1, . . . , Qm) por Qm y generalmente escribiremos H(Qm) en lugar
de H(Q1, . . . , Qm) y G(Qm) en lugar de G(Q1, . . . , Qm).
Siempre asumiremos que #K ≥ m, si K es un cuerpo �nito.

Lema 2.30. Sea α ∈ Nm0 \ {0}. Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(1) α ∈ H(Qm);
(2) `(α) = `(α− ei) + 1, para todo i ∈ {1, . . . ,m} tal que αi > 0.

Demostración. Tenemos que (1) implica (2) simplemente porque si α ∈ H(Qm) entonces
existe f ∈ F tal que div∞(f) = α1Q1 + · · · + αmQm, luego f ∈ L(α) \ L(α − ei) para
todo i ∈ {1, . . . ,m} tal que αi > 0. Para ver que (2) implica (1), suponga que αi > 0 para
algún i ∈ {1, . . . ,m} y sean f1, . . . , fm ∈ F tales que vi(fi) = −αi y vj(fi) ≥ −αj para
todo j ∈ {1, . . . ,m}. Vamos a mostrar que existen elementos α1, . . . , αm ∈ K tales que el
divisor de polos de

∑m
i=1 αifi es precisamente

∑m
i=1 αiQi. Para cada i = 1, . . . ,m, sea ti

un parámetro local en Qi. Sea

fi = ai,jt
vj(fi)
j + · · · ∈ K((tj))

la expansión local de fi enQj (cf. Teorema 2.23). Luego, div∞(
∑m

i=1 αifi) 6=
∑m

i=1 αiQi si y
sólo si existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que αj > 0 (es decir, vj(fj) = −αj < 0) y vj(

∑m
i=1 αifi) >

−αj), es decir,
∑m

i=1 αiai,j = 0; por lo tanto, para tener

div∞(
m∑
i=1

αifi) =
m∑
i=1

αiQi

es su�ciente elegir una m-tupla (α1, . . . , αm) ∈ Km fuera de la unión de (como máximo)
m subespacios lineales de dimensión m− 1. Cada uno de estos subespacios lineales tiene
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(#K)m−1 elementos y el origen es un elemento común a todos estos subespacios. Por lo
tanto, debemos evitar como máximo un total de m((#K)m−1 − 1) + 1 elementos y esto
es posible porque #K ≥ m, luego

#Km > m(#K)m−1 −m+ 1;

y la prueba está completa. �

Lema 2.31. Sea α ∈ Nm0 tal que αi > 0 para algún i ∈ {1, . . . ,m}. Las siguientes
a�rmaciones son equivalentes.

(1) `(α) = `(α− ei) + 1;
(2) {β ∈ H(Qm) | βi = αi y βj ≤ αj para todo j = 1, . . . ,m} 6= ∅.

Demostración. Si `(α) = `(α−ei)+1 entonces existe f ∈ F tal que div∞(f) ≤
∑m

j=1 αjQj

y vi(f) = −αi. Así, escribiendo div∞(f) =
∑m

j=1 βjPj tenemos que β ∈ H(Qm), con
βi = αi y βj ≤ αj para todo j = 1, . . . ,m.
La implicación (2) ⇒ (1) es fácil. �

En lo que sigue vamos a denotar al conjunto

{β ∈ H(Qm) | βi = αi y βj ≤ αj para todo j = 1, . . . ,m} 6= ∅
por ∇i(α), i ∈ {1, . . . ,m}.
Nos gustaría llamar la atención del lector sobre dos observaciones importantes:

1) El número de lagunas es siempre �nito. De hecho, dado α ∈ Nm0 , si
∑m

j=1 αj ≥ 2g
entonces, del teorema de Riemann-Roch tenemos que

`(α) =
n∑
j=1

αj + 1− g

y para todo i ∈ {1, . . . ,m} tal que αi > 0 obtenemos

`(α− ei) = (
n∑
j=1

αj − 1) + 1− g = `(α)− 1

y por lo tanto α ∈ H(Qm).
2) Sea i ∈ {1, . . . ,m}, existe una biyección entre el semigrupo de Weierstrass (habitual)
H(Qi) y el conjunto {β ∈ H(Qm) |β = aei para algún a ∈ N0}, de�nida por a 7→ aei
para todos los a ∈ H(Qi).
Como consecuencia de los lemas anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.32. Sea α ∈ Nm0 y supongamos que #K ≥ m. Entonces las siguientes
a�rmaciones son equivalentes:

(1) α ∈ G(Qm);
(2) existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que αi > 0 y `(α) = `(α− ei);
(3) existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que αi > 0 y ∇i(α) = ∅.

En [36], Kim comenzó el estudio de H(Qm) tratando el caso m = 2 (aunque él trabajó
bajo las hipótesis de que K es algebraicamente cerrado y charK = 0, sus resultados son
válidos para cuerpos perfectos de cualquier característica). Presentamos a continuación
dos ejemplos de semigrupos de Weierstrass, basados en ejemplos de su trabajo.

Ejemplo 2.33. Sea F = C[x, y], donde y2 =
∏6

j=0(x− j).
(i) Sean Q1 y Q2 los lugares tales que `(Q1 +Q2) = 1 (y luego no existe una función f ∈
F \K tal que Q1 +Q2 ≥ div∞(f)). Tome, por ejemplo, los lugares asociados a los puntos
(7!,
√

7!) y (8!,
√

8!). Se puede mostrar que en este caso H(Q1, Q2) es el subsemigrupo de
N2

0 cuyas lagunas se indican abajo como círculos vacíos:
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Por otro lado, si consideramos que Q1 y Q2 son puntos de Weierstrass (por ejemplo,
(0, 0) y (1, 0)), entonces H(Q1, Q2) es el subsemigrupo de N2

0 que tiene las siguientes
lagunas:
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Como podemos observar a partir de estos ejemplos, el número de lagunas puede variar
con la elección de Q1, . . . , Qm. Uno puede mostrar que

#G(Qm) ≥
(
m+ g

g

)
(ver [36] para el caso m = 2, [33] para el caso m ≥ 2 y [9] para una prueba de este hecho
en una situación más general).
Como señalan Homma y Kim (véase [31]), para las aplicaciones de la teoría de la

codi�cación, el siguiente concepto es importante.

De�nición 2.34. Una laguna de Weierstrass pura de H(Qm) es una laguna α tal que,
para todo i ∈ {1, . . . ,m}, tenemos αi > 0 y `(α) = `(α− ei) (o, de manera equivalente,
∇i(α) = ∅). El conjunto de lagunas puras se denotará por G0(Qm).

De la equivalencia de (2) y (3) en el Corolario 2.32 obtenemos que (1, 1), (1, 2) y (2, 1)
son lagunas puras del semigrupo de Weierstrass del Ejemplo 2.33 (i), mientras que en el
Ejemplo 2.33 (ii) las lagunas puras son los puntos (a, b) con a, b ∈ {1, 3, 5}.

Lema 2.35. Si α ∈ G0(Qm), entonces αi es una laguna de Weierstrass en Qi, para todo
i ∈ {1, . . . ,m}.

Demostración. Sea i ∈ {1, . . . ,m}. De ∇i(α) = ∅ tenemos αiei /∈ H(Qm), luego αi /∈
H(Qi). �

Lema 2.36. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(i) α ∈ G0(Qm);
(ii) `(α) = `(α− 1).

Demostración. Para demostrar que (i) implica (ii) supongamos que existe f ∈ L(α) \
L(α − 1), entonces debemos tener vi(f) = −αi para i ∈ {1, . . . ,m}, luego ∇i(α) 6= ∅ y
α /∈ G0(Qm). Para demostrar la recíproca, observamos que para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}
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tenemos `(α) ≥ `(α− ei) ≥ `(α− 1), luego las hipótesis implican `(α) = `(α− ei) para
todo i ∈ {1, . . . ,m}. �

2.3. Códigos de Goppa. Un código es un conjunto formado por combinaciones de un
conjunto de símbolos que se llama el alfabeto del código. Una combinación del alfabeto que
pertenece al código se llama palabra del código. Los códigos se utilizan para transmitir
información, generalmente a través de un medio que puede manipular las palabras del
código, transformándolas en otras palabras o en combinaciones que no están en el código.
Los llamados códigos correctores de errores tienen la propiedad de que, si el medio no
cambia �demasiado� una palabra, la palabra original puede recuperarse de la palabra
recibida. Esta propiedad se deriva del hecho de que cada palabra, en dichos códigos,
transporta no solo información, sino también cierta �redundancia de información� que se
utiliza para recuperar palabras que han sido cambiadas.
Uno de los tipos más comunes de códigos correctores de errores es el código lineal.

De�nición 2.37. Un código lineal de longitud n sobre un cuerpo �nito K es simplemente
un subespacio vectorial de Kn. Sea C ⊂ Kn un código lineal y sean v, w ∈ C. La distancia
de Hamming entre v = (v1, . . . , vn) y w = (w1, . . . , wn) se de�ne como

d(v, w) := #{i | vi 6= wi}.

La distancia mínima de un código es el número

mı́n{d(v, w) | v, w ∈ C, v 6= w},

o equivalentemente,
mı́n{d(v, 0) | v ∈ C, v 6= 0}.

Siempre trabajaremos con códigos lineales y por eso omitiremos la palabra lineal. Un
código [n, k, d] es un código de longitud n, dimensión k (como espacio vectorial sobre K) y
distancia mínima d. Para aplicaciones, generalmente queremos códigos con una distancia
mínima d grande, ya que no es difícil mostrar que si un medio de transmisión cambia como
máximo (d− 1)/2 entradas en una palabra w, convirtiéndola en una n-tupla w′, entonces
w será la única palabra del código cuya distancia para w′ es como máximo (d − 1)/2
y decodi�caremos la n-tupla w′ recibida como w. También es deseable tener una gran
dimensión k, ya que esto signi�ca que el código puede transmitir grandes cantidades de
información. Sin embargo, para un n de longitud �ja, no podemos tener grandes d y k,
debido a la cota de Singleton.

Lema 2.38 (Cota de Singleton). Sea C un código [n, k, d]. Entonces

k + d ≤ n+ 1.

Demostración. Sea W el subespacio de Kn de�nido por

W = {(a1, . . . , an) ∈ Kn | ai = 0 para todo i ≥ d}.

Como d(w, 0) ≤ d − 1 para todo w ∈ W , tenemos W ∩ C = {0}. De dimW = d − 1
obtenemos k + (d− 1) ≤ n, que prueba el lema. �

De�nición 2.39. Si C ⊂ Kn es un código, entonces

C⊥ := {w ∈ Kn | 〈w, v〉 = 0 para todo v ∈ C}

se llama código dual de C (aquí 〈 , 〉 denota el producto interno habitual en Kn).

Presentamos ahora la construcción, debida a V.D. Goppa, que usa material de las
secciones anteriores, para obtener los llamados códigos (geométricos) de Goppa.
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Sea F |K un cuerpo de funciones de una variable. Sean G y D divisores de F |K con
soporte disjunto, con D de la forma D = P1 + · · ·+ Pn, donde P1, . . . , Pn son lugares ra-
cionales de F |K. Sea ϕ : L(G) → Kn la función de�nida por ϕ(f) = (f(P1), . . . , f(Pn))
(recordemos que f(P ) es la clase de f ∈ OP en Op/P , cf. pág. 13); luego, ϕ es una
transformación lineal de K-espacios vectoriales y ϕ(L(G)) es un código de longitud n;
denotaremos este código como C(D,G). Una ventaja de esta construcción es que de in-
mediato podemos calcular o encontrar una estimación de los principales parámetros del
código.

Teorema 2.40. C(D,G) es un código [n, k, d], donde k = dimL(G) − dimL(G − D) y
d ≥ n− degG.

Demostración. Observe que ϕ es una transformación lineal suryectiva sobre C(D,G) y

Ker(ϕ) = {f ∈ L(G) | f(Pi) = 0 para todo i = 1, . . . , n}
= {f ∈ L(G) | vPi

(f) > 0 para todo i = 1, . . . , n}
= {f ∈ L(G) | div0(f) ≥ D}
= {f ∈ F | div0(f) ≥ D y div0(f)− div∞(f) +G ≥ 0}

Como G y D tienen soporte disjunto y D > 0 és fácil ver que

div0(f) ≥ D y div0(f)− div∞(f) +G ≥ 0 ⇐⇒ div0(f)− div∞(f) +G ≥ D

de modo que
Ker(ϕ) = {f ∈ F | div(f) +G−D ≥ 0} = L(G−D).

La de�nición de distancia mínima tiene sentido sólo si el código tiene un elemento distinto
de cero, lo que asumimos ahora. Sea x ∈ L(G) tal que ϕ(x) 6= 0 (en particular x 6= 0) y tal
que d = d(ϕ(x), 0). Luego, existe un subconjunto Λ ⊂ {1, . . . , n} de cardinalidad n−d tal
que si i ∈ Λ entonces vPi

(x) > 0 (y vPj
(x) 6= 0 si j /∈ Λ). Por lo tanto x ∈ L(G−

∑
i∈Λ Pi),

luego deg(G−
∑

i∈Λ Pi) ≥ 0 y tenemos d ≥ n− degG. �

En lo que sigue, denotamos por g el género de F |K.

Corolario 2.41. Supongamos que degG < degD = n. Entonces ϕ : L(G) → C(D,G) es
inyectiva y:

(1) C(D,G) es un código [n, k, d] con d ≥ n− degG y k = dimG ≥ degG+ 1− g (luego
k + d ≥ n+ 1− g);

(2) suponiendo además que 2g − 2 < degG < n, tenemos k = degG+ 1− g.

Demostración. Si deg(G − D) < 0 entonces dimL(G − D) = 0 y del teorema anterior
tenemos k = dimL(G), por lo tanto, ϕ es inyectiva. Del teorema de Riemann-Roch obte-
nemos

dimL(G) = degG+ 1− g + dimL(C −G) ≥ degG+ 1− g,
donde C es un divisor canónico; si degG > degC = 2g − 2 entonces dimL(C − G) = 0,
luego k = degG+ 1− g. �

En estas notas llamamos al número n−degG la cota de Goppa para la distancia mínima
de C(D,G).
Se puede probar [47, Proposition 2.2.10] que el código dual de C(D,G) es el código
C(D,D −G+ C), donde C es un divisor canónico tal que D −G+ C es un divisor cuyo
soporte es disjunto del soporte de D (en el curso de la determinación de C(D,G)⊥ uno ve
que de hecho existe tal divisor canónico). No lo probaremos, pero demostramos al menos
que C(D,D − G + C) tiene la dimensión correcta. Pero primero, presentamos algunos
hechos sobre los parámetros de C(D,G)⊥.



26 MIRIAM ABDÓN, CÍCERO CARVALHO Y DANIEL PANARIO

Corolario 2.42. C(D,G)⊥ es un código [n, k′, d′], con k′ = `(C − (G−D))− `(C −G) y
d′ ≥ degG− (2g− 2). Si degG > 2g− 2 entonces k′ = `(C− (G−D)) ≥ n+ g− 1−degG
y si 2g − 2 < degG < n, entonces k′ = n+ g − 1− degG.

Demostración. La primera a�rmación es una consecuencia del Teorema 2.40 y del hecho
de que C(D,G)⊥ = C(D,D −G+ C). Las otras a�rmaciones se obtienen de la primera y
del teorema de Riemann-Roch. �

Observe que

dimC(D,G) + dimC(D,D −G+ C) = `(G)− `(G−D) + `(D −G+ C)− `(C −G)

= `(G)− `(C −G)− (`(G−D)− `(C − (G−D)))

= degG+ 1− g − (degG− degD + 1− g)

= degD = n,

que es el resultado esperado.
En estas notas llamaremos al número degG−(2g−2) la cota de Goppa para la distancia

mínima de C(D,G)⊥.

2.4. Semigrupos de Weierstrass y códigos de Goppa. En esta sección preten-
demos mostrar cómo utilizar la información de los semigrupos de Weierstrass en varios
puntos para construir códigos de Goppa que tengan cotas para la distancia mínima mejor
que la cota de Goppa.
Sea F |K un cuerpo de funciones de una variable; en esta sección, K es siempre un

cuerpo �nito. Comenzamos con una aplicación del semigrupo de Weierstrass habitual
para construir códigos con una distancia mínima �grande� y que apareció en un trabajo
de García, Kim y Lax (ver [18]).

Teorema 2.43. Sean Q,P1, . . . , Pn lugares racionales distintos de F |K. Supongamos que
hay un conjunto de t+1 lagunas consecutivas en H(Q), digamos γ− t, . . . , γ−1, γ (donde
t es un entero no negativo). Para G := γQ, si el código C(D,G) tiene dimensión positiva,
entonces n− degG+ t+ 1 es una cota inferior para su distancia mínima.

Demostración. Supongamos que hay un elemento f ∈ L(G) tal que w := d(ϕ(f), 0) ≤ n−
degG+ t (recordemos que ϕ es la función que aparece en la construcción de C(D,G) �vea
la página 25); esto signi�ca que existe un subconjunto Λ ⊂ {1, . . . , n} tal que #Λ = n−w
y vPi

(f) > 0 para todo i ∈ Λ (y por supuesto, vPj
(f) = 0 para j ∈ {1, . . . , n} \ Λ). Luego

div(f) +G >
∑

i∈Λ Pi por lo tanto

E := div(f) +G−
∑
i∈Λ

Pi ≥ 0,

además degE = degG − n + w ≤ t, entonces escribimos E = λQ + E ′, donde E ′ ≥ 0 y
Q /∈ suppE ′; observe que 0 ≤ λ ≤ t. Por lo tanto

div(f) = λQ+ E ′ −G+
n−w∑
i=1

Pi = −(γ − λ)Q+ E ′ +
∑
i∈Λ

Pi,

de modo que γ − λ ∈ H(Q). �

El teorema anterior muestra que la existencia de t+1 lagunas de Weierstrass consecuti-
vas en el semigrupo H(Q) de un lugar racional Q permite la construcción de un código de
Goppa cuya cota para la distancia mínima puede mejorarse mediante t+1 en comparación
con la cota de Goppa. El caso t = 0 de este teorema fue probado por Janwa (ver [34]).
Presentamos ahora un teorema de García y Lax que muestra cómo construir un código

dual con una cota inferior mejor que la cota de Goppa para la distancia mínima (ver [19]).
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Teorema 2.44. Sean Q,P1, . . . , Pn lugares racionales distintos de F |K y sean α y β lagu-
nas de Weierstrass en Q. Sean D := P1+· · ·+Pn y G := (α+β−1)Q. Si dim C(D,G)⊥ > 0,
entonces degG− (2g− 2) + 1 es una cota inferior para la distancia mínima de C(D,G)⊥.

Demostración. Recordemos que C(D,G)⊥ = C(D,D − G + C), donde C es un divisor
canónico tal que supp(D − G + C) ∩ supp(D) = ∅. Sea ϕ : L(G) → C(D,D − G + C)
como en la sección anterior. Suponga que hay un elemento f ∈ L(G) tal que

w := d(ϕ(f), 0) ≤ degG− (2g − 2).

Como degG − (2g − 2) es una cota inferior para la distancia mínima, debemos tener
w = degG− (2g − 2). Entonces existe Γ ⊂ {1, . . . , n} tal que #Γ = w y vPi

(f) = 0 para
todo i ∈ Γ (y vPj

(f) > 0 para todo j ∈ {1, . . . , n} \ Γ). Por lo tanto

div(f) + C +D −G ≥
∑

j∈{1,...,n}\Γ

Pj

y así div(f) + C ≥ G−
∑

j∈Γ Pj. Observe que ambos lados de esta desigualdad tienen el
mismo grado, luego div(f) +C = G−

∑
j∈Γ Pj. Dado que α es una laguna en Q tenemos,

del Lema 2.28, que existe h ∈ F tal que div(h) + C = (α − 1)Q + E, con E ≥ 0 y
Q /∈ suppE. Por lo tanto

div(h/f) = div(h)− div(f) =
∑
j∈Γ

Pj + E − βQ

y tenemos β ∈ H(Q), contradiciendo una hipótesis. �

En [18] los autores presentan la siguiente generalización del resultado anterior (que no
demostraremos aquí).

Teorema 2.45. Sean Q,P1, . . . , Pn lugares racionales distintos de F |K. Supongamos que
α, . . . , α + t, β − (t − 1), . . . , β − 1, β son lagunas de Weierstrass en Q, con α + t ≤ β y
t ≥ 1. Sean D := P1 + · · · + Pn y G := (α + β − 1)Q; si dimC(D,G)⊥ > 0, entonces
degG− (2g − 2) + t+ 1 es una cota inferior para la distancia mínima de C(D,G)⊥.

Corolario 2.46. Sean Q,P1, . . . , Pn lugares racionales distintos de F |K. Supongamos
que α, . . . , α+t son t+1 lagunas de Weierstrass consecutivas en Q. Sean D := P1+· · ·+Pn
y G := (2α+ t− 1)Q; si dimC(D,G)⊥ > 0, entonces degG− (2g − 2) + t+ 1 es una cota
inferior para la distancia mínima de C(D,G)⊥.

En 2001, en su tesis doctoral, escrita bajo la supervisión de R.F. Lax, Gretchen Matt-
hews dio la primera aplicación de los semigrupos de Weierstrass en más de un punto a
la teoría de codi�cación (ver [27]). Uno de sus principales resultados en ese trabajo es el
siguiente.

Teorema 2.47. Sean Q1, Q2, P1, . . . , Pn lugares racionales distintos de F |K. Suponga
que (α1, α2) ∈ G(Q1, Q2) con α1 > 1 y `(α1Q1 + α2Q2) = `((α1 − 1)Q1 + α2Q2). Suponga
además que (γ1, γ2−t−1) ∈ G(Q1, Q2) para todo t, 0 ≤ t ≤ min{γ2−1, 2g−1−(α1+α2)}.
Sean G = (α1+γ1−1)Q1+(α2+γ2−1)Q2, y D = P1+· · ·+Pn. Si la dimensión de C(D,G)⊥

es positiva, entonces la distancia mínima de este código es al menos degG− (2g− 2) + 1.

Poco después de la publicación del trabajo de Matthews, un trabajo de Homma y Kim
introdujo el concepto de �lagunas puras�, que vimos en la Sección 2.2 y lo usaron para
obtener códigos con cotas inferiores mejores para la distancia mínima. Homma y Kim
trabajaron con el semigrupo de Weierstrass en dos puntos, y sus resultados han sido
generalizados al caso de los semigrupos de Weierstrass en m puntos, siendo m cualquier
entero positivo, por C. Carvalho y F. Torres (ver [10]). Para presentar los principales
resultados de [10], comenzamos con un resultado de Homma y Kim (ver [31]), ligeramente
modi�cado para estas notas.
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Lema 2.48. Sean B, E, N y M divisores de F |K, con B ≥ 0. Si

(1) N +M + E es un divisor canónico;
(2) `(M −B) = `(M);
(3) `(N) ≤ `(N + E);
(4) `(N) = `(N +B);

entonces degB ≤ degE.

Demostración. Por supuesto, tenemos que N +M +E = (N +B +E) + (M −B) es un
divisor canónico, por lo tanto, del teorema de Riemann-Roch obtenemos

`(N +B + E) = degN + degB + degE + 1− g + `(M −B)

y

`(N + E) = degN + degE + 1− g + `(M),

donde g es el género de F |K. Usando (2) obtenemos `(N +B +E)− `(N +E) = degB.
Ahora, de (3), (4) y el teorema de Riemann-Roch, obtenemos

degB = `(N +B + E)− `(N + E)

≤ `(N +B + E)− `(N)

= `(N +B + E)− `(N +B)

≤ degE.

�

Lema 2.49. [31, Lema 3.1] SeanM y B divisores de F |K con B ≥ 0 y `(M) = `(M−B).
Si R ≥ 0 es un divisor que satisface suppR ∩ suppB = ∅, entonces

`(M −R) = `(M −R−B).

Demostración. Observe que L(M − B) ⊂ L(M) y L(M − R) ⊂ L(M); de suppR ∩
suppB = ∅ obtenemos L(M − B) ∩ L(M − R) = L(M − R − B), por lo tanto debemos
tener L(M −R) = L(M −R−B) ya que L(M) = L(M −B). �

Uno de los principales resultados de [10] es el siguiente.

Teorema 2.50. [10, Teorema 3.3] Sean Q1, . . . , Qm, P1, . . . , Pn lugares racionales distintos
de F |K. Supongamos que (α1, . . . , αm) y (β1, . . . , βm) son lagunas puras en Q1, . . . , Qm.
Sea G =

∑m
i=1(αi+βi−1)Qi y D = P1 + · · ·+Pn. Si la dimensión de C(D,G)⊥ es positiva,

entonces la distancia mínima de este código es al menos degG− (2g − 2) +m.

Demostración. Recordemos que C(D,G)⊥ = C(D,D − G + C), donde C es un divisor
canónico tal que supp(D −G+ C) ∩ supp(D) = ∅ y sea ϕ : L(D −G+ C)→ C(D,D −
G+C) la función de�nida en la página 25 (es decir, ϕ(h) = (h(P1), . . . , h(Pn)) para todo
h ∈ L(D − G + C)). Sea f ∈ L(G) y sea w = d(ϕ(f), 0), luego existe un subconjunto
Λ ⊂ {1, . . . , n} tal que #Λ = w, vPi

(f) = 0 si i ∈ Λ y vPi
(f) > 0 si i ∈ {1, . . . , n} \Λ. Por

lo tanto

div(f) +D −G+ C ≥
∑

i∈{1,...,n}\Λ

Pi

(aquí estamos usando que supp(D−G+C)∩ supp(D) = ∅ y que supp(G)∩ supp(D) = ∅)
por lo tanto

div(f) + C −G+
∑
i∈Λ

Pi ≥ 0.
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Sean

B :=
m∑
i=1

Qi,

E := C −G+
∑
i∈Λ

Pi,

N :=
m∑
i=1

(αi − 1)Qi y

M :=
m∑
i=1

βiQi −
∑
i∈Λ

Pi.

Entonces E + N + M es el divisor canónico C, `(N) = `(N + B) por Lema 2.36 y
`(M − B) = `(M) por Lema 2.36 y el lema anterior. También tenemos `(N) ≤ `(N +
div(f) +E), porque div(f) +E ≥ 0; de N ≥ 0 tenemos div(f) +E+N ≥ 0, por lo tanto,
f ∈ L(E + N) y `(div(f) + E + N) = `(E + N), luego `(N) ≤ `(N + E). Por lo tanto,
del Lema 2.48 obtenemos degB ≤ degE, es decir, m ≤ 2g − 2− degG+w, de modo que
w ≥ degG− (2g − 2) +m. �

Otro resultado principal de [10] es el siguiente.

Teorema 2.51. [10, Teorema 3.4] Sean Q1, . . . , Qm, P1, . . . , Pn lugares racionales distintos
de F |K. Sean (α1, . . . , αm), (β1, . . . , βm) ∈ Nm0 tales que αi ≤ βi para todo i ∈ {1, . . . ,m}
y asuma que cada m-tupla (γ1, . . . , γm) ∈ Nm0 con αi ≤ γi ≤ βi para todo i ∈ {1, . . . ,m}
es una laguna pura en Q1, . . . , Qm. Sea G =

∑m
i=1(αi + βi− 1)Qi y D = P1 + · · ·+Pn. Si

la dimensión de C(D,G)⊥ es positiva, entonces la distancia mínima de este código es al
menos degG− (2g − 2) +m+

∑m
i=1(βi − αi).

Demostración. Sean ϕ, f , w y Λ como en el comienzo de la prueba anterior. Entonces,
como arriba, tenemos

div(f) + C −G+
∑
i∈Λ

Pi ≥ 0.

Ahora sea B :=
∑m

i=1(βi − αi + 1)Qi y como arriba, tome

E := C −G+
∑
i∈Λ

Pi,

N :=
m∑
i=1

(αi − 1)Qi y

M :=
m∑
i=1

βiQi −
∑
i∈Λ

Pi.

Entonces E + N + M es un divisor canónico y N + B =
∑m

i=1 βiQi. Así, a partir de la
de�nición de lagunas puras y del Lema 2.36, obtenemos `(N +B) = `(N). Además, como

`(
∑
i=1

βiQi) = `(
∑
i=1

(αi − 1)Qi) = `(
∑
i=1

βiQi −B)

y suppB ∩ supp(
∑

i∈Λ Pi) = ∅ obtenemos del Lema 2.49 que

`(
m∑
i=1

βiQi −
∑
i∈Λ

Pi) = `(
∑
i=1

βiQi −B −
∑
i∈Λ

Pi),
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es decir, `(M) = `(M − B). Como en la prueba anterior, tenemos `(N) ≤ `(N + E), así
que del Lema 2.48 obtenemos degB ≤ degE, es decir,

m∑
i=1

(βi − αi + 1) ≤ 2g − 2− degG+ w,

luego

w ≥ degG− (2g − 2) +m+
m∑
i=1

(βi − αi).

�

Observe que, de alguna manera, este resultado extiende los resultados 2.43 y 2.44, si
pensamos que todos las lagunas puras en la hipótesis son �½lagunas consecutivas!�.

3. Curvas maximales

Al escribir el material de esta sección, intentamos presentar algunos de los problemas
que se estudian actualmente en esta área. La selección de los temas es algo personal y solo
muestra una pequeña parte del panorama completo. Esperamos que sea un buen punto
de partida para aquellos estudiantes interesados en este tema.
El propósito de esta sección es estudiar curvas de�nidas sobre cuerpos �nitos, interesa-

dos particularmente en curvas con �muchos� puntos racionales. Tales curvas resultan muy
útiles en Teoría de Códigos ya que para códigos fabricados a partir de tales curvas, la
distancia mínima es grande.
Algunas veces, para probar los resultados es más fácil usar el lenguaje de cuerpos de

funciones y a veces, para trabajar con ejemplos concretos es más fácil usar el lenguaje de
curvas, así que comenzaremos mostrando que existe un diccionario que nos permite pasar
de un lenguaje al otro sin problemas.

3.1. De�niciones básicas. Los detalles y pruebas de la parte de curvas pueden ser
encontrados en [28], [15], [45] y [46], mientras que los detalles sobre cuerpos de funciones
en [47].
Sea Fq un cuerpo �nito con q elementos, denotamos por F̄q a la clausura algebraica de

Fq. . Podemos pensar que el espacio proyectivo puede ser obtenido a partir del espacio
afín, agregando puntos en el in�nito.

De�nición 3.1. El conjunto An(F̄q) = {(a1, . . . , an) : ai ∈ F̄q ∀i} es llamado el n-espacio
afín.

El espacio proyectivo, que denotaremos por Pn(F̄q) es el conjunto formado por las clases
de equivalencia cuando consideramos la siguiente relación de�nida sobre An+1:

(a0, . . . , an) ∼ (b0, . . . , bn)⇔ ∃λ ∈ F̄∗q tal que ai = λbi ∀i.
Así, un punto P ∈ Pn(F̄q) será denotado por P = (a0 : · · · : an).
Note que si σ ∈ G = Gal(F̄q,Fq) entonces σ actúa sobre Pn(F̄q) como sigue:

σ((a0 : · · · : an)) = (σ(a0) : · · · : σ(an)).

En particular, el automor�smo de Frobenius nos permite caracterizar el conjunto Pn(Fq)
de puntos Fq-racionales (o sea, puntos cuyas coordenadas pertenecen a Fq) ya que estos
puntos son dejados �jos por este automor�smo.
Otra consecuencia de este hecho es que el número de puntos racionales de Pn(F̄q) es

qn+1/(q − 1).

De�nición 3.2. Considere P ∈ Pn(F̄q), entonces
1. El conjunto P = {σ(P ) : σ ∈ G} es un punto cerrado sobre Fq.
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2. La cardinalidad del conjunto {σ(P ) : σ ∈ G} es el grado de P.

Si P = (a0 : · · · : an) es un elemento de P con ai 6= 0 entonces

P = {σ(P ) : σ ∈ G} = {σ(P ) : σ ∈ Gal(Fq(a0/ai, . . . , an/ai);Fq)}
y el grado de P es igual al grado de la extensión Fq(a0/ai, . . . , an/ai)|Fq.
Vamos a de�nir lo que es una variedad afín. Sea S un subconjunto de F̄q[x1, . . . , xn] =

F̄q[X]. De�nimos el conjunto V (S) de ceros de S por

V (S) := {P ∈ An(F̄q) : f(P ) = 0, ∀f ∈ S}.
De�nición 3.3. Un conjunto algebraico afín es cualquier conjunto de la forma V (S) para
algún S ⊆ F̄q[X].

Diremos que el conjunto V (S) está de�nido sobre Fq si S ⊆ Fq[X] y será denotado en
este caso por V |Fq.
El conjunto de puntos racionales de V |Fq es

V (Fq) = V ∩ An(Fq).
De�nición 3.4. Un conjunto algebraico afín V es reducible si existen dos conjuntos
algebraicos a�nes V1 y V2 tales que Vi 6= V para i = 1, 2 y V = V1 ∪ V2. Si V es no vacío
y no reducible, diremos en este caso que V es irreducible.

Un conjunto afín V |Fq tiene asociado los ideales

I(V ) = {f ∈ F̄q[X] : f(P ) = 0 ∀P ∈ V },
I(V |Fq) = I(V ) ∩ Fq[X].

Observación 3.5. Un conjunto algebraico afín es irreducible si y solamente si I(V ) es un
ideal primo de F̄q[X].

De�nición 3.6. Un conjunto algebraico afín V |Fq es una variedad afín si I(V |Fq) es un
ideal primo de Fq[X].

Para una variedad afín V |Fq de�nimos:
1. El anillo de coordenadas de V |Fq como Fq[V ] = Fq[X]/I(V |Fq);
2. El anillo de coordenadas absoluto de V como F̄q[V ] = F̄q[X]/I(V );
3. El cuerpo de funciones Fq(V ) de V |Fq como el cuerpo de fracciones de Fq[V ];
4. El cuerpo de funciones absoluto F̄q(V ) como el cuerpo de fracciones de F̄q[V ].

De�nición 3.7. Sean V |Fq una variedad afín y P ∈ V . El anillo local de V en P es

F̄q(V )P = {h ∈ F̄q(V ) : h está bien de�nida en P}.
El único ideal maximal de este anillo está dado por

M̄P = {h ∈ F̄q(V ) : h(P ) = 0}.
Observación 3.8. Si P es un punto Fq-racional, entonces

Fq(V )P = F̄q(V )P ∩ Fq(V ) y MP = M̄P ∩ Fq(V ).

De�nición 3.9. La dimensión de una variedad afín V |Fq es el grado de trascendencia de
la extensión F̄q(V ) sobre F̄q.
De�nición 3.10. Sea V |Fq una variedad afín y sea {f1, . . . , fm} ⊆ Fq[X] un conjunto
que genera I(V ), entonces V es una variedad suave en P ∈ V si la matriz de m× n(

∂fi
∂xj

(P )

)
1≤i≤m,1≤j≤n

tiene rango igual a n− dim(V ).
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En el caso proyectivo los conceptos son de�nidos de manera análoga.

De�nición 3.11. V ⊆ F̄q es un conjunto algebraico proyectivo si existe un conjunto de
polinomios homogéneos S ⊆ F̄q[X0, X1, . . . , Xn] = F̄q[X] tales que V = V (S) = {P ∈
Pn(F̄q) : f(P ) = 0 ∀f ∈ S}.

Como antes, diremos que V está de�nido sobre Fq si S ⊆ Fq[X].

De�nición 3.12. Un conjunto algebraico proyectivo V es reducible s existen dos conjuntos
algebraicos proyectivos V1 y V2 tales que Vi 6= V para i = 1, 2 y V = V1 ∪ V2. Si V es no
vacío y no reducible, diremos en este caso que V es irreducible.

También podemos asociarle los ideales

I(V ) = 〈{f ∈ F̄q[X] : f es homogéneo y f(P ) = 0 ∀P ∈ V }〉,
I(V |Fq) = I(V ) ∩ Fq[X].

Observación 3.13. Un conjunto algebraico proyectivo es irreducible si y solamente si I(V )
es un ideal primo de F̄q[X].

De�nición 3.14. Un conjunto algebraico proyectivo es una variedad proyectiva cuando
I(V ) es un ideal primo homogéneo de F̄q[X].

Para cada i = 1, . . . , n considere las aplicaciones

ϕi : An(F̄q) → Pn(F̄q)
(a1, . . . , an) 7→ (a1 : · · · : ai−1 : 1 : ai : · · · : an)

De�nición 3.15. Sea V |Fq una variedad proyectiva y sea i tal que ϕ−1
i (V ∩Ui) 6= ∅ donde

Ui = ϕi(An(F̄q)). Entonces de�nimos:

1. La dimensión de V como la dimensión de ϕ−1
i (V ∩ Ui).

2. El cuerpo de funciones Fq(V ) de V como el cuerpo de funciones Fq(ϕ−1
i (V ∩ Ui)).

3. El cuerpo de funciones absoluto F̄q(V ) de V como el cuerpo de funciones absoluto
F̄q(ϕ−1

i (V ∩ Ui)).

De�nición 3.16. Sea P = (a0 : · · · : an) ∈ V tal que ai 6= 0, entonces diremos que V es
suave en P si ϕ−1

i (V ∩ Ui) es suave en (a0/ai, . . . , ai−1/ai, ai+1/ai, . . . , an/ai).

De�nición 3.17. Una variedad proyectiva de dimensión uno de�nida sobre Fq, es llamada
curva proyectiva.

Sea f(X, Y ) ∈ Fq[X, Y ] un polinomio absolutamente irreducible de grado d, o sea,
irreducible sobre F̄q y sea F (X, Y, Z) su homegenización. Considere la curva proyectiva
asociada C = {(x : y : z) ∈ P2(F̄q) : F (x, y, z) = 0}; entonces el género de C satisface

g ≤ (d− 1)(d− 2)

2
,

donde la igualdad vale si C es suave.

Proposición 3.18. Sea f(X, Y ) ∈ Fq[X, Y ] un polinomio del siguiente tipo:

f(X, Y ) = a0Y
n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ an(X)

donde a0 ∈ F∗q y a1(X), . . . , an(X) ∈ Fq[X]. Suponga que deg(an) = m con mcd(n,m) = 1
y que

m

n
>

deg(ai)

i
para cada i tal que ai(X) 6= 0.

Entonces f(X, Y ) es absolutamente irreducible sobre Fq.
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Dada una curva proyectiva, no singular e irreducible C, podemos asociarle su cuerpo de
funciones Fq(C) de�nido anteriormente.
Ahora, si comenzamos con un cuerpo de funciones F = Fq(x, y)|Fq(x) sabemos que

existe un polinomio irreducible g(X, Y ) ∈ Fq[X, Y ] tal que g(x, y) = 0. Así, podemos
asociar a F la curva proyectiva no singular cuyo modelo plano está dado por g(X, Y ) = 0.

Teorema 3.19. Sea C sobre Fq una curva proyectiva, no singular y sea F su cuerpo de
funciones, entonces existe una correspondencia biunívoca entre los puntos P ∈ C y los
lugares de F |Fq dada por

P 7→MP ,

donde MP es el ideal maximal del anillo local de C en P .

3.1.1. Extensiones de cuerpos de funciones. Antes de adentrarnos en el problema de
contar puntos racionales, vamos a echarle una mirada rápida a algunas extensiones de
cuerpos de funciones que serán útiles en lo que sigue.

De�nición 3.20. Un cuerpo de funciones F ′|K ′ es una extensión algebraica �nita del
cuerpo de funciones F |K si F ′ ⊇ F , K ′ ⊇ K y [F ′ : F ] <∞.

De�nición 3.21. Un lugar P ′ ∈ PF ′ está sobre un lugar P ∈ PF si P ⊆ P ′ o, equi-
valentemente, si existe un número entero e ≥ 1 tal que vP ′(x) = e · vP (x) para todo
x ∈ F .

En este caso denotaremos por P ′|P y diremos que el lugar P ′ es una extensión del lugar
P .
• El número entero e, que pasaremos a denotar por e(P ′|P ), es llamado índice de

rami�cación de P ′ sobre P .
• La extensión P ′|P es rami�cada si e > 1.
• Para P ′|P , el número entero f(P ′|P ) := [F ′P ′ : FP ] es llamado de grado relativo de P ′

sobre P .

Proposición 3.22. Sea F ′|F una extensión algebraica �nita de cuerpos de funciones,
entonces:

1. Para todo lugar P ′ ∈ PF ′, existe un único lugar P ∈ PF tal que P ′|P .
2. Para todo lugar P ∈ PF , existe por lo menos una extensión P ′ ∈ PF ′. Más aún, el

número de tales extensiones es �nito.
3. Si P ∈ PF y P1, . . . , Pm son todas las extensiones de P en PF ′, entonces

m∑
i=1

e(Pi|P )f(Pi|P ) = [F ′ : F ] = n.

De�nición 3.23. Sea F ′|F una extensión algebraica de cuerpos de funciones y sean
P ∈ PF y P ′ ∈ PF ′ . Entonces

1. P es rami�cada en F ′ si existe P ′ ∈ PF ′ tal que P ′|P y e(P ′|P ) > 1.
2. P ′|P es de rami�cación moderada en F ′ si e(P ′|P ) > 1 y e(P ′|P ) no es divisible

por la característica del cuerpo de constantes.
3. P ′|P es de rami�cación salvaje en F ′ si e(P ′|P ) > 1 y e(P ′|P ) es divisible por la

característica del cuerpo de constantes.
4. P es de rami�cación moderada en F ′ si para todo lugar P ′ ∈ PF ′ con P ′|P , la

extensión P ′|P es de rami�cación moderada.
5. P es de rami�cación salvaje en F ′ si existe un lugar P ′ ∈ PF ′ con P ′|P tal que la

extensión P ′|P es de rami�cación salvaje.
6. P se descompone totalmente en F ′ si para todo lugar P ′ ∈ PF ′ con P ′|P , vale que
e(P ′|P ) = f(P ′|P ) = 1.
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7. P es totalmente rami�cado en F ′ si existe un único lugar P ′ ∈ PF ′ con P ′|P y
e(P ′|P ) = [F ′ : F ].

A partir de ahora, vamos a suponer que el cuerpo de constantesK es un cuerpo perfecto,
el cual es el caso de un cuerpo �nito por ejemplo.
Consideremos F ′|F una extensión separable de cuerpos de funciones. Para P ∈ PF de-

�nimos O′P la clausura entera en F ′ del anillo de valoración OP . El módulo complementar
CP sobre OP es dado por

CP = {z ∈ F ′ : TF ′|F (z · O′P ) ⊆ OP},
donde TF ′|F es la función traza asociada a la extensión separable F ′|F .
Observación 3.24. Existe un elemento t ∈ F ′ que depende de P tal que CP = t · O′P . Más
aún, vP ′(t) ≤ 0 para todo P ′|P .
De�nición 3.25. Considere un lugar P ∈ PF y sea CP = t ·O′P el módulo complementar.
Para P ′|P de�nimos el exponente del diferente por d(P ′|P ) = −vP ′(t).
De�nición 3.26. El diferente de F ′|F es el divisor dado por

Diff(F ′|F ) :=
∑
P∈PF

∑
P ′|P

d(P ′|P ) · P ′.

Proposición 3.27. (Fórmula del género de Hurwitz) Sea F |K un cuerpo de funciones
de género g y sea F ′|F una extensión separable �nita. Denotamos por K ′ al cuerpo de
constantes de F ′ y por g′ al género de F ′|K ′. Entonces

2g′ − 2 =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
(2g − 2)− deg(Diff(F ′|F )).

Proposición 3.28. (Teorema del Diferente de Dedekind) Con las notaciones anteriores,
para P ′|P vale que

1. d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P )− 1.
2. d(P ′|P ) = e(P ′|P )− 1 si y solamente si la característica de K no divide e(P ′|P ).

En general, es difícil calcular el género de un cuerpo de funciones. Vamos a enunciar
dos resultados que suelen ser útiles a la hora de calcularlo.

Teorema 3.29. Suponga que F ′ = F (y) es una extensión de grado n, separable del cuerpo
de funciones F . Sea P ∈ PF tal que el polinomio mínimo ϕ(T ) de y sobre F tiene sus
coe�cientes en OP y sean P1, . . . , Pr todos los lugares de F

′ sobre P . Entonces

1. d(Pi|P ) ≤ vPi
(ϕ′(y));

2. {1, y, . . . , yn−1} es una base entera de F ′|F en el lugar P si y solamente si d(Pi|P ) =
vPi

(ϕ′(y)) para todo i = 1, . . . , r,

donde ϕ′(T ) denota la derivada usual del polinomio ϕ(T ).

Proposición 3.30. Sean F ′|F una extensión separable de cuerpos de funciones, P ∈ PF y
P ′ ∈ PF ′ con P ′|P . Suponga que P ′|P sea totalmente rami�cada y sea t ∈ F ′ un elemento
P ′-primo (o sea, P ′ = tOP ′). Considere ϕ(T ) ∈ F [T ] el polinomio mínimo de t sobre F .
Entonces d(P ′|P ) = vP ′(ϕ

′(t)) y {1, t, . . . , tn−1} es una base entera de F ′|F en el lugar P .

3.1.2. Extensiones de Kummer y Artin-Schreier.

De�nición 3.31. F ′|F es una extensión de Galois de cuerpos de funciones si F ′|F es una
extensión de Galois de cuerpos.

Tenemos dos clases importantes de extensiones galoisianas: extensiones de Kummer y
de Artin-Schreier. Estas extensiones tienen dos ventajas importantes: podemos explicitar
las ecuaciones que las de�nen y el género puede ser calculado fácilmente.
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De�nición 3.32. Sea F |K un cuerpo de funciones en dondeK contiene una raíz primitiva
de orden n ≥ 1 de la unidad y tal que mcd(n, charK) = 1. Suponga que existe un elemento
u ∈ F tal que u 6= wd para todo w ∈ F y para todo d > 1 con d|n. Entonces el cuerpo de
funciones dado por

F ′ := F (y), con yn = u,

es una extensión de Kummer de F .

Observación 3.33. Una extensión de Kummer F ′|F satisface las siguientes propiedades:

1. F ′|F es una extensión cíclica y su grupo de Galois está generado por σ(y) = ζy
donde ζ ∈ K es una raíz primitiva de la unidad de orden n.

2. Sea P ∈ PF y sea P ′ ∈ PF ′ una extensión de P , entonces

e(P ′|P ) =
n

rP
y d(P ′|P ) = e(P ′|P )− 1,

donde rP := mcd(n, vP (u)) > 0.
3. Si K ′ es el cuerpo de constantes de F ′ y g′ es el género de F ′, entonces

g′ = 1 +
n

[K ′ : K]

(
g − 1 +

1

2

∑
P∈PF

(
1− rP

n

)
deg(P )

)
.

Observación 3.34. Sea F |K un cuerpo de funciones de género g y sea F ′ dado por F ′ :=
F (y) con yn = u ∈ F , donde n 6≡ 0 mód char(K). Suponga que K contiene una raíz
primitiva de orden n de la unidad y que existe un lugar Q ∈ PF tal que mcd(vQ(u), n) = 1.
Entonces K es el cuerpo de constantes de F ′ y la extensión F ′|F es cíclica de grado n. El
género g′ de F ′ está dado por

g′ = 1 + n(g − 1) +
1

2

∑
P∈PF

(
n− rP

)
deg(P ).

Ejemplo 3.35. Considere un cuerpo K de característica diferente de 2. Sea

F := K(x, y) con y2 = f(x) =
s∏
i=1

pi(x) ∈ K[x],

donde pi(x) son polinomios mónicos, irreducibles distintos y s ≥ 1.
Denotando porm al grado del polinomio f(x) tenemos que K es el cuerpo de constantes

de F y que el género está dado por

g =

{
(m− 1)/2 si m ≡ 1 mód 2,

(m− 2)/2 si m ≡ 0 mód 2.

De hecho, considere F = F0(y) donde F0 := K(x) es el cuerpo de funciones racionales.
Denotando por Pi ∈ PK(x) el cero de pi(x) y P∞ el polo de x enK(x) , entonces vPi

(f(x)) =
1 y vP∞(f(x)) = −m. Así F |F0 es una extensíon cíclica de grado 2. Vale también que

1. rPj
= 1 para j = 1, . . . , s;

2. rP∞ = 1 si m ≡ 1 mód 2;
3. rP∞ = 2 si m ≡ 0 mód 2.

De�nición 3.36. Sea F |K un cuerpo de funciones de característica p > 0. Suponga que
u ∈ F es tal que u 6= wp − w para todo w ∈ F . El cuerpo de funciones F ′ dado por

F ′ := F (y), con yp − y = u

es una extensión de Artin-Schreier de F .

Observación 3.37. Una extensión de Artin-Schreier satisface las siguientes propiedades:



36 MIRIAM ABDÓN, CÍCERO CARVALHO Y DANIEL PANARIO

1. F ′|F es una extensión cíclica de grado p y los automor�smos de F ′|F están dados
por σ(y) = y + ν donde ν = 0, 1, . . . , p− 1.

2. Para P ∈ PF y P ′ una extensión de P , el siguiente número está bien de�nido

mP :=

{
m si existe z ∈ F tal que vP (u− (zp − z)) = −m < 0 y m 6≡ 0 mód p,

−1 si vP (u− (zp − z)) ≥ 0 para algún z ∈ F .

3. P es no rami�cado si y solamente si mP = −1.
4. P es totalmente rami�cado si y solamente si mP ≥ 0. En este caso tenemos que

d(P ′|P ) = (p− 1)(mP + 1), donde P ′ es el único lugar sobre P.

5. Si por lo menos un lugar Q ∈ PF es totalmente rami�cado, entonces K es el cuerpo
de constantes de F ′ y el género g′ de F ′ está dado por

g′ = p · g +
p− 1

2

(
− 2 +

∑
P∈PF

(
mP + 1

)
· deg(P )

)
.

De�nición 3.38. Un polinomio a(x) ∈ K[x] del tipo a(x) = anx
pn + an−1x

pn−1
+ · · · +

a1x
p + a0x donde p es la característica del cuerpo K, es llamado polinomio aditivo sobre

K.

Proposición 3.39. Sean F |K un cuerpo de funciones de característica p > 0, a(x) un
polinomio aditivo de grado pn que tiene todas sus raíces en K y u ∈ F . Suponga que para
todo lugar P ∈ PF existe un elemento z ∈ F (z depende de P ) tal que{

vP (u− a(z)) ≥ 0 o

vP (u− a(z)) = −m con m > 0 y m 6≡ 0 mód p.

De�nimos mP = −1 en el primer caso y mp = −m en el segundo caso.
Consideremos ahora la extensión

F ′ := F (y) con a(y) = u.

Si existe un lugar Q ∈ PF con mQ > 0, entonces

1. F ′|F es una extensión de Galois de grado pn, cuyo grupo de Galois es isomorfo a
(Z/pZ)n.

2. K es algabraicamente cerrado en F ′.
3. Si P ∈ PF es tal que mP = −1, entonces P es no rami�cado en F ′|F .
4. Si P ∈ PF es tal que mP > 0, entonces P es totalmente rami�cado en F ′|F . En

este caso

d(P ′|P ) = (pn − 1)(mP + 1), donde P ′ es el único lugar sobre P.

5. El género g′ de F ′ está dado por

g′ = pn · g +
pn − 1

2

(
− 2 +

∑
P∈PF

(
mP + 1

)
· deg(P )

)
.

3.2. ¾Cuántos puntos podemos esperar? Nuestro objetivo es establecer una cota
superior para el número de puntos racionales de una curva de�nida sobre un cuerpo �nito
Fq, o lo que es equivalente, para el número de lugares racionales de un cuerpo de funciones
F |Fq. Vamos a hacer una serie de a�rmaciones, la mayor parte sin demostraciones. Las
pruebas se encuentran en [47] o [42].

A�rmación 3.40. Para todo n ≥ 0 existe únicamente un número �nito de divisores
positivos de grado n.
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Consideremos los conjuntos

D0
F := {A ∈ DF ; deg(A) = 0},
C0
F := {[A] ∈ CF ; deg([A]) = 0},

donde PF es el grupo de divisores principales (vea pág. 15) y CF := DF/PF es llamado
de grupo de clases de divisores de F |Fq.

A�rmación 3.41. C0
F es un grupo �nito de orden h.

De�nimos ∂ > 0 por

∂ = mı́n{deg(A) : A ∈ DF y deg(A) > 0}.

Observación 3.42. No es verdad en general que para un cuerpo de constantes arbitrario
exista un divisor positivo de grado ∂.

Ahora vamos a estimar los números An := #{A ∈ DF : A ≥ 0 y deg(A) = n}.
Por ejemplo A0 = 1 y A1 es precisamente el número de lugares de grado uno que

queremos acotar.

Proposición 3.43. Con las notaciones anteriores vale que:

1. An = 0 si ∂ - n.
2. Para una clase de divisores �ja [C] ∈ CF tenemos

#{A ∈ [C] : A ≥ 0} =
h

q − 1

(
qdim[C] − 1

)
.

3. Para cualquier entero n > 2g − 2 con ∂|n, tenemos

An =
h

q − 1

(
qn+1−g − 1

)
.

De�nición 3.44. La serie de potencias de�nida por

ZF (t) =
∞∑
n=0

Ant
n ∈ C[[t]]

es llamada la Función Zeta de F |Fq.

Proposición 3.45. La serie de potencias Z(t) = ZF (t) es convergente para |t| < q−1 y
en este caso tenemos que

1. Si F |Fq tiene género cero, entonces

Z(t) =
1

q − 1

( q

1− (qt)∂
− 1

1− t∂
)
.

2. Si g ≥ 1, entonces Z(t) puede ser escrita como Z(t) = F (t) +G(t) donde

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C],

G(t) =
h

q − 1

(
q1−g(qt)2g−2+∂ 1

1− (qt)∂
− 1

1− t∂
)
.

Corolario 3.46. La función Z(t) puede ser extendida a una función racional de�nida
sobre C con polo simple en t = 1.
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La función Zeta también puede ser escrita para |t| < q−1 como un producto (conocido
como producto de Euler) de la forma

Z(t) =
∏
P∈PF

(
1− tdegP

)−1

.

En particular, Z(t) 6= 0 para |t| < q−1 y Z(t) satisface la ecuación funcional

Z(t) = qg−1 t2g−2 Z
( 1

qt

)
.

Vamos a estudiar ahora el comportamiento de la función Zeta cuando hacemos exten-
siones del cuerpo F por constantes.
Consideremos la siguiente extensión por constantes Fr := F · Fqr del cuerpo F |Fq y

denotemos por Zr(t) la función Zeta asociada. Vale que

Zr(t
r) =

∏
ζr=1

Z(ζt) ∀t ∈ C, y ζ ∈ C tal que ζr = 1.

Observación 3.47. Usando la igualdad anterior, F.K. Schmidt mostró que ∂ = 1.

Podemos asociar a Z(t) un polinomio que va a jugar un papel importante para deter-
minar una cota superior para el número de lugares racionales.

De�nición 3.48. El polinomio L(t) := (1− t)(1− qt)Z(t) es llamado el L-polinomio de
F |Fq y tiene grado como máximo 2g.

Como L(t) = (1 − t)(1 − qt)
∑∞

n=0Ant
n, este polinomio guarda toda la información

sobre los A′sn para todo n ≥ 0. Este hecho nos motiva a estudiarlo un poco más. Algunas
de sus propiedades están resumidas en el siguiente teorema.

Teorema 3.49. Sea L(t) como antes. Entonces:

1. L(t) ∈ Z[t] y tiene grado 2g;
2. L(t) = qg t2gL(1/qt);
3. L(1) = h;
4. si L(t) =

∑2g
i=0 ait

i, entonces:
a) a0 = 1 y a2g = q2g;
b) a2g−i = qg−iai para 0 ≤ i ≤ g;
c) a1 = N − (q + 1) donde N es el número de lugares de grado uno;

5. L(t) se factoriza en C[t] como:

L(t) =

2g∏
i=1

(1− αi t)

y α1, . . . , α2g pueden ser ordenados tal que αi αg+i = q para i = 1, . . . , g.

De�nición 3.50. Los números α1, . . . , α2g son llamados las raíces recíprocas de L(t).

Corolario 3.51. Para cada r ≥ 1 tenemos

Nr := N(Fr) = qr + 1−
2g∑
i=1

αri ,

donde α1, . . . , α2g son las raíces recíprocas de L(t).

Así, para estimar N basta estimar |αi|.

Teorema 3.52. (Hasse-Weil) Los números αi satisfacen

|αi| =
√
q, ∀i = 1, . . . , 2g.
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Teorema 3.53. (Cota de Hasse-Weil) El número N de lugares de grado uno puede ser
estimado por

|N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q.

Esta desigualdad es equivalente a la validez de la hipótesis de Riemann para la función
Zeta asociada al cuerpo de funciones F |Fq. De hecho, si de�nimos la norma absoluta de
un divisor A como N (A) = qdegA y consideramos la función dada por

ζF (s) := ZF (q−s),

entonces esta función puede ser escrita como

ζF (s) =
∞∑
n=0

An q
−sn =

∑
A∈DF ,A≥0

N (A)−s,

que es análoga a la función Zeta de Riemann clásica ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−s.

La hipótesis de Riemann para la función clásica a�rma que, además de los ceros triviales,
todos los ceros se encuentran localizados en la recta Re(s) = 1/2. En el caso de cuerpo
de funciones, el teorema de Hasse-Weil muestra que

ζF (s) = 0⇒ ZF (q−s) = 0⇒ |q−s| = q1/2,

ya que |q−s| = qRe(s), lo que implica trivialmente que Re(s) = 1/2.
Históricamente, los primeros estudios sobre ecuaciones sobre cuerpos �nitos se centra-

ban en las congruencias del tipo

Y 2 ≡ f(X) mód p (∗)
donde p es un número primo y f(X) un polinomio (o una función racional) de�nido sobre
Z.
Artin introdujo la función Zeta para extensiones cuadráticas del cuerpo racional Fp(x)

obtenido por la adjunción de las raíces de la congruencia anterior, basado en la función
Zeta de Dedekind para extensiones cuadráticas de Q.
Asumiendo como verdadera la hipótesis de Riemann para la función clásica, Artin llegó

a conjeturar una cota superior para el número de soluciones de la congruencia (*). Esta
conjetura fue probada por Hasse para polinomios de grado 3 ó 4 de�nidos sobre un cuerpo
�nito arbitrario y después generalizada por Weil como vimos en el teorema anterior.

Observación 3.54. Ihara mostró en [32] que si F |Fq es un cuerpo de funciones de género
g, entonces el número de lugares racionales N satisface

N ≤ q + 1 +

⌊√
(8q + 1)g2 + 4(q2 − q)g − g

2

⌋
,

donde bxc denota la parte entera de x.
Note que si g > (q −√q)/2, esta cota es mejor que la de Hasse-Weil.

Ejemplo 3.55. (Hermitiana) Considere la curva H de�nida sobre Fq2 asociada al polino-
mio f(X, Y ) = Y q + Y −Xq+1. Esta curva es no singular y tiene género g = q(q − 1)/2.
Vamos a calcular el número de puntos racionales, o sea

#{(x : y : z) |x, y, z ∈ Fq2 tales que F (x, y, z) = 0},
donde F (X, Y, Z) = ZY q + ZqY −Xq+1 es la homogeneización de f(X, Y ).
Vamos a comenzar por la parte afín, o sea, cuando z = 1, en este caso tenemos que

calcular las soluciones de f(x, y) = 0 en Fq2 ×Fq2 . Podemos pensar en calcular el número
Na de elementos del conjunto

Na = #{(x, y) ∈ Fq2 × Fq2 : TrFq2 |Fq(y) = NFq2 |Fq(x)}
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donde TrFq2 |Fq y NFq2 |Fq son las funciones Traza y Norma de la extensión galoisiana Fq2|Fq.
Como TrFq2 |Fq es suryectiva, tenemos que #Tr−1

Fq2 |Fq
(y) = q para todo y ∈ Fq2 , obtene-

mos así

Na =
∑
x∈Fq2

#{y ∈ Fq2 : TrFq2 |Fq(y) = xq+1}

=
∑
x∈Fq2

#Tr−1
Fq2 |Fq

(xq+1)

=
∑
x∈Fq2

q

= q3.

Falta calcular el número de puntos racionales en el in�nito (en este caso z = 0). Así, si
(x : y : 0) es una solución de F (X, Y, Z) = 0, entonces x = 0 lo que implica que y = 1.
Tenemos, por lo tanto, un único punto racional en el in�nito. Finalmente tenemos que la
curva H tiene q3 + 1 puntos racionales alcanzando la cota de Hasse-Weil.

De�nición 3.56. Un cuerpo de funciones F |Fq es llamado maximal sobre Fq si el número
de lugares racionales.

Observación 3.57. Si F |Fq es maximal, como N(F |Fq) = q + 1 + 2g
√
q es un número

entero, tenemos necesariamente que q debe ser un cuadrado.

3.3. Mejoras de la cota de Hasse-Weil. Como vimos en la subsección anterior, la
cota de Hasse-Weil sólo es alcanzada si la cardinalidad del cuerpo �nito es un cuadrado,
así una mejora trivial para la cota es

|N − (q + 1)| ≤ b2g√qc.
Serre dio en [44] la siguiente mejora.

Teorema 3.58. (Cota de Serre) Sea F |Fq un cuerpo de funciones de género g, entonces
el número N de lugares de grado uno está limitado por

|N − (q + 1)| ≤ gb2√qc.

La idea de la prueba es bastante simple, así que vamos hacer un esbozo.

Demostración. Sabemos que el L-polinomio puede ser escrito como

L(t) =

2g∏
i=1

(1− αi t) ∈ Z[t]

y que los αi pueden ser ordenados de tal forma que ᾱi = αg+i para i = 1, . . . , g, donde ᾱi
denota el complejo conjugado de αi. De hecho, como |αi| =

√
q y αiαg+i = q, debemos

tener que ᾱi = αg+i para i = 1, . . . , g.
Vamos a comenzar mostrando que

N − (q + 1) ≤ gb2√qc.
Para cada i = 1, . . . , g, de�nimos βi := αi + ᾱi + b2√qc. Los números así de�nidos son
números reales positivos y enteros algebraicos.
Sea E = Q(α1, . . . , α2g) una extensión galoisiana de Q. Todo σ ∈ Gal(E|Q) induce una

permutación del conjunto {β1, . . . , βg}, lo que implica que

β =

g∏
i=1

βi



CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS 41

es dejado �jo por todos los automor�smos y como β es un entero algebraico debemos
tener que β ∈ Z y β ≥ 1.
Tenemos entonces que

g ≤
g∑
i=1

βi =

g∑
i=1

(αi + ᾱi) + gb2√qc+ g

=
( 2g∑
i=1

αi

)
+ gb2√qc+ g.

Como N = q + 1 −
∑2g

i=1 αi y usando la desigualdad entre la media aritmética y la
geométrica, tenemos que

1

g

g∑
i=1

βi ≥
( g∏
i=1

βi

)1/g

,

lo que concluye la prueba de la desigualdad.
La prueba de que N − (q + 1) ≥ −(gb2√qc) es análoga y será dejada como ejercicio

para el lector. �

Ejemplo 3.59. (La cuártica de Klein) Considere la curva C de�nida sobre F8 por el
polinomio

f(X, Y ) = Y 3 +X3Y +X

y sea F (X, Y, Z) = ZY 3 +X3Y + Z3X ∈ F8[X, Y, Z] la homogeneización de f . La curva
C es no singular y tiene género 3 = (d− 1)(d− 2)/2, donde d = 4 es el grado de f .
Vamos a calcular los puntos racionales a�nes, o sea, cuando z = 1 y para los cuales

x 6= 0 y y 6= 0.
Multiplicando f(X, Y ) por X6 obtenemos la ecuación

W 3 +X7W +X7,

donde W = X2Y.
Olvidándonos del origen, tenemos que

Na − 1 = #

{
(x,w) ∈ F∗8 × F8 : x7 =

w3

w + 1

}
= #{(x,w) ∈ F∗8 × F8 : w3 + w + 1 = 0},

ya que x7 = 1.
El polinomio W 3 + W + 1 es irreducible sobre F2[W ], así tiene todas sus raíces en F8.

Por lo tanto Na − 1 = 7 · 3 = 21 y la cuártica de Klein tiene N = 21 + 3 = 24 puntos
racionales alcanzando así la cota de Serre. Los 3 puntos que faltan son puntos en el in�nito
y la caracterización de los mismos es dejada para el lector.

Es lógico esperar que si tenemos un cuerpo de funciones F de�nido sobre Fq y extende-
mos el cuerpo de constantes para algún Fqr , el número de lugares de grado uno de F |Fqr
sólo puede aumentar. Usando esta idea, Serre mostró el siguiente teorema.

Teorema 3.60. Sea Ψ(t) =
∑m

r=1 crt
r ∈ R[t] \ {0} un polinomio con coe�cientes no

negativos. Considere la función racional dada por f(t) = 1 + Ψ(t) + Ψ(t−1). Suponga que
f(γ) ≥ 0 para todo γ ∈ C con |γ| = 1. Entonces para F un cuerpo de funciones de género
g de�nido sobre Fq vale que

N1 := N ≤ g

Ψ
(
q−

1
2

) +
Ψ
(
q

1
2

)
Ψ
(
q−

1
2

) + 1.
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Demostración. Claramente tenemos que Ψ
(
q−

1
2

)
≥ 0 y Ψ

(
q

1
2

)
≥ 0.

Reordenando α1, . . . , α2g tal que ᾱi = αg+i para todo i = 1, . . . , g tenemos que

Nr = qr + 1−
g∑
i=1

(αri + ᾱri ),

donde Nr denota el número de lugares de grado uno de F |Fqr . Multiplicando la igualdad
anterior por q−r/2 obtenemos

q−r/2Nr = qr/2 + q−r/2 −
g∑
i=1

[(αiq
−1/2)

r
+ (ᾱiq

−1/2)r].

Por Hasse-Weil, sabemos que los números γi := αiq
−1/2 son complejos de norma uno

para i = 1, . . . , g. Así,

q−r/2Nr = qr/2 + q−r/2 −
g∑
i=1

(γi
r + γi

−r).

Multiplicando esta igualdad por cr para cada r = 1, . . . ,m y sumando, tenemos

0 = Ψ(q1/2) + Ψ(q−1/2) + g −
g∑
i=1

f(γi)−
m∑
r=1

Nrcrq
−r/2.

Por lo tanto
N1Ψ(q1/2) = Ψ(q1/2) + Ψ(q−1/2) + g −R,

donde R =
∑g

i=1 f(γi) +
∑m

r=1(Nr −N1)crq
−r/2.

Como f(γi) ≥ 0 para todo i y cr ≥ 0 para todo r, tenemos que R ≥ 0 y el teorema
sigue a partir de ahí. �

Ejemplo 3.61. Considere la curva no singular de�nida sobre Fq cuyo modelo plano está
dado por

f(X, Y ) = Y q − Y −Xq0(Xq −X)

donde q = 22e+1 y q0 = 22e, con e ∈ N. Esta curva es llamada la Curva de Suzuki y tiene
género g = q0(q − 1).
Tomando Ψ(t) = 1√

2
t + 1

4
t2 y aplicando el teorema anterior, vemos que el número de

puntos racionales es 1 + q2, y por lo tanto esta curva alcanza la cota de Serre.

Otra herramienta que podemos usar para mejorar la cota de Hasse-Weil es conocido
como Método de Stöhr-Voloch [49]. Este método consiste en construir una función auxiliar
que tenga ceros de orden alto en los puntos racionales de la curva y es una herramienta
fundamental en el estudio de curvas maximales.
Vamos a ilustrar su funcionamiento en el caso de curvas no singulares planas. En este

caso alto va a signi�car mayor o igual a dos.
Sea C la curva afín dada por el polinomio

f(X, Y ) =
∑
i,j

aijX
iY j ∈ Fq[X, Y ].

Para un punto de la curva (x, y) ∈ F̄q × F̄q podemos de�nir la recta tangente como

(X − x)fX(x, y) + (Y − y)fY (x, y) = 0,

donde fX , fY son las derivadas parciales usuales.
Vamos ahora a de�nir un polinomio auxiliar h(X, Y ) dado por

h(X, Y ) = (X −Xq)fX(X, Y ) + (Y q − Y )fY (X, Y ),

el grado del polinomio satisface deg(h) ≤ deg(f) + q − 1.
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Proposición 3.62. Si h(X, Y ) ≡ 0 mód f, entonces

fXXf
2
Y − 2fXY fXfY + fY Y f

2
X ≡ 0 mód f.

Demostración. Si h(X, Y ) ≡ 0 mód f, implica que

(X −Xq)fX(X, Y ) ≡ −(Y q − Y )FY (X, Y ) mód f.

Multiplicando fXXf 2
Y − 2fXY fXfY + fY Y f

2
X por (X −Xq)2 tenemos que

(X −Xq)2(fXXf
2
Y − 2fXY fXfY + fY Y f

2
X)

≡
[
(X −Xq)2(fXX + 2(X −Xq)(Y − Y q)fXY + (Y − Y q)fY Y

]
f 2
Y mód f.

Sabemos también que existe un polinomio g = g(X, Y ) tal que h = f · g, o sea

h(X, Y ) = (X −Xq)fX(X, Y ) + (Y q − Y )fY (X, Y ) = f(X, Y )g(X, Y ).

Derivando con respecto a X la igualdad anterior y multiplicando el resultado por X−Xq,
obtenemos que

(X −Xq)2fXX + (X −Xq)(Y − yq)fY X ≡ (X −Xq)fX(g − 1) mód f.

Haciendo lo mismo con Y tenemos

(Y − Y q)2fY Y + (X −Xq)(Y − yq)fXY ≡ (Y − Y q)fY (g − 1) mód f.

Sumando estas dos congruencias se obtiene que

(X −Xq)2fXX + 2(X −Xq)(Y − yq)fXY + (Y − Y q)2fY Y ≡ h(g − 1)0 mód f.

El resultado sigue a partir de aquí ya que (X −Xq)2 6≡ 0 mód f. �

Observación 3.63.
1. Si la característica del cuerpo es dos, entonces fXXf 2

Y − 2fXY fXfY + fY Y f
2
X es

idénticamente cero.
2. Si h ≡ 0 mód f , entonces para cualquier punto (x, y) que pertenezca a la parte

afín de C tenemos que (xq, yq) pertenece a la recta tangente en (x, y).

Teorema 3.64. Sea Fq un cuerpo �nito de característica impar y sea f(X, Y ) ∈ Fq[X, Y ]
un polinomio absolutamente irreducible de grado d. Suponga que f no divide al polinomio
fXXf

2
Y − 2fXY fXfY + fY Y f

2
X , entonces

#C(Fq) ≤
d(d+ q − 1)

2
,

donde C es la curva proyectiva asociada a f(X, Y ).

Demostración. Para simpli�car, vamos a hacer la prueba para el caso afín.
Como f no divide a fXXf 2

Y − 2fXY fXfY + fY Y f
2
X , eso implica que tampoco divide a

h(X, Y ) y por lo tanto no tiene ningún factor de grado positivo en común.
Si P = (x, y) ∈ Fq×Fq pertence a C, entonces (x, y) es un cero de h(X, Y ) por de�nición.

Más aún, como C y la curva asociada a h(X, Y ) comparten la misma recta tangente por
P , concluímos que el índice de intersección I(P ; f, h) entre las dos curvas en P es de por
lo menos 2. Así,

#C(Fq) = #{(x, y) ∈ Fq × Fq : f(x, y) = 0} ≤ 1

2

∑
P

I(P ; f, h),

donde P se mueve sobre todos los puntos de Fq ×Fq. Por el Teorema de Bezout, tenemos
que

1

2

∑
P

I(P ; f, h) ≤ 1

2
deg(f) · deg(h) ≤ d(d+ q − 1)

2
.

�
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Ejemplo 3.65. Considere la curva de Fermat sobre F13 cuyo modelo plano está dado por

f(X, Y ) = w2X4 + Y 4 + w,

donde w ∈ F13 \ {1} es una raíz tercera de la unidad. La curva asociada a este polinomio
tiene género g = 3. Esta curva no tiene ningún punto racional en el in�nito y tampoco
tiene puntos racionales a�nes cuando una de las coordenadas sea cero.
Vamos a calcular los puntos racionales a�nes. Sea H = {1, w, w2} el único subgrupo de

F∗13 de orden 3. Considere el homomor�smo suryectivo

φ : F∗13 → H

x 7→ x4.

El núcleo es el único subgrupo de F∗13 de orden 4, así φ−1(z) = 4 para todo z ∈ H (∗).
Sea (x, y) ∈ Ca(F13) un punto racional afín. Como x ∈ F∗13, entonces x

4 ∈ H.
1. Si x4 = w2, entonces

f(x, Y ) = w4 + Y 4 + w = Y 4 + 2w.

Como y ∈ H y 1 +w+w2 = 0, tenemos que no existen puntos racionales a�nes con
primera coordenada satisfaciendo x4 = w2.

2. Si x4 = 1 entonces y4 = 1.
3. Si x4 = w entonces y4 = w2.

Resumiendo, tenemos que

C(F13) = {(x, y) : x4 = y4 = 1}︸ ︷︷ ︸
C1

∪{(x, y) : x4 = w, y4 = w2}︸ ︷︷ ︸
Cw

.

Por lo tanto
#C(F13) = #C1 + #Cw.

Ahora, por (∗), tenemos que #C1 = #Cw = 16.
Falta mostrar que las hipótesis del teorema son satisfechas y dejamos esto para el lector.

3.4. Algunas construcciones de curvas con muchos puntos racionales. Curvas
con muchos puntos racionales son importantes desde el punto de vista de las aplicaciones.
Los tres métodos descritos aquí tienen como objetivo construir curvas de manera que el
número de puntos racionales se aproxime a los mejores registros existentes.

3.4.1. Primer método. Este método apareció en [35]. Sea H un subgrupo de orden v
del grupo multiplicativo F∗qr y considere un polinomio separable f1(t) ∈ Fqr [t] tal que
{α ∈ Fq : f1(α) = 0} ⊆ H.
Dado un par (k, l) ∈ N× N, de�nimos el polinomio

f(X, Y ) = Xk · f1(X l · Y ).

Podemos reducir el grado de la variable X haciendo Xv = 1 y vamos a denotar por
f̃(X, Y ) el polinomio reducido. El grado de X del nuevo polinomio es como máximo v−1.
Las principales ventajas de la reducción son:

1. El género de la curva C̃ asociada a f̃ es menor que el género de la curva C asociada
a f.

2. La probabilidad de f̃ de ser absolutamente irreducible es mayor.

Dado un punto (a, b) ∈ F̄q × F̄q con a ∈ H, por construcción de f̃ , tenemos que
f̃(a, b) = f(a, b). Así, los puntos racionales de C sobre Fqr cuya primera coordenada
pertenece a H, son puntos racionales de la curva C̃.
Entonces, tenemos claramente que

#C̃(Fqr) ≥ v · deg(f1).
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De hecho, sea d = deg(f1) y sean α1, . . . , αd ∈ H todas las raíces de f1. Dado a ∈ H
considere bj = αj/a

l para j = 1, . . . , d. Entonces f̃(a, bj) = f(a, bj) = akf1(albj) =
akf1(αj) = 0.

Ejemplo 3.66. Tome f1(t) = t5 + t2 + 1 ∈ F32[t]. Este polinomio tiene 5 raíces en F∗32,
así podemos tomar v = 31. Considerando

f(X, Y ) = X7f1(X12Y ) = X67Y 5 +X31Y 2 +X7,

tenemos que
f̃(X, Y ) = X5Y 5 + Y 2 +X7

es absolutamente irreducible y así

#C̃(F32) ≥ 5 · 31 = 155.

En realidad faltan solo 3 puntos racionales: el origen y dos puntos en el in�nito, así
g̃ = 15 y #C̃(F32) = 158.

3.4.2. Segundo método. Este método creado por van der Geer-van der Vlugt está descrito
en [24].
Sea R(X) ∈ Fq[X] un polinomio separable que tiene todas sus raíces en Fq. Considere-

mos ahora dos polinomios R1(X), R2(X) ∈ Fq[X] tales que

R(X) = R1(X) +R2(X).

La curva C asociada al polinomio

f(X, Y ) = Y q−1 +
R1(X)

R2(X)

tiene muchos puntos racionales ya que

{(a, b) : R(a) = 0, R1(a) 6= 0 y b ∈ F∗q} ⊆ C(Fq),
lo que nos da

#C(Fq) ≥ (q − 1)#{a ∈ Fq : R(a) = 0, R1(a) 6= 0}.
Para mantener el género bajo, es deseable que el producto R1(X) ·R2(X) sea altamente

inseparable. Vamos a ver un ejemplo.

Ejemplo 3.67. Sea R(X) = X16 + X ∈ F16[X] y tomemos R1(X) = X16 + X2 y
R2(X) = X2 +X. Con esta elección tenemos que

f(X, Y ) = Y 15 +
(X8 +X)2

X2 +X
y #C(F16) = 213.

De hecho
#{a ∈ F16 : R(a) = 0, R1(a) 6= 0} = 14,

luego #C(F16) ≥ 15 · 14 = 210. Los tres puntos que faltan son (0, 0), (0, 1) y un punto en
el in�nito. La parte difícil aquí es mostrar que el género es 49.

Para calcular el género necesitamos introducir algunas propiedades de las extensiones
de Kummer. Vamos a comenzar concentrándonos en extensiones del tipo

Y m = f(X) ∈ Fq(X), donde m divide q − 1.

Suponga que la función racional f(X) pueda ser escrita como f(X) = g(X)
h(X)

donde g y h
son polinomios primos entre sí y de�nidos sobre Fq. Digamos, para �jar la notación, que

g(X) =
r∏
i=1

(X − αi)mi y h(X) =
s∏
j=1

(X − βj)nj

donde αi, βj ∈ F̄q son distintos.
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La fórmula de Riemann-Hurwitz a�rma que

2g(C)− 2 = m(−2) +Dceros +Dpolos +D∞

donde Dceros,Dpolos y D∞ son ciertos divisores y Dceros, Dpolos, D∞ son los grados respec-
tivos. Hasse mostró que, si denotamos{

m∞ = |deg(g)− deg(h)|,
d∞ = mcd(m∞,m),

entonces

D∞ = d∞(e∞ − 1) = m− d∞, donde e∞ =
m

d∞
.

El conjunto {αi, i = 1, . . . , r} contribuirá con Dceros con

Dceros =
r∑
i=1

d(αi)(e(αi)− 1) = rm−
r∑
i=1

d(αi),

ya que {
d(αi) = mcd(mi,m),

e(αi) = m
d(αi)

.

Análogamente, el conjunto {βj : j = 1, . . . , s} contribuirá en Dpolos con

Dpolos =
s∑
j=1

d(βj)(e(βj)− 1) = sm−
s∑
j=1

d(βj).

Así, en el ejemplo anterior reescribiendo las ecuaciones como

Y 15 =

(
X8 +X

X2 +X

)2

(X2 +X),

donde X8+X
X2+X

es un polinomio mónico de grado 6 cuyas seis raíces son exactamente los
elementos de F8 \ F2. Tenemos que f tiene seis raíces dobles y dos raíces simples (las
raíces de X2 +X). Con las notaciones anteriores

m∞ = 15,

D∞ = 14,

Dceros = 112.

Lo que nos da que el género es igual a 49 como fue a�rmado.

3.4.3. Tercer método. Este método fue inspirado por el método anterior, así que con-
tinuaremos trabajando con extensiones de Kummer. Fue propuesto por [17] como una
generalización de la idea de [16].
Considere dos polinomios f(X), `(X) ∈ Fq[X] tales que

1. deg(f) ≥ deg(`)
2. `(X) - f(X).

Así, existe un polinomio r(X) ∈ Fq[X] tal que f(X) = h(X)`(X) + r(X) y deg(r) <
deg(`).
Sea C la curva proyectiva no singular asociada a

Y m =
f(X)

r(X)
, donde m divide a q − 1.
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La idea es nuevamente que f(X)r(X) sea altamente inseparable para garantizar un
género bajo y que `(X) tenga todas sus raíces en Fq para que tengamos muchos puntos
racionales. En efecto, considere el conjunto

S = {α ∈ Fq : h(α)`(α) = 0 y f(α) 6= 0}.
Así, para todo α ∈ S tenemos que f(α)/r(α) = 1. Esto nos da la siguiente cota para el
número de puntos racionales:

#C(Fq) ≥ m ·#S.
Ahora, el género puede ser calculado sabiendo que la extensión es de Kummer.

Ejemplo 3.68. Sean f(X) = (X3 + X2 + 1)4 y `(X) = X16+X
X4+X

de�nidos sobre F16. En
este caso r(X) = X3(X + 1)3(X3 +X + 1). La curva proyectiva asociada a

Y 3 =
f(X)

r(X)

tiene género 4 y 45 puntos racionales sobre F16.

3.5. Curvas maximales. Como de�nimos antes, una curva C proyectiva, geométrica-
mente irreducible, no singular de género g de�nida sobre Fq2 es maximal cuando el número
de puntos racionales alcanza la cota de Hasse-Weil, o sea

#C(Fq2) = q2 + 1 + 2gq.

Así, tenemos un número �nito de posibilidades para el género de una curva maximal ya
que Ihara mostró en [32] que

g ≤ q(q − 1)

2
.

De hecho, si C es maximal sobre Fq2 , entonces αi = −q para todo i = 1, . . . , 2g.
Como N2 ≥ N1, tenemos que

N2 := q2 + 1−
2g∑
i=1

α2
i ≤ N1 = q + 1−

2g∑
i=1

αi,

lo que es equivalente a
q2 − 2gq2 ≥ q + 2gq,

y a partir de esta desigualdad podemos mostrar la cota de Ihara.
La curva Hermitiana del Ejemplo 3.55 de�nida sobre Fq2 es una curva de género máximo

y es la única curva, salvo isomor�smo, con esta propiedad. Este resultado fue probado en
[43].
Vamos a considerar dos problemas sobre curvas Fq2-maximales:

1. Determinar todos los géneros posibles para una curva maximal.
2. Clasi�car las curvas maximales de un género dado.

3.5.1. Géneros posibles. Stichtenoth y Xing conjeturaron en [48] que el género de una
curva maximal sobre Fq2 debe satisfacer

g = g1 =
q(q − 1)

2
o g ≤ (q − 1)2

4
.

Esta conjetura fue mostrada por Fuhrmann y Torres en [14] usando un caso particular
de la Teoría de ordenes de Frobenius asociada a un sistema lineal. Tal herramienta fue
creada por Stöhr-Voloch en [49].
El punto clave de la prueba de Fuhrmann-Torres es el hecho de que existe un punto

Fq2-racional P0 ∈ C tal que q y q + 1 son no lagunas en P , o sea, existen funciones x, y
tales que div∞(x) = qP0 y div∞(y) = (q + 1)P0.
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La conjetura fue probada aplicando las técnicas de Stöhr-Voloch al sistema lineal de�-
nido por D := |(Q+ 1)P0|. Así, existe un segundo mayor género g2 dado por

g2 :=

{
(q−1)2

4
si q es impar,

q(q−2)
4

si q es par.

Nuevamente existe una única curva maximal, salvo isomor�smo, de género g2.
En el caso de característica impar, fue mostrado en [13] que la curva maximal de género

g2 es isomorfa a la curva cuyo modelo plano está dado por

Y q + Y = X(q+1)/2.

Esta curva es maximal ya que está cubierta por la curva Hermitiana y todo cubrimiento
de una curva maximal es maximal también [39].
En el caso de característica par, en [5] fue mostrado que la curva cuyo modelo plano

está dado por
Y q/2 + Y q/4 + · · ·+ Y = Xq+1

es maximal y tiene género g2, y es única si q/2 es una no laguna en algún punto. Finalmente
la unicidad fue mostrada en [38], ya que q/2 es siempre una no laguna en algún punto.
Más aún, ellos mostraron que existe un tercer mayor género g3 dado por

g3 = b(q2 − q + 4)/6c.

Resumiendo, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.69. Si C es una curva maximal de�nida sobre Fq2 de género g, entonces

g = g1, g = g2 o g ≤ g3.

Observación 3.70. El resultado es el mejor posible ya que existe una curva maximal de
género g3.

Observación 3.71. Si q ≡ 2 mód 3, entonces g4 = g3 − 1.

Existen solamente 12 ejemplos de curvas maximales salvo isomor�smos, cuyos géneros
satisfacen

b(q − 1)(q − 3)/8c ≤ g < b(q − 1)2/4c,
a saber:

1. g = b(q2 − q + 4)/6c para q ≡ 0, 1, 2 mód 3 [38];
2. g = b(q2 − q − 2)/6c para q ≡ 2 mód 3 [22], [12];
3. g = b(q − 1)(q − 2)/6c para q ≡ 0, 2 mód 3 [38];
4. g = b(q2 − 2q + 5)/8c para q ≡ 0, 1, 3 mód 4 [38];
5. g = b(q − 1)(q − 3)/8c para q ≡ 0, 1, 3 mód 4 [38].

El objetivo de todas las investigaciones realizadas inicialmente (vea [22], [11], [4], [2])
para encontrar nuevos valores para el género de un cuerpo de funciones maximal F |Fq2
se concentraba en estudiar subcuerpos del cuerpo de funciones Hermitiano H = Fq2(x, y)
donde yq +y = xq+1. Giulietti y Korchmáros construyeron el primer ejemplo de un cuerpo
de funciones maximal que no puede ser obtenido como subcuerpo del Hermitiano [25].
Otros ejemplos pueden ser vistos en [50].
En general, en [22] y [4], los autores consideran H|Fq2 como una extensión galoisiana

de Fq2(x) y para algunos subgrupos no moderados del grupo de automor�smos de la
Hermitiana computan el género del cuerpo �jo por ese subgrupo.
Salvo conjugación por PGU(3,Fq2) los grupos no moderados están contenidos en el

grupo de descomposición A(P∞) del único lugar P∞ sobre el polo de la función x.
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En nuestro caso, el grupo de descomposiciónA(P∞) consiste en todos los automor�smos
que satisfacen {

σ(x) = ax+ b,

σ(y) = aq+1y + abqx+ c,

donde a ∈ F∗q2 , b ∈ Fq2 y cq + c = bq+1.
El grupo A(P∞) tiene orden q3(q2 − 1) y contiene un número grande de subgrupos.

Observación 3.72. Suponga que la característica es impar. Sean G un subgrupo de A(P∞),

V = {b ∈ Fq2 : existe c ∈ Fq2 tal que [1, b, bq+1/2] ∈ G}
un subgrupo de Fq2 de orden pv y

W = {c ∈ Fq2 : [1, 0, c] ∈ G}
un subgrupo de Fq2 de orden pw.
Con estas notaciones tenemos que

ord(G) = mpv+w con m | q2 − 1.

Ahora, el género del cuerpo �jo por G está dado por ([22])

g(HG) = (pn−w − 1)(pn−v + 1− d)/2m, donde d = mcd(m, q + 1).

Ahora, para m un divisor de q − 1, de�nimos

s = orden de p en el grupo multiplicativo (Z/mZ)∗,

r =

{
orden de p en (Z/m

2
Z)∗ si m ≡ 0 mód 2,

s caso contrario.

Teorema 3.73. [4] Con las notaciones anteriores, para cada divisor m de q − 1, para
todos los múltiplos v de s satisfaciendo 0 ≤ n ≤ s y para todos los múltiplos w de r
satisfaciendo 0 ≤ w ≤ n − 1, existe un subgrupo G de A(P∞) de orden mpv+w tal que el
género del cuerpo �jo por HG es

g =

{
(pn−w − 1)(pn−v − 1)/2m, m ≡ 0 mód 2,

(pn−w − 1)pn−v/2m, m ≡ 1 mód 2.

Corolario 3.74. [4] Para m = 1 y para todo 0 ≤ v ≤ n y 0 ≤ w ≤ n − 1, existe un
p-subgrupo de A(P∞) tal que el género del cuerpo �jo por ese subgrupo es

g = pn−v(pn−w − 1)/2.

Sea m un divisor de q2 − 1 tal que m no divide q − 1. De�nimos

d = mcd(m, q + 1),

s = el orden de p en (Z/mZ)∗,

r = el orden de p en (Z/m
d
Z)∗.

Teorema 3.75. [4] Para cada m divisor de q2−1 tal que m no divide a q−1 y para cada
v y w satisfaciendo

1. 0 ≤ v ≤ n, v | 2n, v - n y v es divisible por s,
2. v/2 ≤ w ≤ n, y w es divisible por r,

existe un subgrupo G de A(P∞) de orden mpv+w tal que el género del cuerpo �jo por HG

es

g =
(pn−w − 1)(pn−v − d+ 1)

2m
.
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Identi�camos σ ∈ A(P∞) con el par [b, c] si{
σ(x) = x+ b,

σ(y) = y + bqx+ c,

donde b ∈ Fq2 y cq + c = bq+1.
De�nimos φ : G → Fq2 por

φ(σ) = b si σ está identi�cado con el par [b, c].

Esta aplicación es un mor�smo suryectivo en un subgrupo aditivo de Fq2 . De�nimos

V := Im(φ) y W = {c ∈ Fq2 : [0, c] ∈ G}.

Tenemos que V y W son subgrupos aditivos de Fq2 de ordenes

ord(V ) = 2v, ord(W ) = 2w y ord(G) = 2v+w.

Teorema 3.76. [22] Sea q = 2n y g ≥ 1 un entero. Entonces son equivalentes:

1. Existe un 2-subgrupo G ⊆ A tal que g = g(HG);
2. g = 2n−v−1(2n−w−1) con 0 ≤ v, w ≤ n−1 y existen F2-espacios vectoriales V ⊆ Fq2

y W ⊆ Fq de ordenes 2v y 2w respectivamente, tales que V q+1 = {bq+1 : b ∈ V } está
contenido en W .

Teorema 3.77. Para cada 1 ≤ v ≤ n − 1 tal que v = s + k con s | n, 0 ≤ k ≤ s y para
cada w satisfaciendo s ≤ w ≤ n− 1, las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Existe un 2-subgrupo G ⊆ A tal que g = g(HG);
2. g = 2n−v−1(2n−w − 1).

Observación 3.78. En [11] los autores consideraron subgrupos de orden p y dieron ecua-
ciones explícitas para los subcuerpos que obtuvieron.

3.5.2. Problema de clasi�cación. Para el problema de clasi�cación vamos a estudiar dos
tipos:

1. Existe un punto racional P0 ∈ C tal que m es una no laguna en P0 con m ·n = q+ 1
y 2g = (q − 1)(m− 1).

2. Existe un punto racional P0 ∈ C tal que m es una no laguna en P0 con m · n = q y
2g = q(m− 1) con una hipótesis extra.

Estos dos tipos aparecen naturalmente ya que si C es una curva maximal, entonces q y
q + 1 son no lagunas en cualquier punto racional.
El primer caso, fue estudiado en [13] donde mostraron que existe una única curva

maximal, salvo isomor�smo y que está dada por

Y q + Y = Xm.

Ahora, no podemos esperar tener unicidad en el segundo caso, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.79. Sea q = 26 y considere las curvas C1 y C2 de�nidas sobre Fq2 como

C1 = (X65 + Z16 + Z4 + Z = 0),

C2 = (X65 +W 16 +W 8 +W 2 +W = 0).

Son curvas maximales, ya que son cubiertas por la Hermitiana (basta hacer Z = Y 4 + Y
y W = Y 4 + Y 2 + Y ). Ambas tienen el mismo género y no son isomorfas (vea [1], [3]).
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Observación 3.80. En [1] fue mostrado que en característica 2, para todo n ∈ N existen
2n−1 curvas maximales no isomorfas con el mismo género. En el segundo caso, Fuhrmann
conjeturó que las curvas deberían ser isomorfas a

F (Y ) = Xq+1, donde F (Y ) es un polinomio aditivo de grado m.

De hecho, los ejemplos mencionados antes, son todos de este tipo.

Teorema 3.81. [3] Sea C una curva maximal de�nida sobre Fq2 de género g = (m −
1)q/2 donde m es una no laguna en P0 ∈ C tal que nm = q. Suponga que la exten-
sión Fq2(C)|Fq2(x) es una extensión de Galois donde x ∈ Fq2(C) es una función tal que
div∞(x) = mP0. Entonces la curva C es isomorfa a la curva dada por

P (z) = A(x),

donde P (z) ∈ Fq2 [z] es un polinomio aditivo separable de grado m y A(x) ∈ Fq2 [x] es un
polinomio de grado q + 1.

Para el caso m = p (donde p es la característica del cuerpo), sin ninguna otra hipótesis,
fue mostrado que la curva C es Fq2-isomorfa a la curva dada por

t∑
i=1

zp
t−i

= cxp
t+1,

donde c ∈ F∗q2 es tal que cq + c = 0 y q = pt.

Este resultado generaliza algunos resultados de [5] y [6].

3.6. Comportamiento asintótico. El objetivo de esta sección es el de presentar la
cota de Drinfeld-Vladut y dar algunos ejemplos de cuando la cota es alcanzada.
De�nimos

Nq(g) := máx{N(F ) : F |Fq es un cuerpo de funciones de género g}
y

A(q) := ĺım sup
g→∞

Nq(g)

g
.

La cantidad A(q) fue introducida por Ihara y satisface

A(q) ≤
√

2q +
1

4
− 1

2
.

Esta cota fue mejorada por Drinfeld-Vladut [51].

Teorema 3.82. (Cota de Drinfel-Vladut)

A(q) ≤ √q − 1.

La prueba del teorema usa el método de Serre de fórmulas explícitas.

Demostración. Para todo m ∈ N, considere el polinomio Ψm(t) dado por

Ψm(t) =
m∑
r=1

crt
r =

m∑
r=1

(
1− r

m

)
tr,

así el grado es m− 1. Para |t| 6= 1, podemos escribir Ψm(t) como

Ψm(t) =
t

(t− 1)2
·
(tm − 1

m
+ 1− t

)
.

De�niendo fm(t) := 1 + Ψm(t) + Ψm(t−1), tenemos que

fm(t) =
2− (tm + t−m)

m(t− 1)(t−1 − 1)
.
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Si γ ∈ C es tal que |γ| = 1, entonces (γ − 1) · (γ−1 − 1) es un número real positivo y
|γm + γ̄−m| ≤ 2. Esto implica que

fm(t) =
2− (γm + γ̄−m)

m|γ − 1|2
≥ 0,

para todo γ ∈ C con |γ| = 1. Así, tenemos

Nq(g)

g
≤ 1

Ψm(q−1/2)
+

1

g

( Ψm(q1/2)

Ψm(q−1/2)
+ 1
)
.

Si m→∞ entonces

Ψm(q−1/2)→ 1

q1/2 − 1
.

Entonces para todo ε > 0 existe g0 tal que para todo g > g0 vale

N

g
< q1/2 − 1 + ε.

El teorema sigue de la desigualdad anterior. �

El valor exacto de A(q) es desconocido para casi todos los valores de q. Serre mostró que
A(q) > 0 para todo q. Cuando q es un cuadrado, Ihara mostró que A(q) >

√
q− 1 usando

técnicas profundas de curvas modulares de Shimura y su argumento no es constructivo.
En particular, Ihara nos dice que

A(q) =
√
q − 1 cuando q es un cuadrado.

El primer ejemplo de una construcción explícita sobre Fq2 que alcanza la cota de
Drinfeld-Vladut se debe a Garcia y Stichtenoth en [20]. Desde entonces otras construccio-
nes explícitas fueron apareciendo.
Vamos introducir algunos conceptos nuevos (vea [21]).

De�nición 3.83. Una torre F sobre Fq es una familia in�nita de cuerpos

F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fn ⊆ Fn+1 ⊆ · · ·
donde

1. Fn|Fq es un cuerpo de funciones para todo n;
2. Fn+1|Fn es una extensión �nita y separable para todo n;
3. gn := g(Fn) va para in�nito cuando n va para in�nito.

El límite de la torre F está de�nido por

λq(F) := ĺım
n→∞

N(Fn)

g(Fn)
.

Observación 3.84. El número λq(F) existe. De hecho, si E|F es una extensión separable
de cuerpos de funciones de�nidos sobre Fq, entonces

N(E)

g(E)− 1
≤ N(F )

g(F )− 1
.

Así, la sucesión {N(Fn)/g(Fn)} es no creciente y por lo tanto es convergente.

De�nición 3.85. Sea F = (F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fn ⊆ Fn+1 ⊆ · · · ) una torre sobre Fq
y suponga que existen un polinomio Φ(X, Y ) ∈ Fq[X, Y ] y elementos xr ∈ Fr para todo
r ≥ 0 tales que

1. F0 = Fq(x0);
2. Fn = Fn−1(xn) y Φ(xn−1, xn) = 0 para todo n ≥ 1;
3. Φ(xn−1, Y ) ∈ Fn−1[Y ] es absolutamente irreducible sobre Fn−1,
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entonces decimos que la torre F está de�nida recursivamente por Φ(X, Y ).

Observación 3.86. Si F está de�nida recursivamente por Φ(X, Y ) y λq(F) > 0, entonces
degX(Φ) = degY (Φ).

De�nición 3.87. Una torre F es moderada si y solamente si existe F ∈ F tal que la
extensión E|F es moderada para toda extensión E|F y E ∈ F .

Para cada F ∈ F , de�nimos el conjunto de rami�cación sobre F como

VF = {P ∈ PF ·F̄q : P es rami�cado en alguna extensión �nita E|F y E ∈ F}.

De�nición 3.88. La torre F es de tipo de rami�cación �nita si existe F ∈ F tal que
#VF <∞.

De�nición 3.89. Una torre F es de descomposición completa si existe F ∈ F y un lugar
racional P ∈ PF tal que P se descompone totalmente en toda extensión E|F con E ∈ F .

Para F ∈ F de�nimos

TF (F) = {P ∈ PF : P es racional y se descompone totalmente ∀E|F con E ∈ F}.

Así, F se descompone totalmente si y solamente si existe F ∈ F tal que TF (F) 6= ∅.

Observación 3.90. Para todo F ∈ F tenemos

0 ≤ #TF (F) ≤ N(F ).

Proposición 3.91. Sea F una torre moderada con rami�cación de tipo �nita y que se
descomponga completamente, de�nida sobre Fq. Sea F ∈ F tal que #VF <∞; #TF (F) ≥
1, y tal que E|F es moderada para todo E ∈ F . Entonces

λq(F) ≥ 2#TF (F)

2g(F )− 2 + #VF
.

Ahora, volviendo a la cota de Drinfeld-Vladut, la torre de Garcia-Stichtenoth [20] fue
la primera construcción explícita que alcanzó la cota. La torre fue de�nida como

1. F0 = Fq2(x0);
2. F1 = F0(z) donde zq1 + z1 = xq+1

0 , de�niendo x1 = z1/x0;
3. F2 = F1(z2) donde zq1 + z1 = xq+1

1 , y así sucesivamente.

Cada extensión es de Artin-Schreier y usando las propiedades de este tipo de extensión,
se puede controlar la rami�cación en cada paso de la torre, calcular los géneros y estimar
el número de puntos racionales.

3.7. Ejercicios.

1. Complete la prueba del Teorema 3.58: Muestre que N−(q+1) ≥ −(gb2√qc) usando
γi := −(αi + ᾱi) + b2√qc+ 1 en lugar de βi para i = 1, . . . , g.

2. Considere la cuártica de Klein del Ejemplo 3.59.
a) Muestre que tiene exactamente dos puntos en el in�nito.
b) Analice los puntos racionales de la forma (x, 0, 1), (0, y, 1) ∈ F3

8 y deduzca que
pertenecen a la curva si y solamente si x = y = 0.

3. Muestre que la curva de Suzuki del Ejemplo 3.61 tiene q2 + 1 puntos racionales.
4. Considere la curva de Fermat del Ejemplo 3.65.

a) Muestre que la curva no tiene puntos racionales en el in�nito.
b) Muestre que la curva no tiene puntos racionales a�nes cuando una de las coor-

denadas sea cero.
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5. Muestre que σ es un automor�smo del cuerpo de funciones Hermitiano, donde{
σ(x) = ax+ b,

σ(y) = aq+1y + abqx+ c,

a ∈ F∗q2 , b ∈ Fq2 y cq + c = bq+1.
6. Considere la curva proyectiva asociada al polinomio

f(X, Y ) = X3Y + Y 3 +X +X2Y 2 + Y 2 +X2 +X2Y +XY 2.

a) Muestre que la curva es no singular y tiene género 3.
b) Muestre que tiene 3 puntos en el in�nito.
c) Muestre que f(x, y) = 0 para todo x, y ∈ F2.
d) Deduzca que #C(F2) = 7.
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