CALCULO DE VARIACIONES Y EL TEOREMA DE BONNET

MARIA LAURA BARBERIS T

RESUMEN. El objetivo de estas notas es presentar algunas nociones bésicas que
se utilizan en el estudio de superficies en el espacio euclidiano R?. Aplicaremos
el calculo de variaciones, que es una herramienta muy 1util en diversas areas de
la matematica y la fisica, para relacionar la geometria de una superficie con
su topologia. Demostraremos el teorema de Bonnet, que afirma que si S es
una superficie completa con curvatura de Gauss acotada inferiormente por una
constante positiva, entonces S es compacta.

1. PRELIMINARES

El célculo de variaciones es un método efectivo para encontrar soluciones a problemas
de optimizacién en matemadtica, fisica y otras ciencias donde la matematica se aplica.
El libro de J. Troutman [T] contiene una introduccién a dicha teorfa, cuyos origenes se
remontan a trabajos de Zenodoros (200-100 a.C.). Los problemas de célculo de variaciones
son de gran importancia en la actualidad, por ejemplo, disenar la forma de un avién o
un automovil para que su resistencia al aire sea minima, problemas de control, donde se
trata de controlar un determinado sistema para obtener un rendimiento éptimo, problemas
sobre la mejor estrategia en determinados juegos.

En estas notas aplicamos el calculo de variaciones para demostrar un teorema clasico
de geometria diferencial, el teorema de Bonnet (1851).

Comenzaremos dando varias definiciones que seran necesarias en lo sucesivo. Daremos
un panorama general de la geometria diferencial de superficies y para esto enunciare-
mos algunos de los resultados mas relevantes, omitiendo sus demostraciones. El lector
interesado puede consultar los detalles en el libro de Do Carmo [DC].

1.1. Curvas parametrizadas, curvas regulares y longitud de arco. Una curva
parametrizada diferenciable es una funcién diferenciable a : (a,b) — R?, (a,b) C R, donde
no excluimos el caso a = —o0o 0 b = oo. Para cada t € (a,b), «(t) = (x(t),y(t), 2(t))
y la diferenciabilidad de a equivale a la diferenciabilidad de z(t), y(t) y z(¢). El vector
velocidad o/ (t) = (2/(t),y/(t), 2'(t)) se denomina vector tangente a « en t. La imagen de
a, ala,b) C R3, se denomina trayectoria de a. No debemos confundir la curva con su
trayectoria; la curva es una funcién mientras que su trayectoria es un subconjunto de R3.
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Ejemplo 1. La funcién a : R — R? definida por
a(t) = (,1%3,0)
no es una curva parametrizada diferenciable. Por otro lado, 5 : R — R? definida por
B(t) = (°,1%,0)
es una curva parametrizada diferenciable que describe la misma trayectoria que «, es
decir, a(R) = B(R). Observar que 3'(0) = (0,0,0).
Ejemplo 2. Considerar las siguientes curvas parametrizadas diferenciables:
a(t) = (cost, sent,O0)
B(t) = (cos(2t), sen (2t),0)
para t € (—¢,2m +€), € > 0. Ambas curvas describen la misma trayectoria, la circunfe-

rencia de radio 1 en el plano zy. Observar que 3'(t) = 2d/(t).

Dada una curva parametrizada diferenciable a : (a,b) — R?, para cadat € (a,b) tal que
o' (t) # 0, la recta T4 que pasa por a(t) con direccién o/ (t) se denomina recta tangente
a « en t. Diremos que « es regular cuando o/(t) # 0 para todo t € (a,b).

Dados t, tg € (a,b), la longitud de arco de una curva regular o medida desde ¢, se define
por:

1) s(t) = / o ()] i,

donde

o/ (B)] = \/(96’(15))2 +(y/(0)? + (#(D)?
es la longitud del vector velocidad o/(f). Como « es regular, s(t) es diferenciable y
s'(1) = [a'(1)].
Puede ocurrir que el pardmetro ¢ sea la longitud de arco medida desde algin punto ¢,
en (a,b), es decir, s(t) =t — to. En este caso, 1 = §'(t) = |d/(t)|, o sea que el vector
velocidad tiene longitud constante igual a 1. Reciprocamente, si |o/(¢)| = 1 para todo t,

entonces
t
s(t):/ dt =t —tg,
to

es decir, t es la longitud de arco medida desde algin punto.

Si « es regular, se dice que estd parametrizada por longitud de arco si |o/(t)| = 1 para
todo t. Toda curva regular o puede ser reparametrizada por longitud de arco. En efecto,
si s(t) es como en (1), como §'(t) = |a/(t)| > 0 entonces s(¢) tiene una funcién inversa
t(s) para s € s(a,b) = (¢,d). La curva

B:(c,d) =R, Bls) = alt(s)),



CALCULO DE VARIACIONES Y EL TEOREMA DE BONNET 3

satisface
1 , 1 _
S/(t(S)) - |Oé (t(S))l 17

1B(5)] = |/ (¢(s)) - #(s)] = [a(¢(s)) - @)

por lo tanto 3 estd parametrizada por longitud de arco. Ademas, (3 es una reparametrizacion
de «, es decir, B(c,d) = a(a,b).

1.2. Superficies regulares, funciones diferenciables entre superficies y plano
tangente. Se dice que un subconjunto S C R? es una superficie reqular si para cada
p € S existen un abierto U C R?, un abierto V C R?® que contiene a p y una aplicacién
¢ : U — V NS tales que se satisfacen las siguientes condiciones:
(1) ¢ es infinitamente diferenciable, es decir, si ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € U, entonces z(u,v), y(u,v) y z(u,v) tienen derivadas parciales continuas
de todo orden en U.
(2) ¢ es un homeomorfismo, es decir, existe ¢! : VNS — U y es continua. Esto
significa que ¢! es la restriccién a V' NS de una funcién continua f : W — U,
donde W es un abierto de R?® que contiene a V N S.
(3) Condicién de regularidad: Para cada q en U, la diferencial de ¢, dgp, : R* —
R3, es inyectiva.

El par (U, ) se denomina sistema de coordenadas locales en p.
Ejemplo 3. El cilindro circular recto
C={(r,y,2) eR® : 2* +4* =1}
es una superficie regular. Sea
o(u,v) = (cosu,senu,v),

con (u,v) € Uy = (0,27) x R. Entonces (Uy, ¢) satisface las condiciones (1), (2) y (3). Lo
mismo ocurre con (Us, ¢), donde Uy = (—m, m) x R. Como ambos sistemas de coordenadas
cubren ', C' es una superficie regular.

Ejemplo 4. La esfera de radio 1
S?={(z,y,2) €R® : 2* + 92 + 22 =1}
es una superficie regular. Sea ¢ : U — S?
o1(u,v) = (u,v, V1 —u? —v?),

donde (u,v) € U = {(u,v) € R? : u?>+v? < 1}. ¢ tiene derivadas parciales continuas de
todo orden en U y verifica las condidiones (2) y (3) de la definicién de superficie regular.
De manera analoga, definimos o

02 (u,v) = (u,v, —V1 —u? — v?), (u,v) € U,
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que satisface las misnas condiciones que ;. Observar que 1(U) U p(U) es la esfera sin
el ecuador. Para cubrir la esfera con sistemas de coordenadas definimos

o3(u,v) = (u, V1 —u?—020),
oi(u,v) = (u,—V1 —u?—v2,0),
os(u,v) = (V1I—u?—v2u,v),
os(u,v) = (—V1—u2—02,u,v),

que junto con ¢ y @, cubren completamente S2, por lo tanto S? es una superficie regular.
De manera analoga se puede demostrar que el elipsoide

2 2 2
T Y z
ZTETaT!

es una superficie regular.
Ejemplo 5. El hiperboloide de dos hojas
2144y

es una superficie regular no conexa, pues dos puntos en dos hojas distintas (z > 0, z < 0)
no pueden ser conectados por una curva continua contenida en la superficie. Los sistemas

de coordenadas
o1(u,v) = (u,v,\/1+ 22+ y?),
SDQ(U’U) = (U,U,—v 1-}-1’2""3/2)7

(u,v) € R?, cubren la superficie.

Ejemplo 6. El cono definido por

no es una superficie regular. Esto es consecuencia del hecho de que (0,0,0) no posee
ningin sistema de coordenadas que satisfaga las tres condiciones de la definicién. Si al
cono le extraemos el punto (0,0,0), el conjunto resultante es una superficie regular.

Ejemplo 7. Sea T un toro, es decir, T es la superficie obtenida rotando una circunferencia
de radio r con centro (0, a,0) en el plano yz (a > r) alrededor del eje z. Definimos

o(u,v) = ((rcosu+ a)cosv, (rcosu + a)senv, rsenu)

donde (u,v) € Uy = {(u,v) : 0 <u <2m 0 <wv <271}, ¢ satisface las condiciones
(1), (2) y (3) de la definicién de superficie regular. Observar que ¢(U;) es el toro sin los
circulos
(z,9,0), 2°+y*=(r+a)? (2,0,2), (z—a)*+2*=1r"
Para cubrir 7" con sistemas de coordenadas considerar
Uy = {(u,v) : —r<u<m 0<v<2m},
Us = {(u,v) : 0<u<2m, —m<v<m}
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Entonces (U;, ¢) cumple las condiciones (1), (2) y (3) parai = 1, 2, 3 y estos tres sistemas
de coordenadas cubren T', por lo tanto T" es una superficie regular.

Una funcién f : S — R, S superficie regular, se dice diferenciable si para todo p € S
existe un sistema de coordenadas (U, ) en p tal que f o ¢ es diferenciable en U. Una
funcién continua f : R — S se dice diferenciable si para cada ty € R existen un sistema de
coordenadas (U, ) en f(to) y & > 0 tales que f(tg—9,to+09) C Uy ¢ 'of es diferenciable
en (to—9,tp+0). Dadas dos superficies regulares S} y Sz, una funcién continua f : S; — Sy
se dice diferenciable si para cada p en S; existen sistemas de coordenadas (U, ¢1) en p y
(U, ¢2) en f(p) tales que

fler(U1) Cpa(Us) y  pytofop U — U es diferenciable.

Ejemplo 8. Dados un vector unitario v € R? y una superficie S, sea h : S — R la funcién
altura definida por h(p) = (p,v), p € S, donde ( , ) denota el producto interno canénico
en R3. La funcién h es diferenciable. h(p) es la altura de p con respecto a un plano normal
a v en R3 que pasa por el origen.

Ejemplo 9. Dadas dos superficies S7 y Ss, supongamos que S; C V donde V es un
subconjunto abierto de R® y f: V' — R? es una funcién diferenciable tal que f(S;) C S,.

Entonces f|s, : S1 — S es diferenciable. Algunos casos particulares son los siguientes
(1) Sea Ry : R* — R? la rotacién en el dngulo 6 alrededor del eje z. Si S es una
superficie invariante por Ry, es decir, Ry(p) € S para todo p € S, entonces Ry :
S — § es diferenciable.
(2) Dados a, b, ¢ reales no nulos, sea f(x,y,z) = (ax, by, cz), que es claramente dife-
renciable de R en R3. Como f(S?) es el elipsoide
2 g 2
{(z,y,2) e R® : §+¥+§:1}

entonces f|g2 es diferenciable de la esfera S? en el elipsoide.

El plano tangente a S en p es el siguiente subconjunto de R?:
(2) 7,5 ={d'(0) : a:(—€¢€) — S curva diferenciable tal que a(0) = p }.

Se puede verificar que si (U, ¢) es un sistema de coordenadas en p y ¢ = ¢~ !(p), entonces
T,S = dp,(R?) (ejercicio). Por lo tanto, {dy,(1,0), dp,(0,1)} es una base de T,S.
Observar que

ngq(l, 0) = (wu(Q)a yu(Q)a Zu(Q))a
dpg(0,1) = (20(9); yo(a), 20(q))-

Notacién: dg,(1,0) = Pu(q)> dp,(0,1) = Po(q)-

Sean S; y Sy dos superficies regulares y f : .S; — S5 una funcion diferenciable. Dados
pe S yweT,S sea a: (—e€) — S una curva diferenciable tal que «(0) = p, o/(0) =
w. La curva f = f o a es una curva diferenciable en S tal que 3(0) = f(p), por lo tanto
B'(0) € Typ)S2. La aplicacion T),S; — Ty S2 que manda w — (3'(0) no depende de la
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curva « y es lineal (ejercicio). Dicha transformacién lineal se denomina diferencial de f
en p y se denota df,.

Ejemplo 10. Sea h(p) la funcién altura definida en el Ejemplo 8. Para calcular dh, w, w €
T,S, sea a : (—€,€) — S una curva diferenciable tal que a(0) = p, o/(0) = w. Como
h(a(t)) = {a(t),v) obtenemos

d

dhpw = %

h(a(t)) = {a’(0),v) = (w,v).

t=0

Ejemplo 11. Sean S? la esfera de radio 1 en R3 y Ry : R® — R? la rotacién en el
dngulo 0 alrededor del eje 2. Entonces Rylg> es diferenciable de S? en S?. Calculemos
(dRy),w para p € 5%, w € T,5% Dada una curva diferenciable o : (—¢,e) — S? tal que
a(0) = p, o/(0) = w, como Ry es lineal

d

(dRo)pyw = -1 Ro(a(t)) = Ro(a'(0)) = Ro(w).
t=0

Observar que Ry deja fijo el polo norte N = (0,0,1) y que (dRg)n : TwS?* — TnS? es la
rotacién en el angulo 6 en el plano Ty.S?.

Regla de la cadena: Si Sy, Sy y S3son superficies regularesy f : S; — Ss, g : Sy — S
son funciones diferenciables, entonces

d(go f)p = dgyp) o dfyp

(ejercicio).
Como consecuencia del teorema de la funcién inversa en R?, se obtiene un resultado
analogo para superficies regulares.

Proposicién 1.1. 5i S; y Sy son superficies requlares y f : S; — So es una funcion
diferenciable tal que df, es un isomorfismo para cierto p € Sy, entonces existen Vi, Vs
abiertos de R? tales que p € Vi, f(ViNS)) =VoNSy y f: ViNS) — VoNSy tiene inversa
diferenciable.

1.3. Orientabilidad y curvatura de Gauss. Dado un sistema de coordenadas (U, ¢)
en una superficie regular S, para cada p en ¢(U) definimos un vector normal unitario
como sigue:

) N(p) = (222 (7 )

donde w; A wy denota el producto vectorial de w;, ws € R3®. Recordar que A no es
asociativo y satisface

(4) (w1 A ws) A wg = (wy, ws) wy — (Wa, ws) wy,

donde { , ) es el producto interno canénico en R3. Por definicién, N(p) es perpendicular
a 1,5 para todo p € p(U). Notar que N puede no estar definido en toda la superficie
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S. Si derivamos los vectores ¢,, ¢,, N y los expresamos como combinacién lineal de
{¢u, v, N} obtenemos:

Pun = Thipu + Ty + L1 N,
Pur = Tlau + Thapw + Lo N,
Pou = D310 + T3100 + Lo,
Pvo = Loopu + Loy + L3N,
Ny = anpy + a2190,

Ny = a2y + G229y,
para ciertas funciones, Ffj, a;j, Li, Ly definidas en U. Observar que I'Y, =T, k = 1,2,
dado que ., = ¢ Las funciones Ffj se denominan simbolos de Christoffel de S con
respecto a .

Un campo normal unitario en S es una funcién diferenciable N : S — R? tal que N(p)
es perpendicular a 7,5 para todop € Sy |[N(p)| = 1. Se dice que S es orientable si admite
un campo normal unitario y la eleccion de un tal campo N se denomina orientacion de
S. Un sistema de coordenadas (U, ¢) se dice compatible con N si N(p) esta dado por (3).

Si S es una superficie regular orientable con una orientacion N, observar que
N:S— 5%
donde S? es la esfera en R3. Esta aplicacién se denomina aplicacién de Gauss y su
diferencial
AN, : T,S — Ty S?
se puede ver como una transformacioén lineal de 7,5 — T,,S, dado que Ty, S? es paralelo

a T,S. Se puede demostrar que el operador dN, es autoadjunto. La curvatura de Gauss
de S en p es

(6) K(p) = det(dN,).

Si (U, ) es un sistema de coordenadas compatible con N, damos a continuacién dos
ecuaciones que relacionan los simbolos de Christoffel de S con respecto a ¢ con la curvatura
de Gauss:

(7) (T3o)u — (T3)) + D105, + T35, — THTS, — DT, = — el K,

(F%Q)U - (F%l)v + F%2F%2 - F%1F%2 = <90u7 90v>K-

La primera de estas ecuaciones, denominada férmula de Gauss, es considerada una de las
mas importantes en geometria diferencial.

Ejemplo 12. La cinta de Mdbius M es una superficie regular no orientable. Se obtiene
tomando una hoja rectangular y pegando el par de lados de menor longitud en sentido
contrario. Si bien es facil ver intuitivamente que no existe un campo normal unitario
continuo en M, es posible dar una demostraciéon analitica de este hecho.
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Ejemplo 13. Dado el plano P definido por axz+by+cz+d = 0, el vector normal unitario
N = (a,b,c)/va?+ b> + ¢? es constante, por lo tanto dN = 0, en particular, K = 0.

Ejemplo 14. Sea «a(t) = (z(t),y(t), z(t)) una curva en S? entonces
2z’ + 2yy’ + 222" =0,

es decir, (x,y, z) es normal a la esfera. Por lo tanto, N = (x,y, z) define un campo normal
unitario en S?. Resulta dN, v = v para todo p € S?, v € T,,5?, en particular, K = 1.

Ejemplo 15. Si C es el cilindro
C={(z,y,2) eR® : 22 +y* =1, 2 € R}

N(z,y,2z) = (z,9,0) es un campo normal unitario en C. Se puede verificar que para
v € T,C paralelo al eje z dN,v = 0 mientras que si w € T,C es paralelo al plano zy,
dN,w = 1. Por lo tanto, K = 0.

Ejemplo 16. Considerar el paraboloide hiperbdlico
H={(z,y,y* —2%) : 2,y €R}
y sea
T —y 1
\/x2+y2+i7 \/332+y2—|—i72\/m
Entonces N es un campo normal unitario en H y si p = (0,0,0), se puede calcular
dN,(1,0,0) = (2,0,0), dN,(0,1,0) = (0,-2,0),
es decir, K(p) = —4.

N(%%QZ _Iz) =

1.4. Campos a lo largo de curvas, derivada covariante, transporte paralelo y
geodésicas. Un campo vectorial w en una superficie regular S es una correspondencia
que le asigna a cada p € S un vector w(p) € 1,S. El campo w se dice diferenciable en
p si existe un sistema de coordenadas (U, ¢) en p tal que las componentes de w o ¢ con
respecto a ¢, p, son diferenciables en ¢ = ¢~!(p), es decir, escribiendo

w(gp(u, U)) = CL(U7 U)gpu(u,v) + b(u, U)QDU(%U), (u7 U) S U7

las funciones a y b son diferenciables en gq.

Dados un campo vectorial diferenciable w en S y un vector tangente y € TS, sea
a : (—€,¢) — S una curva diferenciable tal que a(0) = p, o/(0) = y. Considerar la
restriccién w(t) del campo w a la curva a. Definimos la derivada covariante de w en p
en la direccién de y, que denotaremos (Dw/dt)(0), como el siguiente vector tangente:

s) w0 - (Fo) .

donde zp denota la proyeccién ortogonal de z sobre T},S.
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Sia: (a,b) — S es una curva diferenciable en S, un campo w a lo largo de o es una
correspondencia que a cada t en (a, b) le asigna un vector w(t) € T, S. Un tal campo w
se dice diferenciable en ty si existe un sistema de coordenadas (U, ¢) en a(ty) tal que si

w(t) = a(t)pu + b(t)ew,
entonces a y b son diferenciables en ty, donde ¢, y ¢, estdn evaluados en o~ '(a(t)). De
manera anédloga a (8) definimos (Dw/dt)(t) como sigue:

wo=(50).

donde z(t)r denota la proyeccién ortogonal de z(t) sobre T, S. El campo w a lo largo
de « se dice paralelo si Dw/dt = 0. Si v y w son dos campos paralelos a lo largo de «,
entonces (v(t),w(t)) es constante (ejercicio). En particular, |v(t)| y |w(t)| son constantes
y el angulo entre v(t) y w(t) es constante a lo largo de a.

La siguiente proposicién es consecuencia del teorema de existencia y unicidad de solucién
de un sistema de ecuaciones diferenciales dada una condicién inicial.

Proposicién 1.2. Dados una curva parametrizada o : (a,b) — S y wo € To4,)S, ewiste
un unico campo w(t) paralelo a lo largo de « tal que w(ty) = wy.

Usando la proposicién anterior, es posible definir el transporte paralelo de un vector a
lo largo de una curva o : (a,b) — S. Si wy € TS, sea w(t) el tinico campo paralelo a
lo largo de o tal que w(tg) = wo. Entonces w(t1) € To,)S es el trasladado paralelo de wy
a lo largo de « en t;. El transporte paralelo no depende de la parametrizacion de a(a, b).
Observar que el transporte paralelo P, : 1,5 — T,S, p = a(ty), ¢ = a(t1), es lineal y
preserva el producto interno.

Se dice que una curva parametrizada no constante vy : (a,b) — S es una geodésica si
7' (t) es paralelo a lo largo de 7, es decir,

D~/
dt

Observar que |7/(t)| es constante, por lo tanto 7”(t) es normal a la superficie para todo
t € (a,b). Esta condicién permite identificar geométricamente algunas geodésicas.

(t) =0, para todo t € (a,b).

Ejemplo 17. Los circulos maximos en la esfera S? son geodésicas (éstas son todas las
geodésicas en S?).

Ejemplo 18. Si C es el cilindro circular recto z? + y? = 1, los circulos
{(l’7y, ZO) L0 ﬁJO 7$2 + y2 = ]‘}
y las rectas
{(z0, 90, 2) : (x0,%0) fijo , x5 +yg =1, z € R}
son geodésicas en C'. Se puede demostrar que las geodésicas de C' son de la forma

(cos(as),sen (as), bs), a4+ b =1.
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Proposicién 1.3. Dadosp € S yw € T,S, w # 0, existen € > 0 y una Unica geodésica
Yo i (—€,€) — S tal que  7,(0) =p, ~.,(0) =w.

1.5. Aplicacién exponencial y coordenadas normales. Dado v # 0 en 7,5, sean
€>0y v :(—€¢€ — S como en la Proposicién 1.3. Entonces, para cada A # 0, A € R,
la geodésica vy, estd definida en (—e/\ €/)) y se verifica

o) =), 1 (=5 7):

SiveT,S, v#0,ye>1,esdecir, 1 pertenece al dominio de v, definimos la aplicacion
exponencial como sigue:

(9) exp,(v) =7 (1),  exp,(0) = p.

En la siguiente proposicién, B, = {v € T,,S : |v|, < €}.

Proposicion 1.4. Dado p € S existe € > 0 tal que exp, estd definida y es diferenciable
en B..

Proposicion 1.5. Dado p € S existe un entorno abierto U de 0 en T,S tal que exp,, :
U — exp,(U) C S es un difeomorfismo.

La proposicion anterior es consecuencia de la Proposicion 1.1, pues d(expp)o es un
isomorfismo. En efecto,

d d
d(exp,)ov = T . exp,(tv) = T . Yol(t) = v,
es decir,
d(exp,)ov = v.

Si py U son como en la proposicién anterior, W = exp,(U) se denomina entorno normal
de p y decimos que (U, expp) es un sistema de coordenadas normales en p.

El siguiente teorema es una consecuencia del teorema de existencia de soluciones de
una ecuacioén diferencial en R? que afirma que la solucién depende diferenciablemente de
la condicién inicial.

Teorema 1.1. Dado p € S existe un entorno W de p y €1, € positivos tales que la
aplicacion
v (—€,6) XU — S
es diferenciable, donde
U=1{(qv) : ¢ge W,ve B, CT,S},
Y(t,q,0) =q y para v #0
t— 7(t7 q, U)? t e (_627 62)

es la geodésica que pasa por q con velocidad v.
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Proposicién 1.6. Dado p € S existen un entorno W de p y § > 0 tales que para cada
q €W, exp, : Bs — exp,(Bs) es un difeomorfismo y W C exp,(Bs), es decir, W es un
entorno normal de cada uno de sus puntos.

1.6. Completitud y el teorema de Hopf-Rinow. Una superficie regular S se dice
completa cuando las geodésicas en S estan definidas para todo t € R, es decir, en la
Proposicién 1.3 siempre es posible tomar ¢ = co. Observar que si S es completa exp,
estd definida en v para todo v € T,,S. Se puede demostrar que toda superficie cerrada es
completa; en particular, toda superficie compacta es completa.

Ejemplo 19. El cono

2= x? +y27 ($7y) € RQ? (x,y) 7& (0?0)7

es una superficie regular no completa ya que las rectas z = /2 +y3, z > 0 con yy # 0
fijo son geodésicas que no pueden ser extendidas para x = 0.

Una curva continua « : [a, b] — S se dice diferenciable a trozos si existe una particién de
la,b],a =ty <t; < -+ <ty <ty =D, tal que a es diferenciable en [t;,t;41], 7 =0,..., k.
La longitud I(«) de « se define por:

(10) ) =Y /t ) .

Si a(a) = p, a(b) = q, diremos que « conecta p con q.
Si S es conexa, es decir, dados p, ¢ € S existe una curva diferenciable a trozos ay,, en
S que conecta p con ¢, hay una nocion de distancia en S definida como sigue

(11) d(p, q) = inf{l(opq)}
donde el infimo se calcula variando las curvas diferenciables a trozos que conectan p con
q. Se puede demostrar que d satisface todas las propiedades de una funcién distancia.

Teorema 1.2 (Hopf-Rinow). Si S es una superficie reqular, conexa y completa, entonces
dados p, q € S existe una geodésica y,, en S tal que d(p,q) = l(7pq)-

Ejemplo 20. El teorema anterior deja de ser cierto si no se cumple la hipdtesis de
completitud. En efecto, sea S = S? — p la superficie obtenida quitdndole un punto p a
la esfera S%. Dados dos puntos pi, ps en el circulo méximo que pasa por p, simétricos
respecto de p y en el semicirculo abierto que contiene a p, entonces no hay una geodésica
de longitud minima en S uniendo p; con ps.

Una superficie conexa, regular S se dice acotada si existe r > 0 tal que d(p, q) < r para
todo par de puntos p, ¢ € S. El didmetro 6 de una superficie acotada S es, por definicién

§ = sup d(p,q).
p,qES

Por ejemplo, el didmetro de una esfera de radio r en R? es § = 7.
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Corolario 1.1. 57 S es completa y acotada, entonces es compacta.

Demostracién. Como S es completa, para cadap € S exp, : T, — S es suryectiva. En
efecto, si ¢ € Syl = d(p, q), entonces por el Teorema 1.2 existe una geodésica v que une p
con ¢ tal que I(y) = [ (podemos suponer que 7y esta parametrizada por longitud de arco).
Si v =/(0), entonces ¢ = exp, v, es decir, ¢ € Im (exp,). Como S es acotada, existe un
entorno B, de 0 en 7,5, B, = {w € T),S : |wl, < r}, tal que exp,(B,) = exp,(1,S) = S.
Como exp,, es continua y E es compacto, entonces S es compacta.

O

2. EL. TEOREMA DE BONNET

2.1. Férmulas de la primera y la segunda variacién. Una variacion de una curva
regular « : [0,1] — S parametrizada por longitud de arco es una aplicacién diferenciable
h:[0,1] x (—e,e) — S tal que h(s,0) = «a(s) para s € [0,1]. La variacién h se dice propia
si h(0,t) = «(0), h(l,t) = a(l) para todo t € (—¢,€). Para cada t € (—¢, ¢) fijo,

he [0,0] =S, Ru(s) = h(s, 1),

se denomina curva de la variacién h.

oh oh
Notacion: —(p) = dh,(1,0 —(p) = dh,(0,1).
otacion: 0" (p) = dhy(1,0), 5 (p) = iy 0,1)
Observar que, para cada tq fijo, Oh/0s (s,t9) y Oh/Ot (s,tg) son campos diferenciables
a lo largo de hy,. En particular, el campo V' (s) = 0h/0t (s,0) es un campo diferenciable
a lo largo de hg = «a, denominado campo variacional de h. Notar que cuando h es propia,

V(0)=V()=0.

Proposicién 2.1. Si V(s) es un campo diferenciable a lo largo de la curva regular
a: [0,1] — S, entonces existe una variacion h : [0,1] X (—€,€) — S de o cuyo campo
variacional es V(s). Ademds, si V(0) = V(1) = 0 es posible elegir h propia.

Proof. Mostraremos que existe § > 0 tal que si |[v] < §, v € Ty ()S, entonces €XPg(s) V
estd definida para todo s € [0,1]. Para cada p € «([0,1]) C S sean W, y d, > 0 como
en la Proposicion 1.6, es decir, W), es entorno normal de ¢ para todo ¢ € W, . Entonces
a([0,1]) € U,W, y como «([0,1]) es compacto, existen W, ,..., W, tales que a([0,[]) C
U;W,,. Sea § = min(p,,...,0,,). Este ¢ satisface la condicién deseada.

Sean ahora M = max{|V(s)| : s€[0,l]}, e < /M y definamos h como sigue:

h(S,t) = eXpa(s)<tV(s))7 s € [07 l]a te (_67 6)'
h esta bien definida y si v es la funcién del Teorema 1.1,

exXPy(s) (1V (s)) = (L, als), 1V (s)),
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por lo tanto h es diferenciable. Es claro que h(s,0) = a(s). Por ultimo, calculemos el
campo variacional de h:

G0 = 0.1 = £ e (V) = 5| (Ll V()
= G| 0. V() = Vi)

Finalmente, observar que si V(0) = V(I) = 0 entonces h es propia.
0

El objetivo es comparar la longitud de arco de a@ = hg con la longitud de arco de hy.
Para esto, definimos una funcién L : (—¢,€) — R por:

l
(12) L(t) =/0 A

El estudio de L en un entorno de ¢t = 0 nos dara informacion acerca del comportamiento
de la longitud de arco de las curvas préximas a a.
Comenzaremos demostrando los siguientes lemas.

Lema 2.1 (Regla de Leibniz). La funcion L definida en (12) es diferenciable en un
entorno de t = 0. En dicho entorno la derivada de L se obtiene derivando bajo el signo
de la integral.

s,t)' ds, t € (—¢€).

Demostracién. Como « : [0,1] — S estd parametrizada por longitud de arco

oh

‘&(S,O) =1.

Como [0, ] es compacto, existe 0 < § < € tal que

Oh

%(Sv t)

El valor absoluto de una funcién diferenciable nunca nula es diferenciable, entonces el
integrando en la ecuacién (12) es diferenciable para |t| < . Calculemos L'(t):

L(t+ At) — L(t)
L'(t) = 1i :
*) Ag}o At
Definimos ¢(s,t) = |0h/0s (s,t)], que como ya dijimos es diferenciable para [t| < ¢ vy,
tomando d mas pequeno si fuera necesario, también tenemos que dg/0t (s,t) es continua

en [0,1] x [=4,0], por lo tanto dg/0t es uniformemente continua en dicho rectdngulo.
Queremos ver que dado €; > 0 existe 9; > 0 tal que

L(t+At) = L(t) /’ @(S’t) s

£0,  sel0,], |t <é.

Af Y <€ para todo  |At] < d;.
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Aplicando el teorema del valor medio a g obtenemos

J
(13) g(S, t+ At) - g(S, t) - dg(s,t-‘rCsAt) (07 At) = At 5_‘?(87 t+ csAt)>
para algiin 0 < ¢, < 1. Por otro lado, la continuidad uniforme de dg/0t en [0,1] x [, ¢]
implica que existe 6; > 0 tal que

dg dg

8t( 1,t1) ot (82,t2> < 671 para todo |(81,t1) — (82,t2)| < 51,
donde (s;,t;) € [0,1] x [=4,6]. Ahora calculamos, para |At| < d;:
L(t + At) — L(t) / dg B /l g(s,t + At) —g(s,t) 0Og
' At a0 =) At AR
!
g(S,t—}—At)—g(S,t) ag
< t)| d
= /0 At ot (1)) ds
l 59
= / —(s,t + cAt) — st'ds</—ds
o |0t

donde la tltima desigualdad se cumple porque |(s, t+csAt) — (s, )| = [(0, csAt)| < |At] <
01. Esto completa la prueba de que

0= gena=[ 7

El siguiente lema es consecuencia de la definicion de derivada covariante y dejamos su
demostracion como ejercicio.

oh
s —(s, t)‘ ds.

O

Lema 2.2. Siv(t) y w(t) son campos diferenciables a lo largo de una curva o : [a,b] — S
y f :la,b] — R es diferenciable, entonces

(14 Distmn) = F0) 2+ F ),
(15) %(v(t),w(t)) - <%,w(t}>+<v(t),%>.

Antes de enunciar el siguiente lema definimos el concepto de campo diferenciable a lo
largo de una variacién. Sea h : [0,1] X (—€,¢) — S una aplicacién diferenciable. Un
campo diferenciable a lo largo de h es una correspondencia que le asigna a cada (s,t) €
[0,1] x (—¢€,€) un vector V(s,t) € Th(s1)S, de modo que para cada (so,t0) € [0,1] X (—¢,¢€)
existe (U, ¢) sistema de coordenadas en h(so, o) tal que si

V(s,t) = a(s,t) pu + b(s,t) o,

(s,t) € V con h(V) C U, entonces a(s,t) y b(s,t) son diferenciables en (sg,tp), donde ¢,
y ¢, se evalian en o' (h(s,t)). Por ejemplo, Oh/ds y Oh/Ot son campos a lo largo de h.
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Restringiendo un campo V' (s,t) a lo largo de h a las curvas s = constante o ¢ = constante
obtenemos campos a lo largo de curvas. En este caso, (DV/0t)(s,t) debe interpretarse
como la derivada covariante del campo V(s,t) restringido a la curva h(s,t) con s fijo y
variando {.
Lema 2.3. Sea h:[0,] x (—€,€) — S una aplicacion diferenciable. Entonces
D 0Oh D oh
2 (s, t) = = (s, ).
9s ot 1 = gy s )
Demostracion. Dado (sg,to) € [0,1] X (—€,¢€), sean (U, ¢) un sistema de coordenadas en
h(so,to) y W = h71(p(U)). Si (s,t) € W tenemos
h(s,t) = (hi(s,t), ha(s,t))
con hy y hy diferenciables en W. Dado (s1,t1) € W, para calcular (0h/0s)(s1,t1), como
h(s,t1) = (hi(s,t1), ha(s,t1)), sabemos que
oh oh oh
%(817 tl) - 8_81(817 tl) Pu + 8_82(817 tl) Pu,
donde ¢, ¢, se calculan en ! (h(s1,t;)). Como esto vale para todo (sq,t1) € W tenemos

entonces
Oh _ O ohs
95 0s v 9s TV
donde ambos miembros se evalian en (s,t) € W. De manera andloga obtenemos
oh _ oy ohs
ot~ ot T o
Calculando las derivadas covariantes (D/ds)(0h/0t) y (D/0t)(0h/0s) en términos de los

simbolos de Christoffel Ffj y usando las ecuaciones (5) vemos que el coeficiente de ¢, en
ambas es

Iy Ly Oy Oy Ol Ohy |y Db Oy |y Ol Oy
dsot ot Os 20t Os 29t Os 20t 0s’
Como el coeficiente de ¢, en ambas derivadas covariantes también coincide, concluimos

que (D/9s)(dh)dt) = (D/t)(9h/s).

O

Observacién 1. El lema anterior podria haberse demostrado usando la inclusién de S
en R? (ejercicio). Dado que el objetivo del curso es introducir las herramientas de la
geometria diferencial, elegimos dar la demostracién que se basa en la geometria intrinseca

de S.
Proposicién 2.2 (Férmula de la primera variacién). Sean h : |

variacion propia de una curva « : [0,1] — S y V(s) = (Oh/0t)(s,
de h. Entonces

l] X (—€,€) — S una

0,
0) el campo variacional

(0) = - / (A(s), V(s)) ds,
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Do’
7 (s).

Demostracion. Si ¢ esta dado por el Lema 2.1, entonces para t € (—4, ) tenemos

, “d Jon on\'"?

Aplicando el Lema 2.2 obtenemos

<2@ oh <2@ oh
/ Ot Js’ Os ds = / Js Ot Os

donde A(s) =

Como |0h/0s(s,0)| = 1, entonces
"/ D oh 0h
/ f— — — —
L<0)_/0 <as ot as> s,

donde el integrando debe ser evaluado en (s,0). Ahora aplicamos la ecuacién (15)

9 fon N\ _/Don on\ fon Do
0s \0s ot/ \0Osods ot 0s’ 0s Ot
y por lo tanto

o) = /Ol% <%,%> ds—/ol<£%,%> ds
= @0V - @OV - [ | (20090 a

_ _/0 (A(s), V(s)) ds

pues V(0) = V() = 0 dado que la variacién es propia.

Observacién 2. Notar que L'(0) sélo depende del campo variacional V(s).

2.1.1. Caracterizacion de las geodésicas como las soluciones de un problema variacional.

Proposicién 2.3. Una curva regular o : [0,1] — S parametrizada por longitud de arco es
una geodésica si y sélo si para toda variacion h : [0,1] x (—e,e) — S de o, L'(0) = 0.

Demostracion. Por la férmula de la primera variacion, es claro que si o es una geodésica
entonces L'(0) = 0, ya que A(s) = (Do’ /ds)(s) = 0 para todo s.

Reciprocamente, supongamos que L'(0) = 0 para toda variacién propia de a y consi-
derar el campo V' (s) = f(s)A(s) a lo largo de ~, donde f : [0,]] — R es una funcién dife-
renciable que satisface: f(s) > 0 para s € (0,1), f(0) = f(I) =0y A(s) = (Dd'/ds)(s).
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Por la Proposicién 2.1 existe una variacién propia cuyo campo variacional es V(s) y la
formula de la primera variaciéon implica

L’(O):—/Olm(s), /f V1 A(s)|2ds = 0,

por lo tanto f(s)|A(s)] = 0. Esto implica que |A(s)| = 0 para todo s € (0,1) y por
continuidad |A(0)| = |A(l)| = 0. Esto dice que Da//ds = 0, o equivalentemente, « es una
geodésica.

O

De ahora en mas consideraremos variaciones propias de geodésicas v : [0,]] — S
parametrizadas por longitud de arco, es decir, supondremos que L'(0) = 0. Para simpli-
ficar los calculos, consideraremos variaciones ortogonales, o sea supondremos que el campo
variacional V(s) es ortogonal a 7/(s) para todo s. Para estudiar el comportamiento de L
en un entorno de 0 calcularemos L"(0).

Comenzaremos demostrando dos lemas que relacionan la curvatura de Gauss con la
derivada covariante.

Lema 2.4. Sean (U, ¢) un sistema de coordenadas en un punto p de una superficie reqular
S y K la curvatura de Gauss de S. Entonces

ov Ou ou Ov

Demostracion. La derivada covariante es, por definicion, la proyeccion ortogonal de la
derivada usual sobre el plano tangente, entonces tenemos

= K(qu/\@v) N Py

Dy,
ou = Thpu + T
Ahora calculamos la derivada covariante de este campo usando (5)
D Dy,
v ou {(T11)0 + P, + F%QF%I}()OU

"'{(F%)v + F%QF%l + FgQF%I}SOv'
De manera analoga calculamos

D Dy,
ou Ov

{(Fb)u + Fbrh + F%QF%Q}@U
+{(F§2>u + F%lrb + F%ﬂ?z}@v‘
Restando la segunda ecuacién a la primera obtenemos
D Dy, D Dy,
- = {(F%I)U - (Fb)u + F%2F%1 - FbF%Q}@u
+ {(Fil)v - (Ff2)u + F?zrh + F§2F%1 - F%lrb - F%QF%}QOU'

v Ou ou v
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Finalmente, usamos las ecuaciones (7), que relacionan la curvatura de Gauss con los
simbolos de Christoffel

9., 9, 9. = —(Pu, Pu) K ¥y UQKU
I (P, 0o) Kou + |ou| Ko

K{<90ua SOU>‘;01) — {Pu, Spv>90u}
= K (Qou A Sov) N Qu,

donde la tltima igualdad es consecuencia de (4).

O

Lema 2.5. Sea h : [0,1] x (—¢,€) — S una aplicacion diferenciable y V (s,t) un campo
diferenciable a lo largo de h. Entonces

DDV _DDV_(0h Ok,
Os Ot

donde K (s,t) es la curvatura de Gauss de S en h(s,t).

Demostracion. Dado un sistema de coordenadas (U, ¢) en h(so,ty) podemos expresar
V(s,t) en términos de {¢,, v, } para (s,t) en un entorno de (so, to)

V(s t) = a(s,t)py + b(s,t)p,.

Por el Lema 2.2, tenemos

DV D
v a(a@uﬂLb%)
Dy, Dy, 0Oa ob
— 97 +b 0s +8sgpu+8s(’0v'
Por lo tanto,
DDV _ DDg., DDp 9Dy,
ot 0s "ot 9s | ot 9s | 9s ot
@ Doy, @ Dy, @ Dy, 9%a 9%b

tos ot "ot 0s ot 0s otos P oros P

De manera similar obtenemos una férmula para (D/0s)(DV /0t), que es igual a la anterior
intercambiando s con ¢. Por lo tanto

DDV D DV (D Dy, D Dgpu)
- = Q S

ot 0Os Js Ot
(16)
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La derivada covariante Dy, /0s es la proyeccién ortogonal de 0y, /ds sobre Thsp)S, en-

Dou _ (90) _(, O ok
ds 0s ) =\ P 0s Puv s ) r
oh, Ohs

= s (SOuu)T + s (SOUU)T

Ohy D, n Ohy Do,
ds Ou ds Ov’

donde el subindice 7" denota la proyeccién ortogonal sobre Ty S ¥y (hi(s,t), ho(s,t)) =
o ' oh(s,t). Ahora calculamos la derivada covariante de este campo con respecto a t:

2D<Pu . {2 (ahl Dy, I Ohy D@u)} o 0%y Doy,
ot Os ot \ 0s Ou ds Ov r  Otds Ou
0?hy Do, Ohy (Ohy D Dy, 0hy D Dy,
0tds Ov Os ( ou v )

tonces

ot Ju Ju ot dv Ou
Os \ Ot Ou Ov ot v ou )
De la misma forma se calcula (D/0s)/(Dy,/0t) y se obtiene una expresién andloga,
intercambiando s con t.
ot 0Os ds ot  Os Ot \Ou Ov ov Ou

9s Ot \ov ou  Ou Ov

_ A D Dy, D Dy,
N ov Ou ou Ov )’

donde

o (Ol Ohy Dby Oy
-\ 9s Ot os Ot )

Todo lo anterior vale también para ¢,, es decir,

DDy, DDy, _ (DD% DD%)

ov Ov ou Ov

ot 0Os Os Ot

Usando la ecuacién anterior en (16) y aplicando el Lema 2.4, obtenemos

DDV DDV

% os  ps ot — o~k AK

ot 9s  0s ot aAK (puhoy) Nou+DAK (0w Aipy) Ay
= K (Apy A py) A (ap, + bpy).
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Por otro lado, segin el Lema 2.3

oh Ol Ohy oh  Ohy Ohs
%:E%WLE%, EZE%JFE%’
entonces
oh P oh N
ds ot “ v

Por lo tanto

o os os ot “\asNar

DD
V._DDV _ . (0h Oh\
ds Ot

A continuacién obtenemos una férmula para L"(0).
Proposicién 2.4 (Férmula de la segunda variacién). Sean h : [0,1] x (—€,¢) — S una

variacion ortogonal propia de una geodésica 7y : [0,1] — S parametrizada por longitud de
arco y V(s) el campo variacional de h. Entonces

" : DV ? 2
L@FA(Ej$—MWWW)®

donde K(s) es la curvatura de Gauss de S en (s) = h(s,0).

Demostracion. Vimos al demostrar la Proposicion 2.2 que
<2% oh
/ \NOs Ot 0s/ 815 > Os
para t € (—0,0) donde 0 es como en el Lema 2.1. Derivando esta expresiéon obtenemos
! ( D on ohY) } l <2@ oh\?
L//(t) — OJs 0t 85 O0s Ot’ Os ds
0 |5 0o |2
s
Observar que si t = 0 entonces |(0h/0s)(s,0)| = 1. Ademads
0 /Oh Oh\ /D Ooh Oh n oh D oh
Os \0s ot/ \0s0s Ot ds’ ds ot |~

Como 7 es una geodésica, (D/0s)(0h/0s)(s,0) = 0 y la variacién es ortogonal, entonces

oh oh
(6.0, 5 60) =0
Tenemos

Y "9 /D oh Oh

donde el integrando es evaluado en (s, 0).
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El préximo paso es transformar la ecuacion anterior de manera conveniente. Observar

que
0 / D oh Oh D D oh Oh D Oh D 0Oh
D D oh 0Oh D D Oh 0Oh

(DD o\ [ Donf
0s Ot Ot 0Os

ds Ot
0 /Doh on\ _ /D Don O
Os \Otot’ 0s/ \Osotot’ ds/’
pues (D/0s)(0h/0s)(s,0) = 0 dado que 7y es una geodésica. Més ain, usando el Lema 2.5
y que la variacién es ortogonal, en ¢ = 0 obtenemos

DDoh oh\ /D DOh Oh\ _ . [(Oh Oh\ Oh Oh
Ot s Ot Os dsotot’ 0s /) ds = Ot ot’ Os
Oh Oh
_ 27 e
=k (VRS
= —K[V(s)].

Reemplazando lo obtenido en la ecuacién (17) resulta

L’(0) = /Ol (—K|V(s)|2+‘3—s‘/2> ds

D Oh Oh D Ooh Oh

Finalmente, como la variacién es propia, (0h/0t)(0,t) = (0h/0t)(I,t) = 0, t € (—0,9).

Por lo tanto
LDV
L"(0) = —_—
0= | ( -

Teorema 2.1 (Bonnet). Sea S una superficie completa, reqular, cuya curvatura de Gauss
K satisface

Por otro lado, en t = 0

— K]V(S)IQ) ds.
U

K >r? r > 0.

Entonces S es compacta y su didmetro § satisface

T
o< —.
r
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Demostracion. Como S es completa, por el Teorema 1.2 dados p, g en S existe una
geodésica v en S tal que d(p,q) = (7). Sea |l = [(7), demostraremos que

I <

R

Como 7 es una geodésica de longitud minima uniendo p con ¢, tenemos
(18) L'(0) =0, L"(0) >0, para cualquier variacién de 7.

Suponiendo que [ > 7/, lo cual implica K > r > 7%/I?, construiremos una variacién de
v :[0,1] — S tal que L"(0) < 0. Dado wy en T’)S ortogonal a 7'(0), |wo| = 1, sea w(s)
el tnico campo paralelo a lo largo de 7 tal que w(0) = wy (Proposicién 1.2). Observar
que |w(s)| = 1y que w(s) es ortogonal a +'(s) para todo s € [0,1]. Considerar el siguiente
campo a lo largo de ~v:

V(s) =w(s) sin(? s) , s € [0,1].

Como V(0) = V(1) =0y V(s) es ortogonal a 7/(s), V(s) da origen a una variacién propia
de v que resulta ortogonal. Por la Proposicién 2.4

; (|DV
ro- [ (E@)

Como w(s) es paralelo,

— K(s) |V(s)|2) ds.

%(5) = w(s) ? cos (? 5) :

Entonces, como K > 72 /I?, obtenemos
Lm? 7r T
L") = / (—2 COSQ<— 3> — K sen 2(— s)) ds
.\ z l
I _2
7r of T of T
/0 7 (cos <7 s) — sen <7 3>> ds

2 gl
2
= 7;—2 COS(TWS) ds = 0.
0

Por lo tanto, la variacién de 7 correspondiente a V() satisface L”(0) < 0, en contradiccién
con (18). Esto provino de suponer | > 7 /r, por lo tanto debe ser [ < 7/r.

Como d(p,q) < w/r para todo par de puntos p, ¢ € S, entonces S es un subconjunto
acotado de R? y el didmetro § de S satisface § < 7/r. S resulta entonces compacta por
ser completa y acotada (ver Corolario 1.1).

A\

O
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