GEOMETRIA RIEMANNIANA Y ESPACIOS SIMETRICOS
PrRAcCTICO 4 - ANO 2009

(1) (a) Demostrar que C\ {0} y S* = {z € C : |z| = 1} son grupos de Lie con la
multiplicaciéon de ntimeros complejos.

(b) Demostrar que si G; y Gy son grupos de Lie entonces G; x G5 es grupo de
Lie con la estructura algebraica y diferenciable producto.

Deducir d b T =5"x--- x5! de Lie.
(¢) Deducir de (a) y (b) que X +-+ xS es un grupo de Lie

(2) Demostrar que los siguientes grupos son grupos de Lie y calcular las dlgebras de
Lie en cada caso.
(a) SL(n,R) ={A € M,(R) : det A =1} .
(b) GL(n,C) = {A € M,(C) : det A # 0} .
(c) SU(n) = {A € GL(n,C) : AA* = I, det A =1}. Observar que como la esfera
S3 es difeomorfa a SU(2), obtenemos una estructura de grupo de Lie en S3.
(d) SO(p,q) ={A € M,,(R) : AL, ,A=1,,, det A= 1}, donde n =p +gq,
L Iy

P,q — _[q

(e) SU(p,q) = {A € M,(C): AL, ,A=1,, detA=1},donden=p+qel,,

es la matriz del inciso anterior.

con I, la matriz identidad s X s.

(3) (a) Demostrar que si S es un subgrupo de R con la suma, entonces S es denso o
discreto. Ademas, si S es discreto, entonces es ciclico.
(b) Dado un irracional a fijo, sea ¢ : R — T2 o¢(t) = (2™, e?™"). Demostrar
que (R, ¢) es subgrupo de Lie de T2, pero no es subgrupo de Lie topoldgico
(R con la suma).

(4) Demostrar que si G es un grupo de Lie conmutativo conexo, de dimensién n,
entonces G es isomorfo a 7% x R"* (Ayuda: demostrar que exp: g — G es un
homomorfismo, g con la suma, y que Nu(exp) es discreto. Recordar que si D
es un subgrupo discreto de R", entonces D es libre, es decir, existen vq,..., v,
R-linealmente independientes en R™ tales que D = Zvy @& - -+ ® vs).

(5) Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g.

(a) Si H es un subgrupo de Lie de G con algebra de Lie h y (-,-) es una forma
bilineal simétrica en G tal que Ad(h) : g — g es ortogonal para todo h € H,
demostrar que adx es antisimétrica para todo X € .

(b) Demostrar que si B es la forma de Killing de g, entonces Ad(g) es ortogonal
respecto de B.

(¢) Deducir de (a) y (b) que adx es antisimétrica respecto de B para todo X € g.
(d) Demostrar que si [ es un ideal de g entonces el ortogonal [+ respecto de B es
ideal, y si By denota la forma de Killing de [, entonces By = B«
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(6) Sea (-,-) una métrica invariante a izquierda en G, V la conexién de Levi-Civita y
X,Y, Z campos invariantes a izquierda. Demostrar:

1
(a) (VxY,Z)= 5 (adxY —adyY —ady X, 7).
1
() (ROCY)X,Y) = {ladiY + adi X1~ 31X, V]
_<adXX7 adY)/> - 5 <[D/7 XLX] 7Y> - §<HX7 Y]7Y]7X>
(7) (a) Demostrar que una métrica invariante a izquierda en un grupo de Lie conexo

G es bi-invariante si y s6lo si ady : g — g es antisimétrica para todo X € g.

(b) Demostrar que R" x K, donde K es un grupo de Lie compacto conexo, admite
métrica bi-invariante.

(8) Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) Sit es un ideal soluble en un dlgebra de Lie g tal que g/t es soluble, entonces
g es soluble.

(b) Si ty y t9 son ideales solubles de g, entonces t; + t2 es un ideal soluble.
(c) Silesun ideal de g que contiene al radical, entonces g/l es semisimple.

(9) Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) Si g es semisimple entonces g = u; @ - - - & u, con u; ideal simple para todo .
La descomposicion es unica salvo reordenamiento.

(b) Si g es semisimple, entonces 3 = {0} y g = [g, 9], donde 3 ={X € g: [X, Y] =
0, para todo Y € g}.

(c) Si g es semisimple, para cada derivacién D de g existe Y € g tal que D =ady
(D es una derivacion si satisface D[X,Y] = [DX,Y] + [X, DY])).

(d) Si g es un &lgebra de Lie, el grupo Aut(g) de automorfismos de g es cerrado
en GL(g) y por lo tanto es subgrupo de Lie topoldgico con &lgebra de Lie
Der(g) = {derivaciones de g}. Sea Int(g) el tnico subgrupo de Lie conexo
de GL(g) con algebra de Lie ad(g) = {adx : X € g}. Notar que si g es
semisimple, (b) implica que Int(g) = Aut(g)o, la componente conexa de la
identidad. Si G es un grupo de Lie real conexo semisimple con algebra de Lie
g, entonces Ad(G) =1Int(g) y es cerrado en GL(g).



