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. Graficar la curva « (t)

PRACTICO 2

. Hallar el pardmetro de longitud de arco para la curva « (t) = (t,tz, 0) (dejar la integral

indicada).

. Sea o una curva regular con ||/|| = a = cte. Mostrar que si s es la longitud de arco medida

desde algin punto, entonces s (t) = ta + b para alguna constante b.

. Sean a''y (3 dos curvas en el espacio tales que &/ (t) y 3'(t) son paralelos para todo t. Probar

que entonces a y 3 son paralelas, es decir existe v € R3 tal que 3(t) = a(t) +v para todo t.

= \% (cost,sent, 1). Hallar la reparametrizacién por longitud de
a (0). Calcular el triedro de Frenet, la curvatura y la torsién de 3.

arco (3 (s) con (3(0)

. Sean (31 y (2 reparametrizaciones por longitud de arco de una misma curva «. Demostrar

que existe so € R tal que fa2(s) = Pi(s + sg) para todo s. ;Qué significado geométrico
tiene sg?

. Sea « una curva regular. Probar que « es una reparametrizacion de una recta t — p + tq

si y sélo si o’ es siempre tangente a « (es decir, o’ y o’ son colineales).

;,Cambian la curvatura y la torsiéon de una curva parametrizada por longitud de arco en
el espacio si se la recorre en sentido opuesto? Para la curvatura, comparar con el caso de
curvas planas.

. Sea a : (a,b) — R? una curva regular. Supongamos que existe to € (a,b) tal que ||a (¢)]|

alcanza el maximo en ty. Probar que & (tg) > 1/ ||« (to)]| -

. Si A es el campo vectorial 71" + kB en una curva  parametrizada por longitud de arco,

T =AxT
demostrar que las férmulas de Frenet se convierten en N =AxN .
B'=AxB

Sean (3 y 3 curvas parametrizadas por longitud de arco de curvatura y torsién nunca nulas.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) Si T =T entonces 3y 3 son paralelas (ver ejercicio 3).

b) Si B = B entonces 3 es paralela a 3 o bien a la curva s — —f3(s).
Considerar la hélice circular a(t) = (acos(t),asen(t),t).

a) Calcular la longitud de arco.

S

.Se puede reparametrizar por longitud de arco?

o

S8

)
)
) Calcular el triedro de Frenet y las funciones curvatura y torsion.
) {Cémo cambian la curvatura y la torsién con a?

)

e) {Cémo se puede modificar la curva a para que tenga menor/mayor torsién?

Una curva « se llama hélice si las rectas tangentes a « forman un angulo constante con
una direccién fija. Asumiendo 7(¢) # 0 para todo ¢ probar:
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a) « es una hélice sii k/7 = constante.

b) « es una hélice sii las rectas que contienen a N(t) y pasan por «(t) son paralelas a
un plano fijo.

¢) « es una hélice sii las rectas que contienen a B(t) y pasan por «(t) forman un angulo
constante con una direccién fija.

Mostrar que la curva a(t) = (3t, 3t2,2t3) es una hélice.

Probar que una curva regular « estd contenida en una recta si y sélo si existe un punto p
tal que cada recta tangente a o pasa por p.

Sea B(t) = (B1(t), B2(t),0) una curva regular (contenida en el plano z = 0) y sea T : R? —
R3 una transformacién lineal inyectiva.
a) Mostrar que la curva v =T o 3 es regular.

b) ;Cdémo son las torsiones de §y v?

Probar que la curva de menor longitud que une dos puntos de R? es el segmento de recta
que los une. Para ello considerar « : [a,b] — R3 una curva, p = a(a), ¢ = a(b) y probar
que:

a) Dado v € R3, ||v|| = 1, se tiene: (q —p)-v = f; o (t)-vdt < ff o/ (t)]| dt.
b
b) llee(b) — a(a)ll < [, [l (£)]| dt.

Calcular el triedro de Frenet de la curva 3(t) = (% cos(t),1 —sen(t), —2 cos(t)) y mostrar

que es una circunferencia. ;Cuéles son su centro y su radio?

1+)%/2 -2
3 07 3 2

estd parametrizada por longitud de arco y calcular su triedro de Frenet.

Sea a : [~1,1] — R3 la curva definida por «a(t) = ( ) . Probar que «

Considerar la siguiente parametrizacion por longitud de arco de una circunferencia:

v(t) = c+rcos(t/r) e; +rsen(t/r) ez, donde e;-e; = d;;. Si B es una curva parametrizada
por longitud de arco tal que k(0) > 0, demostrar que hay una y s6lo una circunferencia -y
que aproxima a (3 en las inmediaciones de 3(0) en el siguiente sentido:

7(0) = 5(0), 7'(0) = p('0), 7"(0) = B8"(0).

Demostrar que v yace en el plano osculante de 5 en (3(0), hallar el centro ¢ y el radio r
de ~. Esta circunferencia se denomina circunferencia osculatriz de 8 en 0 y c es el centro
de curvatura de [ en 3(0).

Dado el vector tangente v = (1,—1,2) en el punto p = (1,3, —1), calcular, a partir de la
definicion, V,W en los siguientes casos:

(a) W = 22Uy + yUs (L)W = 2Uy + 22Uy — 2°Us.

Dados V. = —yU; + zUs, W = cos(z)U; + sen(z)Us, expresar las siguientes derivadas
covariantes en términos de Uy, Uy y Us:

(a) Vv W (b) Vv (2*W) (c) Vv (Vy (W) (d) Vy (zV —zW).

Si W es un campo vectorial de longitud constante, |[W| = ¢, demostrar que para todo
campo vectorial V la derivada covariante Vi W es ortogonal a W.



