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10. Estabilidad de los sistemas termodinamicos

El segundo postulado de la termodindmica establece que, en equilibrio, dS = 0 y d2S < 0
ante variaciones de vinculos internos a energia total constante; la primera de estas condiciones nos
dice que la entropia es un extremo, mientras que la segunda nos dice que dicho extremo es un
maximo. Hasta aqui no hemos analizado las consecuencias de esta segunda condicién. Vamos a
ver en este capitulo como la misma plantea limitaciones muy precisas acerca de la forma posible
de toda relacién fundamental. Dichas limitaciones estan asociadas con el concepto de estabilidad
termodinamica, del cual veremos se derivan algunas de las predicciones mas interesantes de la
teoria.

10.1. Estabilidad y segundo postulado

Consideremos dos subsistemas idénticos en equilibrio, cada uno con una relacién fundamental
S = S(U,V,N), separados por una pared completamente restrictiva, la cual vamos a tornar luego
diatérmica, pero manteniendola impermeable y fija. De esta manera, podemos concentrarnos ex-
clusivamente en la energia de los subsistemas. La entropia del sistema total es S,fz) =25U)yla
energia total es 2U. Siendo que los subsistemas son idénticos, la ausencia de la pared no deberia
cambiar nada, ya que los parametros intensivos de ambos subsistemas adoptan los mismos valores.

S,"=S(U+AU)
T

s, "/2=[S(U+AU)+S(U-AU))/2
s 2=s(U) ——=

7

S,"=8(U-aU)

Figura 18: En una relacién fundamental convexa, la entropia puede ser aumentada transfiriendo
energia entre subsistemas; tal sistema es inestable termodindmicamente.

Supongamos ahora que la relacién fundamental S = S(U,V, N) tiene la forma que se muestra
en la Fig. 18. Supongamos también que producimos un cambio virtual en el sistema, transfiriendo
una cantidad de energia AU de un subsistema a otro (la energia total por lo tanto no cambia). La

entropfa total va a cambiar de Sgi) =250) a ng) = S(U + AU) + S(U — AU). Si la relacién
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fundamental tiene la forma que se muestra en la Fig.18 (esto es, una curva convexa en el intervalo

de interés), resulta claro que ng ) > St(i) =2S(U)! Si el vinculo adiabatico se remueve de la pared,

habra un flujo de energia de un susbsistema a otro hasta que se alcance el maximo valor posible
de la entropia total; asi, la temperatura aumentard en un susbsistema y disminuird en el otro.
Pero esto estd en contradiccién con la suposicién inicial de que el sistema estaba en equilibrio (los
subsistemas son idénticos). Mas ain, dentro de un subsistema resultaria ventajoso transferir energia
de una region a otra del subsistema, desarrolando inhomogeneidades. Esta perdida de homogeneidad
es la marca de una transicién de fase. Una relacién fundamental convexa en la energia (esto es,
cuya curva yace por debajo de la cuerda entre cualquier par de puntos en el intervalo de interés)
implica que el sistema es inestable termodinamicamente y por lo tanto no describe estados de
equilibrio. La condicién de estabilidad es por lo tanto la concavidad global de la entropia:

S(U + AU) + S(U — AU) < 2 S(U) (306)

la cual debe cumplirse para todo valor de AU. En el limite AU — 0 esta condicién se reduce a la

forma diferencial
2
(gf?) <0 (307)
V,N

Es claro que la validez de la condicién (307) en un punto no implica la condicién (306); en este
caso decimos que el sistema en dicho punto es localmente estable. Geométricamente, la condicién
(307) implica que la recta tangente a la curva en el punto yace por encima de la curva para un
entorno del punto en cuestién. La condicién de estabilidad global (306), por otra parte, implica que
la recta tangente a la curva en el punto yace por encima de la curva completa.

Es evidente que las mismas consideraciones se aplican al caso de transferencia de voliimen:

S(U,V+AV)+SU,V —AV) <25(U,V) (308)
6, en su forma diferencial
2
(gé) <0 (309)
U,N

y en forma general este tipo de relacién debe cumplirse para cualquier pardametro extensivo.

Una relacion fundamental que no satisfaga las condiciones de estabilidad puede resultar de la
extrapolacion de resultados experimentales 6 de un modelo de la mecanica estadistica. Como se
interpreta esto? Supongamos una relacién fundamental como se muestra en la Fig.19. La regién
entre los puntos C y E (puntos de inflexién donde la derivada segunda cambia de signo) es inestable,
ya que alli la entropia es convexa (no se satisface ni siquiera la condicién de estabilidad local). Las
regiones entre los pares de puntos A-C y E-G son al menos localmente estables, ya que en todo
punto de dichas regiones la derivada segunda es negativa. Sin embargo, existe una diferencia entre
laa regiones comprendidas entre los pares de puntos A-B y F-G y las regiones entre los pares
de puntos B-C y E-F. Para cualquier punto en las primeras regiones la tangente al mismo yace
por encima de toda la curva completa y por lo tanto en dichas regiones el sistema es globalmente
estable; estas regiones de la relaciéon fundamental describen adecuadamente estados de equilibrio.
Para cualquier punto en las segundas regiones la tangente al mismo corta la curva en algiin punto y
por lo tanto dichas regiones son solo localmente estables y no corresponden a estados de equilibrio.
Una relacién fundamental globalmente estable puede obtenerse a partir de la anterior (llamada
relacién fundamental subyacente) mediante la construccién que se muestra en la Fig.19. Primero se
trazan todas las rectas tangentes a la curva que yacen por encima de la curva completa; la relacion
fundamental termodindmica se toma entonces como la envolvente de dicha familia de rectas. En
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el ejemplo de la Fig.19 la porcion BCDEF de la curva se reemplaza por el segmento de recta
BHF'. Dicha curva satisface el criterio de estabilidad global. Un punto sobre el segmento BHF
representa un sistema heterogéneo, compuesto por dos subsistemas (fases) cada uno en los estados
B y F respectivamente. Para cualquier valor del parametro X; en el intervalo correspondiente a los
estados entre B y F un estado heterogéneo con las caracteristicas anteriores tiene mayor entropia que
aquella dada por la relacién fundamental subyacente. Tenemos entonces que el estado de equilibrio
corresponde a una coexistencia de fases. Desarrollaremos en detalle este fenémeno en el capitulo
siguiente.
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Figura 19: La relacién fundamental subyacente ABCDEFG es inestable (no satisface la condicién
de concavidad global en la porcién BCDEF). La relacién fundamental estable es la correspondiente
a ABHFG. Puntos a lo largo de la linea BHF corresponden a una combinacién inhomogénea de dos
subsistemas en los estados B y F respectivamente.

En el espacio tridimensional S-U-V, la condicién de estabilidad global requiere que la superficie
entropia S(U,V) esté por debajo de cualquiera de sus planos tangentes. Esto es, para valores
arbitrarios de AU y AV

S(U+ AU,V + AV) + S(U — AU,V — AV) < 2S(U, V) (310)

de la cual se reobtienen las condiciones diferenciales (307) y (309), asi como la condicién adicional

2a 92 2 2
928 928 <6S>20 (311)

au29v2  \ouov

La condicién 052/0U? < 0 nos asegura que la curva que resulta de la interseccién de la super-
ficie entropfa con un plano a V' = cte tiene curvatura negativa (concava) en el punto en cuestién.
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La condicién 052/0V? < 0 nos asegura que la curva que resulta de la interseccién de la superficie
entropia con un plano a U = cte tiene curvatura negativa también. Ambas condiciones no son sufi-
cientes para asegurar la concavidad de la superficie en el punto. Podria ocurrir que exista un cambio
de curvatura (convexidad) en las direcciones diagonales £U, £V (tipo ”canaletas”). La condicién
diferencial (311) impide esto tltimo. Fisicamente esta condicién asegura que inhomogeneidades
conjuntas en U y V no incrementan la entropia.

Notemos que

2
o5y _ 91 _ 1 (5T> _ 1 (312)
8U2 VN 8UT T2 6U V,N T2NCU
Asi, la condicion de estabilidad tiene como consecuencia directa que el calor especifico a voliumen
constante no puede ser nunca negativo en un sistema estable. Veremos mas adelante otras conse-
cuencias semejantes de los criterios de estabilidad.
Finalmente, en un espacio termodindmico de r + 2 dimensiones (.5, Xy, X1, ..., X,) la condicién

de estabilidad global es que la hipersuperfice entropia se encuentre enteramente debajo de su familia
de hiperplanos tangentes.

10.2. Condiciones de estabilidad para los potenciales termodinamicos

Tal como ocurre con el resto de las propiedades termodindamicas, los criterios de estabilidad
tienen su reformulacion en la representacién energia, la cual es casi trivialmente una transcripcién
de lenguaje. Cuando la entropia es un maximo, la energia es un minimo; si la condicion de estabilidad
es la concavidad global de la superficie entropia, esta equivale a la convexidad global de la superficie
energia. Esto es, la superficie energia en el espacio (U, S, V') esta siempre por encima de su familia
de planos tangentes:

U(S+AS,V +AV) +U(S — AS,V — AV) > 2U(S, V) (313)

para valores arbitrarios de AU y AV. Las condiciones de estabilidad local resultan:

U _ or
252 0S T
U _ 0P,
ove: ov —
y para variaciones conjuntas de S'y V
vy (U \’
— > 14
052 9V2 (8581/) =0 (314)

(notemos que la primera de estas desigualdades implica que la entropia es siempre una funcién
mondtona creciente de la temperatura).

Estos resultados pueden extenderse facilmente a cualquiera de las transformadas de Legendre de
la energia (6 también de la entropia). Para ver esto recordemos que, si X es un parametro extensivo

y

oU
P=5x

entonces

UP|=U-PX
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y
_ oU[P]
AP ="
Asi
PUP)_ 0X 11
oP? ~ 0P &~ 7L

Vemos que el signo de 92U [P]/OP? es opuesto al signo de 9?U/0X?. Por lo tanto, si U es una
funcién convera de X, U[P] es una funcién céncava de P. Se sigue entonces que el potencial de
Helmholtz es una funciéon céncava de la temperatura y convexa del volimen

82F> (82F>
— <0 — >0 (315)
2 = 2 =
<8T V,N oV T,N
la entalpia es una funcién concava de la presion y convexa de la entropia
O*H O*H
(Z0) o () s
S,N PN
v el potencial de Gibbs es una funcién céncava tanto de la temperatura como de la presién
0*G 0’G
(29) <o (29) <o .
PN T,N

Resumiendo, para N constante los potenciales termodindmicos (esto es, la energfa y sus transfor-
madas de Legendre) son funciones convexas de sus variables extensivas y céncavas de sus variables
intensivas. La relacién inversa se cumple para las funciones de massieu.

10.3. Consecuencas fisicas de la estabilidad termodinamica

Hemos visto ya como la estabilidad termodinamica implica que el calor especifico a voliimen
constante no puede ser negativo. En forma general, las condiciones de estabilidad imponen limita-
ciones para la mayoria de las funciones respuesta, ya que todas ellas estan relacionadas con deri-
vadas segundas de la relaciéon fundamental. Por ejemplo, la convexidad del potencial de Helmholtz
respecto del volimen nos da la restricciéon

O*F oP 1
i) = (7). =7 20
ov T.N T,N RT

es decir,

k>0 (318)

Por otra parte, de la concavidad de la entalpia respecto de la presién tenemos que

0*H oV
Y i = — < 1
<8P2>5N (3P>S,N V ks <0, (319)

es decir,

ks > 0 (320)
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Si recordamos las relaciones (obtenidas de las relaciones de Maxwell)

Tva?
Cp =Cy + —
KT
y
Rs Cy
K Cp

el hecho de que tanto ¢, como k7 sean positivos implica a su vez que

Y

Cp ¢y >0 (321)
K > Ks>0 (322)

Asi, en un sistema estable, tanto las compresibilidades como los calores especificos deben ser
positivos. La adicién de calor, ya sea a presién 6 a volimen constante, necesariamente incrementa
la temperatura de un sistema estable, siendo dicho incremento mayor en un sistema mantenido a
volimen constante que en uno mantenido a presién constante. Un decremento del volimen, ya sea
isotérmico 6 isoentrépico, necesariamente incrementa la presion de un sistema estable, siendo dicho
incremento mayor en un proceso isoentrépico que en uno isotérmico.

10.4. El principio de Le Chatelier

El contenido fisico de los criterios de estabilidad puede resumirse en lo que se conoce como el
Principio de Le Chatelier. De acuerdo con el mismo, el criterio de estabilidad es tal que cualquier
inhomogeneidad que se genere de alguna manera en el sistema tiene que inducir una respuesta en el
mismo que tiende a erradicar la inhomogeneidad. Esto es valido en general para cualquier sistema
estable. Cualquier perturbacién externa tiene que inducir una ”fuerza restitutiva”que contrareste
la perturbacién (podemos pensar en un feedback negativo). La idea es casi obvia: si no existiera tal
tipo de tendencia cualquier perturbacion podria crecer indefinidamente y por lo tanto el estado no
seria estable.

Tomemos un ejemplo. Supongamos un fluido en equilibrio y un fotén que incide en el mismo,
siendo absorbido en algin punto del fluido generando un aumento local de la temperatura. Tendre-
mos entonces un flujo de calor desde la regiéon mas caliente a la mas fria, el cual en virtud del criterio
de estabilidad (positividad de los calores especificos) va a tender a disminuir la temperatura local.
En forma semejante, una onda de vibracion longitudinal en un fluido crea regiones de alta y baja
densidad alternadas. La positividad de la compresibilidad nos dice que la presién aumentaré en las
regiones de alta densidad y disminuira en las de baja densidad, de tal manera que estas respuestas
van a tender a restaurar la homogeneidad del sistema.

De hecho, inhomogeneidades ocurren todo el tiempo en todos los sistemas, ain en ausencia de
perturbaciones externas. En un gas, por ejemplo, las moléculas se mueven en todas las direcciones al
azar, creando aleatoriamente regiones de alta y baja densidad. Desde la perspectiva de la mecénica
estadistica todos los sistemas sufren fluctuaciones locales aleatorias permanentemente en todas sus
variables de estado: es solo el promedio temporal de dichas variables lo que permanece estatico y
el valor de dicho promedio es lo que se refleja en la descripcion termodindamica. Inhomogeneidades
locales se generan continua y espontdneamente para ser inmediatamente atenuadas y dispadas de
acerdo con el principio de Le Chatelier.

10.5. El principio de Le Chatelier-Braun

El principio de Le Chatelier se generaliza a un principio mas profundo conocido como Principio
de Le Chatelier-Braun.
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Supongamos que un sistema es sacado (levemente) del equilibrio por alguna accién externa 6 por
una fluctuacion. De acuerdo con el principio de Le Chatelier la perturbacién induce directamente un
proceso (una cierta “reaccién”) que atenua la perturbacién, restaurando el equilibrio. Pero este no
es el tnico efecto de la perturbacion externa. Varios otros procesos se generan indirectamente por
causa de la misma. El Principio de Le Chatelier-Braun nos dice que todos esos procesos inducidos
indirectamente también actiian de tal manera de reducir la perturbacion.

Veamos un ejemplo. Supongamos un gas contenido en un cilindro con paredes diatérmicas y
un pistén libre, todo esto inmerso en un “bafio”, esto es, un reservorio de temperatura y presiéon
(ej., la atmosfera). El sistema se encuentra en equilibrio con su entorno y supongamos ahora que
el pistéon se desplaza ligeramente hacia afuera, ya sea por efecto de un agente externo o por una
fluctuacién espontanea. El efecto directo es que la presion interna en el cilindro disminuye (ya que
la compresibilidad es positiva), con lo cual la diferencia de presiones con el bano tiende a empujar
el cilindro hacia adentro restaurando el voliimen original. Este es el principio de Le Chatelier. Un
efecto secundario es que la dilatacion dV altera la temperatura del cilindro. Si el cambio de volimen
es pequenio (infinitesimal) y rdpido, podemos aproximar

oT Tao
dl'=|=— | dV =————dV
<8V>5 N cykr

Este cambio de temperatura puede tener en principio cualquier signo, ya que no existen res-
tricciones para el signo de a (los criterios de estabilidad solo imponen un signo definido para las
derivadas segundas de una relacién fundamental respecto a una misma variable); para la mayoria
de los sistemas o > 0, no obstante todos conocemos un ejemplo celebre de una sustancia para la
cual a puede ser negativo: el agua! Tenemos entonces que habra un flujo de calor hacia adentro si
«a > 0 y hacia afuera si a < 0, esto es

signo(d'Q) = signo(a)

Este flujo de calor, por su parte, va a producir un cambio en la presiéon del sistema:

_lgopN o o
dP_T(@S)VdQ_NTQCv/deQ

De manera que la presién se incrementa (dP > 0), cualquiera sea el signo de «. Por lo tanto el
efecto secundario, esto es el flujo de calor, actia también de manera de disminuir la perturbacién
inicial. Este es el principio de Le Chatelier-Braun.

Para demostrar formalmente tanto el principio de Le Chatelier como el de Le Chatelier-Braun
consideremos un sistema en contacto con un reservorio de dos variables intensivas P; y Py (ej.,
presién y temperatura ¢ temperatura y potencial quimico de una componente, etc) cada una con-
jugada a una variable extensiva X; y X respectivamente. Supongamos ahora que se produce una
fluctuacién espontanea en la variable X7 — X1 +dX { (el supraindice f corresponde a fluctuacién).
Esta fluctuacién vendra acompanada de un cambio en el pardmetro conjugado P;:

oP,

dpf = L ax/
ox, 1!

pero también producird un cambio en el pardmetro intensivo P,

P
apf — gxﬁ ax!

Nos preguntamos ahora acerca de los cambios que induciran los cambios dPlf y dP2f en las
variables X7 y X. Vamos a designar el cambio inducido en la variable X; como d.X7 (el supraindice
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r indica “respuesta”). Dado que la fluctuacién saca al sistema del equilibrio, la respuesta tiene que
ser tal que disminuya la energia total del sistema mas el bafio (conjunto de reservorios):

dU+U% = (P —P))dX] + (P, — P})dX}
= dP/dx7 +dPfdaxs <o (323)

Dado que X; y X5 son independientes, tenemos entonces que

IN

dpP{ dxy 0 (324)
dP{dx; < 0 (325)

Analizaremos estas desigualdades por separado. Si multiplicamos la Ec.(324) por 9P /90X, el
cual es positivo por el criterio de convexidad, obtenemos

pt OP

ax, X1 = ar! apP'™ <o

d

r(1)

Esto es, la respuesta dX| produce una cambio dP; "’ en el pardmetro intensivo conjugado P que
es opuesto en signo al cambio dPlf inducido por la fluctuacién original. Este es la expresion del
principio de Le Chatelier.

La segunda desigualdad Ec.(325) puede ser escrita como

69}22 f
dX{dX; <
oX, 2 <0
que, usando la relacion de Maxwell
or, 0P
0X1 0Xo

y multiplicando por la cantidad positiva 0P;/0X; nos da

oP, _\ [OP
<8X1dX) (8X dx2)_o

aprlar[® <o
r(2)

Esto es, la respuesta dXj produce una cambio dP, """ en el pardmetro intensivo P; que es opuesto
en signo al cambio dPlf inducido por la fluctuacién original. Este es la expresién del principio de
Le Chatelier-Braun.

Finalmente, notemos que multiplicando la Ec.(325) por la cantidad positiva 9 P,/9 X5 obtenemos

drf ar;® <o
r(2)

Esto es, la respuesta d.X produce una cambio dF, "’ en su parametro intensivo conjugado P> que

es opuesto en signo al cambio dPQf inducido por la fluctuacién en Xj.



