Capitulo 11

Magnetismo en medios materiales

Las propiedades magnéticas de la materia macroscopica estan determinadas casi exclusiva-
mente por los momentos magnéticos de los electrones de los 4tomos constituyentes. Los momentos
magnéticos nucleares son del orden de mil veces mas debiles que los de los electrones y por lo
tanto pueden despreciarse. Asi, los diferentes comportamientos magnéticos que se observan en la
materia estan estrechamente relacionados con la estadistica de Fermi y por lo tanto con el princi-
pio de exclusién de Pauli. En muchos materiales estos momentos magnéticos presentan una fuerte
interaccion entre ellos. Esto da origen a diferentes tipos de propiedades magnéticas, siendo la mas
comunes el ferromagnetismo y el antiferromagnetismo.

Por otra parte, ain en el caso de spines debilmente interactuantes, en presencia de campos
magnéticos externos los electrones presentan dos efectos diferentes: (a) movimiento en orbitas
cuantizadas normales al campo magnético, las cuales generan acoplamientos entre los momentos
angulares orbitales y el campo; (b) los spines electrénicos tienden a alinearse con el campo externo.
El primer efecto da lugar al diamagnetismo (esto es, sistemas para los cuales y < 0) mientras que
el segundo da lugar al paramagnetismo. Vamos a estudiar estos efectos por separado, comenzando
con el diamagnetismo y fendmenos relacionados.

11.1. Diamagnetismo de Landau

El fenémeno de diamagnetismo esta relacionado con la interaccién entre el campo externo y
el momento magnético asociado con el momento angular orbital de los electrones. Clasicamente,
podriamos pensar que el campo magnético externo induce corrientes circulares, las cuales en virtud
de la ley de Lenz generan momentos magnéticos opuestos al campo. Sin embargo, veremos que esto
es falso. El fenémeno es netamente cuantico. Podemos ver esto a través de un modelo ultrasimpli-
ficado, en el cual vamos a ignorar el spin de los electrones asi como también la interaccién entre
ellos; esto darfa un modelo ideal de diamagnetismo en metales. El Hamiltoniano de una particula
de carga —e y masa m en presencia de un campo magnético B est4 dado por la expresion:

- 2m

2
H= (ﬁ+ eff) (11.1)
C

donde A es el potencial vector asociado con el campo y c¢ es la velocidad de la luz.

En el contexto de la mecédnica clasica la presencia del campo externo en este caso no tiene
ninguna influencia sobre las propiedades termodindmicas. Podemos ver facilmente esto si escribimos
la funcién particién para una particula en el espacio de las fases clasico:

7, = /d3r/d3p exp [_2?71 <ﬁ+ i/f) 2] (11.2)
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La transformacién 7 — p'— (e/c) A es canénica y por lo tanto tiene determinante uno. Asi la fun-
cién de particién es equivalente a la del gas ideal clasico y por lo tanto no hay diamagnetismo.
Fisicamente, esto se debe a que la fuerza de Lorentz producida por el campo externo es siempre
centripeta y por lo tanto no produce trabajo mecanico. Asi, la energia de un electrén es independi-
ente de la presencia del campo. Dado que estamos sumando sobre todos los posibles valores de los
momentos, estamos considerando corrientes circulares en ambos sentidos de rotacién alrededor del
campo magnético con igual peso estadistico y por lo tanto los efectos se cancelan.

El diamagnetismo es un fenémeno puramente cudntico. Necesitamos entonces encontrar las
soluciones de la Ec. de Schrédinger independiente del tiempo correspondiente al Hamiltoniano
(11.1).

Vamos a considerar un campo magnético externo uniforme B en la direccién del eje z. La
invariancia de gauge nos da libertad de elegir de distintas maneras el potencial vector. Vamos a
elegir:

A, = —By Ay=A, =0 (11.3)
El Hamiltoniano (11.1) toma entonces la forma

1

H = 5 {[ps — (eB/e)y) + v}, + 2 (11.4)

Podemos resolver la ecuacién de Schrodinger proponiendo para la funcién de onda la siguiente
forma:

Y@y, 2) = PR () (11.5)
Tenemos que
A 1 A
He b8 f(y) = o { ko — (eB/e)y)? +py + W2k2 | /=202 f ). (11.6)
Asi, la ecuacién de Schrodinger Hiy = e nos queda
g2 4 omud(y — 0)?| F) = €A () (aL7)
om'Y 20

donde ¢ = € — h%k2/2m, wo = eB/mc e yo = (hc/eB)k,. Vemos que f(y) satisface la ecuacién
de un oscilador arménico cuya frecuencia wg es igual a la frecuencia de Larmor clasica, esto es,
la frecuencia de rotacion de una particula cldsica cargada en un campo magnético uniforme. Los
autovalores de energia son entonces

h2k? 1
e(ky,n) = 2mz + hwo (n + 2) (11.8)
donde n = 0,1,.... Estos autovalores se conocen como niveles de Landau. Si consideramos que

el gas esta contenido en una caja ctubica de lado L con condiciones de contorno periédicas entonces
ky»=2mng /L, ng, =0,£1,£2,.... Notemos que los niveles de Landau no dependen de k, y por
lo tanto tendran una degeneracion igual al niimero de autovalores permitidos de k.. Dado que g
depende de k, los autovalores permitidos de k, serdan aquellos tales que 0 < yg < L, esto es

eB

L2
he

0<ng <
Asi, g = (eB/hc)L? es la degeneracion de los niveles de Landau. La dependencia de la degeneracién
en L? nos dice que esta es sumamente alta, ain para campos débiles. De esta manera podemos
construir nuevas autofunciones para cada nivel de Landau combinando las soluciones obtenidas
para un mismo nivel. En particular, pueden construirse soluciones que son a la vez autoestados de
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la componente del momento angular orbital en la direccién del campo. Esto puede verse eligiendo
el siguiente gauge en lugar de (11.3):

A=— (Fxé):§ z |B (11.9)

el cual satisface V.4 =0 (gauge de Coulomb). Es simple ver (queda como ejercicio para el lector)
que usando el gauge (11.9) el Hamiltoniano (11.1) adopta la forma

~2

p muwg . 2
H= 2—+woL + (x*+y%) (11.10)

donde L, es la componente z del operador momento angular L=7x p. Este Hamiltoniano resul-
ta la suma de tres contribuciones: una componente de energia cinética en la direccién z: p?/2m,
un acoplamiento Zeeman wol» y un oscilador armoénico bidimensionl de frecuencia wg. Dado que
este ultimo tiene simetria azimutal alrededor del eje z, las autofunciones pueden ser elegidas pro-
porcionales a las autofunciones del operador L,. De esta menra, los niveles de Landau pueden
interpretarse como resultado de la cuantizaciéon de las orbitas clasicas circulares en el plano per-
pendicular al campo magnético.
Podemos entonces escribir la funcién gran particién utilizando el espectro (11.8) como

Z =T (1+2e7) (11.11)
l

donde [ denota ahora el conjunto de nimeros cuanticos | = (k,,n,n,). Dado que la energia ¢ no
depende de n, tenemos que

Z =] (1+zePetk=m)? (11.12)
kz,n
InZ=g i i In (1 + ze_ﬁg(kz’”)) (11.13)

n=0k,=—oc0

En el limite termodindmico L — oo

gL - /oo —Be(kz,n)
InZ=>"— In (1 =" ) dk, 11.14
n - Z ; n( + ze ) ( )
donde
h2k2 1
i) = 5. (”H)

y el potencial gran canodnico resulta

q- _ 9LksT 3 /°° In (1 n Ze—ﬂe(km)dk (11.15)
—0/0

™

donde hemos eliminado el subindice z de k por simplicidad. Para el niimero de particulas tenemos

B o9 gL
(N) = (w)my - Z/ E 1656(“ +1>dk (11.16)
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11.1.1. Limite de altas temperaturas: diamagnetismo

ParaT — oo (8 — 0) tenemos que z — 0, ya que (V) tiene que mantenerse finito. Desarrollando
entonces la Ec.(11.15) en potencias de z tenemos que

S)(]q’7 _B7 V) = — @ Z e_BFLWO(TL-‘rl/Q) /OO e—ﬁhzkg/dek

d n=0 0

00
. Me_ghu@/g Ze—ﬁhwon (11.17)
T n=0

donde A7 es la longitud de onda térmica. Asi

gLkpTz ¢ Bhwo/2 VkgTzeB 1
Q(T,B =— =— — 11.1
(T.B,V) Ar 1 — e Bhwo 2Ar  hc senh (BuoB) (11.18)
donde
_ fe
HO=ome
es el magnetén de Bohr. El niimero medio de particulas resulta entonces
VzeB 1
N) = — 11.1
(V) 2\r he senh (BuoB) (11.19)
La magnetizacién resulta
Q
‘- ()
OB )1y,
VkpTz e 1 cosh (BuoB)
= T — BBuo——5 72—
2\ he | senh (BuoB) senh? (BuoB)
(N) { BB }
= kpT—~|1—- —F+————
55 B tanh (BpoB)
— 0 (N) £ (B0 B) (11.20)

donde
1
L(zx) = cotgh(x) — —
x

se conoce como funciéon de Langevin y se muestra en la Fig.11.1. Del desarrollo asintético

X CES

1
tah(z) = — + © Y 4.
cotgh(x) x+3 45+

vemos que L(x) ~ x/3 para x < 1. Asi, a altas temperaturas y campos débiles tenemos que

N) u2B
M= NmB (11.21)
3kpT
de donde finalmente la susceptibilidad resulta
1P
Xo = 0 (11.22)

© 3kpT
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Figura 11.1: Funcién de Langevin.

esto es, la magnetizacion resulta opuesta al campo externo. Notemos que el diamagnetismo, atn
siendo un efecto de origen cuantico, se manifiesta a altas temperaturas.

Finalmente, debemos notar que la susceptibilidad magnética es la derivada segunda de una
energia libre respecto de un pardmetro intensivo. El criterio de estabilidad termodinamica implica
que la misma debe ser estrictamente positiva. El diamgnetismo parece por lo tanto violar la estabil-
idad termodinamica. Fisicamente, esto se relaciona con el hecho de que el trabajo realizado por la
fuente de campo externo sobre el sistema es BdM. Asi, una susceptibilidad negativa significa que
al aumentar el campo externo el sistema entrega energia a la fuente, lo cual es claramente inestable,
ya que podemos utilizar esa energia para incrementar aiin mas el campo. Sin embargo, debemos
recordar que BdM representa el trabajo adicional realizado por la fuente para establecer el campo
dentro de la muestra, respecto del trabajo necesario para establecer el campo en el vacio. Asi, en
presencia de la muestra la fuente externa debe realizar menos trabajo que en ausencia de la misma,
pero el trabajo neto es positivo. Si se incorpora esta contribucién a la definicién termodindmica de
energia del sistema, no existe ninguna violacién a la estabilidad termodinamica.

11.1.2. Limite de bajas temperaturas: efecto De Haas - Van Alphen

A bajas temperaturas no hay hay diamagnetismo, pero aparece otro fenémeno asociado con los
niveles de Landau: en ciertos sélidos la magnetizacién presenta un comportamiento oscilatorio al
variar el campo externo. Este fendmeno fue medido por primera vez en 1931 por W. J. De Haas y P.
M. Van Alphen. La descripcion correcta del efecto involucra la resolucién de la Ec. de Schréodinger
para una particula en un potencial periédico en presencia de campo magnético externo, lo que
constituye un problema matematico sumamente complicado. Podemos, no obstante, tener una idea
cualitativa del fenémeno mediante un modelo simplificado de un gas bidimensional de electrones
no interactuantes, en presencia de campo, esto es, nuestro modelo anterior pero despreciando los
movimientos en la direccién z. Ademas, vamos a considerar el caso kT < hwg, de manera que
podemos asumir 7' = 0. El problema se reduce entonces al calculo del estado fundamental.

La idea basica por detras del fenémeno es la siguiente: la degeneracion de los niveles de Landau
es independiente del nivel de energia y depende de la intensidad del campo externo. Para un
campo suficientemente grande todas las particulas se encontrardn en el nivel de menor eneria. Si
disminuimos el campo, a partir de cierto valor dicho nivel no podra alojar todas las particulas
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Figura 11.2: Energia a T = 0 de un gas de electrones sin spin en funcién del campo magnético
aplicado.

y algunas se veran forzadas a saltar a niveles de mayor energia. Esto producird cambios en las
propiedades magnéticas del sistema.
Podemos escribir los niveles de Landau y su degeneracion de la siguiente manera

e(n) =2upB (n + ;) (11.23)

g = NB/By By = phc/e (11.24)

donde p = N/L?. El campo By es el valor de B por encima del cual un tinico nivel puede alojar a
las N particulas.

Si B/By > 1 todas las particulas se encontraran en el menor nivel de Landau n = 0 y la energia
del estado fundamental serd

E() = N,u,()B (1125)

Si B/By < 1 entonces algunas de las particulas ocuparan niveles de mayor energia. Por ejemplo,
si 1/2 < B/By < 1, el nivel n = 0 estard lleno y el nivel n = 1 parcialmente ocupado. Para
B/By = 1/2 la degeneracién de un nivel serd igual a la mitad de particulas. Asi, para B/By < 1/2
los dos niveles inferiores estardan completos y el nivel con n = 2 estara parcialmente ocupado.

Supongamos que B es tal que todos los niveles hasta n = k se encuentran completos y el
n = k + 1 esta parcialmente ocupado. La condiciéon para B es

(k+1)g < N < (k+2)g (11.26)
1 B 1
i t2) < B, < Gt 1) (11.27)

Para B en este intervalo tenemos
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Figura 11.3: Efecto De Haas - Van Alphen.

Reemplazando las Ecs.(11.23) y

Ey
N

Introduciendo el parametro

podemos resumir

Eo(B) _ | poBox
N

poBox 2k +3 — (k+1)(k+2)z] 5 <z <77, k=0,1,...

k
=g €(i) —(k+1)gle(k+1) (11.28)

1=

[e=]

(11.24) tenemos, luego de cierta élgebra,

Lo _ 0B [2k+3—(k+1)(k+2) (;)} (11.29)
ez
=2
z>1

(11.30)

Tenemos asi dos efectos que se compensan: al aumentar el campo magnético la energia de cada

nivel aumenta, pero por otro

lado al aumentar la degeneracién los niveles de mayor energia se

despueblan. Esto da lugar a un comportamiento oscilatorio de la energia, como se ilustra en la
Fig.11.2. La magnetizacion por unidad de area y la susceptibilidad magnéticas resultan entonces

L2

_ —op r>1
| mop2(k+1)(k+2)z— (2k+3)] #5 <z < 52,

- ),

0B

(11.31)
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_ (o)
(),

)

0 z>1
= 11.32
{ 2pop/Bo(k +1)(k +2) k:Tl—2 <x< ﬁ ( )

y se muestran en la Fig.11.3

11.2. Paramagnetismo de Pauli

Consideremos ahora el efecto del acoplamiento directo entre los spines electrénicos y el campo
externo, despreciando el acoplamiento del momento angular orbital, esto es, un sistema descripto
por el Hamiltoniano:

N
1 s
}{::5 2__ ‘B_ﬁ 11.33

donde g es el magnetén de Bohr y & son las matrices de Pauli. Para un tnico electrén con el
campo orientado en la direccién del eje z tenemos

1
H, = 27p2 — poBo (11.34)
m

y por lo tanto el espectro de una particula es

B 1
€(p,s) = 5—p” — HoBs (11.35)

donde s = +1. El potencial gran candnico resulta entonces:

Q= k7Y Y I (1+ze—56<@5>)

p s==%1

- _k;BTZ Z ln{1+zexp (—2?7%1)2—1-5/1038)} (11.36)

p s==%1

Para particulas en una caja de volimen V = L3 | o= hE, donde k; = 2mn; /Ly n; =0,+£1,£2,....
En el limite termodinamico:

Q= ——— k In<1 ——h%k Bs ) ¢rdk
Ok /0 S:Zil n{ + zexp( 5o + BuoBs

kgTV [2m\3/2 [
s==+1

donde hemos usado el cambio de variable € = h?k?/2m. Podemos entonces escribir

Q=0,+0Q_ (11.38)
donde

kgTV (2m\*? = |, —BetBuoB
2=t () [ nfre et a )



El ntimero medio de electrones esta dado por

o9
) == (G2 = (0 0

donde

3/2 roo .
(Ni) = Vv <2m> / el/2 {1 + ZfleﬁﬂFﬂuoB} de
0

es facil ver que

11.2.1. Magnetizacion en el estado fundamental

Para 6 —
z — ePeF
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(11.40)

(11.41)

(11.42)

donde €f es la energia de Fermi, esto es, el potencial quimico a 1" = 0. Por ejemplo, el integrando

de (V1) se comporta como

1 1

14 z=lexp (Be — BuoB) T Texp (B (e — poB — €r)]

1 e—pB—€er <0
0 e—pugB —€p >0

2V /2m\3/?
(N_) = 312 <h2> (er — poB)*/*
Tenemos entonces
1V /2m\3/?
(N) = 62 ( 72 ) [(fF + 10B)*? + (ep MOB)?)/Q}
1V /2m\3/2
M = 62 <h2> Ho [(GF + 1o B) /2 - (er NOB)B/Q}

Escribiendo

(11.43)

(11.44)

(11.45)

(11.46)

(11.47)

(11.48)
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1V /2m\?/?
2 (5r ) moed? [0+ poB/er)” = (L poB/er)] (11.49)

podemos desarrollar para campos débiles pgB < €p:

1V (2m\*?2 35~ [/ mB\?
Vo2m\3¥? g5 (B 5 | (moB\?
=g (Ge) o (57) w0 | (%) .
Asi, tenemos que, para campos débiles
3 B
M ~ = (N) o (“0 ) (11.52)
2 €r

esto es, la magnetizacion es directamente proporcional al campo magnético B y por lo tanto la
susceptibilidad a campo nulo es constante y positiva:

1 (OM 3ppd
Xo=— () =P (11.53)
\%4 0B V,N T—0.B=0 26F
Este es uno de los resultados caracteristicos del paramagnetismo de Pauli.
11.2.2. Magnetizacion en el limite degenerado 7' < TFx
A temperatura finita la magnetizacién viene dada por
M = po({(Ny)—(N-))
V. o/2m\3/? o0
= 13 <h2> MO/() /2 {f(e — uoB) — f(e + poB)} de (11.54)
donde
)= s (11.55)
T e ’

es la distribucién de Fermi. Vamos a hacer ahora un desarrollo de las funciones f(z) en el integrando
de la Ec.(11.54) para campos débiles B < 1. Conservando el primer orden no nulo en el desarrollo
tenemos

Vo /2m\%/? 9 ® 19
M ~ _ﬁ <h2> /,LoB/O € / f/(ﬁ)dﬁ

Vo /2m\3/? *©
= 1= (TL2> N%B/O e V2 f(e)de (11.56)
donde en el tltimo paso hemos integrado por partes. De la misma manera tenemos que
Vo o/2m\3/2 oo
(N) ~ o2 (fﬂ) /o €'/? {f(e — poB) + f(e + poB)} de

Vo /2m\3/2 e
= 27T2(h2> /O /2 f(€)de (11.57)
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La ecuacion anterior puede re-escribirse como

(N) =2V A7 f3/2(2) (11.58)

donde f3 /2(2) viene dada por la Ec.(9.11), esto es, la ecuacién correspondiente al caso sin campo
externo, de la cual se determina p en funcién de T'y p. Asi, para campos débiles y bajas temperaturas
T < Tr tenemos de las Ecs.(9.31) y (9.26) que

72 (kpT\?
_ 1_ 11.
L EF[ 12<€F)+ (11.59)
con
_ 372 203 11.60
GF_%(“’) (11.60)

Por otra parte, puede obtenerse un desarrollo asintético de la integral de la Ec.(11.56), utilizando el

mismo método que usamos para obtener f3 /2 (z) a bajas temperaturas, esto es, integrando primero

1/2

por partes, desarrollando luego el factor €'/“ resultante en serie de Taylor alrededor de € = i e

integrando término a término. Obtenemos asi

3u2B (N) <u )1/2 w2 (k:BT)2
M=———""— 1—— | — 11.61
2ep €F 12 W + (11.61)
Usando la Ec.(11.59) obtenemos
3uiB (N) 2 (k:BT>2
M = 12 . 11.62
2ep 12 \ ep + ( )

de donde podemos obtener la susceptibilidad a campo nulo

2 2 T 2
Yo = SHop [1 i ("fB ) +1 (11.63)

2er |7 12\ ep

que incorpora la primera correccién debida a fluctuaciones térmicas a la Ec.(11.53). Esta fue la
expresion obtenida por Pauli en su trabajo pionero, explicando la dependencia debil de la sus-
ceptibilidad con la temperatura que ocurre en los metales alcalinos, para los cuales Tr es muy
grande.

11.2.3. Limite de altas temperaturas

Para altas temperaturas tenemos que z < 1. Asi

f(z) ~ ze " (11.64)

esto es, la distribucién de Fermi tiende a la distribucién de Maxwell-Boltzmann. Reemplazando en
las Ecs.(11.54) y (11.57) tenemos que

v 2m )\ 3/2 o0
M= 2’“;2 (g’;) senh(BpoB) / €1/2e=PBee (11.65)
iy 0

Vz (2m)\3/? & _
(N) = ) (h?) cosh(ﬁ,uoB)/O e'2e=Pe e (11.66)



148

Combinando estas ecuaciones obtenemos

B
M = po (N) tanh (“0) (11.67)
kT

de donde la susceptibilidad a campo nulo resulta

 pud

= 11.68
T (11.68)

X0
Esta ultima expresién se conoce como ley de Curie, siendo caracteristica de la mayoria de los
sistemas paramagnéticos. Estas expresiones son las mismas que se obtienen considerando un sistema
de N spines distinguibles en el ensamble canénico. Vemos asi que dicho resultado corresponde al
limite clasico, en el sentido de la distinguibilidad de las particulas, de un gas de electrones con spin.

11.3. Ferromagnetismo

Uno de los fenémenos mas interesantes de la fisica del estado sélido es el ferromagnetismo, esto
es, materiales cristalinos que permanecen magnetizados ain en ausencia de un campo externo. De
hecho, histéricamente este fue el primer fenémeno magnético en ser descubierto! y el que originé el
estudio del magnetismo en los albores de la fisica. Sin embargo, el problema es de tal complejidad
que aun hoy existen aspectos que no se comprenden completamente.

Desde un punto de vista microscopico el ferromagnetismo se presenta como un fenémeno coop-
erativo, en el cual una fraccién macroscépica de spines (es decir, momentos magnéticos) se orientan
mas o0 menos en la misma direccién por debajo de cierta temperatura critica (en muchas casos
bastante alta). Como ya hemos visto, sistemas de particulas no interactuantes no presentan ferro-
magnetismo, esto es, la magnetizacién se anula siempre a campo nulo. La pregunta es entonces, que
tipo de interaccion es capaz de dar lugar a un ordenamiento espontaneo, coherente, de los momentos
magnéticos? Sabemos que existen fuerzas de interaccién magnéticas entre dipolos permanentes, las
cuales dependen de la orientacién relativa de los dipolos y decaen con la distancia. No obstante, los
valores tipicos de la energia de interaccién entre dos dipolos atémicos son sumamente pequenias (del
orden de 10~#eV, lo cual equivale a temperaturas del orden del grado Kelvin) siendo insuficientes
para explicar el ordenamiento a temperaturas razonablemente altas, en muchos casos superiores a la
temperatura ambiente. Por otro lado, las energias electrostaticas entre electrones o entre electrones
y iones, son suficientemente intensas como para explicar un ordenamiento a las temperaturas ob-
servadas. En 1930 Heisenberg, Dirac y otros propusieron un mecanismo que combina la interaccién
coulombiana entre electrones con el principio de exclusién de Pauli.

11.3.1. Interacciones de intercambio: el modelo de Heisenberg

A fin de ilustrar como una interaccién electrostatica combinada con el principio de exclusién
de Pauli puede dar lugar a una interaccién magnética efectiva, vamos a considerar el caso de dos
electrones interactuantes en una molécula de hidrégeno. Esto es vamos a analizar las funciones de
onda para dos electrones en un potencial que resulta de dos nucleos hidrogenoides localizados a
cierta distancia fija entre si. Podemos pensar este sistema como un “sélido” conformado juntando
N = 2 atomos con un electrén de valencia cada uno. Si despreciamos las interacciones spin-érbita,
el Hamiltoniano H de este sistema no depende del spin. Asi, la solucién general ¥ de la ecuacién
estacionaria HU = EV factoriza en una parte puramente orbital (7,7 ), solucién de la ecuacién

La existencia de la magnetita Fe3O4, imanes naturales que se encontraban en la provincia de Magnesia y de ahi
su nombre, era conocida por los antiguos griegos. Sin embargo, existen evidencias brujulas a base de magnetita en
China entre el 3000 y el 2500 a.C..
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2
Ho = _2% (V3 +V3) 6+ V(1. 7)o = Eo, (11.69)

y una parte dependiente del spin de los electrones; esta dltima se construye como combinacion
lineal de los estados

l01)1 [o2)4

donde |o;), es el autoestado de la matriz de Pauli ¢} asociada a la particula i correspondiente al
autovalor o; =T, |.

El principio de exclusiéon de Pauli impone que la funcién de onda total ¥ sea antisimétrica,
lo cual puede obtenerse exigiendo que la parte orbital sea simétrica y la de spin antisimétrica o
viceversa?. Resulta conveniente elegir como funcién de spin los autoestados del spin total S? y su
componente S?, ya que estas seran cantidades conservadas. Dichos estados a la vez tienen paridad
definida, de manera que podemos designarlos segin su paridad:

1

xa(o1,09) = 7 (M1 W = 111 11)2) (11.70)
la funcién antisimétrica que corresponde al singlete de spin total S =0y
1)1 17)2
Xs(o1,02) = ¢ o5 (N1 112+ 111 11)2) (11.71)
D111

las funciones simétricas correspondientes al triplete, compuesto por los autoestados de spin total
S =1y de S? con autovalores 1, 0 y —1 respectivamente.
Los dos tipos de funciones de onda globalmente antisimétricas tienen entonces la forma:

¥s(m1,72) = ¢5(71,72)xa(01, 02) (11.72)

con la parte posicional simétrica y la parte de spin antisimétrica y

Yi(71,72) = ¢a(r,72)xs (01, 02) (11.73)

con la situacion invertida.

La primera aproximacion a este problema consiste en despreciar la interaccién electrén-electrén
y obtener las autofunciones orbitales de particulas independientes para luego combinarlas de manera
de obtener las propiedades de paridad requeridas. Una vez obtenidas las autofunciones orbitales
®a,s, la interaccion electrén-electrén puede ser considerada perturbativamente, esto es, a primer
orden se considera el valor médio del potencial coulombiano en los diferentes estados orbitales.

Existen distintas aproximaciones para obtener las funciones de onda orbitales ¢ 4 5. Una aproxi-
macién particularmente indicada para generalizar el tratamiento a un sélido (es decir, a un sistema
de N &tomos) es considerar inicialmente los dos dtomos separados a una distancia muy grande,
cada uno con un electrén en un estado orbital hidrogenoide ¢;(7), i = 1,2, donde el subindice
1 indica el nucleo en el cual esta centrado el orbital. Si la energia del orbital es €y, entonces el
estado fundamental de este sistema es 2¢, el cual tiene degeneracién cuatro, correspondiente a
las diferentes orientaciones relativas de cada spin electréonico. Los estados singlete y triplete estan
por lo tanto degenerados: Fs = F; = 2¢g. Al acercarse los atomos se producira una superposicién
de los orbitales y las autofunciones del (11.69) ya no corresponderan al producto de los orbitales
aislados. Esto dard lugar un desdoblamiento de este nivel, levantandose la degeneracion entre la

*Notemos que siempre podemos elegir las autofunciones del Hamiltoniano (11.69) con paridad bien definida, en
virtud de la simetr{a ante intercambio de particulas del potencial V (71, 72)
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energia del singlete E y la del triplete Ey; los tres estados del triplete continian degenerados, ya
que la interaccién es independiente del spin y los tres estados tienen la misma parte orbital. De
hecho es posible demostrar que el estado fundamental exacto del Hamiltoniano (11.69) corresponde
al una funcién orbital simétrica y por lo tanto al estado singlete.

Si el orbital ¢(7) es una funcién muy localizada en el nucleo, la superposicién de orbitales lo-
calizados en diferentes nucleos serd pequena asi como el desdoblamiento del nivel. Asi, una posible
aproximacion de las funciones orbitales consiste en utilizar combinaciones simétricas y antisimétri-
cas de orbitales localizados en diferentes nucleos, esto es

¢5,4(71,72) = 01(F1)p2(72) £ @2(71)p1(72) (11.74)

Esta eleccion se conoce como aproximacion de Heitler-London. Su generalizacion al caso de
N atomos constituye una buena aproximacién a los sélidos aislantes. En ausencia de interaccién
entre los electrones, la aproximacion anterior puede ser muy mala, ya que excluye combinaciones
de orbitales localizados ambos en el mismo nucleo; en ausencia de repulsiéon entre electrones esta
contribucién puede ser importante. Sin embargo, esta ltima situacion elevaria mucho la energia
en presencia de repulsiéon coulombiana y por lo tanto la aproximacién de Heiter-London resulta
apropiada en este caso.

El desdoblamiento entre niveles E;— E; debido a la interaccién electrén-electrén puede calcularse

entonces de manera perturbativa como
e? e?
( Ys ) = (e || — || ¥ (11.75)
12 712

Reemplazando la Ec.(11.74) y usando que el potencial de interaccién es simétrico ante el intercambio

1 = 2 tenemos que
o2
12

El segundo término en la ecuacion anterior es un elemento de matriz entre dos estados que difieren
entre si solamente a través del intercambio de las coordenadas de los electrones y de ahi que se lo
denomina término de intercambio.

En las condiciones en que resulta valida la aproximacién de Heiter-London, el desdoblamiento
del estado fundamental es pequeno comparado con las otras energias de excitacién del sistema
de dos electrones. Asi, las propiedades del sistema, al menos a temperaturas relativamente bajas,
estaran dominadas por estos cuatro estados. En el subespacio de estos estados podemos construir
un Hamiltoniano efectivo de acuerdo a lo siguiente. Sean S, =q; /2,1 =1,2, los operadores de spin
asociados con cada electrén, donde &; son matrices de Pauli (hemos tomado i = 1). Tenemos que

E, - E = <¢Js

Es—E =4 <¢1(F1)¢2(F2)

@2(F1)¢1(F2)> (11.76)

S_’? = % (% + 1) = %, de manera que el operador de spin total S satisface:

. L .\2 3 Lo
§=(Si+ %) = 52508, (11.77)
y por lo tanto los estados singlete y triplete son tambien autoestados del operador

S1.8y=-8- % 11.78
152 = 5 1 ( )
Dado que el operador S2 tiene autovalores S(S + 1), el operador (11.78) tiene autovalor —3/4 en

el singlete (S =0) y 1/4 en el triplete (S = 1). En consecuencia, el operador

1

"=

(Es + 3E;) — (Es — E;)S1.5, (11.79)
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tiene autovalor Es cuando aplicado al singlete y autovalor F; cuando aplicado a cualquiera de los
estados del triplete. Redefiniendo el cero de energia tenemos el Hamiltoniano efectivo

H=-J5.5  J=E,—E (11.80)

que representa una interaccién magnética efectiva entre los spines electrénicos, la cual se conoce
como interaccion de intercambio. Esta interaccién favorece que los spines esten alineados si
J > 0 y antialineados si J < 0. Esto se corresponde con el hecho de que los spines se encuentran
antialineados en el singlete (Fs < E; = J < 0) y alineados en los estados triplete (Es > Ey = J >
0); J se conoce como constante de intercambio. Esta interaccién magnética efectiva es resultado
combinado de las interacciones coulombianas y las exigencias de antisimetria de las funciones de
onda exclusivamente.

Para un cristal regular con N atomos, si bien el tratamiento es mas complicado, se arriba
béasicamente al mismo resultado. En este caso, el estado fundamental de N atomos muy separados
correspondiente a un orbital localizado tiene una degeneracién 2VV. El desdoblamiento de estos
niveles en el caso en que los iones se encuentran cerca, pero ain lo suficientemente distanciados como
para que el desdoblamiento de energia sea pequeno comparado con otras energias de excitacion,
viene dado por el Hamiltoniano de Heisenberg:

H=-J > S.5; (11.81)
<iyj>
donde los operadores de spin se encuentran asociados con los sitios del cristal y la suma }°_; ;- corre
sobre sitios primeros vecinos. Esto se debe a que la integral de intercambio involucra superposiciones
de funciones de onda localizadas, las cuales son apreciables en general solo entre sitios primeros
vecinos.

Lo que es mas notable es que el Hamiltoniano de Heisenberg describe una gran variedad de
casos, incluyendo situaciones en las cuales las funciones de onda de dtomos individuales esta lejos
de ser consideradas orbitales localizados, como es el caso de los metales. De hecho, es posible en
ciertas circunstancias derivar un modelo de Heisenberg efectivo en metales a partir de la teoria
de bandas?® Dependiendo del tipo de orbitales la constante de intercambio puede adoptar valores
positivos o negativos. El primer caso describe un material ferromagnético, cuyo estado fundamental
corresponde a todos los spines alineados, en tanto que el segundo describe un sistema antiferro-
magnético, el cual describiremos mas adelante. No obstante, a diferencia del caso N = 2 antes
descripto, en el caso general no se conoce el espectro completo del Hamiltoniano (11.81).

11.3.2. Modelos derivados del modelo de Heisenberg

El modelo de Heisenberg ferromagnético presenta magnetizacién espontanea, con una temper-
atura critica T, > 0, en cristales tridimensionales. En cristales uni o bidimensionales la magneti-
zacién a campo nulo es cero para toda temperatura finita.

La mecdnica estadistica del modelo de Heisenberg resulta extremadamente complicada de obten-
er, ya que ni siquiera se conoce de manera exacta el espectro del Hamiltoniano (11.81). No obstante,
la fenomenologia de la transicién de fase ferromagnética puede analizarse utilizando modelos mas
sencillos, los cuales pueden derivarse del de Heisenberg.

Las interacciones de intercambio presentes en el modelo de Heisenberg son totalmente isotrépi-
cas. No obstante, en sélidos reales los electrones presentan acoplamientos spin-orbita con las dis-
tribuciones de carga de los iones en el cristal. Esta distribuciones de carga tienen a menudo las
simetrias del cristal, dando lugar a campos magnéticos efectivos en las direcciones de ejes cristali-
nos, las cuales introducen anisotropias en las interacciones de intercambio. Estas anisotropias dan

3D. C. Mattis, The Theory of Magnetism made Simple, World sicentific, 2006.
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lugar a lo que se conoce como "ejes faciles” de magnetizacién, esto es, sistemas en los cuales la
magnetizacién espontanea ocurre preferencialmente en la direccién de algun eje particular. Una
manera posible de describir estos sistemas es mediante el modelo de Heisenberg anisotroépico:

H=-Y [JszSj- + Ty (ngfs; + Sg/s;/)} (11.82)
<i,,7>

El limite J, — 0 del Hamiltoniano (11.82)

Hoy = —Juy Y (S?Sf+535§’) (11.83)
<%,,]>

se conoce como modelo XY o planar. En el limite J,, — 0 tenemos el Hamiltoniano

J.
H=-= > oo} (11.84)
<i,,J>
donde o7 es una matriz de Pauli asociada con el sitio 7. Este Hamiltoniano es diagonal en la base
de estados

N
1:[ |oi)

con autovalores

H({o;}) = —% > oio; (11.85)
<dyj>

donde o; = £1. La funcién H ({o;}) corresponde al Hamiltoniano de Ising. A veces este modelo
es considerado clasico, en el sentido de estar descripto por variables de estado discretas en lugar
de operadores en un espacio de Hilbert. Sin embargo, su origen es netamente cuantico. De hecho el
modelo de Ising, a pesar de su extrema simplificacién, describe correctamente el comportamiento
termodinamico de diversos materiales magnéticos reales. En el capitulo siguiente anlizaremos la
mecanica estadistica de este modelo.



