Capitulo 3

Distribuciones de probabilidad
multivariadas

Sobre un dado espacio muestral podemos definir diferentes variables aleatorias. Por ejemplo,
en un experimento binomial, X; podria ser la variable binomial (ntimero de total de éxitos) y X»
el nimero de éxitos en las k primeras pruebas. Si las variables aleatorias X1, Xo,..., X, estdn
definidas sobre el mismo espacio muestral S se dice que estdn conjuntamente distribuidas.

3.1. Distribucién de probabilidad conjunta

La funcién de distribucién conjunta para las variables aleatorias X1, X, ..., X, se define como

Fx, . x,(z1,...,2y) = Prob{X; < a,..., X, <.} (3.1)

donde {X; < z1,..., X, <} = {Xi <z} N{X1 <ax2} N...N{X, < z,}. En otras palabras,

Fx,.. x,(x1,...,2,) es la probabilidad de que las variables aleatorias X; tomen simultaneamente

valores en los intervalos {—oo < X; < x;} con i = 1,...,n. La densidad de probabilidad con-
junta fx,  x, (x1,...,2y,) se define entonces como

8"FX1 X (:rl,...,:vn)
Tlyen.yTp) = o 3.2
fX17---7X7L( 1 n) 8131 L 8xn ( )

de tal manera que

1 Tn
Fx,  x,(x1,...,2p) :/ / deh . ..dx), fx,.. x, (@}, ..., 2)) (3.3)
— 00 — 00

Consideremos por simplicidad de aqui en mas solo dos variables aleatorias X e Y, con funciones
de distribucién y densidad Fxy(z,y) v fx,y(z,y) respectivamente. La funcién de distribucién
satisface Fyy(—o00,y) = Fxy(z, —00) = Fx y(—00,—00) =0y Fx y(c0,00) = 1. Ademas:

Fxy(z2,y) — Fxy(z1,y) = Prob{z1 < X1 <x2;Y <y}

La densidad de probabilidad fx,y(x,y) satisface las condiciones fxy(z,y) >0y

| e [y pryiay) =1 (3.4)

Dadas dos variables X e Y distribuidas conjuntamente, la funciéon de distribucién reducida o
marginal Fx(z) para la variable X viene dada por

Fx(e) = Fxy(@.00) = [ dof [~ dy (@) (35)
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Y de la misma manera, la densidad de probabilidad marginal fx(x) para la variable X se define
como

fx(z) = /_O:O dy fxy(z,y) (3.6)

Las funciones de distribucién y marginal para la variable Y se obtienen de manera semejante.
El momento n-ésimo de la variable X se define como

(x") = /_O:O dx /_o:o dy =" fxy(z,y) = /Oo 2" fx(x) dx

—0o0

Los momentos conjuntos para las variables X e Y se definen como

o0 [e.e]
@y = [ do [ dyany™ fry(a) (37)
—00 —00
El momento conjunto mas comunmente utilizado en fisica es la covariancia

Cov(X,Y) = ((z — (2))(y — (1)) = (zy) — (x) () (3-8)

que nos da una medida de la correlacién entre fluctuaciones de ambas variables. Altermativamente,
suele usarse la funcién de correlacién (también llamada coeficiente de Pearson):

Cov(X,Y)

Cor(X,Y) = P

(3.9)

la cual es adimensional. La funcién de correlacién satisface las siguientes propiedades (facilmente
demostrables):

» Cor(X,Y) = Cor(Y, X)
» —1<Cor(X,Y)<1

Cor(X,X) =1, Cor(X,-X) =-1
» Cor(aX 4+b,¢Y +d) = Cor(X,Y) sia,c#0

Dos variables aleatorias X e Y son independientes si

fxy(@,y) = fx () fy(y) Yo,y
Si X e Y son independientes se satisfacen las siguientes propiedades
= (2™y") = (™) (y")
» Cor(X,Y)=0
» V(X +Y)=V(X)+V(Y)

Esta ultima propiedad se generaliza directamente al caso de n variables X1, ..., X, todas indepen-
dientes entre si:

1% (fj XZ) = En:V(Xi) (3.10)
i=1 =1

Al tratar con muchas variables aleatorias, a menudo necesitamos encontrar la densidad de
probabilidad de una nueva variable que es funcién de las anteriores. Por ejemplo, supongamos que
conocemos la densidad conjunta fx y(z,y) y queremos obtener la densidad de probabilidad de la
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variable Z = G(X,Y’), donde G es una funcién conocida de dos variables. En una generalizacién
de la Ec.(2.20), tenemos que

f2(2)= [ do [~ ays (e Glay) frylew) (3.11)

esta expresion se generaliza facilmente al caso de n variables.
Tomemos un ejemplo. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, con distribuciones
gaussianas de media nula y variancia unitaria, esto es

—x2/2

fx(z) =

e

2
e Y /2

fr(y) =

-5~
3 3

Supongamos que queremos conocer la densidad conjunta de las variables

<
|

X+Y
W = X-Y (3.12)

Tenemos que

Frw(o,w) = 21/ do [ dy s (o= v(@y) 8 (w - w'(ay) e
T J 0o oo

donde v'(z,y) =x +y y w'(z,y) = x — y. Cambiando las variables de integracién a v, w':
1 o o xr y _ w/2 12
fvw (v, w) = %/—wdv//—wdwlj( o )(5(1}—1}’) § (w—w')) e Wty)/4

donde hemos usado que 2 + y2 = (w/Q + U/Q)/ 2y

x oy _1
J(v’ w’)_2

es el Jacobiano de la transformacién (3.12). Asi,

fow(v,w) = — o~ (w?v?)/4

Dado que fy,w (v, w) es factorizable, las variables V' y W son independientes.
De la Ec.(3.11) la funcién caracteristica para una variable Z = G(X,Y) resulta

fz(k) = /jO dx /jo dy @Y fry (2, y) (3.13)

3.2. Distribuciones binomiales

3.2.1. Derivacién mediante la funcién caracteristica

Resulta instructivo derivar nuevamente la distribucién binomial a partir de los conceptos que
hemos visto en esta seccién. En un experimento binomial podemos describir el resultado de cada
prueba individual mediante una variable aleatoria X;, donde el indice ¢ corresponde al niimero de la
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prueba. La variable X; puede tomar los valores = 1 con probabilidad p y = 0 con probabilidad
1 — p. La densidad de probabilidad para esta variable es

fx;(x) =pdx—1)+ (1 —p)(z) (3.14)

y su funcién caracteristica resulta

fx.(k)=(1—p)+pe* (3.15)
Dado que todas las pruebas son independientes, la densidad de probabilidad conjunta para las
variables correspondientes a las n pruebas es
le ----- Xn($17 s 75Un) = le(xl) X X an(ZCn)

La variable binomial (nimero de éxitos en las n pruebas) puede expresarse como Y, = > 1" ; X;.
De la Ec.(3.13), la funcién caracteristica para la variable Y,, resulta

fyn (k) = /_O:o d(El s /_O:o d.an eik(x1+---+xn) le (371) X oo X an (:L’n)
= Fxi (k) x o x Fx, (k) = (g +pe®)” (3.16)

donde ¢ = 1 — p. Expandiendo el binomio tenemos

fyn (k) = i ( 7;’ >plqnleikl (317)

=0
de donde la densidad de probabilidad para la variable Y,, resulta

oy / dk e fy (k) = ( >plq”—l 5y —1) (3.18)

=0

que es equivalente a la expression (2.5).

3.2.2. Limite n — oo

En muchas aplicaciones vamos a trabajar con distribuciones binomiales con n muy grande.
Queremos entonces obtener el comportamiento asintético de la distribucién binomial cuando n —
0o. Tanto el valor medio cono la variancia divergen en este caso. Asi, resulta préctico trabajar con
la variable aleatoria normalizada

Y, — Y, —
Z, = n (Wn) _ Yn —pn (3.19)

Y, vpan

La densidad de probabilidad para la variable Z,, es

[z, (2 / dy&(z—%) fv,.(y)

y la funcién caracteristica

fz. (k) = / dz e** f, (2 / dy exp (zk
_ e—ik\/pn/qfYn (

pn
W) fr.(y)
) = (Qe_ik\/m+peik q/p”)n (3.20)

vbgn
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donde hemos usado la Ec.(3.16) y que ¢ = 1 — p. A continuacién desarrollamos la cantidad entre
paréntesis en potencias de k. Es facil ver que los dos primeros términos no nulos son 1 — k?/2n.
Asi, podemos expresar

2

fz. (k) = (1 - ]21(1 + Rn)> (3.21)

n

donde

o~ 1 ik \"pg"™ +q(=p)"
por$ L ()
=ml \Vn (pq)™/2

Para n — oo tenemos que R,, — 0. Sea Z = lim,,_,~, Z,,. Entonces

fz(k) = lim fz (k)= lim (1—’#) = e ¥/ (3.22)

n—00 n—00 2n

Asi, en el limite n — oo obtenemos

1 [ . 2 1 2
z) = — dk e e k12 = ¢=27/2 3.23
La variable Z tiene una distribucion gaussiana con media nula y variancia oz = 1. Para el caso n >
1, pero finito, aiin podemos aproximar fz (2) ~ (1v/27)exp(—2z2/2). Transformando nuevamente
a la variable y = oy z + (y) tenemos finalmente

oo _ 2
Ty, (y) ~ LOO dz6(y—oy z+(y)) fz(2) = in/ﬂ exp <_(y20<§//>)) (3.24)

3.2.3. Caminata aleatoria

El problema de la caminata aleatoria es un ejemplo de un problema binomial en fisica. Este
es un modelo simplificado para el movimiento Browniano, esto es, el movimiento de una particula
bajo la accién de fuerzas aleatorias sin correlacion entre si y constituye la explicaciéon mas bésica
del fenémeno de difusion. Veremos el caso mas simple de una caminata unidimensional.

Consideremos el caso de una particula restringida a moverse a lo largo del eje x. A cada intervalo
de tiempo 7 la particula tiene una probabilidad p = 1/2 de dar un paso de longitud A hacia la
derecha y una probabilidad ¢ = 1/2 de dar un paso equivalente hacia la izquierda. Supongamos que
la particula ha dado N pasos y que los pasos son estadisticamente independientes (la probabilidad de
un paso a la derecha o a la izquierda a cada instante es independiente de todos los anteriores). El paso
i-ésimo tiene entonces asociada una variable X; que toma los valores x = +£A con probabilidades
p=q=1/2y por lo tanto su densidad de probabilidad es

Fe(@) = % (6(z — A) + 6(z + A))

y la funcién caracteristica resulta fx, (k) = cos(kA).

El desplazamiento neto Yy de la particula al cabo de N pasos esta dado por Yy = Zi]il X,
suponiendo que la particula parte del origen. De la Ec.(3.16) tenemos que la funcién caracteristica
para la variable Yy es

Fyy (k) = (cos(kA)Y (3.25)

Vamos a analizar ahora el limite cuando tanto el desplazamiento neto en un paso A como el
tiempo entre pasos T se vuelven infinitesimalmente pequenos. En dicho limite tanto Yy como el
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Figura 3.1: Densidad de probabilidad para la caminata aleatoria unidimensional con D = 1/2.

tiempo transcurrido t = N7 pueden aproximarse por variables continuas. Podemos escribir entonces
fyy (k) = fy(k,t). Dado que la particula parte del origen (y = 0), tenemos que fy (y,t = 0) = d(y)
y por lo tanto fy(k,0) = 1. De la Ec.(3.25) podemos escribir

k2A?

fY(k7t+T) - fY(kvt) = (COS(kA) - 1) fNY(kvt) = <_ + - ) fY(k7t) (326)

Si tomamos el limite para N — oo y 7 — 0 manteniendo ¢ = N7 constante, tenemos

Frk,t+7) = fy(k,t) _ Ofy (k,t)

lim 1f 2
it : ot (3.27)
De la Ec.(3.26) tenemos entonces
Oty (k1) lim lim If L (kA7 o) fy(k,t) (3.28)
= lim lim lim = — | — .
ot N—ocoT7—0A—0 T 2 ¥
La tnica manera de que este limite sea finito (y distinto de cero) es que
2
lim lim — =D < o0
T—0A—0 T
en cuyo caso obtenemos la ecuacién diferencial
O fy (k,t -
Y _ g2 (), (3.29)
ot
cuya solucién con la condicién inicial fy (k,0) =1 es
Fy (k,t) = e DK (3.30)

La densidad de probabilidad es

Frint) = o [~ etve = [ (- (3:31)
v o | o 47 Dt 4Dt '
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Asi, la probabilidad de encontrar al caminante en una posicién entre y e y + dy es gaussiana con
media nula y desviacién estandar ¢ = v/2Dt. La densidad de probabilidad se “desparrama”en el
tiempo manteniendo el drea unitaria, como se muestra en la Fig.3.1. Notemos que v/(y?) = o o< /1.
Este es el comportamiento caracteristico de un movimiento difusivo: el desplazamiento de una
particula browniana de su posicién inicial crece com v/t. La constante D se conoce como coeficiente
de difusién. De hecho, notemos que de la definicién

fY(yvt) = ! /_o:o e_ikny(kvt)

T om

tenemos que

6fY(y7t) _ 1/00 e—ikyafY(kat)

ot 27 J_ s ot
y
FPfy(y,t) 1 [ o
i =g L

Asi, antitransformando la Ec.(3.29) obtenemos

8fY(kvt> _ anY(yat)
o =D (3.32)

Esta dltima ecuacién diferencial se conoce como ecuacién de difusién (tiene la misma estruc-
tura que la ecuacién de difusién de calor) y su solucién viene dada por la Ec.(3.31).

3.3. El Teorema del Limite Central

Consideremos un conjunto de N variables aleatérias X;, todas independientes entre si e idéntica-
mente distribuidas, esto es, la densidad de probabilidad fx () es la misma para todas. Un ejemplo
de esto podria ser la repeticién independiente de un mismo experimento N veces. Sean p = () y
02 = V(X) el valor medio y la variancia correspondientes a la densidad fy (z).

Consideremos ahora la variable Yy, definida como la desviacion del promedio aritmético de

las N variables respecto de p, esto es

1 N N
Y= Xi—p=2 7 (3.33)
=1 =1
donde
N

donde (Z;) =0y V(Z;) = 0?/N?. Resulta inmediato que

(35) =

con lo cual

(Yn)=0 (3.35)

Pensemos en que queremos medir una cierta cantidad, la cual fluctua de experimento en experimento
(X;). Habitualmente queremos estimar el valor medio de esta variable (u), para lo cual repetimos
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el experimento N veces y aproximamos g por el promedio aritmético de las N mediciones. Sin
embargo, ese promedio es a su vez una variable aleatoria (si repetimos la serie de N experimentos,
el nuevo promedio también fluctua). La Ec.(3.35) nos dice que el valor medio de este promedio
coincide con u, con lo es en principio un estimador aceptable. Sin embargo, querriamos evaluar de
alguna manera el error cometido en esta estimacién. Para eso tenemos que analizar las fluctuaciones
del promedio aritmético respecto de su valor medio, las cuales estan descriptas por la variable Y. Si
recordamos la ecuacién (3.10), vemos que, bajo el supuesto de que las mediciones son completamente
independientes entre si, tenemos que

N 2

V(YN) =D VI(Z) =+ (3.36)

con lo cual oy, =0/ V/N. Podemos concluir a partir de este resultado que la dispersién del prome-
dio disminuye con N? Estrictamente no, ya que podria ocurrir que momentos de orden superior
al segundo se hagan muy grandes. Para dar una respuesta a la pregunta anterior debemos obten-
er la distribucién de probabilidad para la variable Yx. Para ello calculamos primero la funcién
caracteristica para las variables Z;. Tenemos que

oo
Frk) = / dr dFNE) fo () =1 — = 2 g2 4. (3.37)

o 2 N2
donde hemos desarrollado en serie de Taylor la exponencial e integrado término a término. Si este
desarrollo es vélido, es decir, si los momentos de fx(z) son finitos, los término superiores pueden
despreciarse para N suficientemente grande (notemos que el caracter oscilatorio del integrando
asegura que la integral se va a cero para valores grandes de k). La funcién caracteristica para Yy
es por lo tanto

. 1 k2 " k202
Jyy (k) = (1 —5 WUQ + - > — exp <— 5N ) para N — o0 (3.38)

v la densidad de la variable Yy:

1 [ iky k2o?\ N Ny?
fyy(z) — %/_OO dk e exp< o | =\ 32 &P | T 57 (3.39)

Independientemente de la forma particular de fx(x), si sus momentos son finitos, el promedio
de un nimero grande de mediciones de X tiene una distribucién gaussiana centrada en (z) y con
desvio estandar igual al devio de X dividido por v/ N. Este el el Teorema del Limite Central.




