Capitulo 6

El ensemble candnico

En el formalismo termodindmico es posible trabajar en diferentes representaciones (mediante la
transformada de Legendre) las cuales, dependiendo de las circunstancias, resultan mas convenientes
que la representacién entropia. De la misma manera, en la Mecanica Estadistica es posible utilizar
otros ensembles diferentes del microcanodnico, caracterizados por diferentes pardametros macroscopi-
COS.

6.1. Densidad de probabilidad: la funcién particién

Consideremos el caso de un sistema simple con volimen V' y niimero de particulas NV en equilibrio
con un reservorio térmico a temperatura 7', con el cual puede intercambiar calor pero no trabajo.
Nos preguntamos entonces cual es la densidad de probabilidad para un dado microestado. Dado
que el sistema no estd aislado, su energia no es constante y fluctia (puede intercambiar energia con
el reservorio). Pero dado que el sistema estd en equilibrio, podemos asumir que, para un dado valor
de la temperatura del reservorio, el valor medio de su energia esta fijo en

U=(B)=Te(pH) = punEn (6.1)

n
donde n representa un conjunto de numeros cuanticos que indexa una base de autoestados del
Hamiltoniano de N particulas y FE, son los correspondientes autovalores. Podemos encontrar la

densidad de probabilidad aplicando el principio variacional de Gibbs que enunciamos el capitulo
pasado. Para ello debemos maximizar la entropia de Gibbs

S =—kpTr(pInp) = —kp Y _ ppn In pun (6.2)
n
sujeta al vinculo (6.1) y a la normalizacién
Tep=> pun =1 (6.3)
n

Introduciendo dos multiplicadores de Lagrange ag y a1 asociados a cada vinculo tenemos

o [TI'(CY() /3 + o ﬁﬁ - kB ﬁln /3):| =9 Z(QO Pnn + Q1 pnnEn - kB Pnn In pnn)

= Z (g — kB) + a1 Ep — kp In ppp| dprnn =0 (6.4)

n

a primer orden en las variaciones dpy,,. Para variaciones arbitrarias § p,, esto nos lleva a la condicién
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(g —kp)+ a1 Ep —kp Inpp, =0 (6.5)

o bien

Pnn = €Xp (6.6)

(071
— —1 E,,
(kB >+ kp

El multiplicador de Lagrange « puede eliminarse aplicando la condicién de normalizacién (6.3):

o (22 1) S (225 1.

Definiendo la funcién particién

Zn(aq) = exp <1 — > Zn:exp (kB > =Tr (ealﬁ/kB) (6.7)

tenemos

ealEn/k‘B ealEn/kB

Zn() — X, enalks

Pnn = (6-8)

A continuacién determinamos el multiplicador «y. Para ello multiplicamos la Ec.(6.5) por pp,
y sumamos sobre n:

(Olo—k?B)—FalU—FS:O (69)

—kp ln[ZN(al)] +oU+5=0 (6.10)

Recordemos que para un sistema simple a temperatura constante con volimen y ntimero de
particulas constantes la representacién termodinamica natural es la de Helmholtz, en la cual la
relacién fundamental es F' = F(T,V,N); la energia libre de Helmholtz satisface la relacién: F —
U+ TS = 0. La comparacion con la Ec.(6.10) nos sugiere la identificacién oy = —1/T y

F(T,V,N) = —kgT In[Zy(T)] (6.11)

La funcion particién toma entonces la forma

Zn(T) = e PF =T (1) (6.12)
donde

1

p kpT

(6.13)
El operador densidad resulta entonces

—BH
p=——= (6.14)
Tr (e‘ﬁH )

El ensemble definido por la densidad de probabilidad (6.14) se conoce como ensemble canénico.
Veremos en breve la consistencia de esta eleccién. Notemos que la energia libre F' se expresa en
términos de la funcién particiéon. Dado que la forma funcional F' = F(T,V,N) es una relacién
fundamental, vemos entonces que toda la informacién termodindmica esta contenida en la funcién
particién.



65

La derivacion en el caso cldsico es entéramente andloga a la anterior (queda como ejercicio para
el lector) y da como resultado

P(paq = T(T) .
con
1
Zn(T) = e PF = o / e PHPD dp dg (6.16)

donde la integral se extiende ahora a todo el espacio de las fases correspondiente a un sistema con
V y N fijos.

6.2. Densidad de estados

Consideremos la integral en el espacio de las fases de una funcién arbitraria f que depende de
(p,q)) a través del Hamiltoniano

I= h;N/f[H(p,q)] dp dq

La misma puede escribirse como

1= [ 1) g
donde
B = [ dpdg/nt (6.17)
H(p,q)=FE
se conoce como densidad de estados; g(E)dE nos da el nimero de estados con energia entre

E y E+ dE. Si en particular elegimos f(H) = ©O(E — H), donde O(z) es la funcién escalén de
Heaviside, tenemos

E
I =S(B)/WN = / g(E')dE'
0
de donde

T 3N 9E B3N
donde S,,(E) es la entropia microcandnica correspondiente a una energia E. Tenemos por lo tanto
que

(B) 1 0X(E) _ w(E) _ s,.(B)/ks (6.18)

o
Zn(T) = / e B g(E) dE (6.19)
0
En el caso cudntico podemos escribir
ZN(T) = e Pbn (6.20)
n

donde el indice n simboliza un conjunto completo de ntimeros cudnticos, esto es, la suma corre
sobre todos los posibles autoestados del Hamiltoniano del sistema y FE,, son los correspondientes
autovalores. Para un sistema finito el espectro es discreto y podemos escribir
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ZN(T) =) g (E)e PP (6.21)

donde, a diferencia de la suma en la Ec.(6.20), esta suma corre sobre todos los autovalores difer-
entes E del Hamiltoniano y ¢'(E) es la degeneracién del autovalor E. En muchos casos se observa
que, en el limite termodindmico, el espectro se vuelve denso, de manera que la suma (6.21) converge
a una integral del tipo (6.19). Asi, podemos asumir esa expresién en general. Veamos un ejemplo.
Consideremos una particula libre encerrada en una caja cubica de dimensién L, de manera que
V = L3. Supongamos que las paredes son perfectamente rigidas, de manera que la funcién de onda
debe anularse en las mismas. El Hamiltoniano de este sistema es
g
2m

donde p = (P, Py, P-) es el operador momento lineal de la particula. Sea ’E> un autoestado ortonor-

malizado del operador vector de onda k= p/h, con <E ’ K > = 0; i~ En la representacién coordenada
tenemos

(7 K ) = Py oy (2,9, 2) = A sin (””2”) sin (”yLﬂy) sin (nsz) (6.22)

donde A es una constante de normalizacién y n,,n,,n. son enteros 1,2,...,00, Los autovalores
permitidos del operador vector de onda k son

i nzwi n nyﬂj n nzw

k
L L

donde i, j y k son vectores unitarios en las direcciones x, y, z respectivamente.
Podemos calcular entonces la funcién particién de una particula! Z; (7). La misma viene dada
por

Z(T) = Tiye 00°/2m = 57 (B W /2m ||y = 5 57 3 0B (6.23)
k ky=n/L ky=n/L k,=n/L

donde los autovalores de la energia son

h2’E’2

E(E) " 2m

(6.24)

Cada una de las sumas en la Ec.(6.23) corre sobre variables que cambian en una cantidad Ak; = 7/L
con ¢ = x,¥, z. Podemos reescribir

174 00 00 o] R
HM=— > > > Ak Ak, Ak, (6.25)
ky=n/L ky=m/L k.=n/L

En el limite de volimen infinito L — oo, Ak; — 0 y las sumas de la ecuacién anterior convergen
a una integral de Riemann, de manera que para L > 1 podemos aproximar

'Esto puede parece un poco extraflo, ya que en general estamos interesados en el comportamiento de ~ 1023
particulas. Sin embargo, mas alld del ejercicio tedrico que representa esta cdlculo, veremos mas adelante que la
funcién particiéon de un gas ideal puede expresarse en términos de Z;.
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am ~ 27 ak, /0 dk, /0 dk, e~ PP

w3 Jo
= V/OO dk /Oo dk /Oo dk, e BEF) (6.26)
(277)3 —00 * —oo v —o0o ?
AV [0
= (2”)3 / k2e=PE® g, (6.27)
us 0

donde k = |k|. Haciendo el cambio de variables k = v/2mE /l obtenemos finalmente

Z\(T) = /0 - g(E)e PEAE (6.28)

donde la densidad de estados g(F) resulta:

g(E) =2r (i‘;) 2m)**VE (6.29)

Esta expresién puede interpretarse facilmente como sigue. Los estados accesibles del sistema se
encuentran distribuidos en los nodos una grilla ctbica en el espacio (kg,ky,k.). El ntimero de
estados con energia entre E y E + dE corresponde al niimero de nodos en dicho espacio ubicados
en un octante de la cdscara encerrada entre las esferas de radio R y R + dR con R = vV2mE/h.
Podemos estimar dicho ntimero dividiendo el volimen de la cascara por el volimen asociado a cada
nodo (w/L)3. El voltimen de una esfera de radio R = v2mE/h es

3/2
o) = TN g
3 h
y el volimen de la céscara
QF 2m)3/2
Q(E + dE) — Q(E) = dd(E) dE = 27 (”7;‘:),, EV?dE

Dividiendo por (27/L)? (el factor 2% = 8 viene porque consideramos un octante de la céscara) se
obtiene la Ec.(6.29).
Finalmente, podemos integrar y obtener la funcién particion

v

Z(T) = 5

(6.30)

donde

h
vV 27kaBT

se conoce como longitud de onda térmica (esta cantidad tiene dimensiones de longitud). Veremos
que constituye una magnitud importante en la descripcion de los gases ideales, ya que puede verse
que la misma es del orden de la longitud de onda de de Broglie para una particula de masa m con
energia kgT.

Notemos que, de la Ec.(6.26), haciendo el cambio de variables p = hk, obtenemos

Ap = (6.31)

V [ee)
Z(T) = o /_ e PWLHPIHP2M gy, dp. (6.32)

que corresponde exactamente a la funcién particion de una particula clédsica.
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6.2.1. Ejercicios

1. Muestre que la densidad de estados y la funcién de particion de una particula en una caja con
condiciones de contorno periddicas resultan idénticas a las obtenidas con paredes reflectantes
en el limite V' > 1.

2. Calcule la densidad de estados para una particula y la funcién particién Z; (7)) en una y dos
dimensiones.

6.3. El gas ideal clasico en el ensemble candnico

La funcién particién para el gas ideal clasico viene dada por

?;N1

1 V N 3N o] 5
Zn(T) = N /dq/dp exp [—ﬁz%plg] = (h3> H/ e PP/ g, (6.33)
i=17 7%

i=1
Notemos que
1% N 00 N Vv N
o= (8)" ([t manen) stm= (L)' o

donde hemos usado la Ec.(6.32). De las Ecs.(6.30) y (6.31) tenemos entonces

1%
F = —kgTNInZ(T) = —kgTN In [hg(%rkaT)S/Q] (6.35)

Notemos que si multiplicamos V' y N por un factor A\, F(T,A\V,AN) # AF(T,V,N). Este es
el mismo problema que encontramos en el ensemble microcanénico y la soluciéon es la misma.
Para descontar el contaje de multiples configuraciones equivalentes de particulas indistinguibles,
debemos dividir la densidad de estados por N!. De la Ec.(6.19), esto resulta equivalente a reemplazar
Zn(T) — Zn(T)/N!, con lo cual

F=—kgTNln L\;;(%mk;BT)?’/?} — kTN (6.36)
La entropia resulta
y la energfa interna
3
U:F+TS:§NI<:BT (6.38)

Reemplazando la Ec.(6.38) en la Ec.(6.37) recuperamos la férmula de Sakkur y Tetrode

VvV /UNY?| 3 5 41 m
S(U,V,N)_Nk:Bln[N<N> ]+2Nk3<3+ln 3h2)

esto es, exactamente el mismo resultado obtenido en el ensemble microcandnico.
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6.4. Algunas propiedades generales del ensemble candnico

Como hemos visto hasta ahora, el formalismo general puede ser desarrollado en forma comple-
tamente andloga en los casos clasico y cuantico. Para evitar de aqui en mas duplicar los célculos,
vamos a adoptar la siguiente nomenclatura:

Zn(T) = Tre P (6.39)

donde el simbolo Tr va a denotar “suma sobre todos los microestados compatibles con los vinculos
del sistema”, esto es, una auténtica traza de operadores definidos en un espacio de Hilbert apropiado
en el caso cudntico o una integral en el espacio de las fases [ ...dpdq/h3*" en el clasico. Los
simbolos p y H podran denotar tanto operadores como funciones de (p, ¢). Salvo que lo indiquemos
explicitamente, todos los calculos con esta notacion seran aplicables tanto al caso cuantico como al
clasico. Asi, el promedio de cualquier observable en el ensemble canénico O puede expresarse como

<0 >= ZlN Tr [O e*ﬂH} (6.40)

Por ejemplo, la energia interna U = (H) resulta

U=(H)= ZlN Tr [He ], (6.41)

la cual puede ser escrita como

0lnZy _ O(BF)

U= = 6.42

o T (6.42)
Otras ecuaciones de estado (por ejemplo, para la presién o la entropia) se obtienen directamente a
partir derivar la relacién fundamental F' = —kgT In Z. Sin embargo, el formalismo de la Mecanica

Estadistica no se limita a una receta para calcular relaciones fundamentales. Podemos también
obtener diversos tipos de informacion microscopica. Consideremos, por ejemplo, el calor especifico
(en el caso de un sistema simple serfa el calor especifico a volimen constante):

10U kB> oU

c= AT =y 33 (6.43)
Derivando la Ec.(6.41) y usando la definicién (6.39)
gg = _21]2\[ aazﬁNTr [He_ﬂH] — ZlNTr [HZ e_ﬂH}
1 0lnZz -

= ~7x oy T [H] (1)

= (H)’ - (H?)
Y asi

c= kfj’vﬂz ((H?) - (1)*) = k@f ((H - (H))?) (6.44)

El calor especifico es proporcional a las fluctuaciones de energia del sistema. Recordemos que el calor
especifico nos da la respuesta del sistema (cantidad de calor absorbida o entregada) ante un cambio
infinitesimal de temperatura. Vemos entonces que la respuesta térmica del sistema esta regulada por
las fluctuaciones de energia. Como veremos a lo largo del curso, esta es una caracteristica general:
la respuesta del sistema ante perturbaciones externas pequenas estd regulada por las fluctuaciones
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en equilibrio de alguna magnitud relacionada. La relacién (6.44) no solo es de gran importancia
conceptual, sind también de gran utilidad en los métodos de simulaciones numéricas en Mecédnica
Estadistica.

6.5. Fluctuaciones de energia y equivalencia entre los ensembles
canénico y microcanoénico.

En el ensemble candnico la energia del sistema no es constante y por lo tanto pueden esperarse
fluctuaciones respecto del valor medio U = (H). Vamos a analizar las propiedades estadisticas de
dichas fluctuaciones.

Definamos la variable aleatoria éU = (H — U)/U que nos da la intensidad relativa de la fluc-
tuacién. Claramente (§U) = 0. De la Ec.(6.44) tenemos que

cN

((60)?) = e (6.45)

Dado que c es una variable intensiva y que U x N, tenemos que el desvio estandar de las fluctua-
ciones relativas decae a cero como

1
2y o

((6U)?) Wi

En el limite termodindmico N — oo las fluctuaciones relativas de la energia van a cero, lo
que significa que, si bien pueden esperarse fluctuaciones en términos absolutos, las variaciones de
energia esperables son despreciables comparadas con el valor medio. En otras palabras, si bien el
sistema puede acceder en principio a cualquier valor de energia, la probabilidad de que adopte un
valor significativamente diferente de U tiende a cero en el limite termodinamico. Veamos esto en
mayor detalle.

La probabilidad de que el sistema tenga una energia F en el ensemble candénico viene dada por

g(E)e PP

JoT e PEg(E)dE
o—B E+In g(E)

e BETg(B) 4
SIT S (E)—E]

J5° eBlT Sm(E)-E] dF

P(E)

(6.46)

donde S,,,(F) es la entropia microcandnica para una energia E. El promedio en ensemble de una
funcién arbitraria de la energia f(F) esta dado por

(f(E)) = 2 eBIT Sm(B)=El gF

(6.47)

Analicemos el exponente en estas integrales. La entropia microcandnica es una funcién creciente
de F y céncava (ya que asumimos que el sistema es estable termodindmicamente). Para valores
pequenos de E el exponente es creciente, pero tarde o temprano el término lineal —F domina y el
mismo se vuelve decreciente. Por lo tanto, el exponente presenta un maximo para algin valor de
E = FE, el cual satisface las condiciones

OSm (E)

T 2 =1 4
OF  |pz (6.48)



71

925, (E)

2
OE* | &

<0 (6.49)

La primera condicién nos dice que E corresponde a la energia interna que obtendriamos en el en-
semble microcandnico correspondiente a una temperatura 71" y por lo tanto es proporcional a N. Asf,
en el limite termodinamico las integrales estan dominadas por la contribucién en las inmediaciones
del maximo de dicho esponente, ya que la funcién exponencial decae muy répido al alejarnos de él.
Si desarrollamos el exponente en potencias de F — E:

(T Sn(E) ~ B] = [T Sn(B) ~ B] ~ 5 A(E B + -+

vemos que P(FE) tiende a una distribucién gaussiana

e~ BAE-E)?/2

P(E) = [ FAE TP L (6.50)
donde
A= Z5nlB)
OE? |, &

De aqui, promediando F resulta inmediato que U = E. Cambiando de variable en la Ec.(6.50),
vemos que las fluctuaciones dU tienen una distribucién gaussiana

P(5U) x e~ (0U)*/20 (6.51)
donde la variancia
e P e | R
7= CpAUR T 0P| oEr |,
De la Ec.(6.48) tenemos que
P LT 1oy 652
0B* | T*0U  T2\aT cNT? '

de donde recuperamos la Ec.(6.45).

Finalmente notemos que U — T'S,,, = F},, es por definicion la energia libre de Helmholtz micro-
canénica. Por otra parte, la energfa libre canénica la hemos definido como Zy (T) = e #F. A partir
de los resultados anteriores, tenemos que

oo _ (E=U)?
ZN(T) = e PF = ¢7FFm / e 2peNT? (6.53)
0

oo _ (B=U)? o __ 2?2 o ___ 2?2
/ e 2kpgcNT?2 dE :/ e 2kpgcNT?2 dx %/ e 2kpgcNT?2 dr = /27rchNT2
0 -U —00
y asi

1
F % Fpy = SkpT In(N) (6.54)

Dado que F},, ~ N, el dltimo término es despreciable en el limite termodinamico.
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Resumiendo: hemos visto que en el limite termodindmico las fluctuaciones de energia respecto
del valor de equilibrio U tienen una distribucién de probabilidad gaussiana cuyo ancho tiende a
cero como 1/ V/N; para N — oo la distribucién gaussiana tiende a una delta de Dirac, con lo cual
los microestados con probabilidad no nula tienen todos practicamente la misma energia. En dicho
limite, las funciones termodindmicas (entropia, energia libre) obtenidas en ambos ensembles dan
el mismo resultado, a menos de una correccién despreciable (crece como In N, mientras que las
funciones termodindmicas crecen como N).

Podemos entender mejor lo anterior como sigue. En el ensemble canodnico la probabilidad de un
dado microestado es p o< e 7?1 con lo cual decae exponencialmente répido con la energia del estado,
ya que la misma crece como N. Sin embargo, cuando consideramos la probabilidad de medir una
dada energia F, debemos multiplicar el factor anterior por el nimero de microestados con dicha
energia, esto es, por la densidad de estados. La densidad de estados nos da una medida del tamano
de la superficie energia, la cual a su vez cerce exponencialmente con N. Asi, para alguna energia
intermedia estos dos efectos se compensan, dando lugar a una probabilidad finita. Para una dada
temperatura, la energia donde eso ocurre corresponde al minimo de la energia libre microcanénica

F=E—TS,(E).

6.6. Sistemas de particulas indistinguibles

Como ya mencionamos, del principio de incerteza resulta que particulas idénticas en Mecédnica
Cuéntica son indistinguibles, a menos que exista una situacién particular que limite sus posiciones
espaciales (por ejemplo, a&tomos que estan asociados a los sitios de un cristal), permitiendo identi-
ficarlas de manera individual.

La propiedad de indistinguibilidad esté relacionada con el hecho de que el Hamiltoniano de
N particulas, asi como otros observables, resultan invariantes ante permutaciones de las variables
dinamicas asociadas a diferentes particulas, es decir, ante una renumeracién de las mismas. Por
ejemplo, en situaciones bastante generales podemos describir un sistema de particulas a través de
un Hamiltoniano que contiene un término de energia cinética y un potencial de interaccién de pares

R N5 N(N-1)/2
Oy =Y % + Y V(45,8 8) (6.55)
i=1 i<j=1
donde p;, §; v 3; son los operadores momento, posiciéon y spin de la particula i-ésima y donde la
energia potencial V resulta invariante ante el intercambio simultaneo de las variables dindmicas de
cualquier par de particulas ¢ y j.

Sabemos que por cada operacién de simetria en Mecanica Cudntica existe un operador asociado,
el cual conmuta con H y por lo tanto puede ser diagonalizado simultaneamente. Existird por
lo tanto un conjunto de operadores asociados a la operacién de cambiar la enumeracién de las
particulas, el cual particiona el espacio de Hilbert en diferentes subespacios cada uno caracterizado
por un conjunto diferente de autovalores de dichos operadores. Veremos a continuacién que existen
unicamente dos autovalores posibles asociados a la operacion de permutacién de particulas. Dichos
autovalores constituyen cantidades conservadas y por lo tanto imponen un nuevo vinculo a los
microestados accesibles de un sistema. En otras palabras, para un dado sistema de particulas
indistinguibles, la matriz densidad de probabilidad solo tendra elementos no nulos en uno de dichos
subespacios.

6.6.1. Simetria de la funcién de onda de particulas indistinguibles

Supongamos por simplicidad particulas sin spin. El estado de un sistema de N particulas esta
descripto por una funcién de onda ¥(qy, ..., qn), donde g; denota el vector posicién de la particula
iésima.
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Cambios en la enumeracién de las particulas pueden describirse definiendo los operadores per-
mutacién de pares Py, los cuales intercambian las coordenadas ¢; y ¢; en la funcién de onda

Pik\IJ(ql,...,qi,...,qk,...,qN):\If(ql,...,qk,...,qi,...,qN) (6.56)

Si el Hamiltoniano es invariante ante el cambio en la enumeracién de todas las particulas, se
cumple que

[ﬁ,ﬁik]:0 Vik=1,...,N con i#k

Las autofunciones de P;;. tienen que satisfacer

Pz‘k:‘l’(%w~~ain--7Qk,-~-,QN) — )"lj(qla"'7qi)"'7q/€a"'7qN)
\I’(QL-~~a(1ka-~an'7-~7QN) - )‘\Il(qlu"'7qi7"')qk7"'7qN) (657)

donde A es un autovalor de P,k Si volvemos a aplicar el operador ]%-k en la Ec.(6.57) encontramos

PA)’L?]C\P(ql?"')qZ‘?"'7qk7"'7qN):qj(q17"'7q/l‘7"'7qk7"'7qN):A2w(q17"'7Qi7"'7qk7"'7qjv)

esto es, los autovalores de Py son tales que A\? = 1; por lo tanto, solo hay dos posibilidades: A = +1,
con lo cual la autofuncion es simétrica respecto al intercambio de las coordenadas ¢y j, 0 A = —1
en cuyo caso la funcién de onda es antisimétrica.

Si el Hamiltoniano conmuta con todos los operadores de permutacién, entonces sus autofun-
ciones pueden ser construidas de manera que sean totalmente simétricas (esto es, simétricas ante
cualquier permutacién de coordenadas) o totalmente antisimétricas. Una generalizacién del oper-
ador permutacién de pares es el operador ]5, que genera una permutacién arbitraria de indices

P\Il(q17Q27"'7qN) :‘I/(QPNCIPW---’QPN) (658)

donde Pj, ..., Py es una permutacién de los nimeros 1,..., N (en realidad, tenemos un operador
diferente para cada permutacién). Cualquiera de dichas permutaciones se obtiene mediante una
secuencia de permutaciones de pares de indices, de manera que el operador P resulta de la aplicacién
sucesiva de un cierto conjunto de operadores sz Por lo tanto, las autofunciones de P tanbién son
las funciones simétricas o antisimetricas. Si el nimero de permutaciones de pares necesarias para
construir Py, ..., Py es par (impar) diremos que la permutacién es par (impar).

Si uno comienza con una autofuncién del Hamiltoniano arbitraria ¥(q,...,qn) sin ninguna
simetria de paridad, uno puede construir autofunciones completamente simétricas o antisimétricas
via

\Ijs(qlw"?qN) = BS ZP\I}(qlav(IN) (659)

‘I’A((h,u-,QN) = BAZ P\IJ Q1,-~-,(IN) (660)

donde Bg, B 4 son constantes de normalizacién y las sumas corren sobre todas las posibles permuta-
ciones de los indices 1, ..., N. El signo (—1)" es +1 si la permutacién es par y —1 si la permutacién
es impar. Por ejemplo, para una funcién de onda de tres particulas tenemos

U¥(q1,q2,93) = Bs[¥(q1,q2,43) + V(g2 q1,3) + ¥(q1, 3, ¢2) + ¥(g3, q2, 1)
+ \II(Q% g3, QI) + \I’(Q&Qb q2)]
\IIA(QMQ%Q?)) = BA [‘I’(Q1>Q2;Q3) - \I/(q27QI7Q3) - ‘I’(Qh%a%) - ‘I’(Q3>Q2afh)

+ \II(Q27 qs, (h) =+ \IJ(Q37 q1, Q2)]
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Es un hecho experimental que los sistemas de particulas en la naturaleza solo pueden ser de-
scriptos por funciones de onda de simetria bien definida. Mas atin, se observa que particulas de una
misma especie (electrones, muones, fotones, quarks, etc) solo pueden presentar un unico tipo de
simetria ante intercambio. En otras palabras, solo existen dos tipos de particulas. Aquellas descrip-
tas por funciones de onda simétricas se denominan bosones en honor al fisico indu Satyendranath
Bose, quien en 1924 propuso esta propiedad para los fotones. Poco tiempo despues Albert Einstein
aplico el mismo concepto a un gas ideal monoatémico. Particulas descriptas por funciones de onda
antisimétricas se denominan fermiones en honor al fisico italiano Enrico Fermi.

Se observa también que estas propiedades estan directamente relacionadas al spin de las particu-
las. Particulas con spin semientero son siempre fermiones (e€j., electrones), mientras que particulas
con spin entero (ej., fotones) son siempre bosones. La relacién entre el spin y la simetria de inter-
cambio de las particulas es un hecho atin no bien comprendido y objeto de debate, de manera que
lo asumiremos como un postulado.

Estas propiedades tienen una profunda influencia en la descripciéon mecanico-estadistica ya que
los microestados accesibles del sistema deben hallarse exclusivamente en subespacios de estados
simétricos o antisimétricos, dependiendo del tipo de particula. Como veremos, esto lleva a compor-
tamientos radicalmente diferentes. Se dice entonces que los bosones obedecen la estadistica de
Bose-Einstein, mientras que los fermiones obedecen la estadistica de Fermi-Dirac.

6.6.2. Funcion de onda de muchas particulas

Para avanzar mas en la teoria debemos entonces elegir una base de autoestados del Hamiltoni-
ano, sobre la cual podamos construir conjuntos de estados simétricos o antisimétricos. Esto resulta
particularmente sencillo en el caso de particulas no interactuantes, esto es, cuando el Hamiltoniano
puede expresarse como la suma de operadores de una particula:

A~

N

H(qua v 7qAN7ﬁla o 7]3]\/) = Zh(qA’nﬁ’L)
i=1

Si tenemos resuelto el problema de autovalores de una particula

her(q) = exdr(q)

donde k denota un conjunto completo de niimeros cuanticos, podemos construir un autoestado de
H como

N
qjﬁ,...,l@z(‘]l, . qN) = H b, () (6.61)

correspondiente a un autovalor de H

La funcién de onda (6.61) puede ser expresada mas claramente en la notacién de Dirac. Sea |k)
el vector de estado de una particula correspondiente al autovalor k, esto es, ¢, (q;) = (¢ |ki). El
vector de estado de IV particulas es el producto directo de los vectores de estado de una particula

k1, k) = [k1) [k2) - [kN) (6.62)

La Ec.(6.62) significa que la particula 1 se encuentra en el estado kj, la particula 2 en el estado ks,
etc. El vector hermitiano conjugado (“bra”) resulta



75

(ky,... k| = (k| (k-] .. (K1l (6.63)

Si los estados de una particula esta ortonormalizados (k |k’) = 0y 5 y forman un conjunto completo
> k) (k| =1
k

las mismas propiedades se cumplen para los autoestados (6.62) en el espacio suma directa:

= (K k1) - (ki k)
Oty kel Ok bty (6.64)

> ki kn) (kR =1 (6.65)
ki,... kN

En ese caso, cualquier funcién de onda arbitraria (ain para particulas interactuantes) puede ser
desarrollada en términos de los estados |k1,...,ky). En la representacién coordenada, la funcién
de onda resulta

VP enlanan) =an, o ko k) = 6y (1) By (2) -+ by (an) (6.66)

Esta funcién de onda no tiene simetria de paridad definida, ya que el intercambio de dos coorde-
nadas (o equivalentemente de dos nimeros cudnticos) lleva a un nuevo autoestado completamente

diferente. Autoestados simétricos y antisimétricos pueden construirse a partir de las Ecs.(6.59)-
(6.60):

g .
\I}]?L._.,k;lv (q17 cee 7(]N) - BS Z P ¢k1 (QI) T (ka (QN) (667)
P
A .
vt L (aan) = Ba > (=DPP r(q1) -y (an) (6.68)
P
Aqui las sumas corren sobre todas las permutaciones Pi,..., Py de los argumentos qi,...,qy de

las autofunciones de una particula ¢ (gy). Sin embargo, es claro que dé exactamente lo mismo
permutar los indices de las coordenadas o los indices de los niimeros cuanticos. Podemos entonces
expresar

ki, kn)® = Bg Y P |ki,... kn) (6.69)
P

|k17"'akN>A = Ba Z(_l)PP |l€17"'>kN> (670)
P

donde ahora las sumas corren sobre permutaciones de los niimeros cuanticos.
La funcion de onda antisimétrica puede expresarse como el determinante de una matriz

Py (q1) - Ok (aw)
Ut L (a1, qn) = Ba det : : (6.71)

e (1) - drylan)
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(recordemos la propiedad de los determinantes de cambiar de signo ante una permutacién de dos
cualesquiera de sus filas o columnas, lo cual en este caso corresponde a permutar dos coordenadas
o dos nimeros cudnticos). De aqui resulta inmediato que la funcién de onda antisimétrica se anula
si dos particulas estan en el mismo estado cudntico, ya que en ese caso la matriz tiene dos filas
idénticas. Esto es precisamente el enunciado del Principio de Exclusion de Pauli: dos fermiones
idénticos no pueden ocupar simultdneamente el mismo estado cuantico. La probabilidad de que
esto 1ltimo ocurra (dada por el médulo al cuadrado de la funcién de onda) es cero.

Las funciones de onda antisimétricas por lo tanto resultan la combinacién de productos de todas
la posibles permutaciones de IV indices diferentes y la normalizacién resulta

Alky, .. kn k1, . kn) = B3N =1
Asi, arribamos a la expresién

‘IJkEl,,.A..,kN (QI7 R QN) = 7' det : (672)

Vv N! )
Gy (@) -+ Pry(an)
conocida como determinante de Slater.
En el caso de las funciones de onda simétricas los niimeros cuanticos pueden repetirse. Esto es, un
numero arbitrario de bosones pueden ocupar un mismo estado de una particula. La normalizacion
en este caso viene dada por

S
Slky, ..k k. k) = BL%ZZ@P{,...,kPJIV kpys. . kpy)

P P

= BZN!'> (ki,....kn |kp,, ... kpy)
P

= BEN!'Y Oty kp - Okykp, =1 (6.73)
P

Dado que ahora puede haber nimeros cudnticos repetidos, el nimero de términos no nulos en
la 1ltima suma va a depender de cuantos indices se repitan. Podemos describir esto de manera
general, introduciendo los numeros de ocupacién ny = 0,1,...,N con ) ,nr = N, los cuales
nos dicen cuantas particulas tenemos en cada estado individual para una dada funcién de onda
simétrica. Asi, resulta

BN [[mi! =1 (6.74)
k

Es posible demostrar (queda como ejercicio para el lector) que las autofunciones

1 R
ki, .o kn)® = ——— = NP |k, ... k) (6.75)
(NI, ni))/2 EP:

ki, .. ky)t = PP |ky, ... ky) (6.76)

1
7T 2
forman un conjunto ortonormal completo en los subespacios de funciones simétricas y antisimétricas
respectivamente. En otras palabras, estas funciones constituyen bases de dichos subespacios y por
lo tanto cualquier funcién de onda arbitraria de N bosones o fermiones (atin en el caso de particulas
interctuantes) puede ser desarrollada en términos de las funciones (6.75) o (6.76) respectivamente.
Sin embargo, es importante tener en claro como se indexan los diferentes estados en cada una de
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eses bases. Cada conjunto de indices ki, ..., ky designa una 4nica funcién de base, no importando
el orden de los mismos: una permutacién de indices solo produce un cambio de signo en el caso
antisimétrico y deja totalmente inalterada la funcién en el caso simétrico. En el caso de las funciones
fermiodnicas, los indices nunca se repiten. Entonces lo que caracteriza una de estas funciones es
cuantas particulas tenemos en cada estado. Esto puede ser descripto de manera mas clara a través
de los nimeros de ocupacién nj. La especificacion de los nimeros de ocupacién para todos los
estados posibles k£ de una particula, con la restriccion ), nr = N determina de manera univoca
un autoestado simetrizado. En el caso de fermiones, tenemos la restricciéon adicional de que los
numeros de ocupacién solo pueden adoptar los valores n; = 0, 1.

La (anti)simetrizacién de los estados tiene también consecuencias para las posibles cantidades
observables del sistema. Para particulas indistinguibles no tiene sentido calcular valores de ex-
pectacién cudnticos de observables que de alguna manera identifiquen individualmente las particu-
las. Por ejemplo, ya no serd posible calcular la densidad de probabilidad de encontrar la particula
Nro.2 en la posicion ¢g. Solo podemos calcular la probabilidad de encontrar alguna de las N particu-
las en ¢. Esto significa que todos los observables O de un sistema de particulas indistinguibles tienen
que ser invariantes ante permutaciones de las particulas:

[O’ p] =
Esto vale en particular para el operador densidad de probabilidad p.

6.6.3. Funcién particion de particulas indistinguibles

La evaluacion de la funcién particién Zy = Tr exp(—ﬁﬁ ) para particulas indistinguibles debe
entonces realizarse en el subespacio de las funciones simétricas (6.75), en el caso de bosones, o
antisimétricas (6.76) en el caso de fermiones. Para ello podemos usar las bases de autoestados
(6.75) o (6.76).

Para evaluar la traza debemos sumar todos los elementos de matriz diagonales de p en dichos
subespacios. Una forma de enumerar todos los posibles estados en un subespacio es sumar sobre
todos los valores posibles de estados de una particula k1, ..., kx. No obstante, dado que p es invari-
ante ante el intercambio de particulas, al hacer el cédlculo de este modo se repetirdn términos que
corresponden a un tunico estado (anti)simetrizado. Debemos entonces descontar esta degeneracién.
Para el caso de N bosones, para cada conjunto particular de indices kj ..., ky esta repeticién
ocurrird N!/ng, ! ng,!- - veces. Tenemos entonces:

kn \ K
) L
_ (N) )(kl,...,kN\e O |y, k)

1 A
*.Z Z<k1,...,kN|e*ﬁHykl,...,kN>(+> (6.77)
NI k1 k

donde el “bra” en la iltima expresién es un estado no simetrizado y
|k17"- 7kN>(+) = Zp‘kla 7k:N>
P

es un estado simetrizado no—normalizado. En forma semejante, para el caso de N fermiones tenemos:
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_BE 1 Iy
Tre P = ST Mk e P R k)t
’ kl k?N
1 ] —
= 2o ke ke R k) (6.78)
’ kl kN

donde

’klw . akN>(_) = Z(_l)PP|k17 . akN>
P

Consideremos el ejemplo no realista de la funcién particion Z3(7T') de tres particulas indistin-
guibles (bosones o fermiones), para el caso de un gas ideal en una caja de voliimen V = L3 con
paredes perfectamente reflectantes. Como vimos en la seccién 6.2, los autoestados de una particula
(7 E> vienen dados por la Ec.(6.22) con

- Nm., NyT. NLT
k= i Y

Kk
Lt r9t L

y con ng, Ny, n, enteros positivos. El Hamiltoniano de 3 particulas viene dado por Hs = p?/2m +
p3/2m + p3/2m y de las Ecs.(6.77)-(6.78) tenemos que

Za(T) = Trg (¢ 910) = 25050 (R o o 1

k1 ko k3

- o o +
kl,kg,k3>( ) (6.79)

donde

Ru o Ra) ™ = Ry, BB | R, R R R, R B ) [, B, B ) [ R B, R R R B (6.80)
El primer término de esta ecuacién contribuye a Z3(7') con

3
SOOOD (g e — [Zu(T)P,

El EQ k3

3
k1, ko, Eg> = (Z <E‘ o052 /2m ‘E>) _ {Z o~ BEF)
k i

k

el segundo término con

Z Z Z <E1, ks, E3‘ e~ s k1, ks, E2> - (Z e_ﬁE(El)) (Z Z e_ﬂ(E(EQHE(Es))(SEz,Ea)
- El

Fi k2 ks ko ks
- (Ze—ﬁE(El)) (Z e—m@))
F1 E

T

- M2 (>
2

y asi sucesivamente. Tenemos entonces
1 T T
(1) = 5 [y 321 2 () +22 (5] (6.51)

Si recordamos que Z;(T) = V/A3. con
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h
vV 27ka'BT

3 2
1 |4 3 v 2 V

3 2
B % 3 (A 2 (A
= 3 (A%> 1+ 55 <V> + 37 (V (6.82)

El limite cldsico corresponde a altas temperaturas y/o bajas densidades (V grande) \3./V < 1,

en el cual obtenemos
3
1 [V 3N
Z3(T) ~ — | — oL
w5 () +o ()

Para un gas de IV particulas idénticas en el limite clasico tenemos

Ap =

resulta

—

Zn(T) ~ (AT +0 (Nﬁ) (6.83)

Z{ es la funcién particién para un conjunto de N particulas distinguibles. En el limite clsico,
los términos permutados son despreciables y el tinico remanente de la indistinguibilidad es el factor
1/N!, que es precisamente el contaje correcto de Boltzmann. En este limite no existe diferencia entre
el comportamiento de bosones y fermiones. A bajas temperaturas y /o altas densidades, los términos
permutados cobran relevancia y ambos tipos de particulas exhiben comportamientos diferentes.
Desafortunadamente , la evaluacién de Zn por el método anterior es sumamente complicada. En el
capitulo siguiente vermos que este calculo puede realizarse mas facilmente utilizando otro ensemble
diferente.

Ciertos efectos cuanticos aiin pueden tomarse en cuenta en una descripcién semiclasica de un
gas de particulas con grados internos de libertad. Este seria el caso de un gas de moléculas no
interactuantes que poseen grados internos de libertad que pueden absorver energia, tales como
movimientos rotacionales y vibracionales de la molécula, grados de libertad electrénicos, nucle-
ares, etc. Supongamos por simplicidad que tomamos en cuenta solo los movimientos rotacionales
y vibracionales. Para tal sistema el Hamiltoniano de la molécula i-ésima puede escribirse como
H;, = p?/2m + ﬁi(mt) + ﬁi(vib)a donde estamos asumiendo que los diferentes grados de libertad
estan desacoplados entre si. La funcién particién viene dada por

N 2
p; 2 |
ZN(T) = Try exp l—ﬂz <2m + Hirot) + Hi(vib)>‘|
=1

Si los diferentes operadores que aparecen en este expresion conmutan todos entre si, en el limite
semiclasico, resulta

1

IN(T) =~ N

N

(Zl(tr) X Z1(rot) X Zl(vib))

donde Zy ;) = Try (e‘5ﬁ2/2m>, Z1(roty = Tr1 (e‘ﬁﬁ(mﬂ) Y Ziwiv) = 11 (e_ﬁﬁ(“’lﬁ). La operacion
Tr; debe ser llevada a cabo sobre un conjunto completo de estados de una particula apropiado para
el operador asociado.
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6.7. Fluidos clasicos no ideales

Fluidos normales son bien descriptos por la estadistica clasica, ya que en general a las temper-
aturas y densidades a las cuales los efectos cuanticos se vuelven relevantes los mismos solidifican.

El tipo de interaccién mas comun entre particulas involucra solamente las coordenadas, de
manera que el Hamiltoniano puede expresarse como la suma de un término de energia cinética y
un potencial de interaccién Uy,(qi,...,qn). La funcién particién, por lo tanto, puede factorizarse
como

ZN(T) =Zqr QVYN

donde Zgy es la funcién particién del gas ideal (la cual incluye el contaje correcto de Boltzmann) y

Q= /dCh - dgyePUplaran) (6.84)

es llamada a veces funcién particion configuracional, donde las integrales son sobre el volimen V.
El valor medio de cualquier funcién que depende solamente de las coordenadas de las particulas
resulta entonces

1 _
(flar,-- - an)) = Q/dQI"'dQNf(QIw--;QN) e AUplar-aw) (6.85)
Al analizar las propiedades de un fluido debemos tomar en cuenta las simetrias del sistema.
En primer lugar, el potencial Up(qi,...,qn) debe ser simétrico ante permutaciones de particulas,

ya que, aunque distinguibles en la aproximacion clésica, son todas idénticas. En segundo lugar,
en una fase fluida (gas 6 liquido) a diferencia de lo que ocurre en un sélido, tenemos invariancia
traslacional ya que no existen posicidénes privilegiadas. Esto implica que el potencial de interaccion
debe ser invariante ante un desplazamiento constante de las coordenadas de todas las particulas y
por lo tanto debe depender de las distancias relativas entre las particulas y no de sus posiciones
absolutas?. Ademds de ser homogeneo (invariancia traslacional) un fluido es isotrépico y por lo
tanto el potencial debe ser invariante ante rotaciones del sistema de coordenadas.

Asumiendo las particulas puntuales, la densidad en un volimen diferencial centrado en r puede
escribirse como?

1 N
pp(r) = (8(r —ai)) = 0 / dqy -~ dqn Y 6(r — g;) e PUp(ar-an) (6.86)
) i=1

Debido a la invariancia ante permutaciones de particulas, cada uno de los términos en la suma
de la ecuacién anterior debe ser igual a los demés. Por lo tanto, podemos escribir

N
pp(r) = Q/dQQ e qu/dq15(T —q1) e~ BUp(q1,-,qN)

Ademaés, dado que U, depende de las distancias relativas |g; — ¢;|, podemos hacer un cambio de
variables ¢, = ¢; — q1 parai =2,..., N, con lo cual

N / / N / /
pp(r) = Q/dQQ---dQEve_ﬁU(qZ""’qN)/dqlé(r —q) = Q/dqg---dq;ve—ﬁUr(Qz»---W (6.87)

En forma semejante

2Estamos considerando un voliimen macroscépico y por lo tanto despreciamos los efectos de borde en el limite
termodinamico.

3La coordenada r aqui representa una variable macroscépica, es decir, que varfa en cantidades mucho mayores que
las longitudes microscépicas caracteristicas.
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Q= /dqé ) ..dq;ve—ﬁUp(qéw--,QEv) /dQ1 - V/dqé ) ..dq&e—ﬁUp(qéw-»QEv) (6.88)

de donde py(r) = N/V para todo r dentro del volimen V. La densidad de particulas en un fluido
es siempre constante en cualquier punto, independientemente de que las particulas interactien (en
una fase sélida cristalina esta invariancia se rompe, ya que las particulas se localizan en posiciones
fijas en el espacio).

Para un gas ideal las posiciones de todas las particulas son totalmente independientes entre
si. En un fluido real las interacciones inducen correlaciones entre las posiciones de las diferentes
particulas. Una manera de describir estas correlaciones es a través de la funcién de distribucién
de pares ¢(r), que se define como sigue. Sea r;; = ¢; — g; el vector distancia relativa entre las
particulas 7 y 7. Entonces:

g(r) = NN —1) Z (0(r —ry5)) (6.89)
(4,9
donde la notacién (i,j) indica que cada par se cuenta una sola vez. La funcién g(r) nos da el
numero medio de pares de particulas ubicadas a una distancia r. En primer lugar notemos que, por
la simetria ante permutaciones de particulas del potencial, los promedios en la Ec.(6.89) son todos
iguales. Ademads, por la isotropia del potencial, g no puede depender de la orientacién del vector r
y solo puede depender de su médulo r = |r|. Asi

g(r) =V (d(r —r12)) (6.90)

donde la eleccién del par 1-2 es arbitraria. En el caso de un gas ideal el potencial U = 0. Un célculo
directo da que (6(r — r12)) = 1/V y g(r) = 1. Esto significa que todas las distancias entre particulas
son equiprobables. Para el caso interactuante tenemos

g(r) = g/dqé 5(f-Qé)/dQ§,-'-dq§v e_ﬁUp(qé’””q?”/dm
2
- Vé/ dl - dgly POt dy) (6.91)

El caso mas frecuente es aquel en el cual la energia potencial es una suma de potenciales de
pares, los cuales dependen solamente de la distancia entre particulas, esto es

Up =Y u(ry) (6.92)
)

Tomando en cuenta la simetria ante permutaciones de particulas del potencial, tenemos entonces

N(N -1
(Up) = (2) (u(r12))
- N(];]Q_U/dqé U(qé)/dqé--'dqﬁv €_ﬁU”(qé""’q3V)/dq1
‘/vjvgjzg—l)/dgr U(T)/dqg"‘qu//\/'eiﬁUp(r,m’q;V) (693)

Usando la Ec.(6.91) y tomando en cuenta la energia cinética obtenemos finalmente la ecuacién
de estado

U= (H) = %NkBT + N(;VV_” / B u(r) g(r) (6.94)
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donde la integral es sobre todo el volimen V (no debemos olvidar que g(r) depende también de
T). La ecuacién de estado para la presién también puede expresarse en funcién de g(r):

oF 0lnZy
P = —_—— = T .
av ~ el 5y (6.95)
_ 0 (ZciQY _ vy o Q)
= kg5l ( o )-kBTpp—i—kBT o a7 (VN (6.96)

Para evaluar la dltima derivada consideremos que el sistema se encuentra en una caja cibica de
volimen V = L3. Podemos entonces calcular @) integrando en coordenadas cartesianas, donde cada
una de las 3N coordenadas se integra entre 0 y L. Llamemos entonces ¢ al vector que contiene las
3N coordenadas. Si hacemos el cambio de variable Z = ¢/L obtenemos

1 1 -
Q=vVN / dzy - / dsy =PU(LD)
0 0

y asi

0 ([ Q 1 Q ) —8U,
aV(VN) 3V2/3 9L <N>: 3v2/3/ azy /dng e

aUp(Lf) du(m-j)
—or "2 a4 /D)
()
Transformando nuevamente a las variables g y usando la simetria ante permutaciones de U, obten-
emos

8( @ ) = —f NV —1) /dQ1 /dQN 12 du;r 2) e~ PUp(a1an)

ov \VN 6VN+1
(N -1)Q r)
= _ﬁw/d3rr7g(r) (6.97)

Reemplazando en la Ec.(6.96), en el limite termodinamico obtenemos finalmente la ecuacién de
estado para un fluido normal (con interacciones de pares)

2p, [ 5 du(r)
P=kgTp, |l — 1L 3 d 6.98
oT oy |12 [7 8 S ooy ar (6.95)

la cual se conoce como ecuacion de estado del virial. Vemos que las ecuaciones de estado quedan
completamente determinadas si conocemos el potencial de interaccion y la funcién g(r).

La funcién ¢(r) puede obtenerse mediante experimentos de scattering. En los mismos un haz
de particulas de prueba (rayos X, neutrones o electrones) con momento hE' se hace incidir sobre
el material (podemos representarlas por ondas planas). Las particulas incidentes interactian con
las moléculas del material, las cuales actiian como centros dispersores. Asi, el nimero de particulas
dispersadas con momento hk" depende de la distribucién de las moléculas en el material y es
descripta por la seccién diferencial de scattering, la cual en una primera aproximacion resulta
proporcional a

2

> (6.99)

N —
Z R0

I(k) = <
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Figura 6.1: Potencial de Lennard-Jones.

donde k = k" — K’ y el promedio se toma en ensemble. [ (E) se conoce como la funcién de estructura.
Tenemos

I(F) = <§: i eiE-<@f—@>> =N+ <Z eiE-<@f—ﬁ>> (6.100)

j=11=1 j#l

Dado que la cantidad a promediar solo depende de las coordenadas, tenemos

) = N+ éz/dql o dgy G- o—BU (@ man)

J#l
= N4+ ]\[(]\22_1) /dq1 - dgn 6¢£~(§2*¢Tl) efﬁU(m,MQN)
N N — 1 e / /
= N+ V(Q) / dgh - - - dgly kT o=BU(dgsdn) (6.101)

Comparando con la Ec.(6.91) obtenemos

I(k)=N + N(]\‘T/—l) /dgr etk g(r) (6.102)

esto es, la funcion de estructura estd directamente relacionada a la transformada de Fourier de la
funcién de distribucion de pares. Esto permite tanto obtener ecuaciones de estado de fluidos de
manera empirica, como contrastar predicciones tedricas con resultados experimentales.

Para la mayoria de los fluidos normales el potencial de interaccién de pares es repulsivo a muy
cortas distancias (interaccién de carozo duro) y atractivo a distancias cortas. Un ejemplo tipico es
el potencial semi-empirico de Lennard-Jones

u(r) = 4e l(i)u - (Z)j (6.103)

el cual se muestra en la Fig.6.1. o tiene unidades de longitud y representa el didmetro de carozo duro
(distancia minima a la cual pueden aproximarse dos particulas), ya que u(r) se anulaen r = o y u(r)
crece rapidamente para r < o. Para distancias r > ¢ la interaccion es atractiva con un minimo en
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Figura 6.2: Funcion distribucién de pares para el potencial de Lennard-Jones, calculada mediante
simulaciones numéricas para kgT'/e = 0,71 y p, = 0,844.

r=og2/6 y tiende rdpidamente a cero como 1/r% para r >> o, al igual que una interaccién de Van
der Waals. La intensidad de la interaccién a una distancia r = 2,5 ¢ es inferior al 1 % del valor en el
minimo. La funcién g(r) para potenciales de este tipo tiene la forma caractéristica que se muestra
esquematicamente en la Fig.6.2, la cual puede interpretarse como sigue. Si nos paramos en una
molécula dada, p,g(r) nos da la densidad promedio de particulas que observariamos a una distancia
r. Asi, g(r) = 0 parar < o, ya que la probabilidad de encontrar dos particulas a una distancia menor
que esta es cero. g(r) muestra tipicamente picos espaciados a una distancia levemente mayor que o.
El primer pico en general es el dominante, debido a la interaccion atractiva a cortas distancias. Los
demsds picos reflejan la competencia entre interacciones atractivas y repulsiva entre las diferentes
particulas. A distancias grandes, esta correlacion se pierde y ¢g(r) converge asintéticamente a g = 1,
aproximando el comportamiento de un gas ideal. La distancia y distribucién de los picos brinda
informacién acerca de las correlaciones espaciales entre particulas. Cuanto mas diluido el gas, menos
picos se observan en g(r). Estos comportamientos son radicalmente diferentes al que se observa en
el caso de un sélido cristalino. En primer lugar, en un sélido ¢(7) no es isotrépica. Pero ademas, la
misma exhibe picos espaciados regularmente correspondientes a los sitios del cristal, no importando
la distancia.

En el caso de fluidos debilmente interactuantes a bajas densidades es posible obtener una aprox-
imacién para la ecuacién de estado como sigue. Sea la funcién

Flr) = e Pul) _q (6.104)

Denominando f;; = f(r;;) podemos escribir la funcién particién configuracional como

Q= / dgy -+~ dgqy ] e P / day - dan [ 11+ fij] (6.105)

(4,9) (4,9)

Desarrollando los productos tenemos

Q: = /dQ1 dQN 1+Zfzg+ Z Z fzyfkl+
(4,9) (w) (k,0)#(i,5)
= Vv gy £+
(3,5)
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= VN+VN1N /d?’rf
_ N {1 ~ N(Z\"/l)B(T) +] (6.106)

donde

/ d3r )—1] (6.107)

se conoce como segundo coeficiente del virial. Si despreciamos los términos superiores en el
desarrollo anterior tenemos la aproximacién

Q N2
o ~ 1 - 5 B(D)

y de la Ec.(6.96)

P=FkgTp,+k T J‘\/ﬂ B(T)
BlL'pp + kBl ——F5—
-4 B(T)
y para N2B(T)/V < 1 obtenemos finalmente
P~ kgTp, [1 + pp B(T)] (6.108)

De hecho, puede demostrarse que, para potenciales de muy corto alcance, la ecuacién de estado
admite un desarrollo en potencias de la densidad de particulas

P =kpTpp+ p3 B(T) + p3C(T) + -] (6.109)

el cual se conoce como desarrollo del virial. Vemos entonces que la aproximacién (6.108) resulta
vélida a muy bajas densidades. Si integramos la Ec.(6.107) por partes, para un potencial tipo
Lennard-Jones obtenemos

273 3du( ) _
B(T)=-—" pulr) g 6.110
(1) =257 [T e ar (6:110)
Reemplazando en la Ec.(6.108) y comparando con la Ec.(6.98) vemos que truncar el desarrollo del

virial al segundo orden equivale a aproximar g(r) por

g(r) = e ) (6.111)

En la Fig.6.3 vemos la aproximacién a segundo orden del virial para el potencial de Lennard-Jones.
La misma da cuenta solamente del primer pico. Para describir los demés picos resulta necesario
tomar en cuenta ordenes superiores, a menos que el gas sea muy diluido.

6.8. Calor especifico de los sélidos.

Vamos a revisar el problema de las vibraciones en un sélido cristalino en mas detalle, ahora
utilizando el ensemble canénico. Consideremos un sistema de particulas que interactian a través
un potencial de pares, como el que vimos en la seccién anterior Ec.(6.92). A temperaturas su-
ficientemente bajas el sistema solidifica, porque existe una configuracién ordenada de particulas
que minimiza la energia (6.92). Esto no significa que las particulas queden fijas en los sitios del
cristal, ya que por efecto térmico, las mismas presentaran pequenas oscilaciones en torno de dichos
sitios (oscilaciones de gran amplitud fundirian el cristal y ocurren a temperaturas mayores). En
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Figura 6.3: Aproximacién a segundo orden del virial de la funcién distribucién de pares para el
potencial de Lennard-Jones a kpT'/e = 1.

esas condiciones, el potencial (6.92) puede ser aproximado por un potencial arménico (podemos
desarrollar el mismo en Taylor hasta el segundo orden), de donde los movimientos colectivos de las
particulas pueden ser descompuestos en modos normales. Dichos modos corresponden a ondas de
sonido en el cristal (transversales y longitudinales) con una distribucién de frecuencias que depende
de la estructura cristalina particular.

Tomemos, por ejemplo el caso de un conjunto de N particulas restringidas a moverse en una
dimensién, las cuales interactian a través de un potencial de Lennard-Jones (6.103). Debido al
caracter de corto alcance de las interacciones, resulta evidente que el minimo de energia potencial
ocurre si las particulas se encuentran equiespaciadas una a distancia a ~ ¢2/6 (la distancia del
minimo de u(r)). A temperatura cero (esto es, en ausencia de energia cinética) este serd el estado de
equilibrio. El mismo corresponde a particulas localizadas a lo largo de una cadena, en las posiciones
T, =naconn=1,2,...,N. a se conoce como parametro de red. Por simplicidad vamos a asumir
condiciones de contorno periédicas xny41 = x1, con lo cual la cadena se transforma en un anillo.
Esto no es para nada restrictivo, ya que en el limite termodindmico las propiedades deberian ser
independientes de las condiciones de contorno. A bajas temperaturas las particulas tendrén cierta
energia cinética y por lo tanto podran efectuar pequenos desplazamientos en torno de las posiciones
de equilibrio. En estas circunstancias, cada particula esta basicamente ligada a un sitio del anillo y
por lo tanto se vuelven distinguibles.

Definamos el desplazamiento de la particula n-ésima respecto de la posicion de equilibrio x,,
como Yy, = q, — T,. Para bajas temperaturas los desplazamientos serdn pequenos y por lo tanto
podemos aproximar el potencial de interacciéon entre cada par de particulas mediante un potencial
cuadrético (desarrrollo en Taylor hasta segundo orden en torno de r = a). Asi, a menos de una
constante el Hamiltoniano clasico puede ser escrito como

N p2 1 N
_ n
= Z%+§ Z Yn+1 — Yn)? (6.112)
n=1 n=1
donde yni1 = y1 v K = d?u(r)/dr?|,—, > 0. De la mecénica cldsica, sabemos que para un

Hamiltoniano cuadréatico como el anterior existe una transformacién canénica a un conjunto de
variables (modos normales) (Px, Qk), tal que en términos de dichas variables el mismo resulta
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N
1 1
H=> |—P+-muw;Q; 11
2 {Zm k+2mkak (6.113)

Estas nuevas coordenadas describen movimientos oscilatorios colectivos (modos normales) que cor-
responden a ondas longitudinales en la cadena. Las frecuencias de oscilacién pueden obtenerse
notando que los modos normales corresponden a combinaciones lineales de soluciones de la forma,

Y oc eilhna=wit) (6.114)
Las condiciones de contorno periédicas implican que yn+nN = yn y por lo tanto

eik:Na -1

de donde los vectores de onda permitidos son

2mm
k—
alN
conm=0,£1+2,...,£(N —1)/2, N/2; otros valores de m repiten alguna de las soluciones anteri-

ores, ya que si cambiamos k en 27 /a la solucién permanece invariante. Asi, tenemos exactamente N
soluciones independientes, cuyos valores de k se encuentran en el intervalo +/a, el cual se conoce
como 1lra Zona de Brillouin.

Las ecuaciones de movimiento tienen la forma

d2
m?y; = —K(2Yn — Yns1 —Yn_1) n=1,---,N (6.115)

Si reemplazamos la solucién (6.114) en las ecuaciones de movimiento obtenemos

—meGi(kna_wkt) _ —K[2 _ etka _ e—ika] ei(kna—wkt)

= —2K(1 — cos ka) ¢'Fna—wit)

de donde obtenemos la relacion de dispersién

m

wi, = \/QK(I_COSM) =2 % sin(ka/2)| (6.116)

la cual se muestra en la Fig.6.4. Las soluciones (6.114) describen ondas longitudinales que se propa-
gan a lo largo de la cadena con velocidad de fase ¢s = wy/k y velocidad de grupo v = dw/0k. Para
valores pequenos de k (longitudes de onda grandes) la relacién de dispersién es aproximadamente
lineal y la velocidad de grupo es aproximadamente independiente de k e igual a la velocidad de fase
¢s = ay/K/m. Esta es la velocidad del sonido en el sélido.

El desarrollo anterior puede extenderse facilmente al caso tridimensional®. En este caso los
atomos pueden ordenarse en diferentes estructuras cristalinas. El caso mas simple corresponde a una
estructura cibica simple, en la cual las tres coordenadas atomicas de los sitios de minima energia se
encuentran equiespaciadas una distancia a: x, = nza, y, = nya, z, = n.a, con ng,ny,n, = 1,---, L.
El nimero total de d4tomos es N = L3. Imponiendo condiciones de contorno periédicas en las tres
direcciones, los vectores de onda permitidos para los modos normales tienen componentes

4Es importante recalcar que el desarrollo anterior no intenta formular un modelo de solidificacién en una dimensién,
sino simplemente resolver el problema tedérico de las oscilaciones en una dimensién para luego extenderlo al caso
tridimensional. Por motivos que exceden el presente curso, puede verse que no es posible estabilizar un cristal a
cualquier temperatura finita en dimensiones menores que 3.
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Figura 6.4: Relacién de dispersion para una cadena lineal arménica.

2mmy;

ki = con i=wx,y,z y m;=0,%+1,+2,---+£(L—-1)/2,L/2 (6.117)

a
totalizando N vectores de onda. Cada componente toma valores en el intervalo £7/aL. Esto define
un cubo de lado 27 /aL en el espacio reciproco (el espacio de los vectores de onda), es cual constituye
la 1ra zona de Brillouin en el caso 3D. En tres dimensiones es posible tener ondas longitudinales
y transversales. Esto da lugar, por cada vector de onda, a tres soluciones diferentes, cada una con
una relacién de dispersion ws(lz) con s = 1,2,3. Para valores pequenos de k estas relaciones de
dispersion son aproximadamente lineales en k en forma semejante al caso unidimensional, dando
lugar a dos velocidades del sonido diferentes, una para ondas longitudinales ¢; y otra para ondas
transversales ¢; (los dos modos transversales corresponden a dos polarizaciones diferentes y por lo
tanto tienen la misma velocidad del sonido). El Hamiltoniano puede escribirse entonces como una
superposicion de 3N osciladores armonicos independientes, que difieren en sus frecuencias:

1
H= Zz{zmplj + = mws(k)2 i (6.118)
k=1 s

Podemos ahora volver al problema del calor especifico de este sistema. Como vimos en la seccién
5.2.3, el calor especifico clasico de un sistema de osciladores arménicos independientes es totalmente
independiente de las frecuencias de los osciladores (este resultado puede reobtenerse facilmente en
el ensamble canénico). Por lo tanto, el desarrollo anterior en modos normales no nos aporta nada
nuevo. Debemos entonces considerar la versién cuantificada del Hamiltoniano (6.118), esto es

H= ZZ L+ 1/2) T, (k) (6.119)

donde Nge = = 0,1, --. Los autoestados de este Hamiltoniano son el producto directo de los 3N
autoestados de cada oscﬂador armoénico. En esta base el operador densidad es diagonal y podemos
escribir

Zn(T) Try exp BZZ o+ 1/2) hwy(E)

= > exp (=B Y (ng, + 1/2) hwy(k) (6.120)
{ng ot P
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donde {n; .} denota todos las posibles combinaciones de valores enteros para los niimeros cudnticos
)
n; .; en otras palabras, tenemos 3N sumas que van de cero a infinito. Asi
b

oo

Zn() = ] Z_ exp [—5(n,;75+1/2)hw5(/%’)]

= ]I = (6.121)
-1 — e*ﬁh‘%(k)
k,s
y
— Bhes (k) —Bhws (k)
In Zy(T) = —ZT—Zln - } (6.122)
k,s k,s
dln Zn(T) hws (k) hws (k)
U=-——"2"207 e 6.123
R A (6:123)

Los vectores de onda en las sumas anteriores estan espaciados a una distancia Ak; = 27/aL. Asi,
en el limite termodindmico L — oo podemos aproximar la sumas por integrales. La energia por
particula v = U/N resulta

w/a

v/a s () ws (k)
E dky, dk = 6.124
27T (2m)3 /w/a —7/a /ﬁ/a [ 2 + eﬁﬁws(k) 1 ( )

y el calor especifico

ou 1 Ou m/a n/a oBhws (k)
T or T Tiom2a3 dky dk 12
c oT kgT? 0p3 k’BT2 o) 3 Z/ﬂ/a /ﬂ/a /ﬂ/a Bhws(k) ~ 1) (6.125)

En general no es facil resolver la integral anterior y se hace necesario introducir alguna aproxi-
macion. El modelo de Einstein consiste en asumir que todas las frecuencias son iguales. No obstante,
vimos que esta aproximacién tan drastica no describe correctamente el comportamiento a muy bajas
temperaturas. A continuacién veremos un modelo mas refinado introducido por Debye.

6.8.1. EIl modelo de Debye.

El error principal introducido en el modelo de Einstein consiste en no considerar los modos de
bajas frecuencias (ondas de sonido), los cuales son particularmente relevantes a bajas temperaturas.
La aproximacién de Debye consiste en reemplazar las tres relaciones de dispersién por tres relaciones
acusticas idénticas w(E) = ¢ |E], donde ¢, es una velocidad del sonido promedio. Ademads, para
simplificar los célculos se reemplaza la integral en la primera zona de Brillouin (un cubo) por una
integral en una esfera de radio kp. El radio kp se elige de manera tal que el nimero de estados en
la esfera sea igual a N. Si consideramos que cada estado ocupa en el espacio reciproco un volimen
(27 /aL)? tenemos que

4 672
N = gTrk%/(871'3/a3]\f) = k;3D — 77;
a

En la aproximacion de Debye, el calor especifico resulta
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Cc

3a’h?c? /kD k# eBhesk 9kp /@D/T zte®
0 0

— dk — 2B e
2kpT?n? (eBhesk — 1)2 (Bhwp)? (e* —1)2

donde wp = ¢s kp es la frecuencia de Debye y ©p = hwp/kp es la temperatura de Debye. Para
altas temperaturas ©p /T < 1 podemos expandir en potencias de x el integrando en la Ec.(6.126),
con lo cual nos queda ~ z2. Asi, un célculo directo muestra que ¢ — 3kp, con lo cual recuperamos la
ley de Dulong y Petit. Para bajas temperaturas ©p /T > 1 podemos reemplazar el limite superior
de integracién por +oo, ya que el integrando decae exponencialmente para x > 1. De Tablas

/°° xte® 4t
B
0 (ex — 1)2 15

da (6.126)

y asi

12kpm® [ T \?
~ B”( ) (6.127)

°~¥ 7% op

que reproduce el comportamiento observado experimentalmente.



