Capitulo 8

Gases ideales de Bose-Einstein

La funcién gran particién (7.33) para el gas ideal de Bose-Einstein puede escribirse como

Zpp(T. Vi) =] (Z e “) () &y

k ng=0 k

donde hemos usado que Y ;> ja™ = 1/(1 — a); como veremos enseguida, €, — pr > 0, con lo cual
resulta valido usar este resultado. El potencial gran candnico resulta entonces

Qpp(T,V, ) = —kpT In Z(T,V, p) = kpT 3 In (1 e~ (8.2)
k
de donde podemos calcular

(N) =— (as;ﬁ,;)w ; (1 _—j(s;@:)u ) Zk: (eﬂ S 1) (8.3)

Recordando que

(N) =D (ni) (8.4)

k

tenemos entonces que el niimero medio de particulas en el estado k es

(ne) = (eﬁ(sklu) — 1> B (z—leﬁlek — 1) (8:5)

Dado que (ny) > 0 tenemos que ePEr=1) > 1 y por lo tanto e — p > 0 Vk.

8.1. La condensacién de Bose-Einstein

Supongamos por simplicidad que tenemos particulas libres en una caja de volimen V = L? con
condiciones de contorno periédicas, esto es, las funciones de onda de una particula deben satisfacer
op(x + Lyy+ L,z + L) = ¢p(x,y,2). Las autofunciones en estas condiciones son ondas planas
normalizadas de la forma:

1 ir

Qbf{ (F) = 1,3/2 ¢
donde los autovalores del operador vector de onda vienen dados por

2 .
ki=—mn; i=uzy,2

L
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con n; =0+ 1,4£2... y donde los autovalores de la energia son e(k) = h2k2?/2m. La suma sobre
autoestados corresponde en este caso a

2= 2 2 2 (8.6)

ng=0,%1,... ny=0,%1,... n,=0,£1,.

Reescribiendo la suma (8.6) como

v

= e Z 3 S Ak Ak Ak (8.7)

k ke=0,427/L,... ky=0,42r/L,... k,=0,%27/L,...

donde Ak; = 27 /L, podemos aproximar en el limite termodindmico L — oo:

Vv AgV [
Z...N (%)3/...613;{;: (277)3/0 o k2dk (8.8)

k

donde la ultima igualdad vale solo si el integrando es funcién dnicamente de k = \fﬂ

En este sistema el minimo valor del espectro de una particula corresponde al estado con k= 0,
o = 0. Esto implica que p < 0 y por lo tanto 0 < z < 1. Reemplazando las sumas por integrales
(en el limite termodindmico) en la Ec.(8.3) tenemos

ATV e k22 AV (mkpT\%? [ ,( =z
(N} = (27)3 /0 B2k /2m _ dk = Nz ( onh? ) /0 v (e:v2 — z) de (8.9)

de donde la densidad de particulas p = (N) /V resulta

1
P=z 93/2(2) (8.10)
T

La funcién gs/»(2) se define como

o k

z
dr = —75 8.11
93/2 \/>/ <ex2 _ Z) €T ];1 k3/2 ( )
la cual es un caso particular de la familia de funciones g,(z) definidas como

Estas funciones se han sido sumamente estudiadas y se encuentran tabuladas en la literatura. La
funcién (8.11) es acotada y mondétona creciente de z para todo 0 < z < 1, y toma los valores limites:

(8.12)

B

93/2(0) =0

= 1

g32(1) = 7 =C(3/2) =2612...
k=1

donde ((z) es la funcién zeta de Riemann. La derivada de g3/5(z) diverge para z — 1y para valores
pequeilos de z vemos, del desarrollo en serie (8.11), que g3/5(2) ~ z (ver Fig.8.1).
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Figura 8.1: Funciones g3/ y g5/2-

La ecuacion

)\?:’FP = 93/2(2)

es una ecuacion implicita para z en funcién de p y T'. Pero el producto )\?:’pp puede tomar cualquier
valor arbitrariamente grande para temperaturas suficientemente bajas y/o altas densidades. De
manera que para /\?:’pp > 2,612 no existe solucién a esta ecuacién, ya que z no puede ser mayor
que uno. Evidentemente esta es una regién singular de las funciones termodinamicas, lo cual nos
esta sefialando la existencia de una transicién de fase, y claramente para A\3.p > 2,612 algo esta
incorrecto en nuestros calculos previos.

Podemos darnos cuenta de donde esta el problema si revisamos con mas cuidado las Ecs.(8.3) y
(8.5). El término en la suma (8.3) correspondiente al estado fundamental k =0, esto es, el nimero
de medio de particulas (ng) en el estado con g9 = 0 es divergente cuando z — 1 (o u — 0):

(no) = ( - ) = . (8.13)

1—2z

Esto significa que el estado fundamental ! tiene una ocupacién macroscépica cuando z — 1 en el
limite termodinamico, en el cual el nimero medio de particulas tambien diverge, ya que exigimos
que la densidad sea finita. Vemos entonces que en el calculo anterior hemos perdido este efecto.
Como es posible que aparezca una singularidad en las ecuaciones termodinamicas? La respuesta
esta en el limite termodinamico y veremos que el error en los calculos estuvo en la manera en que
tomamos este limite.

Vamos entonces a recalcular (N) en el limite V' — oo, pero aislando el término divergente de la
suma (8.3), esto es, vamos a aproximar

'El estado fundamental € = 0 no necesita ser el estado con = 0. Este valor surge en particular para las condiciones
de contorno periddicas. En general vamos a tener este fendmeno cualquiera sea el estado fundamental, el cual podemos
asumir siempre € = 0, ya que el cero de la energia esta indefinido para las soluciones de la Ec. de Schrodinger. Asi,
si 9 # 0 podemos restar a todos los niveles el valor go y redefinir el potencial quimico p' = p — €o.
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z A7V [o° k2 2 z 4V o0 z
N) = dk = 2 —=——)d 8.14
() 1—2 + (2m)3 /27r/L eBhk2/2m _ 1—=z * N/ ,\T\/;F/Lx (ew Z) z (8.14)

De la misma manera podemos reescribir el potencial gran canénico como

AnkpTV [
Opp = kBTln(1—z)+722i)3/2 /Lk21n(1—ze—ﬁﬁ2k2/2m)dk (8.15)

4kgTV [

= kgTln(l —2)+ —4/——
=2 NN agym/L

2?In (1 — ze_mQ)dx. (8.16)

Las integrales (8.14) y (8.16) excluyen una esfera de radio 27 /L alrededor del origen, lo cual
corresponde a sumar a partir de los primeros estados exitados con k = 27k/L. Podemos entonces
escribir las ecuaciones de estado de la siguiente manera:

N 1 =z 1 A/
:<V>:V1_Z+A%gg/2<z>—fp ( Tf) (8.17)

QBE k:BT /{ZBT )\Tﬁ
donde
©= = [Trm e = Y (819
z2) = — z°In (1 — ze T = — .
g5/2 ﬁ 0 = k5/2

4 a4 z
I)(z,a) = )‘%\/7?/0 x <6x2 — z) dx (8.20)

4kpT (@
I B

=2 [ 221 - ze ) da 8.21
»(2,a) X7 o z“In(1—ze ™ )dx (8.21)

La funcién gs/5(2) es tambien monétona creciente y toma los valores gs/5(0) = 0y g5/2(1) =
¢(5/2) = 1,342. .. (ver Fig.8.1).

Las integrales (8.20) y (8.21) se anulan en el limite L — oo para todo valor de z, excepto tal vez
para z = 1, en el cual los respectivos integrandos son singulares. Desarrolando en serie de potencias
el término exponencial en ambos integrandos es facil ver que

lim I,(1,a) = lim I,(1,a) = 0. (8.22)

a—0 a—0

Analicemos entonces la nueva ecuacién para la densidad

1 =z 1
p= Vios + E g3/2(2) (8.23)
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Figura 8.2: Comportamiento del primer término de la Ec.(8.23) s para diferentes valores de V.

El comportamiento del primer término de la Ec.(8.23) se muestra en la Fig.8.2 para diferentes
valores de V. Tenemos entonces que resolver la ecuaciéon implicita para z:

3 b 2
Arp = Vios + g3/2(2) (8.24)
la cual puede resolverse graficamente para cualquier par de valores de p y T como se muestra en
al Fig.8.3a. Vemos que para V finito la divergencia del lado derecho de la Ec.(8.24) cuando z — 1
impide que la raiz de dicha ecuacién alcance el valor z = 1 para cualquier valor finito de T" y p.
Para T'— 0y p — oo tenemos que z — 1 y por lo tanto (ng) — oo, lo cual es esperable, ya que
en esas condiciones todas las particulas estardn en el estado fundamental 2. La solucién de z en
funcién de A3.p para un gas contenido en un volimen V finito se muestra en la Fig.8.3b.

Supongamos ahora V finito, pero grande: V > 1. Para )\:}p < 2,612 las soluciones de la Ec.(8.10)
tienden a las de la Ec.(8.23) cuando V' — oco. Para A}.p > 2,612 tenemos que las raices de la Ec.(8.24)
seran cercanas a z = 1. Asi, podemos aproximar

i z
Vi1i-=z

Abp ~ + g3/2(1)

de donde podemos despejar

~ poV 1 1 1
~ = 1 ~J J—

z(V) (8.25)
donde py es una cantidad de que no depende de V. Asi, vemos que todas las soluciones para
)\E}p > 2,612 tienden a z = 1 cuando V — oo. La fugacidad del gas ideal de Bose-Einstein, en el
limite termodindmico, es por lo tanto

2Este limite tiene que ser tomado conjuntamente para que z — 1. Si tomamos el limite 7 — 0 manteniendo p
finita, el primer término del lado derecho de la Ec.(8.24) tambien diverge, provocando que z tienda a un valor finito
tal que (no) — (N) = pV.
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Figura 8.3: (a) Solucién grafica de la Ec.(8.24). (b) Fugacidad de un gas ideal de Bose-Einstein
contenido en un volumen finito V.

1 si Abp > g3/a(1)
z = . . 8.26
{ la raiz de A3.p = g32(z)  si Mp < g3/2(1) (8.26)

y se muestra en la Fig.8.4.
De la Ec.(8.25) tenemos ademas que

(L 2(V) N {no) | opo si Ahp > gsa(1)
vlféo(m—z(V))_vanio Vo0 i Ap < gy(l) (8.27)

y por lo tanto de la Ec.(8.23) tenemos que la densidad media de particulas tiene satisface

£ i Abp>
1 {P0+)\%93/2(1) si Abp > gs0(1) (5.28)

P=u ™ égs/z(z) si Ahp < g32(1)

donde z viene dado por (8.26) y v es el voliumen por particula.

Vemos entonces que para )\?pp > g3/2(1) un niimero macroscdpico de particulas ocupan el estado
fundamental €. Este fenémeno se conoce como condensacién de Bose-Einstein y comienza a
ocurrir cuando z — 1 (4, equivalentemente, cuando p — 0), es decir, cuando la densidad p y la
temperatura T' son tales que

Abp = g32(1). (8.29)
La Ec.(8.29) nos permite obtener la temperatura critica T, de la transicién en funcién de la densidad:

g3/2(1)

A = (8.30)
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Figura 8.4: Fugacidad de un gas ideal de Bose-Einstein en el limite termodinamico.

de donde

2mh? ) 273
fe= <mk3> (93/2(”) (8:31)

Tambien podemos invertir la ecuacién (8.31) y exresar el volumen expecifico critico en funcién de
T:

2rn2\ %/ 93/2(1)
Ve = <ka> To2 (8.32)

De la Ec.(8.28) podemos obtener la fraccién de particulas en el estado fundamental para la
regién de condensacién z = 1, manteniendo fija la densidad y variando la temperatura:

1
1= % + sl (8.33)
T

(no) _ po 1 ot (T)3/2

NOE P e () =1 e [ 8.34
Asi, podemos definir una pardmetro de orden n para la transiciéon como
T\3%2 .
=i _J1-(f)" s TSI (8.35)
(N) 0 si. T >T,

el cual se muestra en la Fig.8.5. Para T' ~ T, tenemos que

T.—T

o (8.36)

Ui
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Figura 8.5: Pardmetro de orden n = (ng) / (N) vs. temperatura reducida.

Esto nos sugiere que la transicién es de segundo orden. No obstante, no es posible encuadrar
esta transicion dentro de la clasificacién usual de primer y segundo orden. En particular, el calor
especifico no es divergente en el punto critico, si bien presenta un comportamiento anémalo. Mas
aun, veremos que desde cierto punto de vista podria interpretarse como una transicién de primer
orden.

Notemos que si mantenemos fija la temperatura y variamos la densidad, podemos expresar
tambien la fraccién de particulas en el estado fundamental a partir de las Ecs.(8.28) y (8.34) como

{no) _ o pe_,_ v
T ik (8.37)

Vamos a calcular entonces las restantes funciones termodinamicas. Consideremos la expresion
(8.18) para la presién. Es evidente que limy_(1/V)In (1 — z) = 0 para todo z # 1. Ademas, de
la Ec.(8.25) tenemos que

lim (‘1/111(1 _ Z(V))) 0 (8.38)

V—oo

Asi, reemplazando las Ecs(8.22), (8.26) y (8.38) en (8.18) tenemos que

kT ; 35>
P:{ A 95/2(1) s /\TP_93/2(1) (8.39)

kT .
fnggs/z(Z) si Ahp < g30(1)
Notemos que la presién es independiente de la densidad para A3.p > g3 12(1).
Analicemos ahora las isotermas del gas de Bose-Einstein en el espacio de pardmetros (P,v). A
temperatura constante tenemos un punto de transicién P = P.(v.) que se obtiene de tomar z = 1

en la Ec.(8.39) y expresar T en funcién de v a traves de la Ec.(8.32). Variando T se define entonces
una linea de transiciéon

2wh?gso(1) 1
m(gs/2(1))>/3 y2/3

Pc(vc) = (840)
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Figura 8.6: Grafico esquematico de las isotermas de gas ideal de Bose-Einstein para tres temperat-
uras diferentes 77 < T < T3. La linea de trazos corresponde a la curva P, (v.).

En la Fig.8.6 podemos ver la forma general de las isotermas. Para v < v.(T) tenemos que
P = P, = cte. Esto recuerda fuertemente las isotermas de la trasicién usual gas-liquido en la regién
de coexistencia. Mas ain, dado que el estado condensado consiste en una mezcla de un conjunto
macroscopico de particulas en el estado fundamental y otro conjunto distribuido en el resto de
los niveles (la fraccién de particulas en cualquier otro nivel individual tiende cero en el limite ter-
modindmico). De esta manera podemos interpretar dicho estado como una coexistencia entre una
fase gaseosa y una fase “condensada”, si bien esta ultima corresponderia a una condensacién en el
espacio de los momentos. A partir de esta consideraciones suele interpretarse a veces la conden-
sacion de BE como una transicién de primer orden. Si aceptamos esta interpretaciéon tenemos que
preguntarnos entonces cual es el volimen especifico de la fase condensada. Comparando la Fig.8.6
con el diagrama de consistencia de la transicién gas-liquido todo indica que el voliimen especifico del
condensado es cero y el del gas es v = v.. Pero esto esto significa que el condensado tiene densidad
infinita! Sin embargo este aspecto no-fisico es consistente con el hecho de que estamos considerando
un gas de particulas no-interactuantes, lo cual implica que las particulas pueden acercarse entre
ellas a distancias arbitrariamente pequenas. Mas atin, veremos que esta interpretacién, mas alla del
aspecto no fisico expuesto, es bastante consistente.

Consideremos por ejemplo la presién critica en funciéon de la temperatura, esto es

kT
P(T) = %gg,/zu) o (kyT)5/2 (8.41)
T

De acuerdo a la interpretacion anterior, esta funcion, la cual se muestra en la Fig.8.7, corresponderia
a la curva de presién de vapor de la transicion, es decir, a una curva de coexistencia. Sin embargo
notemos que nunca podemos atravesar la curva. Nunca podemos tener una fase condensada pura,
excepto a T'= 0. Derivando la Ec.(8.41) tenemos
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Figura 8.7: Linea de coexistencia P,(T).

dP(T) _ 5kpgsp(l) 1 <5k T95/2(1)> (8.42)

dar 2 A T \2777 ga(1)

La Ec.(8.42) corresponderia la ecuacién de Clausius-Clapeyron para la transicién. Dado que Av =
Ve, esto implica un calor latente de la forma

1
l_95/2( )§k

= B 8.43
g3/2(1) 2 (8.43)
Calculemos ahora la entropia por unidad de volimen. Tenemos que
o= lfm —— (mBE) = lfm <ap> (8.44)
Vooo V oT Vi V—ooo \ OT Vi
Derivando entonces la Ec.(8.39) y usando la propiedad
dgn(z) 1
= —gn_ 8.45
2 = gea(2) (5.45)
tenemos que
%%95/2(1) si Ahp > g30(1)
$=1 5kb kol L ) (8.46)
o) ,\:%95/2(2) —kppln(z) st Npp < g3/a(1)

Vemos que s = 0 a T' = 0, de acuerdo con la tercera ley de la termodindmica. Hemos visto
ademas que la fase condensada pura solo existe a T = 0. De aqui concluimos que el condensado
tiene entropia cero, lo cual es consistente con una fase en la cual todas las particulas se encuentran
en el mismo estado cuantico. Asi, a temperatura finita, la contribuciéon a la entropia en la regién de
coexistencia viene dada exclusivamente por la fraccién de particulas en la fase gaseosa. Si llamamos
s’ a la entropia por particula del sistema y s’g a la entropia por particula en la fase gaseosa, tenemos
que
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s’ = ( - <n0>> s =g (8.47)
donde hemos usado la Ec.(8.37). De la Ec.(8.46) tenemos que en la regién de coexistencia

S 5kp

g { _— = = - —
s = Vlgnoo 5 vS 2N gs/2(1) v (8.48)

Comparando las dos ultimas ecuaciones, y teniendo en cuenta que la entropia de la fase condensada
es cero, tenemos que la diferencia de entropia entre la fase gaseosa y la condensada es

As — ¢ 5kp B §95/2(1)

_ 25 = 4
g 2)\%95/2( )UC 2g3/2(1) B (8 9)

Comparando con la Ec.(8.43) vemos que

I =TAs (8.50)

lo cual es consistente con la interpretacion de una transicién de primer orden. Finalmente, es posible
ver que la compresibilidad isotérmica k7 — oo cuando v — v.. Dado que las isotermas son planas
en la regién de coexistencia, k7 = oo en toda la region de coexistencia, lo cual es consistente con
la imdgen de un fluido infinitamente compresible.

Mas alla de cualquier interpretacién, es claro que los aspectos no fisicos del gas ideal de Bose-
Einstein son un resultado de despreciar las interacciones entre particulas. Mas aun, el efecto mas
interesante, esto es, la condensacién, aparece cuando

AT 1/3
75 = (9(D) 1377

esto es, cuando la longitud de onda de deBroglie promedio es del orden de la distancia media entre
particulas. En esta situacion las interacciones entre particulas en general no pueden ser despreci-
adas. Modelos mas realistas que toman en cuenta interacciones repulsivas entre particulas a cortas
distancias muestran que la condensacién persiste, pero los efectos no fisicos (isotermas planas)
desaparecen. En este caso la transicién de fase es claramente de segundo orden.

Asi, las predicciones mas importantes del gas ideal de Bose-Einstein son: (a) Es posible tener una
transicion de fase como resultado exclusivamente de la estadistica, a diferencia de otras transiciones
de fase que son un resultado exclusivamente de las interacciones entre particulas; (b) la fase de bajas
temperaturas corresponde a un estado cuantico coherente macroscépico. Esto ultimo implica
que propiedades cudnticas, las cuales usualmente solo son observables a escalas microscépicas,
puedan ser observadas a escalas macroscépicas.

A partir de la expresién (8.46) podemos calcular el calor especifico a densidad constante medi-
ante la expresion

¢, =T (g;)p (8.51)

Notemos que para calcular ¢, tenemos que mantener p constante en lugar de p. Asi, vamos a tener
que calcular

% _ _§393/2(2)
<8T>p 2T gya(2) (8:52)
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Figura 8.8:

la cual se obtiene derivando la ecuacién A\3.p = g3 /Q(z) con respecto a 1" manteniendo p = cte; la
funcién gy /5(2) se muestra en la Fig.8.8. Usando esta expresién obtenemos

5/2(1) si Abp > g30(1)

9 93/2(2)

g
- | (8.53)
’ { TNEgs2(2) — ke st Npp < gap(1)

El calor especifico en funcién de T se muestra en la Fig.8.9. Notemos que ¢; /2(2) — 00 para
z — 1y por lo tanto ¢, es continua en el punto critico, mientras que su derivada es discontinua. A
altas temperaturas c, se hace constante, tal como se espera en un gas cldsico. Vemos que tanto ¢,
como s tienden a cero cuando 7" — 0 de acuerdo con la tercera ley de la termodinamica, con una
dependencia en T de la forma T3/2.

Finalmente, la energia interna por unidad de voliimen puede calcularse a partir de la Ec.(7.22)
obteniéndose:

3 (1) si App>g30(1)

u= lim — = .
VeV T\ $EBTgon(s) s Ao < gaja(1)

(8.54)

Notemos que u = %P, al igual que en el gas de Maxwell-Boltzmann, atiin en la regién de conden-
sacion.
A altas temperaturas o bajas densidades, esto es cuando

AT 1/3
/3 < (93/2(1)>
tenemos que z — 0y g5/2(2) = g3/2(2) ~ g1/2(2) ~ 2. De la Ec.(8.28) obtenemos para la densidad

PR — (8.55)
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Figura 8.9: Calor especifico a densidad constante en funcién de la temperatura para el gas ideal de
Bose-Einstein.
mientras que de la Ec.(8.39) obtenemos para la presién

_kpTz (N) kpT

P = = pkpT = 8.56
y de la Ec.(8.53) tenemos que
15kgz 9 3

Vemos que a altas temperaturas y/o bajas densidades el gas de Bose-Einstein se comporta como
un gas ideal clasico, esto es, los efectos de la estadistica se vuelven despreciables.

8.2. Radiacion de cuerpo negro

Consideremos las propiedades de equilibrio de una cavidad de volimen V vacia de materia, a
temperatura 1. Un sistema de este tipo se conoce como cuerpo negro y puede producirse experi-
mentalmente evacuando una cavidad en cualquier material y colocando la misma en contacto con
un reservorio a temperatura 7. Los atomos en las paredes de la cavidad van a emitir y absorver
permanentemente radiacién electromagnética, de manera que en equilibrio habra en la cavidad ra-
diacién de diversas frecuencias con diferentes intensidades. En efecto, se observa que la distribucion
de energia en funcion de la frecuencia resulta independiente del tiempo y de las caracteristicas de la
cavidad. En otras palabras, las propiedades del campo electromagético en el interior de la cavidad
son independientes del tiempo y de la historia de la muestra y por lo tanto este sistema se encuentra
en equilibrio termodinamico.

Si bien hemos desarrollado el formalismo de la mecanica estadistica para sistemas de particulas,
no existe en principio impedimento alguno para extenderlo al campo electromagnético. Lo primero
que debemos preguntarnos es cuales son los microestados accesibles del campo electromagnético. Ya
hemos tratado un sistema semejante en el tratamiento cuantico de un sistema de particulas en una
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caja, esto es ondas de materia. Al igual que en dicho caso, los microestados del presente sistema en
equilibrio corresponden a ondas estacionarias, esto es, a los modos del campo electromagnético en la
cavidad. Sin embargo, para que podamos aplicar el formalismo de la mecanica estadistica debemos
formular dichas soluciones de las ecuaciones de Maxwell en términos de variables canénicas. En
otras palabras, debemos expresar las ecuaciones del campo en términos de coordenadas y momentos
generalizados que satisfagan las ecuaciones de Hamilton.

Si el volumen de la cavidad es suficientemente grande, puede verse a partir de consideraciones
termodinamicas, que las propiedades termodindmicas de la radiacién en la cavidad son independi-
entes de la naturaleza de la cavidad (forma, composicién quimica, etc). De esta manera, podemos
elegir para el campo de radiacién las condiciones de contorno que nos resulten mas convenientes.
Supongamos entonces que tenemos un cubo de lado L con condiciones de contorno periédicas.

Consideremos la energia del campo electromagnético en el interior de la cavidad:

7h:;EA(E?+ﬁﬂdv (8.58)

donde los campos E y H son funciones de la posicién y del tiempo. Los mismos obedecen la
ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes:

. 10H

E = == .
V x o (8.59)
VE =0 (8.60)

. 10E
VxH = - (8.61)
V.H = 0 (8.62)

Si expresamos los campos en términos del potencial vector A y del potencial escalar ¢ como

H=VxA (8.63)
. 104

Fo_194 64

i (8.64)

las ecuaciones (8.59) y (8.62) se satisfacen automdaticamente. Notemos sin embargo que los poten-
ciales se encuentran definidos a menos de una transformacion de gauge, esto es, si introducimos
nuevos potenciales

- - 10

A4 vy ¢t i

c Ot

donde 9 es una funcién arbitraria, obtenemos exactamente los mismos campos E y H. Esta arbi-
trariedad en la definicién de A nos permite imponer la condicién de transversalidad

V.A=0. (8.65)

conocidad como gauge de Coulomb. Dado que no hay cargas en la cavidad podemos tomar ¢ = 0.
Asi, las ecuacién (8.60) se statisface autométicamente y la Ec.(8.61) nos d4 la ecuacién de ondas
para el potencial vector
V%E—Aléigzc) (8.66)
c? ot? ’
La solucion general de la Ec.(8.66) para la caja con condiciones de contorno periédicas tiene la
forma
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A= Z [c_i,; exp (zw(E)t + ZE’F) + c.c.} (8.67)
k
donde las componentes del vector de onda vienen dadas por k; = 27l;/L con i = x,y,zy l; =
0,+£1, £2; la frecuencia satisface la relaciéon de dispersion

w(k) = c|k| (8.68)

y c.c. indica el complejo conjugado del término anterior. Los coeficientes dj; se determinan a partir
de las condiciones iniciales. La condicién de transversalidad (8.65) implica que

k.dz; = 0. (8.69)

Los campos E' y H vienen dados entonces por

E= —i‘?f = Xk: ik exp (iw(k)t +ik.7) + c.c.| (8.70)
H=Vx A=Y [i(k x ag)exp (iw(R)t + ik.7) + c.c.] (8.71)

esto es, tenemos un desarrollo en ondas planas de los campos. Usando la propiedad
| e [i(E = Ry av = v, (8.72)
V b

es facil demostrar que

/V B2V = Y [~VEaa_gexp (2uw(B)t) - VRGa pexp (~2iw(B)t) + 2VkSGpaz]  (5.73)

De la misma manera usando las propiedades del producto vectorial mixto y la transversalidad de
los campos, se puede demostrar que

/V H2V = Z [Vi%ap.a_exp (2iw(R)t) + VI?a:.a* pexp (~2iw(R)t) +2VEaas]  (8.74)

Por lo tanto tenemos que

_ 1 72 g2\ gy — VN p2a o
H—g/v(E +H)dV_27rzE:k Q. (8.75)

8.2.1. Solucién clasica

Notemos que la expresién (8.75) para la energia no es un Hamiltoniano, ya que la misma
no se encuentra expresada en términos de variables canonicas, esto es, coordenadas y momentos
generalizados que satisfagan las ecuaciones de Hamilton. Asi, no podemos aplicar en la presente
forma el formalismo de la mecanica estadistica clasica.

Definimos entonces las coordenadas generalizadas:

@E(t) =« [612 exp (zw(E)t) + dexp (—zw(E)tﬂ (8.76)

donde « es una constante real a determinar, y los momentos generalizados
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3 d = o o o o
Pr(t) = %Qé(t) =« [zw(k)aE exp (’Lw(k)t) —iw(k)ay exp( w(k)t)} (8.77)
De las Ecs.(8.76) y (8.77) podemos expresar
= LG L p (8.78)
ar = — - P .
F=2a" w(k:) k
Reemplazando la Ec.(8.78) en (8.75) tenemos que
__Vv > [P 4 w(k)?Q2 (8.79)
8ralc? ~—~ L k k ’

Es facil ver que eligiendo

Vv

4d7c?

(8.80)

o=

las coordenadas y momentos genearalizados (8.76) y (8.77) satisfacen las ecuaciones de Hamilton:

d ~ OH d ~ OH
—Qp= "= —Pr=——= (8.81)
dt oP; dt 0Qr

Ahora si, al disponer de una froma canénica podemos aplicar el formalismo de la mecdnica
estadistica clasica. Es importante notar que la transversalidad de los campos impone que

-

Qpk=P.k=0 (8.82)

esto es, los vectores Qp y P son normales a la direccién de propagacién de la onda dada por el

vector /2, y por lo tanto el Hamiltoniano (8.79) puede escribirse como

1 -
M= 33 [PE +ulQd | = 3 (8.83)

k.,j k.j

donde el indice j = 1,2 corresponde a las dos diferentes direcciones de polatrizacién lineal de la
onda y Hj . es el Hamiltoniano de un oscilador arménico unidimensional de frecuencia w(E) = ck.
Dado que estamos a temperatura constante, podemos trabajar en el ensamble candnico. La funcién
particién tiene entonces la forma

7 = H/ / dQy ;dPy e "k (8.84)

Usando

/ e dy = \/? (8.85)
oo a

InZ=> In (;};) (8.86)

k.j

tenemos que

de donde obtenemos la energia interna:

Uu_ 19 1 5
V__V%M_VZﬁ /dkz—»oo (8.87)
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Esta divergencia se conoce como catdstrofe ultravioleta. Sea u(v) la densidad espectral de energia,
esto es, la cantidad de energfa por unidad de volimen del campo electromagnético con frecuencia
entre v y v + dv. Tenemos entonces que

% = /0 u(v)dv (8.88)
De la Ec.(8.87) podemos escribir, al menos formalmente,
U 1 © 8 0
= = —kpT 4k2dk:—kT/ %d :
v = 1.3k /0 T aks ; vedv (8.89)
donde
1 - ck

Comparando las ecuaciones anteriores obtenemos:

8
u(v) = C—;rkBTV2 (8.91)

Esta ecuacién se conoce como ley de Rayleigh-Jeans.

8.2.2. Solucién cuantica: la ley de radiacion de Plank

Lo que acabamos de ver fue el comienzo de la mecdnica cudntica. La densidad espectral de
energia habia sido medida con gran precisién a fines del siglo XIX y, excepto a bajas frecuencias,
resultaba bien diferente a la ley de Rayleigh-Jeans. Esto implicaba que algo estaba equivocado en
(a) la mecénica estadistica 6 (b) el electromagnetismo clésico. En 1900 Planck asumié que la falla
estaba en el electromagnetismo, dando comienzo a la mecénica cuantica.

La cuantificacién del Hamiltoniano (8.83) da como resultado un Hamiltoniano de la forma

H= hw(E)nEj (8.92)
k.j
donde j = 1,2 corresponde a las dos polarizaciones y ng; = 0,1,.... La funciéon de particién
canonica puede entonces escribirse como

Z= H Z; . (8.93)
.

(notemos que el niimero de osciladores en este caso es infinito, atin en el caso de un voliimen finito)

donde

[e.e]
: 1
e 8.94
k.j nZ:O 1 — e—Bhw(k) ( )
Asi
mZ=3"mzZ=-23 In[l—e )] (8.95)
k. k.

v la energia interna resulta

o) k
U:—aﬁan:%cz’;eﬁhck_l (8.96)
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En el limite termodinamico, reemplazando

y
Z;;: - G /d3k

obtenemos:

he (o k3
uer, vy = Ve / Tk (8.97)
w2 0 eBhw(k) _ 1

De la Ec.(8.97) tenemos

U 8rh [~ 3
o= /0 v (8.98)
de donde obtenemos la ley de radiacion de Planck:
8th 3

En el limite de bajas frecuencias v — 0 la Ec.(8.99) reproduce la ley de Rayleigh-Jeans

u(v) ~ ii;k;BTy?, (8.100)

sin embargo, la integral (8.98) es finita. De hecho, haciendo el cambio de variable x = Bhr obtenemos
la ley de Stefan-Boltzmann:

U KU oo g3

El calor especifico a voliimen constante es por lo tanto

¢y = 40T? (8.102)

que se anula para T — 0 de acuerdo con la tercera ley de la termodinamica.

8.2.3. El gas de fotones

Los resultados anteriores pueden ser derivados a partir de una interpretacién bastante mas
interesante. En 1928 P. Dirac suirié que el campo electromagnético podia ser cuantizado tratando las
variables canodnicas clasicas @) R PEj como operadores que obedecen las relaciones de conmutacién

I I

Q65+ P | = o 0

[Ql;,j’QE’,j’} = {Pg,j,P,;,’j,} =0

Dirac también introdujo los operadores

w(k) i
aaj = on QE,]‘ + w(];) PE,]‘ (8103)
y sus hermitianos conjugados
o =W 1 p (8.104)

kji 2R CkiJ w(l;) k,j

los cuales satisfacen las relaciones de conmutacién
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Pl
[a,;m “;;/,j/} =0z 95 (8.105)

{altc',j’a%’,j’} = [aﬁ,j’aﬁ/,j/} =0 (8.106)

Reemplazando entonces en el Hamiltoniano (8.83) se obtiene el Hamiltoniano cuantizado:
- 1
=Y ho(F) (a%}ja,;’j + 2) (8.107)
k7j

el cual incluye el término de punto cero (irrelevante para la Mecéanica Estadistica, ya que so-
lo representa una constante aditiva en la energia). Es posible ver a partir de las relaciones de
T

conmutacién (8.105)-(8.106) que los operadorres aE]a (hermitianos) tienen autovalores enteros

),

=0,1,2,... (comparar con Eq.(8.92)). Mas atn, un anélisis detallado muestra que los autoes-
tados snnultaneos del conjunto anterior de operadores corresponde exactamente a los autoestados
simetrizados de N particulas independientes con energias de una particula hw(k:) yN=5%p.n FRUNT
Los ntimeros cudnticos ng ; asociados a cada oscilador arménico pueden por lo tanto interpretarse

como numeros de ocupacién correspondientes a los estados de una particula con energia hw(E).

Asi, el campo electromagnético puede interpretarse como compuesto por cierto tipo de particu-
las, a las cuales se denomina fotones, las cuales obedecen la estadistica de Bose-Einstein. Estas
particulas tienen momento lineal p’ = hk y se mueven a la velocidad de la luz ¢, lo cual requiere
que tengan masa en reposo nula. De esta manera, la energia resulta consistente con la expresién
relativista e = /c?p? + m2c* = cp. Los fotones son particulas de spin 1 (a pesar de que por la
condicion de transversalidad solo pueden asumir dos valores, correspondientes a las diferentes po-
larizaciones). Otra caracteristica que surge de la teoria es que el nimero de fotones no se conserva,
ya que los mismos pueden ser emitidos o absorvidos por atomos. Asi, el niimero de fotones no esta
definido, ni siquiera en valor medio, lo cual implica que el potencial quimico sea y = 0. De esta
manera, la funcién gran particién viene dada por la Ec.(8.2) tomando p = 0:

T, V) =2kpT " In (1— ¢ 0m®) (8.108)
P

El ntimero medio de fotones con momento hk, independientemente de la polarizacién, es

(ng) = eﬂhwé) — (8.109)

donde el factor 2 proviene de las dos posibles polarizaciones. La energia interna puede obtenerse
directamente de

V) =3 ho(k) (ng) (8.110)
P

Reemplazando la Ec.(8.109) en la ecuacién anterior reobtenemos la expresién (8.96). También
podemos calcular la presiéon de radiacién en la cavidad a partir de

_kgT
p_ Q_ ksT / k2 (1 — e di (8.111)
Integrando por partes la Ec.(8.111) y comparando con la Ec.(8.97) obtenemos la ecuacién de estado

U
P=_— 8.112
Y (8.112)
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Notemos que en las funciones termodindmicas no aparece ninguna singularidad, esto es, el gas
de fotones no presenta condensacion de Bose. Fisicamente esto se debe a que el nimero de fotones
no se conserva, lo cual hace que los fotones desaparezcan en lugar de condensar.

8.3. Calor especifico de los sdélidos revisado: el gas de fonones

Si comparamos el Hamiltoniano (8.83) para el campo electromagnético en una cavidad con el
Hamiltoniano (6.119) para las oscilaciones de un cristal, vemos que la situacién es entéramente
andloga. En este ultimo caso, la cuantificacion del campo de vibraciones del cristal resulta equiv-
alente a un gas de bosones llamados fonones. Asi, el calor especifico de los sélidos pueder ser
derivado en el ensemble gran canénico, considerando un gas de bosones con potencial quimico cero
(el nimero de fonones tampoco se conserva) y las relaciones de dispersién apropiadas (ver capitulo
6). Fonones y fotones son llamados cuasi particulas.



