1.3 Mecanica Estadistica de las Transiciones de Fase Continuas

En esta seccion vamos a analizar algunos aspectos formales de la Mecanica Estadistica
que son de importancia en la descripciéon de los fenémenos criticos.

Vamos a especificar el sistema como cierta muestra del espacio €2, en la cual se
define el Hamiltoniano Hq o simplemente H. El voliimen del sistema es V() y el drea
de su superficie S(€2). Vamos a asumir que el tamano del sistema esta caracterizado
por cierta dimensién lineal L, de tal manera que V(Q) oc L9 y S(Q) o< L4, donde d es
la dimensién espacial. A menos que se especifique lo contrario, vamos a considerar los
sistemas solo dentro de la Mecéanica Estadistica Clasica, esto es, vamos a asumir que
el estado microscépico del sistema esta completamente determinado por un conjunto
de variables (continuas o discretas) asociadas con cada particula, en lugar de vectores
de estado en un espacio de Hilbert. El motivo de esto se encuentra asociado con la
divergencia de la longitud de correlacion en el entorno de un punto critico; siendo esta
la escala espacial relevante en la cual ocurren estos fenémenos, los efectos cuanticos no
tendran una influencia relevante y pueden ser despreciados, aun cuando el fenomeno
subyacente que genera el comportamiento critico es de origen cudntico (tal como en el
ferromagnetismo o en la transicién del He superfluido).

Vamos a escribir el Hamiltoniano de la forma

donde = 1/kpT, las cantidades K, se denominan constantes de acoplamiento 'y O,
que llamaremos operadores locales, son combinaciones de funciones de las variables de
estado microscopicas del sistema. Por ejemplo, en el caso de un sistema magnético, las
variables de estado son los spines §; definidos en cada sitio de una red cristalina en €Q;
los operadores locales se construyen entonces como combinaciones de las variables de
spin, esto es, ©1 = 37, §;, ©2 =, ; 5.5}, etc. Las constantes de acoplamiento resultan
entonces combinaciénes de pardmetros externos (temperatura, campo magnético, etc)
y pardmetros microscépicos (ej., constantes de intercambio). Por ejemplo, en el caso de

spines, el término Zeeman de interacciéon con un campo magnético externo de médulo
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B genera una constante K1 = $B. Vamos a denotar el conjunto de constantes de
acoplamiento como (K] = {K,}.

Vamos a escribir la funcién particién del sistema como?

Z[K] = Tr e FHs (9)

donde Tr denota de manera formal una “suma sobre todos los posibles grados de liber-
tad del sistema” (una integral multiple en el caso de variables continuas). Por ejemplo,
en el caso de un sistema magnético con spines discretos, Tr denota una suma sobre
todos los posibles valores de cada una de las variables de spin. La energia libre resulta

entonces

Fo[K] = —kgTInZ (10)

donde toda la informacion termodinamica del sistema se encuentra contenida en las

derivadas de Fq con respecto a las diferentes constantes de acoplamiento K.

1.3.1 El limite termodinamico

Un punto muy importante en el estudio de las transiciones de fase es la existencia
del limite termodindmico, de manera que vamos analizarlo con un poco de detalle. La
experiencia nos muestra que para la mayoria de los sistemas la energia libre es extensiva
para sistemas suficientemente grandes, de manera que Fn o V(). Para un sistema

finito podemos por lo tanto esperar que
Fo =V (Q)fy + SQ)fs + O(L?)

donde f; es la energia libre por unidad de volimen (el subindice b proviene de la palabra
inglesa “bulk”) y fs es la energia libre superficial por unidad de drea. Podemos entonces

definir estas cantidades como:

4En general no vamos a especificar el ensamble en el cual estamos trabajando, siendo la eleccién
de este dictado por las conveniencias del problema. Asi, vamos a denotar de manera genérica por Z
la funcién de particiéon que corresponda, canénica o gran candnica. En este tltimo caso el término de

potencial quimico simplemente afiade otra constante de acoplamiento Su al Hamiltoniano (8).
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FolK]
V(@) o V(Q) (11)

siempre que el limite exista y sea independiente de ). En el caso de un sistema definido

folK] =

en una red cristalina suele ser mas conveniente definir la energia libre por sitio :

hlK) = S (12)

donde N (£2) es el numero de sitios en la red. La energia libre f;, describe las propiedades
extensivas del sistema, pero no describe efectos de superficie o de tamano finito. Esta

informacién puede obtenerse de la energia libre superficial:

flK] = lim FolK] - (V(;)Q)fb[m

siempre que el limite exista y sea independiente de (2.

(13)

Estas afirmaciones sobre existencia no son una pedanteria matematica. La exis-
tencia de estos limites no es trivial. De hecho, existen muchos sistemas importantes
en la naturaleza para los cuales este limite no existe y por lo tanto no son extensivos.
Para que un sistema sea extensivo las fuerzas microscépicas deben satisfacer ciertas
condiciones y el limite debe ser tomado con mucho cuidado. Veamos un ejemplo del
tipo de condiciones para las cuales el limite no existe.

Supongamos un sistema de particulas que interactian de a pares mediante un po-

tencial dependiente de la distancia entre ellas ¥ — 7/ de la forma:

U(F—7) =
|7 — 7|7

donde A es una constante y o es un exponente positivo. Este tipo de interacciones

decaen con la distancia mediante una ley de potencia, donde o regula la variaciéon de

este decaimiento. Conocemos ejemplos de este tipo de interacciones: interacciones de

Coulomb entre particulas cargadas (o = 1) e interacciones dipolares entre momentos

magnéticos (a grandes distancias ~ 1/r2 y por lo tanto o = 3). Existen varias otras

menos conocidas.

La energia total de este sistema viene dada por
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1
Fo =3 [ d'dis ! oYU (7 = 7 )p(i") (14)
Q

donde p(7) es la densidad de particulas en la posicién 7. Supongamos por simplicidad
que 2 es una hiperesfera de radio R en d dimensiones. A temperatura cero la energia
libre es igual al minimo de la energia interna. Para un sistema homogeneo podemos

asumir que este estado tendra una densidad uniforme p(7) = p y la energia sera:

1

7]

A 2
E(R) = Tp/ﬂddr dir’ (15)

Haciendo un cambio de variables ¥ = R¥ y ¥/ = Ry, Q se transforma en la hiperesfera

de radio unidad. Esto nos permite extraer la dependencia de E en el tamano R:

E(R) ==L

R%=oC (16)

donde C' es en principio una cosntante independiente de R

1
C = ddx ddyﬁ
R=1 |7 =g

(17)

Tenemos por lo tanto que

E(R)  Ap’CR*=°  Ap’CR*°

B, = - _
"7 V(R) 2V, RA 2V,

(18)

donde Vj es el volimen de la hiperesfera de radio unidad en d dimensiones. Aqui debe-
mos ser cuidadosos ya que la integral sobre la esfera unidad representada por C' puede
no ser convergente. El problema es que el integrando en la Ec.(17) es divergente para
X = ¢, y esta divergencia no es integrable para ¢ > d. Esto no es muy problematico,
ya que para potenciales de interaccién fisicos debemos asumir que las particulas no se
tocan, lo cual puede representarse anadiendo al potencial una interaccién de “carozo
duro”, esto es, U(r) = oo parar < ay U(r) x 1/r? para r > a. Con esta restriccién

podemos calcular la integral de la Ec.(17) usando el cambio de variables:
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1
v=5(@+y)

cuyo Jacobiano es igual a uno. Dado que el integrando no depende de ¥, la integral en
esta variable simplemente nos da el volimen de la hiperesfera unitaria V. Dado que

la distancia minima de |7 — 7’| es a, el valor minimo de || serd a/R. Asi

2 1 (gd-o _ [ajd=c ara d# o
C = Vde/ duud170 = V5, 0 ( #°7) v . (19)
a/R In (%) +1n2 para d=o
de donde, para R > 1
Ap2Sy | 5 (B2 =(3)"7) para d#o
Ey=—— - (20)

- 2Mtod In (E> para d=o

de donde vemos que el limite termodindmico solo existe para o > d, lo cual excluye
las interacciones dipolares y las coulombianas en una gas de particulas cargadas con el
mismo signo®.

Ahora bien, que importancia tienen estas consideraciones en el estudio de los
fenémenos criticos? Por lo que hemos expuesto en secciones anteriores un fenémeno

critico significa basicamente una singularidad en la energia libre dada por
e PP =Ty ¢ PH.

Dado que el Hamiltoniano H es usualmente una funcién analitica de todos sus pardmetros,
es claro que un comportamiento no-analitico resulta imposible si la traza se realiza so-
bre un numero finito de gradoos de libertad. En otras palabras, una transicién de fase
(incluyendo las discontinuas) solo ocurre en un sistema infinito, es decir, en el limite
termodinamico. Sin embargo, los sistemas reales son siempre finitos, aunque con un

niimero muy grande de particulas (~ 10%3). Como es posible entonces la existencia de

5En el caso de particulas cargadas de diferente signo, donde la carga total es nula, el limite ter-

modindmico existe debido a efectos de apantallamiento.
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transiciones fase? Estrictamente las transiciones de fase no existen en el sentido en que
las hemos definido desde el formalismo de la Mecanica Estadistica. No obstante, esta
descripcién formal nos brinda una excelente aproximacién del fenémeno real. Si dis-
pusieramos de una resolucién instrumental perfecta, en efecto podriamos observar que
las divergencias, por ejemplo en el calor especifico, no son tales sino que presentan un
maximo finito para algin valor de la temperatura. La resolucién instrumental necesaria
para observar esto depende del tamafio del sistema. Para entender esto recordermos
que una de las caracteristicas distintivas (y, como veremos mas adelante, la mas im-
portante) de un fendmeno critico es la divergencia en la longitud de correlacion (7" al
aproximarnos del punto critico. Lejos del punto critico £ toma valores pequenos £ < L.
Dado que las correlaciones decaen exponencialmente, para un sistema razonablemente
grande, tal que los efectos de superficie puedan ser despreciados, el comportamiento
global no sera diferente al de un sistema infinito (las particulas en el volimen no se
“enteran” de que existe un borde). A medida que nos acercamos al punto critico &
crece, pero este crecimiento no puede ser indefinido, ya que £ no puede ser superior
a L. De esta manera, cuando £ ~ L los efectos de borde cobran relevancia y obser-
varemos un apartamiento del comportamiento predicho por el limite termodinamico.
Podemos obtener una estimacion del valor de la resolucién necesaria para observar esto

en sistemas reales si recordamos que
Ex& |t donde t=-———

donde &j es el valor de la longitud de correlacién lejos del punto critico. Para ferro-
magnetos uniaxiales y fluidos tenemos que v = 2/3 y & < 10A. Para un sistema con
L =1 cm tenemos entonces que ¢ = L cuando la temperatura reducida es t ~ 107!,
Es claro entonces que con la resolucién experimental disponible en general el compor-
tamiento observado serd indistinguible del predicho teéricamente. Por otro lado, en
simulaciones numéricas de fenémenos criticos, los tamafios accesibles L son bastante
mas modestos, siendo usualmente un multiplo pequeno de & y los efectos de tamano
finito deben ser tomados en cuenta cuidadosamente a fin de inferir correctamente el

comportamiento de sistemas macroscépicos.
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1.3.2 Modelos

Gran parte del conocimiento acerca de los fenémenos criticos se obtiene a través del uso
de modelos microscopicos, los cuales representan una versién idealizada de las particulas
constituyentes de los materiales y sus interacciones. Al igual que en otras areas de
la fisica, en la construcion de modelos en Mecanica Estadistica se intenta obtener
una representacion lo mas simplificada posible de los sistemas reales, manteniendo
las caracteristicas escenciales que determinan las propiedades macroscopicas de los
mismos. La existencia de universalidad en el comportamiento critico posibilita una
simplificacién adicional, ya que las propiedades en el entorno del punto critico son
béasicamente independientes de la mayoria de los detalles. De esta manera, se trata de
formular para cada clase de universalidad el modelo minimo que describa correctamente
las propiedades criticas. En el contexto de la Mecéanica Estadistica un modelo se
encuentra completamente definido a través de un Hamiltoniano. Lejos de la criticalidad
estos modelos pueden resultar insuficientes para describir la fisica del sistema y serd
necesario introducir parametros adicionales en el Hamiltoniano.

En este curso nos concentraremos fundamentalmente en sistemas magnéticos, ya que
los modelos asociados permiten un tratamiento teérico mucho mas simple. Nuevamente,
esto se justifica en base a la universalidad del comportamiento critico. Por otra parte,
varios de estos modelos pueden adaptarse para la descripcion de sistemas no magnéticos.

Vamos a dar a continuaciéon una breve descripcién de algunos de los modelos mas
utilizados. A lo largo de este curso iremos profundizando en las propiedades de algunos

de ellos.

¢ El modelo de Ising

Este es un modelo que describe un ferromagneto o antiferromagneto uniaxial en

6

una red cristalina®. Es el modelo mas simple que exhibe un fenémeno critico

y fué introducido en 1925 por Lenz e Ising, quienes mostraron que no presenta

5Mas precisamente, este modelo simula el comportamiento de un “dominio” ferromagnético. Una
discusién general acerca de las propiedades fisicas de materiales magnéticos se encuentra fuera del

alcance del presente curso
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transicion de fase a temperatura finita en d = 1, concluyendo erroneamente que
esta propiedad se cumplia para dimensién arbitraria y por lo tanto no era ade-
cuado para describir sistemas reales. Ademas de su enorme simplicidad (relativa)
tiene la enorme ventaja de que es uno de los pocos para los cuales se conoce su
solucién exacta (no completa) en dos dimensiones, lo cual permite poner a prueba
diferentes teorias y métodos. Gran parte del curso estard basada en este modelo,
de manera que iremos analizando sus diferentes propiedades a lo largo del curso.

Aqui presentaremos solo algunas de sus propiedades mas generales.

Consideremos {2 una red de Bravais en d dimensiones con N sitios, cada uno de
los cuales tiene asociada una variable de spin clasica discreta .S; = 41, donde el
indice ¢ denota un sitio de la red ¢ = 1,..., N. Estas variables representan las
dos posibles orientaciones de un momento magnético asociado a un spin 1/2 en
la direccién del eje facil de magnetizacién. El nimero total de estados de este
sistema es 2. En una versién mas general que la original el Hamiltoniano de

Ising se presenta como

H=-> Jij SiS;—Y_ BiSi (21)
(4,5) i€Q

donde la suma }(; ;y corre sobre todos los pares diferentes de sitios de (2 y las
constantes de acoplamiento J;; representan interacciones genéricas entre pares
de spines, pudiendo estas incluir interacciones de intercambio, dipolares, etc..
Las constantes B; corresponden al acoplamiento Zeeman de los spines con un
campo magnético externo inhomogeneo, el cual en principio puede ser diferente
para cada sitio. Esto tdltimo, mas que corresponder a una realidad fisica, es
una conveniencia matemaética como veremos enseguida. En el caso de un campo
homogeneo B; = B Vi € {1, B representa la componente del campo magnético
externo en la direccién del eje facil de magnetizacién. En el caso en que J;; > 0
para todo par de sitios ¢j el modelo describe un ferromagneto, ya que el estado de

minima energia corresponde a una configuracién con todos los spines alineados
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en la misma direccion. Para este sistema la operacion Tr representa:

ZZZZ

=+1 Sp= =+1  {S;=+1}

y la energia libre esta dada por
F=—kgT In Tre PH

La inclusién de un campo inhomogeneo en el Hamiltoniano nos permite calcular

diversos promedios mediante diferenciacion directa de F'. Por ejemplo:

or

1
N —BH _
(Si) = =Tr Sie =~ 3B,

También es facil verificar que la funcién de correlacién conectada resulta

0*F
(5. 7)) = (S;8:) — (S)(S:) = —kpT ———
Ce7 (i, 5) = (SiS;) — (i) (S)) B 0B;0B;
Por otra parte, si consideramos un sistema homogeneo B; = BViy J;; = J(|7; — 75),

tenemos que

Wbl b

donde m = (S;) Vi es la magnetizacién por spin (pardmetro de orden) en un

sistema homogeneo. Ademas

1 0°F
X = _N@
“aLaes) e iz ()]
- N%:[<Si5j>—<5i> (Si)]
- RToE - ) >
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La relacién (22) es un caso particular de lo que se conoce como Teorema de Fluc-
tuacion-Disipacion, ya que conecta la respuesta del sistema a una perturbacién
externa (campo) con las fluctuaciones del sistema. Por otra parte, si llamamos
M = 3,S; a la magnetizacién microscopica, la expresiéon anterior puede ree-

scribirse como

x = 2 [(a2) — y?] (23)

Esta dltima férmula es de enorme utilidad en los cdlculos mediante simulaciones
numéricas, ya que permite estimar la susceptibilidad directamente de las fluctua-

ciones en la magnetizacién, sin necesidad de calcular la energia libre y derivarla.

Para analizar la existencia del limite termodindmico en este modelo podemos
usar el mismo tipo de argumento que antes. Tomemos por ejemplo el caso ferro-
magnético a campo nulo. El estado fundamental por spin viene dado por > i Jij
para un sistema homogeneo, cantidad que tiene que ser finita en el limite N — oo

para que exista el limite termodindmico. Por ejemplo, si

A
JZ']' T
”I“i — rj|
puede mostrarse que, al igual que en el ejemplo anterior, que el limite ter-

modindmico solo existe cuando o > d.

Notemos que para el caso de campo nulo B; = 0 el Hamiltoniano (21) es invariante
ante una reflexién del eje de magnetizacion, esto es, ante un cambio global de signo

de los spines S; — —5; Vi.

Consideremos ahora el modelo con interacciones a primeros vecinos, esto es,

H=-J > S8S;—B>_ S (24)

<i,7> 7
donde }__; ;. denota una suma sobre todos los posibles pares diferentes de sitios

primeros vecinos. Este es el modelo original formulado por Lenz e Ising. En el
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caso B # 0 un cambio global en el signo de los spines resulta equivalente a invertir

el campo externo B — —B. Si calculamos la funcién particion:

Z(J,B,T) = > exp|BJ Y. SiS;+BBY_S;
{S;==%1} <i,j> i
= Z exp | BJ Z S S; —ﬂBZSi
{S;=+1} <i,J> i
= Z(J,-B,T)

de donde concluimos que la energia libre por spin es una funcién par del campo

externo f(B,T) = f(—B,T).

Consideremos ahora el Hamiltoniano (24) con B = 0y J < 0. En este caso
la configuracion ferromagnética con todos los spines alineados resulta el maximo
absoluto de la energia. El minimo absoluto deberia corresponder ahora a una
configuracién en la cual todo par de spines primeros vecinos se encuentran anti-
alineados. Es esto posible? Depende de la red. Evidentemente es posible en
la red unidimensional, como se muestra en la Fig.(6). Tambien es posible en
la red cuadrada como se muestra en la Fig.(7). Que tienen en comun estas
redes? En ambos casos podemos dividir la red en dos subredes A y B, tal que
todo sitio de una de las subredes tiene como primeros vecinos solamente sitios
de la otra subred. En el caso de la cadena cada subred tiene parametro de
red 2 (suponiendo el pardmetro de la red original 1) y en la red cuadrada cada
subred es a su vez una red cuadrada con pardmetro de red v/2. Redes que
pueden ser subdivididas de esta manera se dicen bipartitas. En estas redes
el estado fundamental del Hamiltoniano de Ising corresponde a cada una de las
subredes en configuraciones ferromagnéticas con magnetizaciones opuestas. Estas
configuraciones se conocen como estados de Néel 6 antiferromagnéticos. A
fin de cuantificar el orden antiferromagnético se define como parametro de orden

la magnetizacién staggered (alternante):
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Mms = Ma — Mp (25)

donde

mA:<]1[ZSi> mB:<]1[ZSZ~> (26)

i€cA i€B
A temperatura cero my; = +1. A temperatura finita existe orden antiferro en
redes con d > 2, esto es ms(7T) # 0 por debajo de cierta temperatura critica T
llamada temperatura de Néel. Para T > T se tiene que m4(7T) = 0. El estado

antiferromagnético tiene magnetizacion total nula para toda T

Consideremos ahora la funcién particion:

Z(ﬁ,J): Z exp ﬁJZSZS]

{Si==1} )

Introducimos una transformacién: S; — —S5; Vi € A. La suma (g _ 4y per-

manece invariante y por lo tanto tenemos que

Z(B,J) = Z(B=J)

Por otra parte, la aplicacién de esta transformacion al calculo de la magnetizacion

obtenemos

m(f,J) = ms(8, —J)

Asi, las soluciones para el modelo antiferromagnético a campo nulo son comple-
tamente simétricas con las del modelo ferromagnético. En particular tendremos

que T =T, donde T, es la temperatura critica del modelo ferromagnético.

29



Figura 6: Orden antiferromagnético en la cadena lineal.

[ J O [ @)
) o ) o ° o
o ° o ° o d
© * © i O s=+1
® s-1

Figura 7: Orden antiferromagnético en la red cuadrada.
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Finalmente, en redes que no son bipartitas puede darse que el orden antiferro-
magnético resulte imposible. Tomemos como ejemplo la red triangular y con-
sideremos una celda unitaria. Es imposible hacer que todos los pares esten an-
tialineados. En esta situacién el minimo de energia corresponde a dos spines en
una direccion y el tercero en la opuesta. Este estado tiene degeneracién 3. En la
red completa la situacion es parecida, aunque mucho mas compleja. Sistema con
estas caracteristicas se dicen frustrados, y estan caracterizados por una degen-
eracion altisima del estado fundamental (infinita, en el limite termodindmico),

sin ningun tipo de orden magnético espacial.

e El gas de red

Este es un modelo de particulas interactuantes para describir la transicién liquido-
gas. En este modelo las particulas solo pueden ocupar posiciones discretas en
el espacio. De esta manera, podemos asociar a cada posicién un sitio o celda
en una red de Bravais con N sitios. El nimero de sitios IV es proporcional al
voltimen del sistema. La energia cinética se desprecia y el potencial de interaccién
entre dos particulas se toma del tipo “carozo duro” (es decir, repulsién infinita)
a muy cortas distancias y atractiva a distancias intermedias. El potencial de
carozo duro impone que en un sitio no puede haber mas de una particula. Si
llamamos v(|r; —r;|) al potencial de interaccién entre dos particulas ubicadas en

las posiciones r; y r;, entonces:

oo r=0
o) =3 e r=1 (27)

0 otro caso

Asociamos a cada sitio 7 una variable n; = 0, 1, tal que n; = 0 corresponde a un
sitio vacio y n; = 1 a un sitio ocupado. Entonces, dada una configuracién de n

sitios ocupados {ni,na,...,nyx}, con Zﬁil n; = n, la energia del gas serd
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Hy, = —¢ Z nin; (28)
<i77j)

y la funcién gran particién

g—ZZe (o) (29)

n=0 {n;}
donde la suma {n;} €8 sobre todas las configuraciones de {n;} tales que Zf\il n; =
n. Este modelo se encuentra directamente relacionado con el modelo de Ising,

como puede verse mediante el siguiente cambio de variables

1
n; = 5(1 + Sz)

con S; = 1. Dado que
N
Z Z = Z Z
n=0 ?’L ==+1 SN

es simple verificar (queda como ejercicio para el lector) que

2, =17 e:z:p{ﬁév (;HGZZ)} (30)

donde Zj es la funcién de particién de un modelo de Ising con J = ¢y/4y B =
/2 + zeg/4, donde z, conocido como nimero de coordinacion de la red, es el
numero de primeros vecinos de un sitio (independiente del sitio para una red de

Bravais). El potencial gran canénico resulta entonces

N
Qg(T, 1, V) =—kpTIn 2, = Fi(T,B = p/2+ze0/4,J = 60/4,N)—5(M+260/4)
(31)
donde Fi(T,B,N,J) es la energia libre del modelo de Ising en una red de N
sitios. Si consideramos una red hipercibica en d dimensiones con parametro de

red unitario tenemos que V' = N. Asi, la presién resulta
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P= —% =—f1(T,B = p/2 + zep/4,J = € /4) + %(u—k zep/4) (32)

donde fr es la energia libre por spin del modelo de Ising y

(n) _

,O(T,,LL)EW— [1+m(T,B = p/2+ zeo/4,J = €9 /4)] (33)

| =

donde m(T, B, J) es la magnetizacién por spin en el modelo de Ising.

Aleaciones binarias

El ejemplo tipico de una aleacién binaria que sufre una transiciéon de fase continua
es el bronce #. Esta es una aleacion de Cu y Zn, con una estructura cristalina
ctbica centrada en el cuerpo (bcc). A muy bajas temperaturas los dtomos de
Cu y Zn se ordenan con un atomo de Cu en el centro de cada celda cubica
unitaria y 8 dtomos de Zn en los vértices del cubo. A medida que aumenta la
temperatura los a&tomos de Cu y Zn pueden intercambiar posiciones, pero siempre
los datomos de Cu tienen una mayor probabilidad de encontrarse en la posicién
antes indicada. A temperaturas superiores a 742 ¢ K, no obstante, los dtomos
de Cu y Zn se mezclan completamente y la probabilidad de encontrar un atomo
de Cu en la posicion mencionada es exactamente un medio. KEsto implica un
cambio en la estructura cristalina, de una red cibica simple con un motivo (bajas

temperaturas) a una red bcc y puede detectarse mediante difraccién de rayos X.

Podemos formular el siguiente modelo simplificado para una aleacion binaria.
Supongamos por simplicidad una red hiperctbica en d dimensiones y dos tipos
de dtomos A y B. Cada sitio de la red estard ocupado por un dnico dtomo de
tipo A 6 B. Sean N4 y Np el nimero de atomos presentes de cada tipo, de
manera que N = N4 + Np. Vamos a despreciar la energia cinética y considerar
Unicamente interacciones entre primeros vecinos. Tendremos tres tipos posibles de
configuraciones de primeros vecinos: AA, BB y AB=BA y sean Va4, Ve vy Vag

las energias de interaccién de cada una de estas configuraciones respectivamente;
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a su vez, vamos a denominar Na4, Ngg v Nap a los nimeros de pares de sitios
primeros vecinos en dichas configuraciones. La energia de una dada combinacién

de valores (Nga, Ngp, Nap) vendra dada por

Hy(Naa, NgB,Nap) = VaaNaa+ VepNpp + VapNap (34)

Los ntimeros (Naa, Ngp, Nap, N4, Np) claramente no son independientes. Pode-
mos encontrar las relaciones entre ellos mediante la siguiente construccién (ver
Fig.8): elijamos un sitio ocupado por A y trazemos una linea hacia cada uno
de sus primeros vecinos; tendremos z lineas. Repitamos ahora el procedimiento
para cada uno de los sitios ocupados por A. Al finalizar habremos trazado z N4
lineas. Notemos que los pares de sitios primeros vecinos ocupados ambos por
A estaran conectaos por dos lineas, los pares con AB por una linea y los pares
BB por ninguna. Por los tanto 2 N4 = 2Ng4 + Nap. El procedimiento puede

repetirse intercambiando A por B. Asi, obtenemos las relaciones:

2Ng = 2Naa+ Nap
2Np = 2N+ Nap (35)

Ny+Np = N

De estas relaciones podemos despejar tres de las variables en funcién de las otras

dos. Despejando Nga, Napy N4 y reemplazando en la expresién (34) obtenemos

2V,
H.(Ngg,Np) = Ngg (Vaa + Vap — 2Vag)+2 Ng (Vap — Vaa) + —22

N (36)

La funcién particién para este sistema, en un ensemble asociado a (Np) = cte,

viene dada por
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Figura 8: Construccién geométrica para la derivacién de las relaciones (35) en la red

cuadrada.

N
Zo(T,N,ug) = > Y g(Np,Npp)e PHemnsNz) (37)
Np=0Npp

donde g(Np, Npp) nos dé el nimero de estados compatibles con un dado par
de valores (Np, Npp) (degeneracién de la configuracién), la suma en Npp esta
restringida a todos los valores de Npp compatibles con un valor fijo de Ny up es
el potencial quimico asociado a la componente B. Ahora estamos en condiciones
de mostrar la equivalencia de este modelo con el modelo de Ising. Introducimos
variables de spin S; = 1 en cada sitio de la red, tal que S; = —1 si el sitio esta
ocupado por A y S; = +1 si el sitio esta ocupado por B. Podemos entonces

expresar:

1 Nz 1 z
<i,j> <i,j> )
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Reemplazando en la expresién (36) es facil verificar que el Hamiltoniano de este

sistema es equivalente a un Hamiltoniano de Ising con pardmetros

1

J:§

1
Vap — 5 (Vaa+ Vea)

B= %B-I— (Vaa — VBB)

PN

Dado que la doble suma en la Ec.(37) (incluyendo la degeneracién g) resulta
equivalente a sumar sobre todas la posibles combinaciones de {S;} esto completa
la equivalencia entre ambos modelos. La fraccién de sitios ocupados por B resulta

entonces:

1
rp = 25(1+m(T,B,J))

Notemos que el caso Vap < (Vaa + Vegp)/2 corresponde a un modelo antiferro-
magnético J < 0, con lo cual el estado ordenado corresponde a atomos de ambas
especies en posiciones alternadas; esto describe una situacién semejante a la del
bronce (. El caso Vap > (Vaa+Vpg)/2 corresponde a un modelo ferromagnético
J > 0; en este caso tendremos separacién de fases ricas en una u otra de las es-
pecies (segregacién), asociadas a magnetizacién positiva o negativa (dependiendo

del valor del campo B y por lo tanto del potencial quimico ug).

Vemos que el modelo de Ising permite establecer una equivalencia entre los com-
portamientos cualitativos de diferentes sistemas, la cual va mas alla de la univer-

salidad, incluyendo comportamientos lejos de la criticalidad.

El modelo B.E.G. (Blume-Emery-Griffiths)

Este modelo describe un ferromagneto uniaxial compuesto por spines de tres
estados (spin 1, en el lenguaje cudntico) en una red. De esta manera, a cada sitio

de la red se le asocia una variable discreta S; = 0,£1. El modelo mas general
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que podemos construir con variables de este tipo e interacciones de pares entre

primeros vecinos es de la forma:

H=-J Y 88K Si+DY SP—LY (S28;+8:57)-BY Si
<i,j> <i,5> % <i,j> )
Potencias superiores no contribuyen debido a que S? = S;. Para L = 0 este

modelo se conoce como modelo de Blume-Emery-Griffiths (BEG):

Hppg=-J Y SiS;—K Y S;S:+ D> S?—BY_Si (38)

<i,j> <i,5> i
El caso K = 0 del anterior se conoce como modelo de Blume-Capel.
El modelo BEG puede interpretarse también como un modelo de Ising de spin
1/2 diluido o gas de red de Ising, esto es, un gas de red en el cual las particulas
poseen spin 1/2. Esto puede verse asociando a cada sitio ¢ de la red dos variables
discretas: n; = 0,1, que describe la ocupacién del sitio y o; = +1 que describe

su spin. El Hamiltoniano del gas de red queda entonces:

H=-J Z nin;jo;o; — K Z nmj—,uZni—BZniai
% A

<i,j> <i,j>
El primer término de esta ecuacion describe la interaccién magnética entre spines
primeros vecinos, la cual solo ocurre cuando ambos sitios estan ocupados; el
segundo término describe la interaccién no-magnética entre particulas y el tercero
es el potencial quimico. Definiendo variables S; = n;o; = 0,+1 tenemos que

S? = n? = n;, de donde recuperamos el modelo BEG con = —D.

El modelo BEG presenta un comportamiento termodindmico mucho mas rrico
que el modelo de Ising para dimensiones d > 2 . En la Fig.9 se presenta en forma
esquematica el diagrama de fases en el espacio kT'/J vs. D/J para el caso mas
simple del modelo de Blume-Capel. A bajas temperaturas el modelo presenta
una fase ferromagnética con una transicién de fase a una fase paramagnética

para todo valor del pardmetro D. Notemos que en el limite D — —oo los estados
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Figura 9: Diagrama de fases esquematico del modelo de Blume-Capel.

con S; = 0 resultan prohibidos, ya que la diferencia de energia respecto de los
estados con S? = 1 se hace infinita. En este limite por lo tanto este modelo se
reduce al de Ising. Para valores finitos de D la transicion se mantiene, generando
una linea de puntos criticos 6 linea critica T.(D). En todos estos puntos los
exponentes criticos son los mismos que los del modelo de Ising. Sin embargo,
para un valor particular Dy, la linea de transicién cambia de segundo a primer
orden, esto es, al atravesar la linea de transicién la magnetizacién cambia a cero
de manera discontinua. La tangente de ambas lineas es la misma en el punto
(D,T) = (D4, Ty), el cual se conoce como punto tricritico. Este es también un
punto critico, pero los exponentes criticos asociados a este punto son diferentes a

los de la curva de segundo orden.

El modelo de Potts

Otra generalizacion del modelo de Ising se conoce como modelo de Potts de q

estados. En este modelo se asigna a cada sitios una variable discreta que puede
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tomar ¢ valores diferentes o; = 1,2,...,q. El modelo se formula de manera que
la energia del sistema disminuye en una cantidad J por cada par de vecinos que

se encuentran el mismo estado, esto es

H=-J > 650, (39)
<1,5>

donde 5%0]. es una funcién delta de Kromecker. Para ¢ = 2 este modelo tiene dos
estados y por lo tanto resulta equivalente al modelo de Ising. La tnica salvedad
es que en el modelo de Potts la diferencia de energia entre un estado con los
dos spines primeros vecinos alineados (0; = ¢;) y un estado con ambos spines
antialineados o; # 0;) es J, mientras que para el modelo de Ising esta diferen-
cia es 2J. Asi, ambos modelos resultan completamente equivalentes haciendo
Jpotts = 2 J1sing- Para el caso de g genérico, el modelo de Potts presenta un es-
tado fundamental con todos los spines iguales, el cual tiene degeneracion q. Para
g = 3 cada variable de Potts puede tomar 3 estados, al igual que en el modelo
BEG. No obstante, el Hamiltoniano de Potts no es equivalente al primer término
del Hamiltoniano (38), ya que en el modelo de Potts los tres estados que puede
tomar una variable resultan enteramente equivalentes, mientras que en el BEG
né. Esto puede verse comparando el espectro de dos spines primeros vecinos en

ambos modelos.

El modelo de Potts presenta una transicion de fase a temperatura finita para

dimensiones d > 2. No obstante, para ¢ > 4 la transicion es de primer orden.

El modelo de Potts con ¢ = 3 en dos dimensiones es utilizado para modelar
la absrocin de gases nobles (Krypton) en un sustrato de grafito, en el cual los
atomos de carbono forman una red hezagonal. Los dtomos de Krypton (por sus
proias interaccines) tienden a formar una red triangular, cuyo pardmetro de red
es commensurado con el de la red de grafito, de tal manera que se ubican en
celdas hezagonales no adyacentes. No obstante, cada celda presenta tres sitios de

absorcién inequivalentes para los atomos de Krypton, los cuales son modelados
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por variables de Potts de tres estados.

El modelo n-vectorial

En este modelo se asocian a cada sitio de red una variable de spin clasica continua
S; con n componentes. El modulo de cada spin es constante, pudiendo ser elegido
igual a 1 o igual a n, dependiendo del tipo de célculo a realizar. La direccién de

cada spin puede tomar cualquier valor. El Hamiltoniano viene dado por

H=-J)Y 8.5 (40)

<,j>

La operacion de Tr en este caso significa:

N
Tr = /Hdﬂf
i=1

donde d27' es el diferencial de dgulo sélido en n dimensiones asociado a la variable
Si.
Para n = 1 recuperamos el modelo de Ising, ya que la restricciéon de mddulo

constante solo permite dos valores discretos para .S;.

Para n = 2 tenemos un modelo de rotadores planos, concido como modelo X-
Y clasico. Es importante distinguir claramente entre el espacio real en el cual
se encuentra la red cristalina y el espacio de los spines. Ambos tienen sistemas
de referencia completamente independientes. Asi, podemos tener rotadores que
giran en un plano cuya orientacién es totalmente arbitraria e independiente de la

red, la cual por otra parte puede tener cualquier dimensién.

Otra aclaracion importante es la siguiente: hasta aqui hemos descripto transi-
ciones de fase que pueden ser caracterizadas por un parametro de orden global,
esto es, homogeneo. En estos casos se dice que el sistema presenta orden de
largo alcance a bajas temperaturas. El modelo X-Y ferromagnético no presenta
orden de largo alcance en dimensiones d = 1,2 y solo presenta una transicién

ferromagnética para dimensiones d > 3. Sin embargo, en dimensién d = 2 este
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modelo presenta una transicién de fase de otro tipo a temperatura finita conocida
como transicién de Kosterlitz-Thouless. Esta transicién no puede ser carac-
terizada por ningin pardmetro de orden local y esta relacionada con la formacién
de vortices de spines. La caracteristica mas sobresaliente de la fase de bajas tem-
peraturas es que las correlaciones espaciales decaen algebraicamente para toda

T < T,, no solo en el punto critico.

Para n = 3 tenemos el modelo de Heisenberg clasico, que describe un fer-
romagnéto isotropico. Este modelo se obtiene a partir del modelo de Heisenberg
cudntico (en el cual los spines del Hamiltoniano (40) se reemplazan por oper-
adores de spin S) normalizando los spines cudticos por \/S(S + 1) y tomando el
limite S — oo. Este limite conduce a considerables simplificaciones tedricas y
resulta valido ya que ambos modelos (clasico y cudntico) estdn en la misma clase

de universalidad.

Este modelo solo presenta transicién de fase en dimensiones d > 3. El modelo
isotrépico describe varias ferromagnetos reales, tales como MnFs. Una versién

mas realista de este modelo es el modelo de Heisenberg anisotrépico:

H=-1. % 8iSi—Joy 3 [sgs;‘ +S;:~fsﬂ
<i,j> <>
Para J, > J,, este modelo se encuentra en la clase de universalidad del modelo
de Ising, mientras que para J, < J;, se encuentra en la clase de universalidad

del modelo X-Y.

Notemos que el Hamiltoniano (40) para es invariante ante una rotacién simu-

latanea de todos los spines

H [{RO)S}| = H |[{5}]

donde R(g) es el operador de rotaciones asociado a un angulo ]5] en torno de

un eje en la direccién de 6. Estas rotaciones se realizan manteniendo la red
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cristalina invariante. El modelo n-vectorial es rotacionalmente invariante y esta
simetria se denomina O(n), nombre que tambien se da al modelo. Esta simetria
continua se traslada al parametro de orden y tiene importantes implicancias en
las propiedades criticas del modelo como veremos mas adelante. Esta simetria

continua esta en contraposicién con la simetria discreta del modelo de Ising (n =

1)
H [{-Si}] = H; [{Si}]

Esta simetria se encuentra asociada al grupo Zs, el cual consta de solo dos elemen-
tos: la identidad y un elemento cuyo cuadrado da la identidad. Otros ejemplos
de este grupo son la inversién temporal y la reflexién en un plano. El grupo Zs es
un caso particular de los grupos discretos Zy que se obtiene de las permutaciones
ciclicas de N elemntos o bien de la adicién de N enteros modulo N. El modelo
de Potts de g estados en ausencia de campo externo posee el grupo de simetrias

Zg.
Los modelos gaussiano y esférico

Los tinicos modelos no triviales que han sido resultos exactamente en dimensiones
mayores que 2 son los llamados gaussiano y esférico, introducidos por T. H. Berlin
y M. Kac en 1952. La idea béasica fué simplificar el problema de Ising de manera

de facilitar su resolucién en dimensién arbitraria.

Tomemos la funcién de particion del modelo de Ising con interacciones a primeros

vecinos y campo nulo:

Z:Zexp K Z S;S;

{S»L} <t,,J>
donde K = #J. Podemos cambiar la suma sobre variables discretas a variables

de spin continuas introduciendo un factor de peso

W{S} =[]ds(57 - 1) (41)
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de manera que

ZZ/OO lHdSz] W{Si}exp K Z stj

<i,j>
Podemos entonces interpretar las nuevas variables continuas S; como variables
aleatorias cuya distribucién de probabilidad viene dada por el factor de peso
(41) con (S;) = 0y (S?) = 1. Podemos buscar entonces generalizaciones del
modelo de Ising cambiando la funcién de peso (41) por otra que permita un
tratamiento analitico mas sencillo, manteniendo las condiciones anteriores. La
primera generalizacién introducida por Berlin y Kac fue tomar una funcién de

peso gaussiana
W{S;} = [[(2m) /25072

la cual define el modelo Gaussiano:

Z:/O:o l];[dsi] exp |[K 30 sisj—;zi:sf (42)

<i,j>
Este modelo puede resolverse analiticamente en dimension general d y presenta
una transicién de fase a una temperatura finita K. = 1/2d. No obstante, para
T < T, la energia libre se vuelve compleja. FEl origen de esta falla del modelo
queda clara si analizamos el exponente del integrando en la Ec.(42). El mismo
constituye una forma cuadratica en las variables S5;. Es facil verificar que esta
forma es definida positiva para K < K., con lo cual Z diverge en este caso, ain
para un sistema finito. Kac llamoé a este comportamiento no fisico la catastrofe de
bajas temperaturas. Para superar este inconveniente y construir un modelo con
un comportamiento mas semejante al modelo de Ising, Kac y Berlin propusieron

la siguiente funcién de peso

W{S;} = Ax$ (Z S2 — N)
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donde Ay es una constante de normalizacién. La idea por detras de esta eleccién
es la siguiente. Los 2V estados del modelo de Ising se encuentran localizados
en los vértices de un hipercubo de lado 2 en N dimensiones. Supongamos que
circumscribimos el hipercubo en una hiperesféra de radio N*/2 y dejamos que las
variables de spin tomen valores solo en dicha esféra. Dado que la distribucién es
un funcién par de todos los spines tenemos que (S;) = 0. Mas ain, dado que

todas las configuraciones de spines satisfacen el vinculo esférico

S s2=N (43)

tomando el valor medio de la expresién anterior tenemos que (S?) = 1. este
modelo se aproxima mas al de Ising, ya que las varaibles de Ising también satis-
facen el vinculo (43). El modelo esférico queda entonces definido por la funcién

particién:

Z = /O:O [H dSi] ) (Z S2 — N) exp |[K Y S5, (44)

<i,j>
Este modelo no presenta la anomalia del modelo gaussiano y puede resolverse
en forma exacta para dimension arbitraria, presentando una transicién de fase
a temperatura finita para dimensiones d > 3. Esto ultimo esta relacionado con
el hecho de que el modelo esférico puede obtenerse como el limite n — oo del
modelo n-vectorial, con lo cual pertenece a una clase de sistemas con simetria

continua.

1.3.3 Existencia de transiciones de fase

Hemos visto a través de los ejemplos anteriores que los diferentes sistemas pueden

presentar o né transicion de fase dependiendo de la dimensién espacial d. En el caso

de los modelos de Ising, Potts y BEG estos presentan transicién de fase a temperatura

finita solo para dimensiones d > 2. En el caso de modelos con simetria continua, como el

n-vectorial, estos presentan transicién de fase continua, en el sentido de presentar orden
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de largo alcance, solo en dimensiones d > 3. Se define de esta manera la dimensién
critica inferior d., como la dimensién tal que el sistema presenta una transicién de
fase con orden de largo alcance a temperatura finita solo para d > d..

Uno de los métodos para determinar la existencia de transiciones de fase (sin calcular
exactamente la funcién particién) se conoce como argumento de energia-entropia. La
idea basica es la siguiente. El estado de equilibrio de un sistema a una dada temperatura
es aquel que minimiza la energia libre ' = U — T'S. A altas temperaturas el término
entrépico siempre domina y el estado de equilibrio es aquel que maximiza la entropia.
A suficientemente bajas temperaturas existe la posibilidad de que el término de energia
interna domine sobre el entréopico y el estado de equilibrio serd aquel que minimize la
energia. Si los estados macroscépicos que se obtienen por estos dos procedimientos son
diferentes, entonces concluimos que existe al menos una transiciéon de fase de un estado
ordenado a bajas temperaturas (el que minimiza la energia) al estado desordenado a
altas temperaturas (el que maximiza la entropia).

El estado fundamental puede ser encontrado relativamente facil en modelos de
spines cuya energia toma la forma

E =) E)\[S]
A
ya que B\ > minjg E)\[S] VA, por definicién. Sumando sobre A tenemos que
min F > Z min F)[S]
(5] Y 9]

De esta manera, si encontramos una configuracién de spines que minimiza por separado
cada uno de los términos del Hamiltoniano esta corresponde a un estado fundamental
(no necesariamente tnico) del sistema. Tomemos como ejemplo el modelo de Ising a
campo nulo. En el caso ferromagnético, la configuracién con todos los spines alineados
minimiza cada interacciéon entre primeros vecinos por separado; en el caso antiferro-
magnético el estado antialineado minimiza cada interaccién entre pares de primeros

vecinos solo si la red es bipartita.
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[Kc]

Figura 10: Transicién de fase de primer orden a temperatura cero por entrecruzamiento

de niveles.

Supongamos ahora que para un dado modelo podemos calcular el espectro, esto
es, el estado fundamental y los primeros estados excitados. Estos valores dependen de
los pardametros del Hamiltoniano. Es posible que al variar estos parametros el primer
nivel excitado y el fundamental se entrecrucen, como se muestra esquematicamente en la
Fig.10 para algin conjunto particular de valores de los parametros. La energia resultara
entonces minimizada por un conjunto de configuraciones diferentes, correspondientes
al previamente estado excitado. Esto usualmente va a corresponder a una transicién
de primer orden, ya que va a generar una discontinuidad en la derivada primera de
la energia. Esta transiciéon ocurre a temperatura cero. Notemos que en este caso
no es necesario tomar el limite termodindmico para tener una transiciéon de fase. El
comportamiento no-analitico ocurre en este caso debido al limite 3 — oco. Tomemos
nuevamente como ejemplo el modelo de Ising. Ya vimos que el término de interaccion
en el Hamiltoniano se minimiza con todos lo spines paralelos. El término de campo
se minimiza cuando S; = 1si B >0y S; = —1 si B < 0. En el estado fundamental

tenemos entonces que cada spin es
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Figura 11: Diagrama de fases a temperatura cero del modelo de Ising.

+1 B>0 J>0
S; = (45)
-1 B<0 J>0

y la magnetizacién por spin serda m = +1 para B > 0y m = —1 para B < 0. El modelo

con J > 0 presenta por lo tanto una transiciéon de fase discontinua a temperatura cero

(ver Fig.11).

Las transiciones de fase a temperatura cero pueden o né desaparecer a T° > 0,
dependiendo de la dimensién d. Aplicaremos ahora el argumento de energia-entropia
para demostrar que el modelo de Ising para d = 1 no presenta transicién de fase a
T > 0. A temperatura cero y campo nulo hemos visto que el sistema presenta dos
estados posibles: todos los spines alineados hacia arriba S; = 1 o todos alineados hacia
abajo S; = —1; cualquier otra configuracion tiene probabilidad cero a temperatura
cero. A temperatura distinta de cero otras configuraciones presentan una probabilidad

finita. El conjunto de configuraciones mas probable sera aquel que minimice la energia
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libre. El estado ordenado tiene entropia cero, y por lo tanto su energia libre es F' =
—NJ. Configuraciones que resultan de virar (“spin flip”) al menos un spin tendran
una energia mayor. Consideremos ahora un estado como el que se muestra en la
Fig.12b. Este estado contiene dos dominios de magnetizacion opuesta y tiene una
energia £ = —NJ +2J. Por otra parte, tiene una entropia S = kln N, ya que la pared
de dominio puede ubicarse en N posiciones distintas (asumimos N > 1, de manera
de despreciar efectos de borde). De esta manera, la diferencia de energia libre entre

ambos estados es
AF =2J —kTInN

Para cualquier temperatura T > 0, AF — —oo en el limite termodindmico N — oo. El
sistema puede siempre reducir su energia libre mediante la creacién de una pared de do-
minio para cualquier temperatura T' > 0. De hecho, la energia libre puede ser reducida
ain mas partiendo cada dominio en dos subdominios. Este argumento puede contin-
uarse hasta que de hecho no existan mas dominios. En un sistema infinito cada una de
esta configuraciones tiene magnetizacién cero, y por lo tanto el orden de largo alcance
resulta inestable frente a la formacién de dominios, como resultado de fluctuaciones
térmicas. La magnetizacion media es estrictamente cero para cualquier temperatura

finita y por lo tanto no existe transicién de fase, excepto a temperatura cero.

Mediante la aplicacion rigurosa del argumento anterior puede demostrarse que
ningin sistema unidimensional con interacciones de corto alcance presenta transicion
de fase a temperatura finita. De hecho, la base del argumento es que el costo energético
de la formacién de un dominio es independiente de N. Supongamos ahora un modelo
de Ising unidimensional con interacciones de largo alcance con decaimiento algebraico

A

|ri —74l7

Jij =

Ya comentamos que el limite termodindamico para este sistema existe para ¢ > 1. Puede
demostrarse rigurosamente que el mismo presenta transicion de fase a temperatura

finita T,., con orden de largo alcance para T < T, cuando 1 < g < 2.
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Figura 12: (a) Estado fundamental del modelo de Ising unidimensional. (b) Pared de

dominio.

Intentemos ahora aplicar el argumento de energia-entropia para el modelo de Ising
con interacciones a primeros vecinos ferromagnéticas en d = 2. Consideremos por
simplicidad un sistema con L x L spines y condiciones de contorno peridédicas, con lo cual
la red tiene la forma de un torus. Supongamos primero un estado con 2 dominios, uno
con magnetizacion hacia arriba, separado de otro con magnetizacién opuesta por una
pared lineal (circulo). La diferencia de energia con respecto al estado completamente
magnetizado es AFE = 4JL y la diferencia de entropia es AS = kpln(2L). Asi, la
diferencia de energia libre AF = 4JL — kpT'In(2L) — oo cuando L — oo, para
cualquier temperatura. Un dominio de este tipo no es capaz de destruir el orden de
largo alcance. Supongamos ahora un dominio mas general de spines .S; = —1 inmerso en
un estado de spines S; = +1, tal como se muestra en la Fig.13. El largo del perimetro del
dominio es igual al nimero de ligaduras (bonds) n entre pares de spines antialineados.
La diferencia de energia de este estado respecto del fundamental es AE = 2Jn. Para
estimar la entropia de este estado debemos ver de cuantas maneras podemos trazar un
dominio de perimetro n. Para ello tomemos primero un bond particular y trazemos a

partir de él todos los posibles perimetros de n bonds que se cierran en el mismo punto.
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Figura 13: Ejemplo de un dominio de spines S; = —1 en un fondo de spines 5; = +1

en la red cuadrada.

Una cota superior para este ntmero es (z — 1)", ya que para cada bond (excepto
el primero) tenemos z — 1 posibilidades (no podemos trazar un bond desandando el
anterior). De hecho, esta es una estimacion exagerada, ya que incluye muchos contornos
que se intersectan, creando por lo tanto mas de un dominio de esa longitud. Una vez
que contamos todos los dominios de dicha manera, tendremos una degeneracion extra
trasladando cada uno de los dominios anteriores. Esto puesde realizarse de N = L?
maneras. Asi, una cota superior para este nimero es N(z — 1)". Nuevamente, esta
cota es exagerada, ya que al trasladar los dominios estaremos contando mas de una vez

algunos de los dominios. Asi, tendremos que

AF > [2J —kpT'In(z —1)|n — kT In (N)

Estamos interesados, por otra parte, en dominios pueden destruir el orden de largo
alcance, esto es, dominios con una fraccién de spines antialineados finita en el limite
termodinamico, esto es, n = xN con x independiente de N. En el limite termodindmico

tenemos entonces que la diferencia de energia libre por spin es
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AF

N >[2J —kpTln(z—1)|x

Esta diferencia de energia libre solo puede ser negativa para temperaturas

2J
kpln(z—1)

Para temperaturas menores que T, ningiin dominio macroscopico puede desestabilizar el

T>T, = (46)

estado ordenado, ya que presenta mayor energia libre. De hecho, el valor de T, obtenido
anteriormente es una cota inferior para la T, exacta, proveniente de que hemos usado
una cota superior para la entropia. Para una red cuadrada z = 4 nuestra estimacion
da kpT./J ~ 1.82, mientras que el resultado exacto es kpT./J =~ 2.27. De hecho,
cédlculos analiticos aproximados en los cuales los resultados pueden ser expresados en
funcién de una dimensién general d (con lo cual podemos considerar dimensiones no-
enteras), muestran que el modelo de Ising presenta transicién de fase a temperatura
finita para toda dimensién d > 1. Asi, la dimensién critica inferior para el modelo de
Ising es d, = 1.

La transiciéon de fase a temperatura cero en dimensiones d > 2 se mantiene a
temperaturas finitas 0 < T < T, dando lugar a una linea de transiciéon de primer
orden, la cual termina en el punto critico, tal como se muestra en la Fig.14. Notemos
que esta transicién de fase de discontinua no presenta calor latente, ya que ambas fases

(con magnetizacion m = +mg) tienen la misma entropia.

Si bien este analisis fué realizado para el modelo de Ising, el inico elemento escen-
cial es la posibilidad de tener paredes de dominio. Por lo tanto, el argumento se aplica
a cualquier Hamiltoniano con simetria discreta. Este argumento deja de ser véalido en
el caso de Hamiltonianos con simetria continua, tal como el modelo n-vectorial. En
este el conepto de pared de dominio es mas sutil. La variaciéon continua en la direccion
de los spines da lugar a un ndmero mucho mayor (y por lo tanto, con mayor en-

tropia) de configuraciones que destruyen el orden de largo alcance. La estabilizacién de
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linea de primer orden

4

Figura 14: Diagrama de fases del modelo de Ising en d > 2.

configuraciones ordenadas requiere por lo tanto de una mayor contribucién del término
energético, lo cual puede obtenerse aumentando la dimension espacial d del sistema. De
hecho, puede demostrarse rigurésamente (esto se conoce como Teorema de Mermin-
Wagner) que Hamiltonianos con simetria continua solo puden presentar orden de largo
alcance en dimensiones d > 2. Asi, para estos sistemas las dimensién critica inferior es

de = 2.

1.4 Ruptura espontanea de simetria

Hemos visto que sistemas con simetria discreta presentan orden de largo alcance a bajas
temperaturas en d = 2. Consideremos un sistema con simetria Zs (Ising, BEG, etc).

La energia libre para estos sistemas es una funcién par del campo externo
f(T> B) = f(Tv _B)

de donde la magnetizacion

of
B,T)= -2,
resulta una funcién impar de B: m(T, — B) = —m(T, B). Si m es una funcién continua

de B, esto implica que m(7,0) = 0 para toda temperatura, es decir, que no existe
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Figura 15: Energia libre por spin en funciéon del campo magnético externo B para

T < T, en un sistema finito y uno infinito.

transicion de fase, lo cual se contradice con el resultado anterior. Donde esta el error?
De hecho el resultado es correcto para un sistema finito (recordemos que una transiciéon
de fase solo es posible en un sistema infinito). Para un sistema infinito el error esta
en asumir que la energia libre es diferenciable en B = 0, esto es, que las derivadas con
respecto a B a izquierda y derecha de B = 0 son iguales y por lo tanto m es continua;
la paridad de f solo implica m = 0 si la funcién es diferenciable, lo cual es cierto para
todo sistema finito. En el limite termodindamico la energia libre puede desarrollar una
discontinuidad en su derivada primera, sin violar la estabilidad termodindmica (esto

es, la concavidad de f), tal como se muestra en la Fig.15.

Una forma posible para la energia libre para T' < T, en el limite termodindamico es
f(B) = f(0) —mg|B| + O(B7) o >1

Esta expresién permite mantener la concavidad de f (0%f/0B% < 0 para B # 0) sin

ser diferenciable en el origen. Asi
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of | —mo+0(B°Y) B>0
0B tmo+ OB Y B <0

de donde, en el limite |B| — 0

af | +mog B—0F
—o5 =

m =
—mg B —0"

Notemos que en este caso los limites N — oo y B — 0 no conmutan, ya que

. . 1 OF(B) B
N BSON 0B

1 OF(B
limlim—a()

B—0N—oco N OB 7& 0

Este fenémeno se conoce como ruptura espontanea de simetria, ya que atin cuando
el Hamiltoniano para B = 0 es invariante ante una inversion del eje de magnetizacion,
el valor medio de la magnetizaciéon no presenta esta simetria.

Podemos comprender mejor este fenémeno, si consideramos la probabilidad de en-
contrar el sistema en una configuracién {S;} la cual, para un sistema finito 2, viene

dada por la distribucion de Boltzmann:

Pa({S:)) = - exp[-BHa({Si})]

La invariancia del Hamiltoniano ante inversion de todos los spines para campo nulo

implica que
(Si) = Tr [S;iPq ({S;})] =0

de donde la magnetizacién es siempre cero en un sistema finito; esto no es necesari-
amente cierto en el limite termodinamico, en el cual Z — oo. La definicién de una
medida de probabilidad en un sistema infinito es una cuestién delicada con muchas

sutilezas.
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Supongamos dos configuraciones de spines que llamaremos A y C, las cuales estan
relacionadas por la inversién de todos los spines, esto es, cada spin en A tiene el valor
contrario que en C. Para campo nulo ambas configuraciones tiene la misma probabilidad
y la magnetizacién microscépica por spin m en el estado A es menos la magnetizaciéon
en el estado C. Apliquemos ahora un campo externo B infinitesimal. Las probabilidades
de ambos estados ahora seran diferentes, ya que el Hamiltoniano ya no tiene la simetria
de inversion. La razon entre las probabilidades de ambos estados serd entonces

PA 6_/6(_BNm)

_ 28BNm
PC g_ﬁ(BNm)

=€

Para B > 0, las configuraciones con m > 0 tendran una probabilidad mayor que sus
correspondientes con m < 0. Mas aun, en el limite termodinamico, si m > 0 en la

configuracién A

Vemos entonces porqué los limites B — 0 y N — oo no conmutan. Tomar el limite
termodindmico a campo no nulo B > 0 (B < 0) de un valor de expectacién resulta
equivalente a promediar sobre un ensemble restringido, en el cual todos los microestados
con magnetizacién m < 0 (m > 0) estan excluidos (i.e., tienen probabilidad nula). Los
ensembles obtenidos de esta manera para campos B > 0y B < 0 son diferentes y de
ahi que los limites B — 0" y B — 0~ pueden resultar diferentes.

Como ocurre en los sistemas reales esta ruptura espontanea de simetria? Esto es,
si realizamos una experimento a campo nulo, enfriando desde temperaturas T > T,
como hace el sistema para elegir entre ambos ensembles inequivalentes, en lugar de
escoger el ensemble simétrico? Para empezar, ningin experimento real puede llevarse
a cabo a campo estrictamente nulo. Existen siempre campos pequenos (tal como el

campo magnético terrestre) los cuales son imposibles de apantallar completamente y
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que determinan una direccién preferencial para la magnetizacion espontanea. Pero aun
suponiendo que pudieramos obtener condiciones de campo nulo existe otra cuestén mas
importante. Recordemos que la conexion de la mecanica estadistica con la experiencia
es a través de una hipdtesis ergddica, la cual relaciona los promedios en ensemble con
promedios temporales. Para un sistema finito, en el cual el ensamble de equilibrio da
igual probabilidad para las configuraciones con magnetizacién opuesta, los sistemas son
(generalmente) ergddicos y la dindmica de los mismos les permite visitar ambos tipos
de configuraciones en un tiempo suficientemente grande. De esta manera, un sistema
permanecerd cierto tiempo en cada subensemble, transigiendo de uno a otro con cierto
periodo caracteristico. A bajas temperaturas, donde configuraciones ordenadas tienen
una mayor probibilidad que las desordenadas, la transicion de una region del espacio de
fases con magnetizacién positiva a la regiéon con magnetizacion negativa (o viceversa)
implica pasar por regiones de baja probabilidad. De hecho, bajo condiciones muy
generales para la dinamica, puede verse que el tiempo medio de transicién entre ambos
estados ordenados 7 ~ exp (BAF'), donde AF' es la diferencia de energia libre entre
uno de los estados ordenados y el estado desordenado por el cual el sistema tiene que
pasar (esto se conoce como ley de Arrhenius). Esta barrera de energia libre diverge en
el limite termodindmico. De esta manera, la separacion del ensemble original en dos
ensambles inequivalentes se refleja en la dinamica en una ruptura de ergodicidad . Si el
sistema comienza su evolucién en una regién ordenada, la probabilidad de transiciéon
a la otra es infinitesimal en un sistema macroscopico y esta ultima regiéon no es nunca
visitada. Dentro de una de estas regiones, no obstante, la hipdtesis ergdédica vale en un
sentido restringido, esto es, los promedios temporales resultan equivalentes a promedios
en el ensemble restringido. Que subensemble va a escoger el sistema depende por lo
tanto de las condiciones iniciales, las cuales pueden estar simplemente determinadas

por una fluctuacién aleatoria.
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