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2.6 El modelo de Ising en d =2

El modelo de Ising bidimensional a campo nulo fue resuelto por primera vez us-
ando la técnica de matriz de transferencia por L. Onsager !, quien obtuvo la energia
libre. Posteriormente C. N. Yang 2 obtuvo una expresién analitica para la magneti-
zacion espontanea. Vamos a considerar aqui una versién mas simple de una solucién

alternativa obtenida varios afios despues por Shultz, Mattis y Lieb3.

2.6.1 Construccion de la matriz de transferencia

Consideremos una red cuadrada con m filas y n columnas, tal que N = m X n.
Podemos denotar los spines como S; ;, con ¢ = 1,2,...,my j=1,2,...,n. Vamos
asumir interacciones solo entre primeros vecinos, condiciones de contorno periodicas
en las columnas y B = 0.
Asi, podemos escribir el Hamiltoniano como
m n m n
H = —JZ Z Si,jSi—l—l,j — JZ Z Si,jSi,j—i-l
i=1j=1 i=1j=1
El primer término en el Hamiltoniano toma en cuenta las interacciones entre

filas y el segundo las interacciones entre columnas. Vamos a denotar por

—

Si = (S14,525,--,5m.5)

al vector de m componentes que representa los spines en la columna j-ésima, donde
por las condiciones de contorno periodicas S;i, = S;. La energifa de interacciéon
dentro de la columna j-ésima puede escribirse entonces como
m
U(Sj) = ~J)_ Sis135i;
i=1
mientras que la energia de interacciéon entre dos columnas adyacentes j y j+ 1 como

—JS;.841. La funcién particién puede escribirse entonces como

L. Onsager, Phys. Rev. 65, 117 (1944); B. Kaufman, Phys. Rev. 76, 1232 (1949); B. Kaufman

y L. Onsager, Phys. Rev. 76, 1244 (1949).
2C. N. Yang, Phys. Rev. 85, 809 (1952).
3T. D. Schultz, D. C. Mattis y E. H. Lieb, Rev. Mod. Phys. 36, 856 (1964).
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j=1

n
Z = Z exp (,BZ [U(Sj) - JSj.Sj+1:|>
Podemos ahora aplicar el formalismo de matriz de transferencia definiendo

—

T5(Sj, Sj11) = exp [~BU(S))| x exp [8I;.5j14] (2.32)

de tal manera que
Z=Tr1Ty.

Los indices de la matriz (2.32) corren sobre todas las posibles configuraciones
de spines en una columna (esto es, de los m spines en ella) las cuales totalizan 2.
Asi, la dimension de la matriz de transferencia es 2™ x 2™, a diferencia del caso
unidimensional donde la dimension es independiente del tamano del sistema. La
matriz (2.32) es independiente del par de columnas adyacentes de spines (gj, §j+1)
de manera que podemos escribir:

Ty (S, ") = exp [K > Si+1Si] X exp [K 5.5’}, (2.33)
=1

done K = §J. El procedimiento que vamos a utilizar consta de tres etapas: primero
vamos a mapear el problema bidimensional de spines clasicos a un problema uni-
dimensional de spines cudnticos, luego transformaremos este en un problema de
fermiones sin spin para finalmente proceder a diagonalizar este ltimo.
Comenzamos reanalizando el método de la matriz de transferencia en el caso

unidmensional. La matriz de trasferencia en d = 1 (2.25) a campo nulo resulta

T = : (2.34)

vy puede expresarse en términos de la matriz de Pauli o® como sigue
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Ty = Ftefo”=ef (1 4 e 2K ax)
= e (1 4 tanh(K*) 0®) = eX(cosh(K*)) "Ll

= g(K)eK" (2.35)

donde K* se define a traves de la ecuacién

e 2K = tanh(K*) (2.36)

oK

g(K) = cosh (K7 = 4/2sinh(2K) (2.37)

Podemos pensar que construimos la cadena de spines anadiendo los sitios de

a uno. El efecto de esta matriz de transferencia es entonces afiadir una nueva
interaccion entre el extremo de la cadena y cada nuevo sitio agregado, como se
muestra esquematicamente en la Fig.2.2. Consideremos ahora el analogo en el caso
bidimensional, en el cual el efecto de la matriz (2.33) es extender un sistema pre-
existente, anadiendo una nueva columna de spines. Dicho proceso puede descom-
ponerse en dos operaciones sucesivas, que llamaremos V; y Va, las cuales se muestran
esquematicamente en la Fig.2.3: en V] se anaden las interacciones horizontales en-
tre los sitios de la tltima columna pre-existente y la nueva columna, mientras que
en V5 se anaden las interacciones entre los sitios de la nueva columna. Notamos
entonces que la adicién de interacciones horizontales puede ser realizada para cada
sitio independientemente, cada una de las cuales resulta realizada por una matriz
de transferencia unidimensional del tipo (2.35). Vamos a introducir entonces un
conjunto de pseudo-spines cudnticos, es decir, un conjunto de operadores o', con
i=1,....mya=ux1y,z Sea ‘§> el espacio producto directo de los m spines, es

decir,

|S) = 151) 1S2) - 1Sm) (2.38)
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1
oo o oo
S Si

Figura 2.2: El producto por la matriz de transferencia 77 aflade un nuevo spin a la

cadena.

donde
oi |Si) =Si|S;) i=1,...,m

con S; = £1. Operando en dicho espacio los operadores of* son representados por

las matrices de dimensién 2™ x 2™

of = 0"RIRI®---®1 (2.39)
oy = I®R"®I® -1 (2.40)

= (2.41)
oy = IQIRI®---®0° (2.42)

donde 0 (a = x,y, z) son las matrices de Pauli e I es la identidad 2 x 2. La adicién

de las interacciones horizontales puede entonces expresarse a traves de la matriz

Vi=g(K)™ exp <K* iaf) (2.43)

i=1
La adicién de las interacciones verticales, es decir, entre spines de la misma

columna puede llevarse a cabo multiplicando por la matriz

i=1

Vo = exp (KZ afa§+1> (2.44)

Es facil verificar que efectivamente
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Figura 2.3: El anadido de una nueva columna de spines en d = 2 se ejecuta por el

producto de las matrices Vi y V.

(5| V2Vi |8) = 1(8. 5 (2.45)

donde el lado derecho de esta tultima ecuacién viene dada por la Ec.(2.33). La

funcién particién viene dada entonces por

Z=Tr (V)" =T (V,"1,%)" =T v (2.46)

donde hemos introducido la matriz de transferencia simetrizada V' = V21/ 2V1V21/ 2,

ya que esto facilita el procedimiento de diagonalizaciéon posterior.

2.6.2 Representacién en términos de operadores de Majorana

Vamos a introducir a continuacién el conjunto de operadores (), 12(i) con i =

1,...,m definidos por

() = —soio3---0j 0] (2.47)

Pa(j) = —=0105 -+~ 05107 (2.48)
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Estos operadores son hermitianos, ya que estan expresados en términos de los
operadores de Pauli. A partir de las propiedades de conmutacién de las matrices de

Pauli es simple verificar

{t0a(5), Yo()} = a(G) (D) + Yo (1)¥a (i) = dap0ji- (2.49)

Un conjunto de operadores que satisfacen estas propiedades se conocen como Oper-
adores de Majorana.
Es facil verificar que las matrices V7 y V5 pueden ser expresadas como sigue en

términos de los operadores de Majorana:

Vi =g(K)™ exp (—2iK* i@/}l(i)lbg(i)) (2.50)
i=1
Vo = exp (22K§:w1(z)w2(2 + 1)) (2.51)
i=1

Un punto algo sutil, pero importante a considerar, son las condiciones contorno
a imponer a los operadores en esta representacién. Necesitamos escoger un valor de
a(m + 1) en la Ec.(2.51) tal que nos reproduzca el término ¢7,0% correspondiente
a las condiciones periodicas en la Ec.(2.44). La primera tendencia es a tomar condi-
ciones periodicas también los operadores de Majorana 1(m + 1) = 12(1). En ese

caso es facil ver que

2l¢1 (m)¢2(1) = —Oprod O‘fndf,
donde
Oprod = 01 03 -0, (2.52)

Ahora bien, es claro que el operador 0y,¢ tiene solo dos autovalores miltiplemente

degenerados, +1. Ademas, es simple ver que

[Oprod, Y1(0)¥2(4)] = [Oprod, ¥1(i)2(i + 1)) =0 Vi.
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Por lo tanto, 0,04 y V1V2 pueden diagonalizarse simultaneamente. Eligiendo en-
tonces que los autovectores de la matriz de transferencia sean a la vez autovectores
de oprod, estos perteneceran a uno de los dos subespacios U4 correspondientes a los
dos autovalores £1 de op,q respectivamente. Por lo tanto, si el autovector corre-
spondiente a mayor autovalor cae en el subespacio U, elegiremos la condiciéon de
contorno antiperiodica 2(m+1) = —1bo(1), mientras que si cae en el subespacio U_
elegiremos la condicién de contorno periodica ¢2(m+1) = 12(1). Asi, a la condicién
de contorno periodica para los spines le corresponden dos posibles condiciones de

contorno en la representacién de Majorana.

2.6.3 Representacién de Fourier en términos de operadores de Fermi

Dado que el sistema es invariante ante traslaciones, conviene transformar Fourier a
fin de desacoplar los grados de libertad. Vamos a introducir entonces la siguiente

representacion de los operadores de Majorana:

Z ( zq]C + e*“]]CT( )) a = 172 (253)

q>0
donde los operadores Cy(q), Cl(q) son operadores fermionicos, esto es, satisfacen las

relaciones de conmutacion:

{Cal@).Cl()} = bunbyy-

A partir de estas relaciones es facil demostrar que los operadores de Majorana
cumplen con las relaciones (2.49). La eleccién de los valores de ¢ en la suma de
la Ec.(2.53) corresponde a aquellos que satisfacen €™ = +1, dependiendo de la

condicién de contorno utilizada para los operadores de Majorana, esto es:
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3 -1
Uy : qz:l:z,:i:—ﬂ,...,:tm s
m m m
2 4 -2
U_: qu,:i:—w,:ti,...,:I:m T, T
m’. = m

donde hemos asumido por simplicidad que m es par. En la suma de la Ec.(2.53) solo
entran los valores positivos de? ¢, de uno u otro grupo. Reemplazando la Ec.(2.53)

en las Ecs.(2.50) y (2.51) obtenemos

xa:mKWemlamv;Xamx&@+cR@@mn (2.54)
q=>0
Vo = exp {%K Z (e_iqu (q)Cg(q) + eiqCI(q)C’Q(q)) (2.55)
q=0

Las formas cuadraticas en los exponentes conmutan entre si para diferentes val-
ores de q y por lo tanto podemos descomponer la matriz V = V21/ 2V1V21/ % en un

producto de matrices como

V= g(K)" [] V(a) (2:56)
donde -
V(g) = Va(q)*Vi(q)Va(q)'/? (2.57)
Vi(g) = exp [~2iK" (C1(q)C() + Cl(a)Ca(a) )| (2.58)
Va(a) = exp [2iK (e71C1(a)Cl(a) + €C(@)Ca(a) )| (2:59)

El problema se ha reducido asi a la diagonalizacién de V' (q).

4Los valores negativos repiten los factores de fase. De ahi es posible ver que los términos con g

negativo no producen nuevos operadores fermionicos independientes
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2.6.4 Autovalores y energia libre

Es conveniente representar las matrices V1(q) y Va(q) en la base de de autovalores
de los operadores ntiimero de ocupacién nq(q) = CI (¢)C1(q) y m2(q) = C;(q)Cg(q),
a los cuales llamaremos |n1n1), donde n; = 0,1, ne = 0,1 son los correspondientes
autovalores. Este subespacio tiene por lo tanto dimension 4.

Consideremos primero el subespacio expandido por los vectores [00) y [11).
Todos los elementos de matriz de los operadores que aparecen en los exponentes de

las Ecs.(2.58) y (2.59) son nulos

C1(g)C(q) [00) = C1(q)CI(q) [11) =0

C1(9)C2(q) [00) = C](q)Ca(q) [11) = 0.

Por lo tanto, [00) y |11) son ambos autovectores de Vi(q) y Va(q) (y por ende
de V(q)) con autovalores iguales a 1. V(q) tiene entonces un autovalor igual a 1
doblemente degenerado en este subespacio.

Solo nos resta encontrar los autovalores de V' (q) en el subespacio expandido por

los autovectores |10) y |01), a los cuales denominaremos

=) =110)  [+) =101)

Tenemos las siguientes propiedades:

—Ci)C() [+) =0 = Ci(@)C(a) |-) = |+)

Cl(@)Ca(q)|-) =0 Cl(q)Ca(q) |+) =1-)

Por lo tanto los operadores —C} (q)C’g (@) y C’I (¢)C2(q) actuan como los operadores
de subida y bajada en el espacio de dos estados |+) y podemos introducir un nuevo

conjunto de matrices de Pauli 7%, 7Y, 7% en este espacio como
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~Ci(g)Ci(q) =7 = T (2.60)
7% —37Y
Cl@)Calg) =7~ = () = —— (2.61)

De esta manera, si llamamos V;(q) y Va(q) a la restriccién de los operadores

Vi(q) v Va(q) al subespacio expandido por los vectores |£), tenemos

Vi(q) = exp [2iK* (117 — 77)] = exp (—2K*7Y) (2.62)

A~

Va(q) = exp [—22’[( (7’+e_iq - T_eiq))] =exp 2K (1Ycosq — 7"sing)]  (2.63)

1/2

A fin de facilitar la diagonalizacién de f/g(q) vamos a rotar el espacio de los

pseudospines T un angulo ¢ alrededor del eje z obteniendo

~

Vi(q) = exp [-2K™ (7Y cos g + 7% sin q)] (2.64)

N

Va(q) = exp (2K 1Y), (2.65)

y a continuacién producimos una rotacién de /2 alrededor del eje x, de manera

que (7%, 7Y,7%) — (7%, —7%,7Y), con lo cual

A

Vi(q) = exp 2K (77 cos ¢ — 7" sin q)] (2.66)

A

Va(q) = exp (—2K7°), (2.67)

Desarrollando la exponencial en (2.66) y utilizando que (7% cosq — 7% sing)? = 1

obtenemos las expresiones:
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Vi(g) = cosh(2K™) + sinh (2K™) (7% cosq — 7% sinq)

cosh (2K*) + sinh (2K™) cos g —sinh (2K*) sing
—sinh (2K*) sing cosh (2K*) — sinh (2K™) cos ¢
. e® 0
Va(q)'/? = :
0 ef

De donde finalmente

. e 2K (cosh (2K*) + sinh (2K*) cos q) —sinh (2K*) sing

Vig) =
—sinh (2K™*) sing e?X(cosh (2K*) — sinh (2K*) cos q)
(2.68)

La ecuacion caracteristica de esta matriz resulta, luego de algun algebra.
A2 — 2 [cosh (2K*) cosh (2K) — cosq] + 1 =0

donde hemos utilizado la Ec.(2.36). Por lo tanto, los autovalores A1 satisfacen

A =1 (2.69)
At + A_ = 2[cosh (2K™) cosh (2K) — cos ¢ (2.70)
+e(q,K)

De la Ec.(2.69) podemos expresar los autovalores como Ay = e y reem-

plazando en la Ec.(2.70) obtenemos

cosh (e(g, K)) = cosh (2K™) cosh (2K) — cos ¢ = cosh (2K) coth (2K) — cosq (2.71)

donde €(q, K) es la raiz positiva de la Ec.(2.71).
Los cuatro autovalores de V(g) son entonces 1, 1,ef@8) e=€(@K)  La funcién

particién resulta entonces
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Z = g(K)y™ ] Tr V()" = g(B)™ T (2+ " (@1 4 emn k) (2.72)
q=>0 q>0

En el limite n — oo el tnico autovalor que sobrevive es e €(¢5) - Agf

1 1
N InZ ~Ing(K) +qu>:06(q,K)

Recordando que, para cualquiera de las dos condiciones de contorno utilizadas,

Aq = 2w /m, podemos reemplazar la suma por una integral obteniendo finalmente

—Bf= %ln (2 sinh (2K)) + QL /7r (g, K)dg (2.73)

™ Jo
2.6.5 Analisis de la solucidon

Utilizando la identidad

1 ™
|z| = —/ dx In(2 coshz — 2 cosx) (2.74)
™ Jo

podemos escribir la energfa libre (2.73) como

1 1 s s
—Bf = =1In(2sinh(2K))+ —2/ dq/ dz In (2 coshe(q, K) — 2 cosx)
2 214 Jo 0

1 1 ™ ™
= iln (2 sinh (2K)) + ﬁ/ dq/ dx In (2 cosh (2K) coth (2K) — 2 cosq — 2 cos x)
= Jo 0

1 1 & & q+x q—x
= —In(2 h (2K — In|l-—
5 n (2 cosh ( )>+2712/0 dq/0 dx n[ mcos( 5 )cos( 5 )}

1 1 T w/2
= —1In(2 cosh (2K)) + 7/ dwl/ dwy In[1 — K coswi cos ws]
2 72 Jo 0
donde

_ 2senh(2K)
~ cosh?(2K)

Podemos reducir atin mas la expresién (2.75) utilizando nuevamente la Ec.(2.74)

(2.76)

y que cosh™(z) = In [:n +Va? — 1} , obteniendo finalmente (luego de algin dlgebra)

(2.75)
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Bf(T)=—1In(2cosh28J) — % /07r d¢1n B (1 +4/1— KZQSGHQ(b)]

La energia interna por spin viene dada por

u(T):a(ﬁafﬁ(T)) —2 tanh (28) + o 3; / d Sirii (2.77)

donde A(¢) = /1 — k?sen?¢. Se verifica facilmente que

sen?¢ 1 (™ do T
d = —_——— 2,
/ ONTEWN Rl SN R (2.78)
Reemplazando en la Ec.(2.77) obtenemos, con algo de trabajo, que
2
u(T) = —Jcoth(25J) {1 + Wﬂ/Kl(/ﬁ;)} (2.79)

donde

/2 do

0 /11— k2sen?¢

es una integral eliptica completa de primera especie y

= 2tanh?(26J) — 1

K24 K2 =1

Derivando la Ec.(2.79) podemos obtener, con cierto trabajo, el calor especifico

(1) = 2 = 2B (5 scotn(26)? {260 ) — 2B1(6) — (1= ) [ +w'E1 )]}
(2.80)
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es una integral eliptica completa de segunda especie.

Si analizamos el comportamiento de x (Ec.(2.76) en funcién de /3, veremos que
0 < kK <1VS >0y quela misma presenta un maximo x = 1 para S tal que
senh(23J) = 1. La integral eliptica Ki(x) tiene una singularidad en x = 1 (¥’ = 0),

en cuyo entorno tenemos que

4
n
||

Kl(,‘{) ~1

Ei(k)~1

En dicho punto todas las funciones termodindmicas son no-analiticas. La temper-

atura critica resulta entonces de la condicion

_ 2senh(28.J)
~ cosh?(26.J)

o bien de k' =0
2tanh?(243.J) = 1

de donde resulta

2

kpT.)J = m

Otras relaciones satisfechas por T, son

senh(25.J) = 1.

cosh?(26,J) = 2.

En el entorno de T, tenemos entonces que

2kp [ 2J \?

Pero
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K’ = 2tanh?(26.J) — 1 = 2tanh?(23.J) — 2tanh?(28,.J) ~ D(T — T.)

donde D es una constante. Asi

2kp [ 2J \? T
T)~——= In|l—-— 2.82
C( ) m (kBTc> " T: ( )
esto es, ¢(T) presenta una singularidad logaritmica.
El parametro de orden, esto es, la magnetizacion espontanea es
0 T>T1T,
m(T) = /8 (2.83)
{1=[enn(2g)) !} T<T
En el entorno del punto critico tenemos que
1/8
m(T) ~ {senh4(2ﬁJ) - senh4(2ﬁcj)} AN A(T, —T)Y/® (2.84)

donde A es una constante. El exponente critico del pardmetro de orden resulta
entonces # = 1/8. Se ha demostrado por métodos indirectos (i.e., sin calcular
explicitamente la funcién particién) que: v = 7/4, 6 = 15, v = 1y n = 1/4.
Notemos que las desigualdades de Griffiths y Rushbrooke entre exponentes criticos

(derivadas de las condiciones de estabilidad termodindmica)

a+28+v>2

a+pB(1+6)>2

se cumplen en este caso como igualdades. Este hecho no trivial se observo también
en muchos otros fenémenos criticos y, como veremos mas delante, contituyé una de
las piezas claves que condujo a la comprensién de los mecanismos subyacentes en este
tipo de fenémenos. Finalmente, cabe mencionar que los valores mencionados para
los exponentes son los mismos para cualquier red cristalina en d = 2 (universalidad).
Las tnicas cantidades que cambian al cambiar de red son la temperatura critica y

los prefactores en los comportamientos asintoticos.
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2.7 Los modelos gaussiano y esferico

Vamos a considerar un Hamiltoniano general de la forma

ZJ 7F—7 ﬂSw—BZSﬂ

A
donde los vectores 7 apuntan a los sitios de una red hiperctbica 2 en d dimensiones,
con pardmetro de red unitrario, conteniendo N = L¢ sitios, esto es, ¥ = 2?21 n;é;,
siendo é; vectores coordenados y n; = 0,1,...,L — 1. Las variables Sj son reales y

vamos a asumir condiciones de contorno periddicas, esto es:
Siymrpe; =S¢ m:entero j=1,....d

Vamos a considerar ademas una versiéon un poco mas general del modelo gaus-

siano que la vista en la seccion anterior:

ZG = / [H e—be_ dS;] e_BH
/oo

donde h = 8B y b > 0.

H S,r] exp{ﬁz J(|F—7 )SFSF/+hZSF—bZS§}12.85)

TET!
Vamos a introducir ahora la transformada de Fourier:
O kg 2.86
r ﬁ %: € k ( . )

donde los vectores de onda k = Z?zl k;é; tienen la propiedad

27l
kj = TJ lj=0,%£1,42,...,£(L—1)/2,L/2 (2.87)
Los vectores de onda con I; = —L/2 no se incluyen en la suma, ya que repiten los

factores de fase con l; = L/2; notemos, de paso, que el factor de fase con l; = L/2

Vj es real ya que €' ik.7 (—l)zj " Es facil comprobar entonces que:
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(2.88)

Usando las Ecs.(2.86) y (2.88) es facil ver que el exponente de la Ec.(2.85) puede

escribirse como

Z[@J() ]55 s+ VNS,

donde

v k= |E| Ahora bien, la variables S son en principio complejas, lo cual darfa la
impresion de que tenemos 2N variables independientes. No obstante, dado que las
variables Si tienen que ser reales tenemos que S_; = S%. De esta manera, al trans-
formar la integral (2.85) tenemos que elegir N variables independientes. Podemos
elegir entonces la mitad de las variables complejas y tomar sus partes reales e imag-
inarias como variables independientes, excepto S;_ y la variable correspondiente a

lj = L/2 Vj que son reales. Escribiendo R;; = Re(S}), I

i = Im(S;) tenemos

1 1 -
Sp = —=Si_ D14 = + —=Rn cos (k.7
=5 ﬁkz#o [Fs] + (k. 7)
- ! —5z Z (Rj; cos ( (k.7) — sen(/g ))—i—LS cos (ky.7)
= \/* k= 0 / k;éo ,—N N N
donde Y%, corre sobre la mitad de los vectores k en el volimen, cos (%Nﬂ =

k#£0
(—1)21' "7y Sy es la amplitud correspondiente . Tenemos asi

SE _E= ‘S ‘2 R2+12
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La transformacién (2.89) puede verse (queda como ejercicio para el lector) que tiene

determinante jacobiano igual a 2¥/2. De esta manera

A

Zo = oM /fo dS;_, exp { <5J(0) - b) Sz, + h\/NSEZO} X

0o / ! .
/_ [T dRrzdlz| exp{ 23 (BJ(k) —b) (RZ+12) p %
k0 40

/_ O:O aSy exp { (87 (k) 1) 5%}

_ o L > as;_, exp{_ (b _ 5j(o)) SZ_ o+ h\/ﬁs,gzo} x

I ([ e {-2(p-5i0) xz}dac>2 <

k20
/_o:o exp {— (b — Bj(kN)> .CCz}dl‘ (2.89)

donde la productoria [] corre sobre la mitad de los vectores k. Recordando que

/
k0

o0 _ 2 T 2
/ dx e " T = |~ exp (c*/4a)
o a

tenemos

N2 PN ) T | T
a2 p<4(b—6J(0)> b= 57(0) ,g@(b—ﬁm)) (b~ BI(kn))

Dado que J (k) depende solo del médulo de k podemos levantar la restriccién en la

productoria y reagrupar todos los términos, obteniendo:

1/2
h?N s
s e <4<b - M(o») [H = Mk)]

E
de donde, para N > 1

h2

26 = Bio)

1 1 1 .
N +21n7r—2NzE:ln(b—BJ(k))

y en el limite termodindmico tenemos finalmente:
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8f = Jim —InZg
h2 1 1
= gt aam Lk [ dham o= 830)

Vemos que la energia libre solo esta definida para
b > fmax J(k)
E

Para el caso de interacciones solo entre primeros vecinos

J st =1
7 = |71
0 otro caso
tenemos
d
k)=2J) cos(kj) (2.90)

la cual tiene claramente su méximo absoluto en k& = 0 en el cual J(0) = 2dJ, de

donde el modelo presenta una singularidad en
Be =0/2dJ

Vamos a analizar ahora el modelo esférico, cuya funciéon de particién es

ZN(B / [HdS] exp [B Z J(|7—7"|)SpSrr + hZS (2.91)

AT

donde 2 representa en este caso la hiperesfera N-dimensional de radio v/ IV:

> -

Este modelo puede resolverse de manera directa, aunque resulta mucho mas sencillo
el siguiente procedimiento. Supongamos que en lugar de imponer el vinculo esférico

de manera estricta imponemos que el mismo se cumpla en promedio, esto es



98 CAPITULO 2. MODELOS EXACTAMENTE SOLUBLES

(Tst)=»

Esto resulta equivalente a cambiar del ensemble candnico a uno en el cual tanto el
valor medio de la energfa como el valor medio de 3°; S? sean constantes. Las maxi-
mizacion de la entropia con estos vinculos nos lleva a una funcién de particién del
modelo gaussiano (2.85) donde el pardmetro b ahora juega el rol de un multiplicador

de Lagrange, estando por lo tanto determinado por la ecuacién

<Z 53> = —%anG(N,B,h, by =N

Este modelo constituye la version “gran canénica” del modelo esférico, y se lo de-
nomina modelo esférico promedio, por motivos obvios. Al igual que en otros casos,
ambos ensembles resultan equivalentes. Para N grande las fluctuaciones de Y, S?

en torno del valor NV seran despreciables y por lo tanto
ZG(N, B, h,b) ~ Zn(8,B) "N
En el limite termodindmico tenemos entonces que

—Bf(T,B) =b—Bfa(b,B,b)

con b que resulta de la ecuacion

d(Bfa(B,T,b)) B2 L i o
ob N 4(b_5j(0))2 +2(27T)d [wdkl..'/,ﬂdkd [b—ﬂj(k;)] =1

Definiendo la variable ( = b/ tenemos finalmente que

£B* = —|—11n7r—
(€(8,B) = J(0)) 2

2(21%)61/7; dkl.../: dkaln [B(C(8,B) — J(k)]  (2.02)

—Bf(T,B) = BC(/37B)+4

donde ¢(f, B) es solucién de
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_ __BB
ST
' 1 ” ™ N -1
R(C) = 2(2m)¢ [ﬂ dky - - [ﬂ dkq [C - J(k:)] (2.93)

La energia libre resulta analitica entonces para
¢ > maxJ(k) = (.
k
Consideremos el caso ferromagnético con interacciones a primeros vecinos, en el

cual J (k) viene dado por la Ec.(2.90). En este caso (. = J(0) = 2d.J y tenemos que

- _ __ BB Ly
BIT.B) = BCB.B)+ ey g

2(21@6[/_7; dkl.../:r dkaln [B(C(8,B) - (k)] (2.0

BB
B=RC)+ - (2.95)
4(< - CC)2
Notemos que el integrando de las ecuaciones (2.93) y (2.94) es singular en k£ = 0
cuando ¢ = (.. Las propiedades analiticas de la energia libre van a depender de
que esta singularidad sea o né integrable. Comencemos con el caso unidimensional

d = 1. Tenemos que

17 dk 1
R(O:ﬂ/o (—2Jcosk 2,22

A campo nulo B = 0 vemos que para toda 5 < oo existe una solucién ((5) > (.
(ver Fig.2.4). Asi, la singularidad no se alcanza nunca para cualquier temperatura
finita; solo se alcanza en el limite 7" — 0 (8 — 00). La energia libre es una funcién
analitica para toda (8 y el modelo no presenta transicion de fase a temperatura finita,
tal como era de esperar.

En el caso d = 2 la funcién R(() puede calcularse también analiticamente y el

resultado es similar al del caso unidimensional: la singularidad (. solo se alcanza
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R(Q)

Figura 2.4: Funcién R(() en el caso d = 1.

en el limite § — oo (la forma de la funcién R({) es semejante a la mostrada en la
Fig.2.4). La ausencia de transicién de fase en dos dimensiones es un resultado de la
simetria continua del modelo (recordemos que el modelo esférico es el limite n — oo

del modelo n-vectorial).

En el caso d = 3 la situacién cambia completamente. Mientras en los dos casos
anteriores la singularidad en el integrando de la Ec.(2.93) no es integrable (R(()
diverge para ¢ — (.) en el caso tridimensional si es integrable y puede verse que
R((.) toma un valor finito para . ~ 0.2527/J (ver Fig.2.5). Tenemos entonces que
para 8 < 3. la energia libre es analitica y presenta una singularidad en 5 = S.. Que
ocurre para > . (T < T.)? En principio para B = 0 la Ec.(2.95) nos da un valor
de ( < (. para el cual la energia libre no esta definida. Sin embargo, sabemos que
para observar orden de largo alcance tenemos que provocar una ruptura espontanea
de simetria, esto es, analizar el limite B — 0 para T' < T.. Supongamos B > 0.
En este caso el lado derecho de la Ec.(2.95) diverge en ( = (. y tenemos que la
singularidad no se alcanza para ningun valor de 3, con lo cual la energia libre es

analitica para cualquier temperatura y B # 0 (ver Fig.2.5). De la Fig.2.5 vemos



2.7. LOS MODELOS GAUSSIANO Y ESFERICO 101

~B/2 (1-B/R)™
B> BC ,,,,,,,
R(Q)+BB*/4(¢-C,)°
B, =RE@) -

B<B, | T

Figura 2.5: Funcién R(¢) y soluciones de la Ec.(2.95) en el caso d = 3.

ademas que al disminuir B (esto es, en el limite B — 07) la solucién (3, B) — (.
VB > (.. Para 8 > (. fijoy 0 < B < 1 tenemos que R({) ~ R({.) = . y podemos

aproximar en la Ec.(2.95)

8B
ﬁ Bc " 4(< - <C)2

de donde

50)_1/2 (2.96)

B
C(ﬁ7B)NCc+2<1—B

De esta manera, la solucién con ruptura espontanea de simetria es ( = (. para toda
B > fB.. La singularidad en la Ec.(2.94) es integrable para ¢ = (. y la energia libre
es continua para |B| — 0y > . tomando el valor

|B|—0

. 1 1 i 4 m 3
lim —IBf(T, B) = 5<C+§ h’lﬂ'—m / dkl / de dkg In [6((6 —2J E COS kj)]

Calculemos ahora la magnetizacién a campo nulo. Para ello tenemos que derivar

la energia libre respecto del campo magnético B y evaluar en B — 0. Es facil
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ver (usando la Ec.(2.95)) que el término que multiplica a 9¢(3, B)/0B se anula
idénticamente para toda (. Asi

. of_ . B
m(B,0) = dim =58 = S G B) =)

De la Ec.(2.96) tenemos que la magnetizacién espontanea es

0 si T >1T,
mo = lim m(B,B) =

B0t @—%yﬁsiT<ﬂ

de donde el exponente critico f = 1/2, el cual, como veremos mas delante, corre-
sponde a un comportamiento clésico (esto es, asociado a las teorias de campo medio).
Aparte de este comportamiento clasico en la magnetizacién espontanea, el modelo
esférico presenta una serie de anomalias, tales como una susceptibilidad infinita para
T < T, y un calor especifico continuo en T" = T, pero con una discontinuidad en su
derivada, tal como se muestra en la Fig.2.6. Mas atin, puede verse que para T > T,
la susceptibilidad diverge con un exponente critico v = 2 mientras que el calor
especifico presenta el comportamiento asintético C(T.) — C(T') ~ A(T. — T). Este
ultimo comportamiento puede asociarse a un exponente critico negativo = —1; este
tipo de comportamiento suele denominarse una singularidad de “cispide” (cusp sin-
gularity). Finalmente, puede verse que 6 = 5. Notemos que con estos valores las
desigualdades de Rushbrooke y Griffiths nuevamente se cumplen como igualdades,
al igual que en el modelo de Ising bidimensional. De hecho, puede verse que esto es

valido en el modelo esférico para todad d > 2.

2.8 El modelo de Curie-Weiss para el ferromagnetismo

Este modelo es una generalizacién del modelo de Ising, propuesto de manera heuristica
para explicar el ferromagnetismo, en el mismo espiritu que el argumento de Ornstein
para el caso de un gas. Como veremos, ambos modelos dan los mismos exponentes
criticos y forman la base de las llamada Teorias de Campo Medio 6 Teorias Clasicas

de los fenémenos criticos, las cuales analizaremos en detalle en la préxima seccion.
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C

Ky/2

Figura 2.6: Calor especifico a campo nulo en el modelo esférico en d = 3.
El modelo de Curie-Weiss asume un Hamiltoniano de la forma

J N
H=-— > SiSj—B;SZ- (2.97)

1<i<j<N

con J >0y S; ==£1. El hecho de que todas las interacciones entre pares de spines
sean iguales hace que la estructura cristalina de la red sea irrelevante. El factor (no
fisico) 1/N en el Hamiltoniano se impone, al igual que en el argumento de Ornstein,
para asegurar la existencia del limite termodindmico. Usando el hecho de S? = 1

podemos reescribir el Hamiltoniano (2.97) como

J (&N N
H:*ﬁ (;SZ> JFE*B;SI‘

La funcién particién puede ser escrita entonces como

2 N
K
_ _—K/2 , ,
Z(B,B)=¢e¢ {ng}exp [2N (iZI Sl> +hi:§1&]

donde K = 8J y h = BB. Usando la identidad gaussiana

a

(& = — (&
\/27‘(’ —00

—x2/24-ax dr
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podemos transformar el término cuadratico en los spines de la expresién anterior en
uno lineal (esto se conoce a veces como transformacion de Hubbard-Stratonovich)

eligiendo

K N

De esta manera, tenemos que

1 o K N
Z(N,B,B) =e K2%" — xp | —2%/2 + —+h S |d
e {;}m/_mep . x,/N ; .

)

El término en los spines puede ahora ser sumado facilmente obteniendo

N
dzx

1 o0 2 K
— -K/2 + —z%/2 o
Z(N,pB,B) e \/ﬂ/ooe [2008h (mw/N +h)
1 oo
_ K2 2 | K
e \/ﬂ/ooexp[ /2 4+ N1In2cosh (x —l—h)

—-1/2

dx

Haciendo el cambio de variables n = (K N)

|KN [
Z(N,B,B) = e K/2 %/, NI ) (2.98)

tenemos que

donde
g(n) = —Kn2/2 + In2cosh (Kn+ h)

En el limite N — oo podemos evaluar la integral en la ecuacién (2.98) usando el

método de Laplace y la energia libre resulta

—Bf(B,B) = mgxg(n)

Igualando la derivada de g(n) a cero encontramos que el maximo de g(n) es solucién

de la ecuacién

n = tanh (Kn + h)
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Figura 2.7: Solucién grafica de la ecuacién de Curie-Weiss (2.99).

La magnetizacion resulta

of _ 0(=51)

m(ﬁ,B):—aB— oh =tanh (Kn+h)=n

de donde el valor del pardmetro variacional que maximiza g(n) resulta la propia

magnetizacion, la cual satisface por lo tanto la llamada ecuacion de Curie- Weiss:

m = tanh (K'm + h) (2.99)

Para B = 0 esta ecuacién tiene una unica soluciéon m = 0 para K < K, = 1,
mientras que para K > K. presenta dos soluciones simétricas +mg (ver Fig.(2.7))
y la solucién m = 0 que es inestable (minimo de g(n) o maximo de la energia libre).
De la solucién grafica vemos que para 0 < B < 1 las tres soluciones se mantienen
pero la solucion m = 0 se reemplaza por una segunda solucién negativa. Puede
verificarse que la solucién positiva en este caso es un minimo absoluto de la energia
libre (mdximo absoluto de g(n)), de manera que en el limite B — 07 esta es la
magnetizacién espontdnea. Para temperaturas levemente menores que 7, tenemos

que my < 1, de manera que podemos desarrollar la Ec.(2.99) con h = 0:
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mo:lﬁno—(Kﬂmf/3+(%n%):an[1—(Kﬂmﬁ/ﬂ

de donde

o))"

y por lo tanto el exponente critico f = 1/2. Mediante un anélisis semejante puede

verse que v = 1 y § = 3. La energia libre a campo nulo tiene la forma

In2 si T >T,
—Bf(B,0) =
—BJm3/2 +1n2cosh (BJmg) si T < T,

de donde la energia interna resulta

a(B1) 0 si T>T,
8,0)=220
w00 =55 —Jm2/2 si T<T,

la cual también es continua en T = T,. El calor especifico a campo nulo resulta
entonces

du(m) | 0 si T>T,

2
T I G T<T,

Puede verse (queda como ejercicio para el lector ) que lim,, - C (T) = 3kp/2, de
donde el calor especifico presenta una discontinuidad en T'= T, y por lo tanto o =
04is- Una vez maés, notemos que con estos valores las desigualdades de Rushbrooke

y Griffiths se cumplen como igualdades.

2.9 Caminatas aleatorias y la transicion de polimer-
izacion
Los polimeros son macromoléculas compuestas a partir de una cantidad grande de

unidades mas simples llamadas monémeros. En el caso de polimeros lineales los

mondémeros se ordenan en forma de largas cadenas flexibles. En condiciones de
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equilibrio quimico un sistema de mondémeros puede sufrir una transiciéon a un estado
polimerizado, esto es, un estado con una fraccién macroscépica de polimeros. Un
ejemplo bien conocido de esto ultimo es el azufre. A temperaturas relativamente
bajas el azufre es un liquido de color amarillo, compuesto microscépicamente por
anillos de azufre, predominando los de 8 d4tomos (Sg) (mondmeros). A una temper-
atura cercana a los 160 °C el liquido se oscurece y se torna viscoso, ya que los anillos
de azufre rompen una de sus ligaduras y se recombinan formando cadenas del orden
de 10° dtomos. Esta transicién es de segundo orden, ya que se observa que la den-
sidad de polimeros es nula en la temperatura critica y aumenta rapidamente con la
temperatura. Si el azufre se diluye en ciertos solventes organicos, la temperatura de
transicion aumenta con la dilucién, hasta que para cierta concentracion del solvente
la transicién se torna de primer orden. Este punto del diagrama de fases se conoce

como punto © y es un punto tricritico.

Si bién una descripciéon detallada de la termodindmica de polimeros es altamente
compleja, la universalidad de los fenémenos criticos permite, en dicha region, el uso
de modelos en redes (relativamente sencillos) para su descripcién. Estos modelos se
conocen como Caminatas aleatdrias Mutua y Auto-Excluyentes (Self-Avoiding Ran-
dom Walks, SAW). El principio de estos modelos es el mismo que el del Gas de
Red. Supongamos un gas de mondémeros en presencia de un “buen solvente”, esto
es, un sustancia tal que la interaccién entre los atomos del solvente y los monémeros
pueda despreciarse. En este caso, las interacciones entre mondémeros pertenecientes
a diferentes polimeros son predominantemente repulsivas y se representan por una
interaccion de volumen excluido. Suponemos entonces el volimen del sistema dis-
cretizado, de manera que el volimen de cada celda corresponda al volimen excluido
de un monémero. Cada sitio en la red puede estar vacio (correspondiendo a un
atomo del solvente) u ocupado por un monémero que puede ligarse a uno o dos
mondmeros localizados en sitios primeros vecinos de la red. En estas condiciones un
polimero resulta representado por una sucesiéon de n sitios primeros vecinos (cade-

nas), donde las ligaduras entre monémeros estan representadas por los bonds en la
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Figura 2.8: Ejemplo de una caminata aleatoria autoexcluyente en dos dimensiones.

red que conectan los sitios de la cadena, tal como se muestra en la figura 2.8. Las
configuraciones aceptadas de polimeros son aquellas en las cuales () las cadenas no
forman loops cerrados (los polimeros son cadenas abiertas) y (ii) las cadenas no se
intersectan a si mismas ni entre ellas (condicién de volimen excluido). Dado que la
orientacion de los bonds que conforman un polimero en la red es aleatoria, la con-
formacion de una de estas cadenas resulta equivalente a una caminata aleatoria que
nunca pasa dos veces por el mismo sitio ni se cruza con otra caminata. Estos pro-
cesos estocdsticos se conocen como caminatas aleatorias mutua y auto excluyentes.
Si ahora consideramos un sistema en equilibrio quimico, en el cual los polimeros
pueden romperse y recombinarse dando lugar a diferentes configuraciones de polimeros
de diferentes longitudes, la funcién gran particién de este sistema, para una red de

N sitios, viene dada por

i iiffn ! o1 Pv(myn,0) (2.100)

n=0[=0

donde m es el niimero de polimeros en la configuracién, n es el nimero total de
ligaduras en los m polimeros y [ es el niimero de polimeros de un sitio (monémeros);

x = ePF es la actividad o fugacidad de una ligadura polimérica, donde x corresponde
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al potencial quimico de resulta de incorporar un monémero en el medio de una
cadena. y tiene un significado semejante a x, solo que se considera que la actividad
de un mondémero que se liga a la punta de una cadena tiene una actividad diferente
a la de una mondémero que se incorpora dentro de la cadena; de esta manera, la
actividad de un monémero en la punta es (2y)'/2, donde el factor 2 viene de las
dos posibles orientaciones del monémero. Asi, el peso de Boltzmann de una cadena
de M monémeros (M — 1 bonds) es 2y M= si M > 1. El factor 1/2! corrige
el hecho de que en mondémeros aislados ambas orientaciones son equivalentes. El
factor I'y(m, n, 1) da el nimero de configuraciones de m polimeros con exactamente
[ mondémeros aislados, compatibles con la condicién de caminatas mutua y auto
excluyentes, esto es, caminatas cerradas y que se cruzan tienen un peso I'yy = 0. El
limite superior oo en las sumas no presenta incompatibilidad con el sistema finito,
ya que configuraciones con valores de estos indices incompatibles con N tendréan un

peso 'y = 0. La fracciéon de voliimen ocupada por polimeros viene entonces dada

por
n
donde
- ox

El contaje de caminos para la evaluacién de Zy es un problema formidable. No
obstante, el mismo se simplifica enormemente a partir del mapeo en el limite n — 0
del modelo n-vectorial, propuesto por primera vez por DeGennes® y posteriormente
extendido por diversos autores, entre otros Wheeler y Pfeuty®. Consideremos un
modelo n-vectorial con Hamiltoniano

BH=K > 5.5+hY 5
<iyg> i

donde S es un vector de n componentes normalizado a /n, esto es

°P. G. DeCennes, Phys. Lett A 38, 339 (1972)
6J. G. Wheeler and P. Pfeuty, Phys. Rev. A 24, 1050 (1981)
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h es un campo magnético externo que apunta en una direccion arbitraria que lla-
maremos la direccién 1. Escribimos 8 como la inversa de la temperatura en el
modelo magnético, ya que la misma no corresponde a la inversa de la temperatura
B del problema de polimeros. La funcién particién del problema magnético viene

dada por
Z=Tre P = H/dQ?eiﬁH

donde 27 es un diferencial de dngulo sélido en n dimensiones. Introduciendo ahora

los promedios

I1; [ aQ7g({27'})
I1; J d¥;

{g(Q"))) =

tenemos que

z = ((e")) U dQ“]N (2.101)

El segundo factor en la ecuacién anterior da una contribucién constante a la energia

libre por sitio y podemos ignorarlo. Introducimos ahora la funcién caracteristica

*(F) = ()

donde k es un vector arbitrario de n componentes. Conociendo <I>(/§) podemos

obtener cualquier promedio sobre el angulo sélido a través de

i N N 2
((810--5)) = @) e ap)

k=0

Derivando dos veces ®(k) obtenemos

V20(F) = — ((§.5 ¢™5)) = —na (k)
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esto es, @ satisface la ecuacion

V2 +n] ®(k) =0 (2.102)

Por simetrfa, ®(k) = ®(k); ademds, ®(0) =1y

() = -5y

La parte radial del Laplaciano en n dimensiones tiene la forma

R (kn—13>
k=1 0k ok

Para n = 0 la Ec.(2.102) se transforma en

k=0

109

k@k

= cte
que usando las condiciones anteriores para ® tiene como solucién:

(k) =1— k>

N

pero implica que

(((5)")) = dmo + o2 (2.103)

Ahora podemos retomar la evaluacién de la funcién particién (2.104):

= ez )it

_ << IT esp (Ks:.s?j)ri[exp (hsf”)>>

<1,5>

Desarrollando las exponenciales

2= ({11 (14458 + 5 (5.8) ) T (14050 + 5 (50))))

<%,j> i
(2.104)

(2
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donde los términos de mayor orden en (2.104) se anulan en el limite n — 0 debido
a (2.103). Los tnicos términos no nulos de la Ec.(2.104) son aquellos que contienen

productos de factores de la forma

<<];[ (S(a>)ma>> con Mg =0,2

o 2\2
En particular, los términos que contienen factores (SZ-.Sj) se anulan todos ya que

(7)) = {((£5ms) ) - (£ 67 =

m=1 m=1
y productos que contienen mas de un factor de este tipo se anulan por (2.103). Para
analizar los restantes términos podemos utilizar una expansién grafica. Asociamos
una linea a cada bond entre dos sitios primeros vecinos relacionados por un término
de interaccién gi.gj, colocamos una cruz en cada sitio asociado a un término lineal
en el campo Si(l) y un cuadarado en los sitios cuadraticos en el campo (Si(l))Q.
Estos términos van a tener por lo tanto asociados conjuntos de caminos en la red y
sitios aislados con cruces y cuadrados. Los términos asociados a graficos con cruces
aisladas van a promediar a cero, mientras que los graficos con cuadrados solo van a
contribuir si los mismos estan aislados (ver figura 2.9). Gréficos que se cruzan en
un sitio ¢ (ver grafico C en Fig.2.9) promedian a cero ya que son proporcionales a
4

(E)))

Analicemos un grafico cerrado como el que se muestra en la Fig.2.9 (grafico B).

El término correspondiente serd proporcional a

(((51:5) (8.85) (85.51) (Su.81))) = > ((s17s87s§s5 5" 5" sVs"))

n
= Z 5¢7j 5j,k 5k,l 51,1‘ =n—0
i’j’k’lzl

y en general, caminos cerrados no van a contribuir. Analicemos ahora un gréfico
abierto sin campo como el que se muestra en la Fig.2.9 (grafico F). El término

correspondiente serd proporcional a
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Figura 2.9: Representacién grafica de diferentes tipos de términos en la Ec.(2.104).
A: caminos abiertos con campo en los extremos; B: caminos cerrados; C: caminos
abiertos que se cruzan; D: sitios aislados lineales en el campo; E: sitios aislados
cuadréticos en el campo; F: caminos abiertos sin campo. Solo gréficos del tipo A y

contribuyen a (2.104).
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(5180 = 3 ((8) () =0

=1
y en general cualquier camino abierto sin campo promedia a cero. Los graficos
que dan una contribucién no nula son los caminos abiertos con campo lineal en los

extremos, tal como el A en la Fig.2.9. El término correspondiente serd proporcional

a
(59 (5.5) (5:85) (3.5) S0)) = 30 (S50 s s 550
i,7,k,l=1
— zn: 51465 05k Op1 =1
,7,k,l=1

La contribucién de este término serd h?K?®. Notemos que caminos abiertos con
. . . . 1\3
cruces en el medio promedian a cero, ya que serdn proporcionales a Sh .
De esta manera, vemos que en el limite n — 0 la funcién particién del modelo
n-vectorial produce un contaje de todas las posibles caminatas aleatorias auto y
mutuamente excluyentes (polimeros) incluyendo los monémeros aislados, los cuales
corresponden a los términos cuadréticos en el campo. Asi, si tenemos una configu-

racién incluyendo m caminatas en total, de las cuales m’ corresponden a polimeros

con un total de n bonds y I monémeros (m = m' 4 1), esta tendrd un peso

’ 2 !
2\™ h n o__ l 2\™ 7-n
(n?) <2>Kzl(h)K
y la funcién particién del modelo n-vectorial resulta idéntica a (2.100) con la iden-

tificacién
1
- K — Zp2
T Y 5

Notemos que la temperatura del problema magnético no es la temperatura del prob-

lema de polimeros, sino que estan relacionadas por

K =p3J =
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dando una relacién exponencial entre ambas temperaturas.

Si bien el modelo n vectorial no puede resolverse de manera exacta para n ar-
bitrario en dimensiones mayores que d = 1, el presente mapeo posibilita trasladar
todo el conocimiento acerca del comportamiento critico en sistemas magnéticos (asi
como el uso de técnicas aproximadas de resolucién) al problema de polimeros. Por
ejemplo, sabemos que la transicién de fase solo puede ocurrir a campo nulo. En
relacién al mapeo anterior, esto significa que ningin camino contribuye (la funcién
de particién da una constante). No obstante, sabemos que para observar la tran-
sicion de fase debemos producir una ruptura de simetria, esto es, tomar primero el
limite termodinamico y luego el limite de campo nulo. Una manera alternativa y
equivalente de producir la ruptura de simetria, que resulta mas conveniente en nue-
stro caso, es colocar un campo no nulo en una direccién arbitraria (la direccién 1 en
nuestro caso) solamente en el contorno. En el limite teermodindmico tendremos un
sistema infinito a campo nulo, pero en el cual la presencia de campo en el contorno
habra roto la simetria durante el proceso de limite. En el problema de caminatas
aleatorias autoexcluyentes, esto equivale a contar dnicamente aquellas caminatas
que comienzan y terminan en el contorno. Esto equivale a tratar la funciéon de

particién
o0
Yn(z) = Z " I'y(n)
n=0

donde z, n tienen el mismo significado que antes; I'y = 0 en este caso para todas
aquellas caminatas con una punta dentro de la red. Este problema es considerable-
mente mas sencillo y tratable que el problema general de polimeros con dilucién.
Finalmente, el modelo de SAW puede generalizarse a diversos modelos incluyendo
interacciones entre polimeros, interacciones entre mondémeros y solvente, etc, y en
mucho de estos casos puede obtenerse un mapeo a un problema magnético equiva-

lente utilizando la misma técnica anterior.
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