Capitulo 7

Percolacion

7.1 Introduccion: ;Que es percolacién?

De manera genérica, la teoria de percolacién describe las propiedades emergentes
de conectividad global de sistemas compuestos por un nimero grande de objetos
microscépicos. Dichos objetos tipicamente se encuentran distribuidos en el espa-
cio y la conectividad global del sistema depende de las propiedades geométricas y
topoldgicas de esta distribuciéon, la cual es aleatoria. De esta manera, la perco-
lacién constituye un ejemplo interesante de un fenémeno critico no térmico, ya que
(las fluctuaciones que determinan el feémeno no se originan en el contacto con un
bano térmico (aunque como veremos mas adelante, el mismo resulta isomorfo a un
problema térmico en un limite particular). Por el contrario, la percolacién es un
problema de geometria aleatoria.

Para fijar ideas, pensemos en una red hipercibica d-dimensional de tamario lineal
L, cuyos sitios representan conectores. Cada enlace entre dos sitios primeros vecinos
puede estar ocupado por una resistencia eléctrica de valor constante con probabil-
idad p o vacio (resistencia infinita o aislante perfecto) con probabilidad 1 — p. p
es nuestro parametro de control (el cual reemplaza a la temperatura) y nos dé la
fraccién de enlaces ocupados para una realizacion de la red de resistores. Esta con-

figuracion corresponde al problema de percolacion de enlaces. Alternativamente,
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Ay

Figura 7.1: Percolacién de enlaces

podemos considerar que todos los enlaces se encuentran ocupados por resistores
del mismo valor de resistencia. Cada sitio puede en este caso estar ocupado por un
conductor (conectando por lo tanto los resistores que convergen al mismo) con prob-
abilidad p o un aislante con probabilidad 1 — p. Esta configuracién corresponde al
problema de percolacién de sitios. Si bien ambos problemas no son enteramente
equivalentes, en lo que al fenémeno critico respecta, ambos pertenecen a la misma

clase de universalidad.

En cualquiera de las dos configuraciones, supongamos que conectamos dos de las
superficies externas con placas conductoras y cerramos el circuito con una bateria
que suministra un voltaje V y medimos la corriente I que circula por el circuito
mediante un amperimetro, tal como se muestra en la figura 7.1. Claramente, si
p < 1 tendremos que la corriente I = 0. En el extremo opuesto, si p =~ 1, tendremos

una corriente neta I # 0. Que ocurre para valores intermedios de p?

De manera mas precisa, la pregunta relevante es: ;j Existe un valor p., tal que para

Vp < p. tenemos que (I) = 0 (el valor medio se toma sobre diferentes realizaciones
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del desorden) y para Vp > p. tenemos que (I) # 07 En ese caso estaremos ante
una transicién de fase entre un régimen no conductivo y uno conductivo. En la fase
conductiva decimos que el sistema percola. El valor critico del parametro de control
Pe se conoce como umbral de percolacién. En lo que sigue, vamos a referirnos
exclusivamente a la percolacion de sitios.

Al igual que en el caso de los fenémenos térmicos, el umbral de percolacién solo
estd bien definido en el limite de una red infinita L — oo. Consideremos el caso
de una red finita y supongamos que comenzamos a aumentar p desde valores bajos.
A medida que agregamos sitios, comenzaran a formarse clusters conexos de sitios
ocupados. El sistema percola por vez primera cuando aparece un cluster que va de
punta a punta, esto es, cuyo tamano es del orden del tamano del sistema. Podemos
caracterizar entonces la presencia o no de percolacion analizando la variaciéon con
p de la fraccién de sitios en el cluster de mayor tamafio N,,,/N (N = L%), también
conocido como cluster o componente gigante. Para L — oo N,,,/N tenderd a cero
si Ny, adopta un valor finito independiente de N (el resultado esperado en la fase
no percolante) y tenderd a un valor finito si Ny, es el orden del tamano del sistema.
En la figura 7.2 vemos el comportamiento de N,,/N en funcién de p para valores
crecientes de L. Vemos que no existe un valor bien definido de p. para ningin valor
finito de L, pero vemos también como el mismo emerge para L — oco. Vamos a

definir entonces

N,
Poo = lim ==, (7.1)

cantidad que nos d& la probabilidad de que un sitio al azar pertenezca al cluster

gigante. El umbral de percolacién se define entonces como el valor p,. tal que

0 para p<p
Py = ‘. (7.2)
#0 para p>pc
P, constituye entonces el pardmetro de orden de la transicién de percolacién. De

hecho, se observa que para p ~ p.
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Figura 7.2: Fraccién de sitios en el el cluster gigante como funcién de p para difer-

entes tamanos de sistema.

0 ara <
P — para P = Ppe (7.3)

~(p—pc)? para p>p.

7.2 Estadistica de clusters

Como en todo fenémeno critico, el pardmetro de orden no es suficiente para carac-
terizar la transicién de percolacién y debemos incluir un andlisis de las fluctuaciones.
Ademas del cluster gigante, existe una distribucién de clusters de diferentes tamanos,
cuya estadistica caracteriza precisamente las fluctuaciones relevantes al fenémeno.
A tal fin, se introduce el nimero de clusters de tamano s 6 s-clusters N y la fraccién
ns = Ns/N, la cual puede interpretarse como una probabilidad no normalizada de
tener un cluster de tamano s. Dicha distribucién depende de p y por convencién
no incluye el cluster gigante. Se observa que, para un sistema infinito en las cer-

canias del punto critico, existe un tamano caracteristico s¢, tal que para s < s¢ la
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Figura 7.3: Comportamiento esquematico de ng(p) para diferentes valores de p:

p1 < pa < p3 < pg < Pe, €n un sistema infinito.

distribucién ng ~ s~7. 7 > 0 se conoce como exponente critico de Fisher. De esta

manera

no(p) ~ s f ( ° ) (7.4)

8¢
donde f(x) es una funcién que decae rapidamente para z > 1; tipicamente se

T

observa f(xz) ~ e™®. s¢ se conoce como cutoff de la distribucién y exhibe en las

cercanias de p. el comportamiento

se~lp—pel 77, (7.5)

donde o > 0 es un nuevo exponente critico. En la figura 7.3 se muestra cualitativa-
mente el comportamiento de ng(p) para valores de |p — p.| — 0.

La probabilidad de un sitio de pertenecer a un s-cluster es sns. De esta manera

!/
s=1
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donde la suma primada excluye el cluster infinito. Sea ahora w, la probabilidad
condicional de que un sitio pertenezca a un s-cluster, dado que el mismo esta ocu-

pado. Tenemos entonces que
bPWws = SNy

y ws = sng/p. Para p < p,

pzzsns

s=1

Wg =

lezl ST

El tamano medio de un s-cluster viene dado por

s . ' Sw. — Zis:l 52715(17)
<>(p)—sz::1 =S (7.7)

Si bien esta expresion es estrictamente valida para p < p., se asume valida para
todo valor de p suficientemente cerca de p., ya que Py < 1. Empiricamente se

observa que

(s) ~lp—pel™ (7.8)

para p — p.. El exponente critico v claramente esta relacionado con los exponentes
7y o. Ahora bien, la cantidad en el denominador de la Ec.(7.7) no est4 relacionada

con la divergencia de (s), ya que

Z sng(pe) = pe- (7.9)
s=1

Asi, para |p — p.| < 1 tenemos que

/

(s) o Y s*ns(p)

s=1
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oo
x Z 8277—678/5&
s=1

9
~ / §2Te8/5¢ (s,
1

Haciendo el cambio de variable z = s/s¢ obtenemos

Q

(s) a /oo 22Te dz
¢ .
1/s¢

32_7/0 22 Te T dy = sg’_TF(S — 7). (7.10)

Q

Usando la ecuacién (7.5) y comparando con la ecuacién (7.11) obtenemos la

relacion de escala

v=— (7.11)

Dado que v > 0, esta tltima relacién implica que 7 < 3. Por otra parte, es facil ver

que la Ec.(7.9) implica que 7 > 2 y por lo tanto

2< 1 <3

Otra cantidad de interés es el nimero total de clusters (normalizado a N) o

b masa”

M(p) = ns(p) (7.12)

Para p ~ p.

M(p) ~ /1 sTTe /% ds.

1—-7

8¢
~ |p—pe| TV (7.13)

~

Se define el exponente « a través de la relacién
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M(p) ~|p—pe|*™® para p~pe (7.14)

de manera que

T—1

oa=2—

(7.15)

g

Finalmente, la estadistica de clusters, dada por la distribucién ns nos permite

derivar también el comportamiento del pardametro de orden para p > p. v p ~ pe:

Px(p) = p- z;;sns(p)
- pc—ilsns@mp—pc)
- ilsns@c) . ifns(p) O )
= i T - i s'Te e+ O(p - pe)
s=1 s=1
B (o) st
=

~ /100 st (1 - 6_5/85) ds (7.16)

y
P x / §27T e8¢ g
d (1/85) 1
x 32’_7/ 22 Te % dz
1/se
T—3
1
x () , (7.17)
S¢
de donde

1 T—2
Py =c1+c () .
S¢

Para p — p. tenemos que s¢ — 00 y Py — 0y por lo tanto ¢; = 0. Asf
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1 T—2
Py () ~|p—pe| T2,
S¢

de donde obtenemos la relacién de escala

_7—2

B

(7.18)

g

Combinando las ecuaciones (7.11), (7.15) y (7.18) verificamos que los exponentes

de percolacién satisfacen la igualdad de Rushbrooke

a+28+v=2

Claramente, la eleccién de los nombres de los exponentes criticos de percolacion
no fue casualidad. En 1969 Kasteleyn y Fortuin demostraron que el problema de
percolacién de enlaces (descripto por la misma estadistica de clusters que la per-
colacién de sitios y perteneciente a la misma clase de universalidad) corresponde
a limite ¢ — 1 del modelo de Potts de ¢ estados. De esta manera, el problema
de percolacién de enlaces resulta isomorfo a un fenémeno critico térmico y la masa

M (p) corresponde a la energia libre.

7.3 Funcién de correlacion y estructura de los clusters

Se define la funcién de correlacién C(7) como la probabilidad de que un sitio ocupado
a una distancia 7 de otro sitio ocupado pertenezca al mismo cluster finito (esto es,
se excluye el cluster gigante). Por definiciéon, C(0) = 1 y para redes regulares

claramente C solo depende del modulo r = |7]. Se puede demostrar que

SO = (s)

lo cual claramente se deriva del teorema de Fluctuacién-Disipaciéon. La longitud de

correlacion se define como

>, r?C(r)

2 _
S Sel(S

(7.19)
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y se observa que

§n~ |p - pc\ﬂ/
para p ~ p., como era de esperar.

El centro de masa de un s-cluster viene dado por

L 1SN
rem = Zri, (7.20)
=1

donde 7; es la posicion del i-ésimo sitio del cluster. Se define el radio de un s-cluster

R (también llamado radio de giracién) como

- 1L .
R} = (|7 — Fom[*) = 3 Z |7 — el (7.21)
i=1

Es facil demostrar (queda como ejercicio para el lector) que

1 — — 12
R} = 252 Z 7 = 7507, (7.22)
,L‘)j

esto es, 2R? es la distancia cuadritica promedio entre los sitios de un s cluster. Si
notamos ademds que un s-cluster contiene s2/2 pares de sitios, podemos expresar
la longitud de correlacién como
1 s> 2
&= >, 5 Ng (2R3) _ SV 2R2s% ng (7.23)
S5 N T

Para el caso de una red finita, se observa que el cluster gigante es un objeto

fractal, esto es que
Ny o< LY

para L > 1y p ~ p., donde la dimensién fractal dy no es entera. Por ejemplo, para
d = 2 tenemos que df = 91/48 < 2. Para p — p_, el cluster percolante surge a partir
de los clusters de mayor tamano s ~ s¢, donde s¢ — oo para p — p.. Asi, resulta

. d . L .
razonable asumir que s ~ R’ para s > 1, siendo los términos correspondientes
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quienes dominan las sumas en la Ec.(7.23). Asi, reemplazando Ry ~ sY/% en la

Ec.(7.23) y operando como antes obtenemos

S 252+2/ds -2
s i (724
de donde obtenemos la ley de escala
1

Podemos ver que este resultado es consistente con

—vd 1
se ~ &Y ~p—pe| VY ~p—pe| 7.

7.4 Percolacion en d =1

La probabilidad de tener un cluster percolante en una cadena de largo L es II(p, L) =
pl. De aqui se sigue inmediatamente que p. = 1, lo cual es facil de interpretar. Un
cluster percolante en la cadena implica que todos los sitios estén ocupados. En una
red infinita, eso solo puede ocurrir si p = 1, ya que de otra manera tederemos con
certeza que al menos un sitio se encuentra vacio.

Un s-cluster en d = 1 consiste de s sitios contiguos ocupados y dos sitios vacios
en las puntas. La probabilidad de dicha configuracién es p® (1 — p)2. Para L > 1
el nimero de maneras en que dicha configuracién puede ocurrir es L (para una red
muy grande podemos ignorar los efectos de bordes y las superposiciones). Asi, el

niimero de s-clusters es aproximadamente Ny ~ Lp* (1 —p)? y

ns =p* (1 -p)*. (7.26)

Esta expresion puede ser reescrita como

ns = (1—p)*e™?" = (p—pe)* e/, (7.27)

donde
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1
= ——. 2
€= Ty (7.28)
Para p — p. tenemos

1 1 _1
S — — ~ = (Pec— P 729
¢ - —p) " 1-p FP (729)

de donde o = 1. La Ec.(7.27) puede entonces ser reescrita como
ne=s"[s(pe—p)]" e/ =572 f (;) (7.30)

3

con f(x) = z2e® y por lo tanto 7 = 2. Reemplazando en la relacién de escala
(7.18) obtenemos = 0, lo cual resulta consistente con el hecho de que el pardmetro

de orden es siempre cero Vp < 1. Usando la Ec.(7.27) puede demostrarse que

< s >= " (pe —p)~* (7.31)

de donde v = 1, lo cual resulta consistente con la relacién (7.11). También resulta

directo demostrar que

00
Zns:pc_p
s=1

de donde obtenemos a = 1, valor que resulta consistente con la relacién (7.15).
Finalmente, analicemos la longitud de correlacién. Si dos sitios ocupados a una dis-
tancia r pertenecen al mismo cluster, los r — 1 intermedios también estan ocupados.

La probabilidad de que esto ocurra es por lo tanto

Ciry=p =¢"¢ vp<1 (7.32)
donde
=~ (po—p)! (7.33)
- hlp pC p 9 .

con lo cual v =1y por lo tanto dy = 1.
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7.5 Percolacion en la red de Bethe

La solucion del problema de percolacion de sitios en la red de Bethe es tal vez la
forma mas sencilla de obtener el comprotamiento asociado de campo medio, es decir,
el comportamiento en alta dimensionalidad. Estudios de Grupo de Renormalizacién
muestran que la dimensién critica superior para este problema es d. = 6.

Consideremos entonces un arbol de Cayley in finito con z primeros vecinos, de
manera que todos los sitios son equivalentes. Comencemos calculando el umbral de
percolacion p., el cual puede obtenerse considerando la probabilidad de tener un
camino infinito a partir de un sitio ”central”, elegido arbitrariamente. Asi, a partir
de la primera generacién luego del sitio central, en cada rama encontraremos un
promedio de p(z — 1) vecinos ocupados. Si este nimero es inferior a uno, el camino
se interrupird y la probabilidad de tener un cluster infinito serd cero. De esta manera
pe(z —1) =1, es decir

1
z—1

DPec =

Notemos que para z = 2 (d = 1) recuperamos el resultado p. = 1.

A fin de simplificar el tratamiento, vamos a considera ahora el caso z = 3 y
luego generalizar a valores arbitrarios de z. Sea @) la probabilidad de que un sitio
arbitrario ocupado NO esté conectado con el infinito a través de un camino que se
origina en el. La probabilidad de que un sitio arbitrario pertenezca al custer infinito
P (p) puede expresarse como la probabilidad de que el sitio esté ocupado por la
probabilidad de que exista al menos un camino que lo conecte con el infinito. Esto

Peo(p) =p(1-Q?

Por otro lado @, la probabilidad de que una rama que se origina en un sitio
ocupado no conecte con infinito, vendra dado por la probabilidd de que el vecino
en el cual se origina la rama esté desocupado mas la probabilidad de que, estando

ocupado, ninguna de las subramas se conecte con infinito, esto es:
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Q=(1-p) +pQ°
cuyas soluciones son Q@ =1y @ = (1 —p)/p y por lo tanto (para z = 3)

P ] 0 p < pe
oo(p)* p|:1—<1;p)3:| P> pe

Para z = 3 tenemos que p. = 1/2. Desarrollando en Taylor la expresién anterior
en torno de p = 1/2 se obtiene que Py (p) x (p—pc) y por lo tanto § = 1. Este tltimo
resultado puede verificarse que es valido para todo z > 2. Finalmente analicemos
el comportamiento de < s > para p < p. (para p > p. la presencia del cluster
gigante vuelve el cdlculo bastante més complicado). Tomemos un sitio ocupado
(central) y calculemos el tamafio medio del cluster al cual pertenece, el cual serd la
contribucién del sitio mas las de las ramas que en él se originan, las cuales seran

iguales por simetria. Llamando T a la cantidad media de sitios en una rama infinita

tenemos
<s>=1+4zT.
Pero
de donde
b
T =
1-p(z—1)
y
zZp 1+0p
<s>=1+ =p ,
1—p(z—=1) “p.—p

de donde v = 1. Los restantes exponentes se obtienen de manera semejante. En la

tabla 7.1 se resumen los exponentes criticos para d =1,2,3 y d > 6 (Bethe).



7.6. GRUPO DE RENORMALIZACION 287

Exponente | d=1| d=2 | d=3|d> 6 (Bethe)
a 1 -2/3 -0.62 -1
B 0 | 5/36 | 041 1
¥ 1 43/18 1.80 1
” 1 4/3 | 0.88 1/2
o 1 | 36/91 | 0.45 1/2
T 2 | 187/91 | 2.18 5/2
dy 1 91/48 2.53 4

Tabla 7.1: Exponentes criticos de percolacién.

7.6 Grupo de Renormalizacion

El formalismo de Grupo de Renormalizacién aplicado al problema de percolacién
sigue exactamente los mismos pasos que en el caso de sistemas magéticos. Comen-
zamos definiendo bloques de Kadanoff y asignamos una probabilidad de ocupacin
a los bloques p' = R(p), para luego reescalar todas las longitudes | — 1/b. Esta
ecuacion de recurrencia tendra, en el caso de existir una transicin de percolacién
para un valor de p finito, dos puntos fijos triviales ({ = 0): i) p = 0, correspondiente
a la fase desordenada (no percolada) y i) p = 1 correspondiente a la fase percolada.

Tamben presentara un punto fijo inestable, correspondiente al punto critico

Pec = R(pc)-

Desarrollando la ecuacin de recurrencia en torno de p = p. obtenemos v’ = Au = bYu,

donde u = |p — pc| ¥y

A= R
dp P=DPc

Finalmente, de la relacién de homogeneidad



288 CAPITULO 7. PERCOLACION

P p' = R(p)

Figura 7.4: RG en la red triangular con b = V3.

se sigue inmediatamente que y = 1/v.

Veamos a continaucion algunos ejemplos.

7.6.1 Regla de la mayoria en percolacién de sitios

Vamos a considerar una red triangular con bloques de Kadanoff de tres sitios, como
se muestra en la Fig.7.34, cuyo factor de escala es b = v/3 . La probabilidad de
ocupacion de un bloque p’ se calcula, de acuerdo con al regla de la mayoria, sumando
las probabilidades de aquellas configuraciones con al menos dos sitios ocupados, esto

€es

P =p*+3(1-p)p* (7.34)

la cual claramente presenta los puntos fijos triviales p = 0 y p = 1. Es facil ver-
ificar que la misma presenta también un punto fijo inestable p. = 1/2, cuyo valor
concuerda con el valor exacto para percolacion de sitios en la red triangular. El

autovalor asociado resulta A = 3/2 y el correspondiente exponente critico

_ log(y) _ 1o(V3)

Y = o) = Tog3/2) = 155 (7.35)

Comparado con el valor exacto v = 4/3, este resultado representa una excelente
aproximacion. No obstante, esto es una casualidad, ya que al aumentar el tamafno

de los bloques, peude verse que la paroximacion empeora.
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P P’ =R(p)

Figura 7.5: RG en una red jeratquica.

7.6.2 Decimacién en percolacién de enlaces (red jerarquica)

Vamos ahora a considerar el problema de percolacién de enlaces en la red jerarquica
definida por el cluster basico que se muestra en la Fig.7.5, el cual como vimos en el
capitulo anterior se utiliza para aproximar el comportamiento de la red cuadrada.
La ecuacion de recurrencia se obtiene en este caso sumando las probabilidades de
todas las configuraciones que presentan al menos un camino que une las terminales

del cluster, como se ejemplifica en la Fig.7.6. La ecuacién de recurrencia resulta

P =p"+5(1—p)p*+8(1—p)?p°+2(1—p)°p (7.36)

6o

Figura 7.6: Configuraciones que contribuyen a la renormalizacin de la red jeratfquica

de la Fig.7.5.

Es facil verificar que nuevamente p. = 1/2 es solucién de punto fijo de esta
ecuacion y esto concuerda con el umbral de percolacion de enlaces exacto en la red
cuadrada. Se verifica también facilmente que A = 13/8, con lo cual el exponente

critico resulta
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log(h)  log(2)
Y= Tl " Tog(i3/s) ~ 143 (7.37)

7.7 Percolacion en sistemas finitos

Aligual que en cualquier fenémeno critico, los efectos de tamao finito en las cercanias
de la criticalidad se pueden intepretar como un proceso de crossover prococado por
la inversa del tamafio lineal actuando como un campo de escala relevante. Esto lleva

a formular de manera general la siguente

Hipétesis de escala: Sea Q una cantidad cualquiera que se comporta como

Q ~ |p — pe|* para p ~ p. en un sistema infinito, entonces en el correspondiente

sistema finito de tamano L:

Q) ~ - () (7.39)
donde & ~ |p — pe| Y, 0 bien
Q(p, L) ~ &g (;) (7.39)

donde ¢(z) — cte # 0 para z — co. A partir de estas relaciones de homogeneidad

se puede demostrar (queda como ejercicio para el lector) que

Q(p, L) ~ L™*/"¢ (i) (7.40)

y por lo tanto Q(p., L) ~ L=/ Por ejemplo, en el caso la susceptibilidad tenemos

que x = —y y por lo tanto

max < s >~ L7,

Otro ejemplo es el parametro de orden. A partir de la hipdtesis de escala tenemos

que
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% ~ LBV
N
para p ~ p.. Por otra parte, hemos visto que N,, ~ L% . Entonces, para L > 1y

P~ Pec

Ny ~ NLP/V o L8V L5 (7.41)

de donde obtenemos la ley de escala

df=d— s (7.42)

v
Finalmente, la distribucién de tamanos ns(p., L) claramente tiene que ir a cero

para algtn valor de cutoff caracteristico s*(L), esto es

no(per L) ~ 57 ((L)) (7.43)

donde g(z) es una funcién de decaimiento rapido para z > 1, tipicamente exponen-
cial y s*(L) — oo para L — oo (s* no debe confundirse con el cutoff s¢ analizado en
la seccién 7.2). Podemos asumir s*(L) ~ L% . Un calculo semejante a los realizados

en la seccién 7.2 nos muestra que
<S> N (8*)3—7' ~ Ldf(B_T).

Pero acabamos de ver que (s) ~ L'/”, de donde obtenemos la relacién de escala

R

=ds(3—1),

la cual combinada con la ecuacion (7.25) recupera la relacién (7.11), lo cual muestra

la consistencia de nuestra suposicion.



292 CAPITULO 7. PERCOLACION



Bibliografia

[1] L. E. Reichl, A Modern Course in Statistical Physics, (University of Texas
Press, 1984), cap. 10.

[2] N. Goldenfeld, Lectures on Phase Transitions and the Renormalization Group,

(Addison Wesley, 1992), Cap. 9.

[3] C. J. Thompson, Classical Equilibrium Statistical Mechanics, Clarendon Press
- Ozford, 1988, Cap. 7.

[4] K. Binder and D. W. Heermann, Monte Carlo Simulation in Statistical Physics,
(Springer Verlag, 1992).

[5] T. H. Berlin and M. Kac, Phys. Rev. 86, 821 (1952).

[6] T. Niemeijer and J.M.J. van Leeuwen, Phase Transitions and Critical Phenom-

ena, (C. Domb ans M.S. Green Eds., Academis Press, 1976), p. 425.
[7] K. Wilson, Scientific American 241, 158 (1979).
[8] T. W. Burkhardt, Real Space Renormalization (Springer - Verlag, 1982), p. 33.
9] J. R. Melrose, J. Phys. A 16, 1041, 3077, L407 (1983).
[10] C. Tsallis, J. Phys. C 18, 6581 (1985).

[11] S. A. Cannas, F. A. Tamarit and C. Tsallis, Phys. Rev B 45, 10496 (1992); S.
A. Cannas and C. Tsallis, Phys. Rev. B 46, 6261 (1992).

293



294 BIBLIOGRAFIA
[12] B. Nienhuis and M. Nauenberg, Phys. Rev. Lett. 35, 477 (1975).
[13] Z. Glumac and K. Uzelac, Phys. Rev. E 58, 4372 (1998).

[14] S. A. Cannas, A. C. N. de Magalhaes and F. A. Tamarit, Physical Review B1
61, 11521 (2000).

[15] S. A. Cannas and A. C. N. de Magalhaes, J. Phys. A: Math. and General 30,
3345 (1997).

[16] S. A. Cannas, Physical Review B 52, 3034 (1995).

[17] K. Binder and D. W. Heermann, Monte Carlo Simulation in Statistical Physics,
(Springer Verlag, 1992).



