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Guia N° 2 - Modelos exactamente solubles

Problema 1: Interacciones de corto alcance

Use el teorema de Perron-Frobenius para mostrar que el modelo de Ising en d = 1 con
interaciones de corto alcance :

H=— > Ji—i)owo; — B> o

i<j<N i=1

con J(n) =0 Vn > ng, no presenta transicién de fase para T > 0.

Problema 2: Modelo de Ising Antiferromagnético unidimensional

El hamiltoniano de este modelo en presencia de un campo B y de un ”campo alterno”
B,,end=1es
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con J > 0. Suponga que N es par e imponga condiciones periodicas de contorno.

(a) Construya una matriz de transferencia simétrica, y calcule sus autovalores.

(b) Calcule la energia libre, la magnetizacion y la magnetizacion alterna m,, . Verifique
que m, =0 para B, =0 .

(c) Calcule la forma asintética de los autovalores, la energia y la entropia para B, =
0; 7 —0..

Problema 3: Modelo de Blume-Capel unidimensional

Considere el modelo de Blume-Capel a campo nulo en d = 1 con condiciones periodicas
de contorno :

N
H = —JZsisiH —|—D§:sl2
i=1 i

donde s; = 0,+1 yv D,J > 0.
(a) Calcule los autovalores de la matriz de transferencia.
(b) Calcule la energia libre y la entropia por spin.

(c) Estudie el estado fundamental como funcion de D/.J . Calcule la forma asintética de
los autovalores de la matriz de transferencia para 7" — 0 en las tres regiones caracteristicas
y analice el comportamiento de la entropia y la longitud de correlacion.



Problema 4: Modelo n-vectorial unidimensional

Considere el modelo n—vectorial a campo nulo definido sobre una cadena lineal con
condiciones de contorno libres :

N-1
Ho= —J Y 5 s
1=1

donde §; es un vector de n componentes con |3;| = n.

(a) Calcule la funcién particion.

(b) Calcule la energia libre y el calor especifico. Particularice para n = 3 y calcule el
limite de C(T) para T'— 0.

(c) Calcule la funcién correlacién de pares < §; - §;;; >. Compruebe que decae expo-
nencialmente para [ — oco.

(d) Muestre que para n — 1, se reobtienen las funciones calculadas para el modelo de
Ising.
Problema 5: Modelo de Ising bidimensional: matriz de transferencia

Considere el modelo de Ising ferromagnético con interacciones a primeros vecinos,
definido sobre una red cuadrada con m filas y n columnas (tal que N = mxn) y condiciones
de contorno periédicas.

Muestre que la funciéon de particién puede escribirse como

Z=TeV"=Tr (/’W15")" (1)

donde las matrices m x m son

=1

Vi oK) e (K30 )

Vo = exp (KZUfoH), (3)

i=1

siendo g(K) = ,/2sinh(2K), K* la solucién de la ecuacién e 25 = tanh(K*) y o%, con
1=1,....mya=ux,vy,z, los operadores

o} = 0"RIRI®---®I
0f = I®c“®RI®---O1

IRIRI® - - ®o”

donde o son las matrices de Pauli e [ es la identidad 2 x 2.



Problema 6: Modelo de Ising bidimensional: representacion de Majorana

Sean los operadores

Vi(j) = 750102 "'Uj—lf’? (4)
. 1 r T xT 4
Pe(j) = E‘H% 05105 (5)

definidos a partir de los operadores de Pauli introducidos en el problema anterior.

(a) Muestre que los mismos satisfacen las relaciones de anticonmutacién de los
Fermiones de Majorana

{wa(j)7 ¢b(l)} = %(J)%(l) + %(l)%@) = 6a,b5j,l- (6>

(b) Verifique explicitamente las condiciones de contorno que cumplen los operadores de
Majorana. Muestre que

[Uprod7wl<i)w2<i)] = [O'prodawl(i>¢2(i + 1)] =0 V.

siendo oproq = 07 05 - - - 0r,. Esto implica que 0p,.q ¥ €l producto V1 V5 pueden ser diagonal-
izados simultaneamente.

Problema 7: Modelo de Ising bidimensional: diagonalizacion de la matriz de
trnasferencia en el espacio de Fourier

Defina los operadores fermionicos “usuales” en el espacio reciproco
. (7) Z WO (q) e 0 (q)) a=1,2 (7)
Vv q>0 ( )

donde el vector de onda ¢ satisface e“™ = %1, dependiendo de la condicién de contorno
utilizada para los operadores de Majorana.

(a) Muestre que la matriz de transferencia puede escribirse como

™ T Valq)Y?Va(q)Va(q)'?

q>0

donde

Vi(q) = exp [~2iK* (C1()C(g) + Cl()Ca(9))]

Va(q) = exp [2iK (e7C1(q)C(q) + €Cl(q)Ca(g))]



(b) Muestre que la energfa libre for spin resulta

Bf(T)=—1In(2cosh28J) — 217r/07r d¢ In B (1 +4/1— /fQSeDZgbﬂ

donde

~ 2senh(2K)
~ cosh’(2K)

Problema 8: Modelo esférico tridimensional

Considere el modelo esférico en d = 3. Muestre que

(a) La susceptibilidad magnética a campo nulo x diverge como (T'—T,)" paraT — T.".
Calcule el exponente 7.

(b) El calor especifico a campo nulo es continuo en T' = T,, siendo constante para
T < T,, y que su derivada es discontinua en T' = T..



