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El problema de Kakeya

En 2009, un articulo que resuelve la conjetura de Kakeya atrajo la
atencién [Dvir, J. AMS, 2009].

Sea Fy el cuerpo finito de g elementos. Un conjunto K C [F{ es de
Kakeya si contiene una recta en cada direccién.

Ejemplos: T, Fj \ {0}.
Pregunta: cudl es el menor cardinal de un conjunto de Kakeya?

Conjetura [Wolff, 1999]: si K C F es de Kakeya = |K| > c,q".
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El problema clasico de Kakeya

Esta conjetura es el analogo sobre cuerpos finitos de la conjetura
de Kakeya en teoria geométrica de la medida.

El problema de la aguja de Kakeya (1917): cudl es el drea minima
en el plano necesaria para rotar continua y completamente (360°)
una aguja de longitud unitaria y grosor nulo?

Ejemplo 1: un disco unidad (=area 7/4).

Ejemplo 2: Usando una curva deltoide se consigue con drea /8.
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El problema clasico de Kakeya
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El problema clasico de Kakeya

Se define un conjunto de Kakeya en R? como uno que contiene un
segmento unitario en cada direccidn.

Teorema [Besicovitch, 1919]: existen conjuntos de Kakeya en R?
de medida Lebesgue arbitrariamente chica.

De hecho, se pueden construir conjuntos de Kakeya de medida
cero. Por otro lado, se sabe que estos conjuntos tienen dimensién
2 (en el sentido de dimensién Hausdorff o Minkowski).

Conjetura de Kakeya: un conjunto de Besicovitch en R” (es decir,
un subconjunto de R" que contiene un segmento en cada
direccién) tiene dimensién Minkowski y Hausdorff igual a n.

(Problema abierto si n > 3).
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El problema de Kakeya sobre cuerpos finitos

La solucién de la conjetura de Kakeya sobre cuerpos finitos es muy
simple, y un ejemplo del método polinomial.

El nicleo del argumento de Dvir es el siguiente resultado:
Proposicion: Sea K C I de Kakeyay P € Fy[X1, ..., Xp)], con
d:=degP < q, que se anulaen K = P = 0.

Demostracién: si existiera P # 0, escribamos

P = P4 + términos de menor grado.

Sea v € F7\{0} una direccién. Como K es de Kakeya = K
contiene una recta {x + tv: t € F,} = P(x + tv) = 0 para cada
t € Fy. Como deg P < q,

0= P(x + Tv) = Py(v) T? + términos de menor grado en T.

Como Py es homogéneo de grado d > 0, se anula en F. Como
deg Py < g = Py =0. [ |

. . 1
Corolario: si K C [Fj es de Kakeya = |K| > (T ~ 4

n!
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El método polinomial

En resumen, en ciertas clases problemas combinatorios, que
involucran conjuntos finitos arbitrarios, se utilizaban métodos
“combinatorios” .

En los dltimos afios, muchos problemas importantes se resolvieron
utilizando técnicas algebraicas (de geometria o topologia
algebraica), dando lugar al método polinomial.

La idea es capturar (o al menos partir) los conjuntos en el conjunto
de ceros de un o varios polinomios “bajo control” (por €j., de
grado bajo). Aplicando herramientas de geometria algebraica se
estudia la estructura de este conjunto de ceros, y por lo tanto el
conjunto de objetos en cuestion.
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Cotas superiores y numero “esperado” de puntos

Cantidad de soluciones “esperable”

o Si Ey:={F €Fy[X1,...,X,] : deg F < d},

1
&l S V() NF]| =q"
9! Fek,

1
|Edq| Z ([V(F)nTFg| - =g - g" 2
FeEy

Cotas superiores

e [Ore, 1922] Si F € Fy[X1, ..., X,] tiene grado d > 0,
IV(F)NF]| < dg" .
(g > d = existe x € [ tal que F(x) #0.)
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Estimaciones de la cantidad de puntos

A fin de obtener estimaciones, consideramos la geometria: dado
F € Fy[X1, ..., Xp)], consideramos la hipersuperficie

H:=V(F):={x €F, : F(x) = 0}.

A. Weil introduce el concepto de absoluta irreducibilidad.

o F eFy[Xi,...,X,] es absolutamente irreducible si es
irreducible como elemento de Fg[X1, ..., X,].

en Fs, F:= X1 + X3 es, pero G := X? — 3X? no es.

e H:=V(F)C Fg es absolutamente irreducible si F es
absolutamente irreducible.
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Estimaciones para hipersuperficies

[Weil, 1948] demuestra la conjetura de Riemann para curvas planas
sobre cuerpos finitos y obtiene la siguiente estimacién.

Teorema: Si C := V(F) C Ef es absolutamente irreducible con
F € F,[X1, X2] de grado d,

IC(Fg)| —q| < (d —1)(d —2)g"* +d + 1.

=n

[Cafure-M, 2006] Dada una hipersuperficie H := V/(F) C F,
absolutamente irreducible definida sobre I, de grado d > 0:

[IH(Fg)| — g™ < (d — 1)(d —2)g" 2 + 5d%/3¢"2.

Combinatoria sobre cuerpos finitos



Estimaciones para variedades

Para el caso de una variedad algebraica arbitraria

—n
Vi=V(F,....F) ={x e, : Fi(x)=--= Fs(x) = 0},
se consideran dos invariantes geométricos : dimensién y grado.

@ Dimensiéon= cantidad de “variables libres” =mdaxima
codimensién de una variedad lineal “general” L C IF: con
VNL#QD.

e Grado= |[LN V|, donde L es una variedad lineal “general” de
codimensién dim V.

Nidmero “esperado” de puntos: |V(F,)| ~ q¢™V.

S. Lang y Weil (1954) prueban que si V C Fq es absolutamente
irreducible, definida sobre [F;, de dimensién r > 0y grado 6 > 0,
existe C = C(n, r,0) independiente de g tal que

IV(F)| - q"| < (6 —1)(6 —2)g" 2+ Cg" L.
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Estimaciones para intersecciones completas

A fin de hallar una expresién explicita para C, Weil propone
considerar la funcién zeta: a; := !V N (qu)”‘, se define

Z(V,T):= eXp( a',>.
(v, 7) ; i

Dwork (1960) demuestra que Z(V/, T) es una funcién racional. De
una factorizacién de Z(V, T) se deduce una estimacién para V.

Deligne [IHES, 1974] demuestra la hipétesis de Riemann para

intersecciones completas (=las ecuaciones se “cortan bien") en [F,.
Como primera aplicacién, obtiene una estimacion.
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Estimaciones para intersecciones completas

Sean Fi,...,Fh_r € Fg[Xo, ..., Xs] homogéneos de grados
d:= (di,...,dn_,) y consideremos la variedad proyectiva

V={xeP": F[(x)=0,...,F_/(x)=0}.
Teorema: Si V es una interseccién completa no singular
V()| — pr| < b g™/,
donde p, := [P"(Fy)|=q"+ ¢ 1+ -+ 1y b(n,d) es un
invariante (nro. de Betti) asociado a V.

Ghorpade y Lachaud [Moscow Math J, 2002] extienden el enfoque
de Weil a intersecciones completas singulares (usan estimaciones
de Katz (2001) sobre sumas de niimeros de Betti).

Teorema: Si V es singular, s := dim Sing(V) y d := max; d;,

r+s+1

IV(E) = pr| < b 1g7F +9-27((n—r)d+3)"g7.

Combinatoria sobre cuerpos finitos




Estimaciones para intersecciones completas

Sean Fi,...,Fh_r € Fg[Xo, ..., Xs] homogéneos de grados
di,...,d,_, que definen una interseccién completa

V := V(F) C P" (de dimensién r) con s :=dimSing V < r — 2.
Sean § :=[[,diy D=5 " ](di —1).

Con A. Cafure y M. Privitelli [FFA 31, 2015] usamos herramientas
de geometria proyectiva clasica para demostrar:

Teorema: Si V C P" es normal (i.e., s < r — 2), entonces

IV(E)| — pr| < (8(D —2) +2)q" 2 + 14D%%¢" 1.
Mds aun, si V es regular en codimensién 2 (i.e., s < r —3),

IV(Fg)| — pr| < 14D%5°¢" 1.

Por dltimo, con M. Pérez y M. Privitelli [JNT, 2016], probamos:
Teorema: Para g = 2sD"%6,

r+s+1

IV(F)| = pr| < (Bl_s 1 +2V0+1)q 5.




Distribucion de patrones de factorizacidn

Sea M(n) el conj. de polinomios ménicos de Fy[T] de grado n.
Sea A :=(A1,...,A,) un patrén de factorizacidn, esto es,

n:)\1+2/\2—|—~~-—|—n)\,,.

Un polinomio f € M(n) tiene patrén de factorizacién A si tiene A;
factores irreducibles de grado i en Fy[T] para 1 <i < n.
Para A C M(n), sea Tx(A) := |{f € A: f tiene patrén \}|.

Cohen [Acta Arith., 1970] relaciona la distribucién de patrones de
factorizacién con el de ciclos en el n-ésimo grupo simétrico. Mas
precisamente, demuestra que, para n fijo,

TA(M(n)) = T(N) q" + O(q"2),

donde T () es la proporcién de elementos en el n-ésimo grupo
simétrico cuyo patrén es .
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Distribucion de patrones de factorizacidn

Ejemplos
e Si A:=(0,...,0,1) (polinomios irreducibles), entonces
1 q"
T(A) = oy Ta(M(n)) = - (Gauss).
e Para A\ :=(n,0,...,0) (factores lineales),

TO) = v T ~ T

n! n!

Una cuestidén importante es saber si estos resultados valen para
familias de polinomios en M(n). En particular, consideramos

As = {T"+a,1T" '+ +a0:aps_1,...,3 € Fy}.
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Distribucion de patrones de factorizacidn

Se trata del andlogo en cuerpos de funciones de los resultados de
distribucién de primos de intervalos.

Si m(x) :=|{0 < p < x : p es primo}|, el Teorema de los niimeros
primos (TNP) afirma que

X

m(x) ~ —

Inx’

Es razonable pensar que, si | := (x, x + ®(x)], entonces

®(x)
Inx

(1) = m(x + ®(x)) — 7(x) ~

@ Sid(x)~c-xcon0<c<1, esel TNP.

@ Aceptando la hipdtesis de Riemann, vale para
d(x) ~ /xlog x (Selberg, 1943).
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Distribucion de patrones de factorizacidn

Para potencias menores de x, en el ICM'94 Granville conjetura:

Si d(x) > x€ (0 < e < 1), entonces (1) es cierta .

Granville (2010): "“We know of no approach to prove that there are
primes in all intervals (x, x + /x]".

Discutimos resultados andlogos a (1) en Fy[T]. Para esto, es
necesario definir “intervalos” en FFg[T].

Si f € F,[T] es de grado k, definimos ||f|| := gX. Asi,
1[0, "] N {monicos}| = [{f € Fg[T] : f ménico, ||f]] < q"} = q".

Si mgq(n) := |{g € M(n) : g es irreducible}|, el andlogo al TNP es
el resultado de Gauss:
qn
mq(n) ~ o
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Distribucion de patrones de factorizacidn

El andlogo al intervalo [x,x +x¢) (0 < e <1)es

I(f,€) :={g € Fg[T]: [If —gll <]}
=f+{heF,[T] :degg < n— s},

donde n — s := |edegf|. Si f:= T"+a, 1 T" 1+ + ap, otra
forma de describir esta familia

As = {T"+a,1T" '+ +a0:ans1,...,3 € Fy}.

Seria de esperar que

n—s

|As N {irreducibles}| ~ 9

Mas generalmente, vamos a discutir la distribucién de patrones de
factorizacién entre los elementos de As.
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Distribucion de patrones de factorizacidn

Un ejemplo simple: consideramos A := (n,0,...,0) y la familia
As = {T "+ a2, 1T" P+ +a0:aps1,...,3 € Fy}.
Sean Xi,..., X, indeterminadas, X := (X1,...,X,) y
GX,T):=(T+X)) - (T+X)=T"+M T 4... 41,

dondelly, ... M, €F,[X]son los polinomios simétricos elementales.
o f € M(n) tiene patrén \ < 3 x € Fj con f = G(x, T).
o G(x,T)e As & Mj(x)=a, jparal <j<s.

Se deduce que

1
7;\(/45)'\1 o . ‘{I‘Il:an,l,...,ﬂs:an,s}ﬂFﬁ.
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Distribucion de patrones de factorizacidn

Junto con A. Cafure, E. Cesaratto, M. Pérez y M. Privitelli
([Adv Math Comm, 2012], [JCT-A, 2014], [Acta Arith, 2014])
estudiamos el lugar singular de intersecciones completas definidas
por polinomios simétricos.

Teorema: Sea V una variedad definida por polinomios simétricos
Fi:=Gi(My,...,Ns) (1 <i<n—r). SiV(G,...,G,—,) es una
interseccién completa no singular, entonces V es una interseccion
completa con SingV < s —1.

Combinando resultados de este tipo con estimaciones para
intersecciones completas proyectivas singulares obtenemos:

Teorema: Si p > 2y n—s >3, entonces

i +2)! +2)1)2
7-)\(/\5) _ qn| < (S — ) qnfsf% +6((Sn'))qnsl.

(precisa para s < n/2)
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Cardinal promedio del conjunto de valores

También aplicamos esta metodologia a otro clasico problema
combinatorio: estimar el cardinal promedio del conjunto de valores.

Si f € F,[T], su conjunto de valores es f(I,). Sea V(f) := |f(IF,)|.
Birch y Swinnerton—-Dyer (1959): si f € F4[T] es “genérico”,

V(f) = ptn g + (’)(ql/2),
donde n:=degfy p,:=>"_,(-1)"1/rl

. >~ V(f), entonces

Cohen (1972): Si V(n,0) := IM(n)] tein)
EM(n

V(n,0) = pnq+ O(1).
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Cardinal promedio del conjunto de valores

Pregunta: qué se puede decir del promedio si algunos de los
coeficientes de f :== T" + a,_1 T" 1 + .- + ag se fijan?

Sea As := As(an—1,...,an—s) la familia

As={f=T"+a,1T" '+ +a0:ans1,...,3 € Fy},

y consideremos V(n, s) := ]Al| Z V(f).
1 feAs

Cohen (1973): Sea V(n,s) el cardinal promedio del conjunto de
valores cuando ay, ..., a,—s € I, estan fijos. Para car(IF,) > n,

V(n,s) = pnq+ O(q"?).
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Cardinal promedio del conjunto de valores

Trabajo con E. Cesaratto, M. Pérez y M. Privitelli: reduccién a
estimaciones para intersecciones completas singulares.

Teorema 1: si s < 7, entonces

V(H,S) :z_:(—].)r <q> ql_' + qn—ls—l Z (_r]'-)r Xn,s,r + O(].)a

r
r=n—s+1

donde xp s - €s el nimero de puntos Fg—racionales de cierta
interseccién completa proyectiva singular de dimensién n — s
definida sobre [.

Teorema 2: Para s < n/2 y cualquier caracteristica de [y,
V(n,s) = punq+ c(n),
donde c(n) es explicita y con “buen comportamiento”.
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Gracias!!!
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