TORRES RECURSIVAS DE CUERPOS DE FUNCIONES SOBRE
CUERPOS FINITOS

RICARDO TOLEDANO

RESUMEN. Se estudia el problema de la construccién de torres recursivas de cuerpos
de funciones sobre cuerpos finitos con buenas propiedades asintoticas.
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INTRODUCCION

Un cuerpo de funciones algebraicas F' de una variable sobre un cuerpo K es un
cuerpo F en el cual existe un elemento = trascendente sobre K tal que la extensiéon de
cuerpos F'/K(x) es finita. Una torre de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto
K es una sucesion F = {F;}°, de cuerpos de funciones sobre K que cumple varias
condiciones de naturaleza técnica que se detallan en la Secciéon 1.3. Las torres de cuerpos
de funciones han sido estudiadas con bastante profundidad a partir de la década del
80 debido, principalmente, a los trabajos de Goppa [6] y de Tsfasman, Vladut y Zink
[12] en los cuales se muestra la utilidad de estas teorias matematicas en problemas
relacionados con la teoria de codigos algebraicos. En este curso veremos ejemplos de
construcciéon de las denominadas torres de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos
asintoticamente buenas (ver Secciones 2 y 3). Esta clase de torres es la que tiene
importancia en la teoria de codigos pues permitirian la construcciéon de cédigos cuyos
parametros superan ciertas cotas tebricas que, hasta hace un tiempo atras, se creian
que eran muy dificiles de superar. La referencia basica que mencionaremos para ciertos
resultados que no demostraremos es el libro de Stichtenoth [11]. También se pueden
estudiar varios de los conceptos mencionados en este curso en los libros de Rosen [9] y
de Niederreiter y Xing [8] (en particular en el libro de Niederreiter y Xing se estudian
también propiedades asintoticas de torres (no recursivas) de cuerpos de funciones con
métodos de la teoria de cuerpos de clases). En el capitulo 7 de [11] y en el articulo [4]
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de Garcia y Stichtenoth se puede encontrar la mayoria de los resultados bésicos de la
teoria asintotica de torres recursivas de cuerpos de funciones. Varios resultados de las
Secciones 2 y 3 han sido tomados de la tesis doctoral de Maria Chara (Universidad
Nacional del Litoral e IMAL, 2012) a quien agradezco haberme permitido usarlos en
estas notas.

1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

1.1. Cuerpos de Funciones. Sean K C F' cuerpos. Decimos que F es un cuerpo
de funciones algebraicas sobre K si existe un elemento x € F' trascendente sobre K tal
que F es una extension finita de K (x).

El conjunto

K :={z € F : z es algebraico sobre K},

es un subcuerpo de F' que se denomina cuerpo de constantes de F' sobre K. Se tiene que
K C K C F, y se verifica facilmente que F es un cuerpo de funciones sobre K. Decimos
que K es algebraicamente cerrado en F (o que K es el cuerpo total de constantes de
F) si K = K, es decir, los tnicos elementos de F' que son algebraicos sobre K son los
elementos de K.

Sea F' un cuerpo de funciones sobre K. Un anillo de valuacion de F es un anillo
O C F que tiene las siguientes propiedades:

) KCOCFEy

11) para cualquier 0 # z € F se tiene que z € O 0 271 € O.

Se sabe que O es un anillo local, es decir, O tiene un tnico ideal maximal P (ver
[11, Proposiciéon 1.1.5]).

Teorema 1.1. [11, Teorema 1.1.6] Sea O un anillo de valuacion de un cuerpo de
funciones F' sobre K y sea P su tinico ideal mazimal. Entonces:

a) P es un ideal principal.

b) Si P =tO entonces cualquier 0 # z € F tiene una representacion inica en la forma
z =1"u para alginn € Z y u € O*.

c) O es un dominio de ideales principales. Mds precisamente, si P =tO y{0} #1 C O
es un tdeal entonces I = t"O para algin n € N.

Un lugar (o también primo) P del cuerpo de funciones F' es el ideal maximal de
algiin anillo de valuaciones O de F'. Cualquier elemento t € P tal que P = tO se llama
elemento primo (o pardmetro local) para P.

Cada anillo de valuacion O de F' determina un tnico lugar P de F'y reciprocamente.
Debido a esto, es usual denotar por Op al anillo de valuaciéon univocamente determinado
por el lugar P.

El conjunto de lugares de F' se denotara por P(F'). Se omite el cuerpo K en esta
notacion pues para cada lugar P de F' se puede probar que K C Op.

Un ejemplo basico e importante de cuerpo de funciones es el denominado cuerpo de
funciones racionales K(z) donde = es un elemento trascendente sobre K. En este caso
los anillos de valuaciones estan asociados de manera univoca a los polinomios moénicos
irreducibles con coeficientes en K con una excepcion: sea f € K[z] un polinomio ménico
e irreducible sobre K. El conjunto

h(zx)

Of::{m thyg€ Klz],g#0y f1g},
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es un anillo de valuacion de K(z) y su ideal maximal es

Pf = {M

h,ge Klx],g #0, flhy f1g}.
También el conjunto

Om::{E; h,g € K[x],g # 0y deg f < degg},

es un anillo de valuacion de K (x) y su ideal maximal es

_ (=)
Foo = {g(:ﬁ)

y se lo denomina lugar (o lugar o primo) infinito. Se demuestra en [11, Proposition
1.2.1] que los lugares de K (x) son los arriba mencionados y que

th,g€ Klz],g# 0y deg f <degg},

deg Py =deg f, deg P, = 1y K es el cuerpo total de constantes de K ().

Una descripcion alternativa de un lugar, que resulta de utilidad en muchos casos, esta
dada en términos de las denominadas valuaciones discretas de F'.
Una valuacion discreta de I es una funcién v : F' — Z U {oco} con las siguientes

propiedades:
1) v(z) = 0o siy solo si x = 0.

2) v(zy) = v(z) +v(y) para todo z,y € F.
3) v(z+y) > min{v(z),v(y)} para todo =,y € F.
4) Existe un elemento z € F' con v(z) = 1.
5) v(a) = 0 para todo 0 # a € K.

En este contexto el simbolo oo representa un elemento que no estd en Z y que
satisface las siguientes propiedades: co+ 00 =oco+n =n+ 00 = 00 y 00 > m para
todo m,n € Z. De las propiedades (2) y (4) se obtiene que v : FF — Z U {0} es
sobreyectiva. La propiedad (3) se llama Desigualdad Triangular.

Bajo ciertas condiciones se tiene la igualdad en la Desigualdad Triangular.

Lema 1.2. [11, Lema 1.1.11]|(Desigualdad Triangular Estricta) Sea v una valuacion
discreta de F' y sean x,y € F' con v(z) # v(y). Entonces

v(z +y) = minfu(z), v(y)}-

Por cada lugar P de F' se puede definir una valuacién discreta vp de F' de la si-
guiente manera: sea t un elemento primo para P. Entonces todo 0 # z € F tiene una
representacion unica z = t"u con u € Op y n € Z. Se define

vp(z):=n vy vp(0):=o00.

Teorema 1.3. [11, Teorema 1.1.13| Sean F un cuerpo de funciones sobre K y P un
lugar de F. La funcion vp recién definida es una valuacion discreta de F'. Mds ain,
tenemos que

Op={z€ F:vp(z) >0},
Op ={z € F:vp(z) =0},
P={z¢€ F:vp(z) > 0}.



130 RICARDO TOLEDANO

En el caso del cuerpo de funciones racionales K(z) las valuaciones discretas estan
determinadas por los polinomios monicos e irreducibles con coeficientes en K y por el
lugar infinito P,, de la siguiente manera (ver |11, Proposition 1.2.1]): si f € K[z] es
monico e irreducible y z(x) = h(x)/g(x) € K(x) entonces

r(x)
t(z)’

donde f1ry ftt. En el caso del lugar infinito P, se tiene que si z(z) = h(z)/g(x) €
K (x) entonces

l/pf(z(x)) =n, siz(x) = f(x)"

vp, (2(x)) = degg — degh.
Sea P un lugar de F'y sea Op su anillo de valuaciones. Como P es un ideal maximal,
el anillo de clases residuales Op/P es un cuerpo que contiene una copia isomorfa de
K. Por lo tanto consideraremos que K C Op/P. Para x € Op denotamos por z(P) a
la clase de residuos modulo Py para z € F'\ Op definimos z(P) = co. Sea P € P(F).

a) Fp:=Op/P es el cuerpo de clases residuales de P. La funcion

F — FPU{OO}
o z(P)

se denomina funcidn de clases residuales.
b) Definimos el grado de P como deg P := [Fp : K|. Un lugar de grado uno, se dice
que es un lugar racional de F.

Por ejemplo, los lugares racionales de K (x) estan en correspondencia univoca con los
elementos de K y el lugar infinito P,,. El grado de un lugar es siempre finito, més atn,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.4. [11, Proposicion 1.1.15| Sean F un cuerpo de funciones sobre K y
P eP(F). 85i0# x € P entonces

deg P < [F : K(z)] < 0.

Observacion 1.5. Para el caso en que deg P = 1 tenemos que Fp = K, y la funcion de
clases residuales, aplica F' en K U{oo}. En particular, si K es algebraicamente cerrado,
todos los lugares son de grado uno, y por lo tanto se puede mirar a cada elemento z € F
como una funciéon
z: P(F) — KU{oo}
P —  z(P).
Es por esto que a F' se lo denomina cuerpo de funciones. Los elementos de K, interpre-

tados como funciones, son funciones constantes y por esta razéon K recibe el nombre
de cuerpo de constantes de F.

Sea z € F'y P € P(F). Decimos que P es un cero de orden m de z si vp(z) = m > 0.
Decimos que P es un polo de orden m de z si vp(z) = m < 0. Notar que en el caso de
K(z) el lugar Py es el polo de x mientras que Py es el cero (de orden uno) de f(z).

Observacion 1.6. |11, Corolario 1.3.4] En un cuerpo de funciones F' sobre K todo
elemento 0 # z € F tiene una cantidad finita de ceros y de polos.

Para evitar complicaciones técnicas y casos patologicos supondremos, de ahora en
adelante, que el cuerpo de constantes K es algebraicamente cerrado en F', es decir,
K =K.
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El grupo abeliano libre generado por los lugares de F' se denomina grupo de divisores
de F'y lo denotamos por Dp, es decir,

Dy = Z npP :np € Z y casi todo! np =0
PeP(F)

Los elementos de Dp se llaman divisores de F. Si D = > npP € Dr el soporte de
PEP(F)
D se define como
supp D :={P € P(F') : np # 0}.
Un divisor de la forma D = P con P € P(F) se dice que es un divisor primo. El
elemento neutro del grupo de divisores Dy es el divisor

0:= Z rpP,
PEP(F)
con rp = 0 para todo P € P(F).
Para Q € P(F) y D =Y npP € D definimos vg(D) := ng, por lo tanto
suppD ={P € P(F):vp(D)#0} y D= Z vp(D)P.
PEPB(F)

Definimos un orden parcial en Dg de la siguiente manera

Dy <Dy siysolosi vp(Dy) <vp(Dy) para todo P € P(F).

Si D1 < Doy Dy # D escribiremos que Dy < Dy. Un divisor D se llama positivo (o
efectivo) si D > 0.
El grado de un divisor D se define como

deg D = Z vp(D)deg P.
PEP(F)

Por la Observacion 1.6, sabemos que todo elemento no nulo z € F' tiene una cantidad
finita de ceros y polos en P(F'). Por lo tanto la siguiente definicion tiene sentido. Sea
0 # z € F' y denotemos por Z al conjunto de ceros (resp. N al conjunto de polos) de
z en P(F). Entonces definimos

(2)o := Z vp(2)P, el divisor de ceros del elemento z,
Pez

(2)o0 1= Z(—vp(z))P, el divisor de polos del elemento z,
PeN
(2) == (2)0 — (2) oo, el divisor principal del elemento z.

Teorema 1.7. [11, Teorema 1.4.11] Sea z € F'\ K. Entonces
deg (2)o = deg (2)0o = [F: K(2)].
En particular, todos los divisores principales tienen grado cero.

A divisor D € Dp le corresponde un K-espacio vectorial £(D) que se denomina
espacio de Riemann-Roch asociado a D y se define como

L(D) = {z € F: vp(z) > —vp(D)} U{0}.

IPara todos excepto un namero finito.
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El espacio de Riemann-Roch, es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K, cuya
dimension se denota por ¢(D).
El género g de un cuerpo de funciones F' sobre K se define como

g(F/K) =méax{deg D —{(D)+1: D € Dp}.

El género es uno de los invariantes mas importantes de un cuerpo de funciones, se
puede probar que existe y que es un entero no negativo, (ver [11, Proposicion 1.4.14]).
Por ejemplo, el género de K(z) es cero para todo elemento x trascendente sobre K.
Maés atn, un cuerpo de funciones I sobre K es de la forma K (x) siy solo si F' es de
género cero y tiene al menos un divisor de grado uno (ver [11, Proposition 1.6.3]).

1.2. Extensiones algebraicas y ramificaciéon. De aqui en adelante supondremos
que el cuerpo total de constantes de todo cuerpo de funciones es perfecto. Sean F' un
cuerpo de funciones sobre K y F’ un cuerpo de funciones sobre K’ tales que K C
K’y F C F'. Supondremos también que que ambas extensiones F'/F y K'/K son
algebraicas.

Sean P € P(F) y Q € P(F’). Decimos que Q divide a P o que Q estd arriba de P si
P C Q. Denotamos esta situacion con el simbolo Q|P.

Se puede probar (ver [11, Proposicion 3.1.4]) que si Q|P entonces existe un tnico
entero e > 1 tal que vg(z) = evp(z) para todo z € F, y ademés que Q N F = P. Sean
PeP(F)y Q€ P(F') tales que Q|P.

a) El indice de ramificacion e(Q|P) de @ sobre P se define como el tinico entero
e(Q|P) := e que satisface

vo(z) = evp(x).
(ver [11, Definicion 3.1.5])

b) Decimos que Q|P esta ramificado si e(Q|P) > 1,y que Q|P no ramifica si e(Q|P) =
1. Decimos que un lugar P € P(F) esta ramificado o ramifica en F’ si existe @) €
P(F’) tal que Q|P y e(Q|P) > 1. En caso contrario decimos que P no ramifica en
I

¢) f(Q|P) = [F} : Fp] es el grado de inercia (o grado relativo) de Q sobre P.

Si F'/F es una extension algebraica separable y Q € P(F") entonces la restriccion
QNF de @ a F es un lugar de F.

Si F"/F’ es otra extension algebraica separable,y P € P(F), Q € P(F')y R € P(F")
son tales que R|Q y Q|P entonces tenemos que

e(R|P) =e(RIQ)e(QIP) vy  f(R[P) = f(RIQ)[(QIP).

Teorema 1.8. [11, Teorema 3.1.11|(Igualdad Fundamental) Si F'/F es una extension
finita de cuerpos de funciones y P € P(F) entonces

Y. eQIP)f(QIP) = [F': F].
QEP(F)
QP
En el caso de que la extension F'/F sea finita y Galois se tiene que si Q|P y Q'|P
entonces e(Q|P) = e(Q'|Py f(Q|P) = f(Q'|P). Por lo tanto si F’/F es una extension
finita y Galois entonces
ref =[F: F],
donde r es el nimero de lugares de F’ arriba de Py e = ¢(Q|P) y f = f(Q|P) para
todo @ € P(F') arriba de P.
Sea F’/F una extension finita de cuerpos de funciones de grado n y sea P € P(F).
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a) Decimos que P se descompone completamente en F’ si existen exactamente n lugares
distintos de F” arriba de P. En este caso se tiene que e(Q|P) = f(Q|P) = 1 para
todo Q|P.

b) Si existe un lugar @ € P(F”) tal que e(Q|P) = n entonces decimos que el lugar P
es totalmente ramificado en F'. En este caso se tiene que hay un tnico lugar de F’
arriba de P.

¢) Si existe un unico lugar @ € P(F’) arriba de Py e(Q|P) = 1 entonces decimos que
P es inerte en F' y en este caso f(Q|P) = n.

En el siguiente resultado se da una condicién suficiente para la irreducibilidad de
ciertos polinomios con coeficientes en un cuerpo de funciones que, en ciertos casos,
es muy util. Es una version adaptada a cuerpos de funciones del conocido criterio de
irreducibilidad de Eisenstein para polinomios con coeficientes enteros.

Proposicion 1.9 (Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein). [11, Proposicion 3.1.15]
Sea F/K un cuerpo de funciones y consideremos el polinomio

o(T) = a,T" + @ T" 7 + -+ a,T + ag

con coeficientes a; € F. Supongamos que existe un lugar P € P(F') tal que una de las
stguientes condiciones vale:

1) vp(a,) =0, vp(a;) > vp(ag) >0 para i =1,...,n—1, y med(n,vp(ap)) = 1.

2) vp(an) = 0, vp(a;) > vp(ag) > 0 para i = 1,...,n — 1, med(n,vp(ap)) = 1 y
’UP(CLQ) < 0.

Entonces o(T') es irreducible en F[T]. Si F' = F(y) donde y es una raiz de ¢(T),

entonces P tiene una tunica extension P’ € P(F'), y tenemos que e(P'|P) = n y
f(P'|P) =1, es decir, P es totalmente ramificado en F(y)/F.

En muchos casos se construyen extensiones de cuerpos de funciones F' adjuntando
a I’ un elemento integral sobre un anillo de valuaciones de ese cuerpo. Como veremos
mas adelante serd importante tener un criterio de integrabilidad utilizando el polinomio
minimo del elemento a adjuntar.

Proposiciéon 1.10. [11, Proposicion 3.3.1] Sea F/K un cuerpo de funciones y sea
F' O F una extension finita de cuerpos. Sea R C F un anillo integralmente cerrado tal
que F' es el cuerpo cociente de R (se dice también que R es un anillo de holomorfia de
F). Para z € F' denotemos por o(T) € F[T| a su polinomio minimo sobre F. Entonces

z es integral sobre R <= ¢(T) € R[T].

Para determinar el comportamiento de la ramificacion de un lugar en extensiones
simples en las cuales se conoce el polinomio minimo del elemento que genera a la
extension, el siguiente teorema, debido originalmente a Kummer, que enunciamos a
continuacion es de mucha utilidad. Utilizaremos la siguiente notacion: dado un lugar
P de un cuerpo de funciones F' y un polinomio ¢(T) = _ ¢;T* € Op[T], denotaremos
por ¢ (T) al polinomio

O(T) = c(P)T" € Fp[T],
donde Fp = OP/P

Teorema 1.11 (Teorema de Kummer). |11, Teorema 3.3.7] Sea F'/K un cuerpo de
funciones. Supongamos que F' = F(y) donde y es un elemento integral sobre Op, y
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consideremos el polinomio minimo (1) € Op[T] de y sobre F'. Sea

= H%‘(T)

la descomposicion de B(T) en factores irreducibles sobre Fp (es decir, los polinomios
(T),...,v(T) son irreducibles, mdnicos y distintos dos a dos en Fp[T] y ¢ > 1).
Consideremos polinomios mdnicos p;(T) € Op[T] con

2(T)=w(T) y  deg(pi(T)) = deg ((T)).
Entonces para 1 < i <r, existen lugares P, € P(F") que satisfacen
BlP, py)el y  f(BIP) > deg (wi(T)).
Mds ain P; # P; para i # j.
Con hipdtesis adicionales se pueden obtener los indices de ramificacion, grados de

inercia y numeros de lugares arriba de un lugar dado. Supongamos que al menos una
de las siguientes hipdtesis (x) o (xx) vale:

=1 para 1=1,...,7; (%)

{1,y,...,4™ '} es una base integral para P. (%)

Entonces para 1 < i < r existe exactamente un lugar P; € P(F') tal que P|P y
vily) € P;. Ademds e(P,|P) = 1 y f(P|P) = deg~; para 1 < i < r. Por lo tanto
Py, ..., P son los lugares de P(F") que estdin arriba de P.

El divisor diferente de F'/F es un divisor que se define de la siguiente manera:

Diff(F'/F) = Y > d(QIP)Q

PeP(F) Q|P

donde d(Q|P) es un entero no negativo univocamente definido por P y @ llamado
exponente diferente, (ver [11, Seccion 3.4]). La determinacion precisa de este divisor es
fundamental para el calculo del género de extensiones finitas y separables de cuerpos
de funciones.

Para poder determinar explicitamente o, al menos, poder encontrar cotas para el
divisor diferente, es necesario tener algiin control sobre los exponentes diferentes invo-
lucrados. El siguiente teorema relaciona el exponente diferente con el indice de rami-
ficacion permitiendo en muchos casos obtener aproximaciones y cotas del diferente.

Teorema 1.12 (Teorema del divisor diferente de Dedekind). [11, Teorema 3.5.1| Si-
guiendo con la notacidn anterior tenemos que para todo Q|P

d(QIP) = e(Q|P) — 1,
y la igualdad vale si y sélo st e(Q|P) no es divisible por la caracteristica de F,.

La denominada férmula del género de Hurwitz establece una importante relaciéon en-
tre los géneros de los cuerpos de funciones que forman una extension finita y separable.

Teorema 1.13 (Formula del género de Hurwitz). [11, Teorema 3.4.13] Sea F' un cuerpo
de funciones sobre K y sea F'/F una extension finita y separable. Denotemos por K’
al cuerpo de constantes de F'. Entonces

[F . F]
[K'": K]
donde Diff(F'/F) denota al diferente de F'/F.

29(F') — 2 = (29(F) — 2) + deg Diff(F'/F),
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Sea F'/F una extension finita y separable de cuerpos de funciones sobre F, y sean @
y P lugares de F’ y F respectivamente tales que Q| P. Decimos que la extension Q|P es
moderada si char (F;) no divide a e(Q|P); en caso contrario decimos que la extension
Q|P es no moderada o salvaje. Notar que en el caso moderado, si e(Q|P) = 1 entonces
la extension Q| P es moderada. En el caso moderado, si hay ramificacion, se dice que la
ramificacién es moderada. En el caso no moderado hay, necesariamente, ramificacion.

Enunciamos ahora un resultado sobre la ramificacion en una clase especial de exten-
siones de cuerpos de funciones llamadas extensiones de Kummer.

Teorema 1.14 (Extensiones de Kummer). [11, Proposicion 3.7.3] Sea F/K un cuerpo
de funciones tal que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad (conn > 1y
mced(n, char (K)) = 1). Supongamos que u € F es un elemento que satisface

u#w?  para todow € F ydn, d> 1.

Sea
F'=F(y) cony"=u.

La extension F'/F se llama extension de Kummer de F y se tienen las siguientes
propiedades:

1. El polinomio ®(T) = T" —u es el polinomio minimo de y sobre F (en particular
es irreducible sobre F'). La extension F'/F es una extension de Galois de grado
[F' . F| = n; su grupo de Galois es ciclico y los automorfismos de F'/F estdn
dados por o(y) = Cy donde ( € F, es una n-ésima raiz de la unidad.

2. Sea P € P(F) y Q € P(F') un lugar arriba de P. Entonces

eQP) =~ y dQIP)=——1.

rp rp

3. Si K" denota el cuerpo de constantes de F' entonces

n 1 rp
Fy=1+——|g(F)—1+= (1-22) deg P
g(F") T g(F) +22 ) deg
PEP(F)
Corolario 1.15. Sea F un cuerpo de funciones y sea F' = F(y) cony®* =u yu € F,
donde n # 0 modd char (K) y K contiene una n-ésima raiz primitiva de la unidad.
Supongamos que eziste un lugar Q € P(F) tal que med(vg(u),n) = 1. Entonces K es

el cuerpo total de constantes del cuerpo F', la extension F'/F es ciclica de grado n, y

g(F") =1+n(g(F)—1)+ % > (n—rp)degP.

PeP(F)

1.3. Swucesiones y torres de cuerpos de funciones. La construccion de cuerpos
de funciones F'/F, con abundancia de lugares racionales con respecto al género tiene
un papel importante en la teoria algebraica de codigos, (ver [11], [8]). Hay una relacion
entre N(F) = N(F/F,), el ntumero de lugares racionales de F', y g(F) = g(F/F,), el
género de F', la cual establece que, para ¢ fijo, N(F') no puede ser muy grande con
respecto a g(F'). Este resultado se conoce como la cota de Hasse-Weil y es uno de los
resultados mas importantes de la teoria de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos.

Teorema 1.16 (Cota de Hasse-Weil). [11, Teorema 5.2.3] Sea F/F, un cuerpo de
funciones. Entonces

IN(F) = (¢ +1)| <29(F)v/4q.
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Una mejora de esta cota es debida a Serre (ver [11, Teorema 5.3.1]) y establece que

IN(F) = (¢ + D] < g(F)[2v/4],

donde |z] denota el piso del ntimero real z, es decir, el mayor entero m tal que m < x.

Una manera de medir cuan abundante son los cuerpos de funciones F/IF, con muchos
lugares racionales con respecto al género, es mediante la denominada funciéon de Thara
que se define como

A(q) = limsup Nalg)
g—o0 g
donde
N,(g) = max{N(F/E,) : g(F/F,) =g},

Thara demuestra en |7] que si ¢ es un cuadrado (es decir, ¢ = p**) entonces A(q) >
/4— 1. Drinfeld y Vladut [2] mostraron que A(¢q) < ,/g—1 con lo cual A(p**) = pF—1.
Luego Garcia y Stichtenoth [3| dieron la primera demostracion constructiva de que
A(p**) = pF — 1 usando extensiones de Artin-Schreier. Cuando ¢ no es un cuadrado, el
valor exacto de A(q) no se conoce. La no trivialidad de A(q) para todo ¢ (es decir que
A(q) # 0) se debe a Serre [10] quien, con métodos de la teoria de cuerpos de clases,
demostré que existe una constante ¢ > 0 tal que

Aq) > c-logg,

para todo ¢. Posteriormente Zink [13] mejora esta cota inferior para el caso ¢ = p?

demostrando que

2(p* — 1)
p+2

y mas tarde, Bezerra, Garcia y Stichtenoth [1] generalizaron este mismo resultado para

cualquier potencia cubica, es decir

A@p®) >

?

2(¢° — 1)
q+2
para todo ¢ potencia de un primo. El aspecto distintivo de los trabajos mencionados
de Garcia y Stichtenoth estd en la obtencion de una cota inferior para A(¢q) mediante
la construccion de torres de cuerpos de funciones asintoticamente buenas sobre F, (Ver
[11] v [4]) definidas recursivamente por una ecuacion polinomial en dos variables. Este
tipo de construcciones es el de mayor interés en la teoria de codigos y es el princi-
pal objeto de estudio de este curso. Comenzamos definiendo el concepto de sucesiéon

admisible.
Una sucesidn F = {F;}32, de cuerpos de funciones F; sobre un cuerpo perfecto K se
dice que es admisible si se cumplen las siguientes condiciones:
DR ehnGhRG -,
ii) la extension Fj1/F; es finita y separable para todo i > 0,
iii) K es el cuerpo total de constantes de cada Fj; es decir, el cuerpo K debe ser
algebraicamente cerrado en F; para cada ¢ > 0.

Alg®) >

)

Si ademaés se cumple que

iv) g(F;) — oo para i — 00,
entonces decimos que la sucesion admisible F es una torre de cuerpos de funciones
sobre K.

Observacion 1.17. La condicion 1v) se obtiene de las condiciones 1), 1) y de la siguiente
condiciéon que es levemente mas débil y es muy 1til en la practica:
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iv’) existe 7o > 0 tal que g(F},) > 1.
En efecto, por la féormula del género de Hurwitz, tenemos que
9(Fipr) =12 [Fipa : El(g(F;) —=1) Vi =0.
Como g(F;,) > 1y [Fi41: F}] > 1, entonces
9(Fi) < g(Fig+1) < g(Figp2) < -+,

y como el género de un cuerpo de funciones es un niimero entero, tenemos que g(F;) —
00 para ¢ — 00

Decimos que una sucesion F = {F;}2°, de cuerpos de funciones sobre K es recursiva
si existe una sucesion {x;}2, de elementos trascendentes sobre K y un polinomio en
dos variables

flz,y) € Klz,y],
tales que
I) FO = K(Io),
11) Fii1 = Fi(x;41) donde x;4; es un cero de f(z;,y) € Fy[y], es decir, f(x;, xi11) =0
para ¢ > 0.

Notar que si el polinomio en una variable f(z;,vy) € K[x;][y] es separable entonces la
extension F; 1 /F; es separable.

Asociado a una sucesion recursiva F = {F;}°, de cuerpos de funciones F; sobre K
tenemos el denominado cuerpo de funciones bisico K(z,y) donde x es trascendente
sobre Ky f(x,y) = 0. Es usual decir que la ecuacion f(x,y) = 0 define o genera a la
sucesion F.

En general, trabajaremos con sucesiones recursivas F sobre [, donde f(x,y) es de
la forma

f(@,y) = ar(y)ba(x) — az(y)bi(2),
con aj, az, by y by polinomios con coeficientes en [F, tales que

med(ag, ag) = med(by, be) = 1.

Notar que de la definicion de sucesion recursiva tenemos que cada extension F 1/ F;
es finita, pues [Fi1; : F;| < deg ,(f(x;,y)). Ademas

F; = K(xo,...,x;) para i > 0,

y por lo tanto
Fob=K(x)CFH C---CF,CF1C--.
Entonces para probar que una sucesion recursiva F = {F;}°, de cuerpos de funciones
sobre K es una torre, basta mostrar que:

1) el polinomio f(z,y) € K[z][y] es separable, como polinomio en la segunda variable,
para cualquier elemento trascendente x sobre K,
11) K es el cuerpo de constantes de todos los Fj,
1) g(F;,) > 1 para algtn i.
La siguiente proposicion (ver [11, Proposicion 7.2.15]) da una condiciéon suficiente
para que ocurra I).

Proposicidon 1.18. Consideremos una sucesion recursiva F = {F;}3°, de cuerpos de
funciones donde Fy es un cuerpo de funciones con cuerpo de constantes K y [Fiyq :
F;] < oo para todo i > 0. Supongamos que para todo i > 0 existen lugares P; € P(F;) y
Q; € P(Fii1) con Q;|P; e indice de ramificacion e(Q;|P;) > 1. Entonces F; C Fiyq.
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Mas ain, si suponemos que e(Q;|P;) = [Fiy1 : Fj] para todo i, entonces K es el
cuerpo de constantes de F; para todo 1 > 0.

Si una sucesion recursiva F es una torre decimos que F es una torre recursiva (de
cuerpos de funciones sobre K).
Sea F = {F;}°, una sucesion de cuerpos de funciones sobre K.

a) Decimos que un lugar P € P(F;) se descompone completamente en F si P se des-
compone completamente en cada extension F;/F;, para j > i. El espacio de des-
composicion Split(F/Fy) de F sobre Fy se define como

Split(F/Fy):={P € P(Fy) : deg P =1y P se descompone completamente en F}.

b) Decimos que un lugar P € P(F;) ramifica en F si P ramifica en alguna extension
F;/Fy, para i > 0. El espacio de ramificacion Ram(F/Fy) de F sobre Iy se define
como

Ram(F/Fy):={P € P(Fp) : P ramifica en F}.

¢) Unlugar P € P(F;) esta totalmente ramificado en F si P esta totalmente ramificado
en cada extension F;/F;, para j > i. El espacio de ramificacion completa (o espacio
de ramificacion total) Cram(F/Fy) de F sobre Fy se define como

Cram(F/Fy):={P € P(Fp) : deg P = 1y P es totalmente ramificado en F}.

Cuando K = F, uno de los problemas principales de esta teorfa es la determinacion
precisa del niimero N (F;) de lugares racionales de F; y del género g(F;) para cada i > 0
de una sucesién o torre F de cuerpos de funciones sobre I, dada.

Las siguientes definiciones son relevantes para esta clase de problemas. Sea F =
{F;}22, una sucesion admisible de cuerpos de funciones sobre F,. La tasa de descom-
posicion v(F/Fy) y el género v(F/Fy) de F sobre Fy se definen, respectivamente,
€Omo

. N(F) - g(F)
Fy):= lim ——% Fo):= lim ——~—.
V(‘F/ 0) zirgo [E : FO]7 W(f/ 0) ZLISO [Fz : FO}
Si g(F;) > 2 para i > ig > 0, el limite \(F) de F se define como
N(F;)
A(F):= lim
( ) i—00 g(Fl)

Se puede probar que la sucesion {N(F;)/[F; : Fp]}iso0 es mondtonamente decreciente
v que la sucesion {(g(F;) — 1)/[F; : Fy]}i>0 es mondtonamente creciente, por lo tanto
ambas convergen en Ry U {oco}. Luego los limites anteriores existen (en R U {oco}) v
tenemos que 0 < v(F/Fy) < 00, 0 < y(F/Fy) < 00, y, por la definicion de A(q),

(1.1) 0 < A(F) < Alg),

para cualquier sucesion admisible F con g(F;) > 2 para i > ig > 0, para algtun iy (ver
[11, Capitulo 7]).

Notar que la definicién del género de F tiene sentido incluso en el caso de una
sucesion F de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K.

Una sucesion F de cuerpos de funciones sobre I, se dice que es asintdticamente buena
si v(F/EFy) >0y v(F/Fy)) < co. En caso contrario se dice que F es asintdticamente
mala. Por lo tanto, una sucesion admisible F es asintoticamente mala si v(F/Fy) =0
o si y(F/Fy) = 0.

Como vimos antes, la condicion g(F;) > 2 parai > i > 0 implica g(F;) — oo cuando
i — oo. Por lo tanto, cuando hablamos del limite de una sucesion A(F) en realidad
estamos hablando del limite de una torre.
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Es claro que en el caso de una torre F tenemos que F es asintoticamente buena si y
solo si A(F) > 0. Por lo tanto una torre F es asintoticamente mala si y sélo si A\(F) = 0.
Si A(F) = A(q), donde A(q) es la funcion de lhara, decimos que F es asintdticamente
optima.

Ejercicios.
1. Demostrar la Proposicion 1.18.

2. CONSTRUYENDO TORRES DE CUERPOS DE FUNCIONES

Como ya dijimos, un problema con importantes consecuencias en la teoria de codigos
algebraicos es el calculo de A(q). De la desigualdad (1.1) vemos que se pueden conseguir
cotas inferiores de A(q) calculando, o al menos estimando, el limite A(F) de torres
recursivas de cuerpos de funciones sobre F,. El primer problema a resolver es que
la ecuaciéon que define recursivamente a una sucesioén sea una torre. Estudiaremos a
continuacion condiciones suficientes para que una ecuacion de la forma a(y) = b(z)
defina una torre recursiva de cuerpos de funciones sobre F,.

Usando propiedades bésicas de las valuaciones en un cuerpo de funciones el siguiente
lema es inmediato.

Lema 2.1. Sean F' un cuerpo de funciones sobre K, x € F' un elemento trascendente
sobre K y f(x) = ap2" + ap_ 12" ' + - + a1z + ag € K[x] un polinomio de grado n.
Supongamos ademds que i € {0,1,...,n} es el menor indice tal que a; # 0. Entonces,
st P es un lugar de F, tenemos que

vp(a;x') = jwp(x) si vp(x) > 0;
vp(f(z)) = { vp(a,xz™) = nup(x) si vp(x) < 0.

Si vp(z) = 0 entonces vp(f(x)) > 0.

Corolario 2.2. Con las condiciones del lema anterior tenemos que si vp(x) > 0 en-
tonces vp(f(x)) >0 y sivp(x) < 0 entonces vp(f(z)) < 0.

Sea x un elemento trascendente sobre un cuerpo K. Consideremos el cuerpo de
funciones racionales K (z) sobre K. Para a € K, denotamos por P, al tnico lugar de
K(x) asociado al polinomio x — a, es decir, P, es el cero de x — « en K(z). También
denotamos por P, al polo de x en K(z).

Teorema 2.3. Sea K un cuerpo perfecto y sean a,by y by polinomios coprimos dos
a dos con coeficientes en K. Supongamos que deg(a) = deg(by) = m > 2 y que
deg (ba) = m —r con med(m,r) = 1. Consideremos los siguientes cuerpos de funciones
definidos de manera recursiva:

Fo = K(x) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;
Fiv1 = Fi(xi1) con a(zigr) = by(x;)/ba(x;) para todo i > 0.
Entonces F = {F;}2, es una sucesion recursiva de cuerpos de funciones sobre K.
Mds aun, se cumple que:
1) F; C Fipa.
11) El lugar P, que es el tinico polo de xy en Fy, es totalmente ramificado en la
sucesion. En consecuencia, K es el cuerpo total de constantes de F; para todo
1> 0.
Si ademds el polinimo a(x) —

€ Fi[z] es separable para todo ¢ > 0, entonces
Fi11/F; es separable para todo i > 0.
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Observacion 2.4. Si en el Teorema 2.3 tenemos que a(7) =T, deg (b(T)) =m—ry
deg (b2(T)) = m > 2 con med(m,r) = 1, entonces se prueba al igual que en el teorema,
que el polo de x; en F; es totalmente ramificado en Fj,; y por lo tanto también se
obtiene que K es el cuerpo total de constantes de F; para todo ¢z > 0.

Ejercicios.
1. Demostrar el Lema 2.1 y su corolario.
2. Demostrar el Teorema 2.3.

3. TORRES DE TIPO KUMMER ASINTOTICAMENTE BUENAS

En esta seccion daremos una demostracion de la no trivialidad de la funcion de
Thara A(gq) cuando ¢ es una potencia al menos par de un primo p. Utilizaremos las
denominadas torres de tipo Kummer que son sucesiones admisibles y recursivas f =
{F;}32, de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K, de caracteristica p, que
estan definidas por ecuaciones de la forma y™ = f(z) con med(n,p) = 1 y para ciertas
elecciones adecuadas de f(z) € K(x).

3.1. Comportamiento asintético de sucesiones y torres moderadas. Sea F
un cuerpo de funciones sobre un cuerpo perfecto K y F’ una extension finita y separable
de F. La extension F'/F se dice que es moderada si para todo lugar () de F’ se tiene que
el indice de ramificacion e(Q|P) es coprimo con la caracteristica de K donde P = QNF.
En caso contrario se dice que la extension F'/F es no moderada o salvaje.

Sea F = {F;}°, una sucesion de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K.
Se dice que F es una sucesion moderada si la extension Fi, 1/ F; es moderada para todo
1 > 0. En caso contrario se dice que F es una sucesion no moderada o salvaje.

Uno de los resultados generales més ttiles en la teoria de las torres moderadas es el
siguiente teorema de Garcia, Stichtenoth and Thomas [5, Theorem 2.1].

Teorema 3.1. Sea F = {F};}°, una torre moderada de cuerpos de funciones sobre IF,.
Si
1) F es de ramificacion finita, es decir, el conjunto Ram(F/Fy) = {P € P(Fy) :
P ramifica en F} es finito y
11) el conjunto Split(F/Fy) = {P € P(F,) : P se descompone completamente en F}
€s no vacio,

entonces F es asintolicamente buena y ademds
2t
= ;
2g<F0) -2 + s
donde t = [Split(F [ Fo)| y s = 3" pec pam(F/m) A9 P-

Este resultado nos dice que en el caso de torres moderadas con ramificacién finita
(es decir, el conjunto de ramificacion Ram(F/Fp) es finito) la existencia de al menos
un lugar de Fj que se descomponga completamente en la torre alcanza para garantizar
el buen comportamiento asintotico de la torre. Esto es falso en el caso de torres no
moderadas pues se conocen ejemplos de torres F no moderadas con ramificacion finita
y género v(F) infinito, con lo cual A(F) = 0y, por lo tanto, F es asintéticamente mala.
El siguiente lema es un criterio 1til para garantizar ramificacion finita en una sucesion.

A(F)

Lema 3.2. Sea F = {F;}2, una sucesion recursiva y admisible de cuerpos de funciones
sobre F, definido por la ecuacion H(x,y) = 0 donde H € F,[z,y]. Supongamos que
existe un conjunto Sy C F, tal que siy € Sy y H(B,7v) = 0 entonces f € Sp. Sea {z;}i>0
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una sucesion de elementos trascendentes sobre F, tal que Fy = Fy(xo) y Fir1 = Fi(xi41)
donde H(z;,x;11) = 0 para todo i > 0. Si Q es un lugar de F; tal que la clase residual
z:i(Q) € Sy entonces xo(Q) € Sp.

El lema anterior permite demostrar la siguiente proposicion que sera de particular
utilidad en la construcciéon de torres asintoticamente buenas de tipo Kummer.

Proposicion 3.3. Sea m > 2 un entero y q una potencia de un niumero primo tal
que ¢ = 1 méd m. Sea F = {F;}°, una sucesion de cuerpos de funciones sobre F,
definida recursivamente por la ecuacion

b ()
3.1 m_
(3.1) s
donde b1(T),bo(T) € F,[T] son polinomios comprimos tales que deg (b1(T)) = m y
deg (by(T)) = m — r con med(m,r) = 1. Entonces F es una sucesion admisible y

moderada. Supongamos ademds que existe un conjunto Sy C [, con las siguientes
propiedades:
(I) Zy, C Sp.
(11) Zy, C S.
(111) Z, C S, for all v € Sy, donde o, (T) = by(T)y™ — by (T).
Entonces Ram(F/Fy) es un conjunto finito. Mds precisamente si P € P(Fy) es un

lugar ramificado en la sucesion F entonces P =Py, o P es el cero de xq—y para algin
Y e So.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente resultado que
es de importancia para nuestro propoésito de hallar una cota inferior no trivial de la
funcion de Ihara en ciertos casos.

Teorema 3.4. Sea m > 2 un entero y q una potencia de un numero primo tal que
q =1 méd m. Sea 8 € F; y sea h(T) € Fy[T] un polinomio separable y de grado
m —r conmed(m,r) =1y 1 <r <m-—1tal que h(0) = ho # 0 y Zrm_(3/ne) C Fy.
Supongamos que existe un conjunto Sy C Fy tal que

(1) 0 € Sp;

(H) Zn C So;
(111) para cada v € Sy se tiene que Zy, C Sy donde H,(T) = h(T)y™ — BT™.

Entonces la sucesion F = {F;}2, deinida recursivamente por la ecuacion

n_ B

h(x)’

es una torre de cuerpos de funciones sobre F, tal que

(3.2) y

(a) Fii1/F; es una extension moderada de grado m para todo i > 0.

(b) Sea P € P(Fy) ramificado en F;/Fy para algin i > 1 y sea xo un elemento trascen-
dente sobre F, tal que Fy = F,(zo). Entonces P es el polo P, de xy en Fy o es un
cero de xo — 7y para algin v € Sp \ {0}.

(¢) El cero Py, de xo en Fy se descompone completamente en F;/Fy para todo i > 1.

(d) A(F) = 2(|So| —2)7".

Demostracion. La Proposicion 3.3 nos dice que F es admisible y moderada. Sea {z;};>0
una sucesion de elementos trascendentes sobre F, tales que Fy = Fy(z) vy Fipqx =
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E($i+1) donde

T
ba; Vi>0.
Veremos ahora que el lugar P,, (el cero de z( en Fp) se descompone completamente
en F;/Fy. Sea @ un lugar de F; que sea un cero de . Luego Q N Fy = P,, v ademas,
por (3.2), se tiene que @ es un cero de x1,Zs,...,z;. Notar que P, se descompone
Completamente en F;/Fy siy solosi @Q se descompone completamente en Fipa /F;.

Sea F = {F} °, la sucesion de cuerpos de funciones sobre F, en la cual Fy = Fy =

Fo(x0) v Fy = Fj_1(x;/x;_y) for all i > 1. Luego F esta recursivamente definida por la
ecuacion 8

@

porque de (3.3) se verifica que

Tit1 " B .
— > ().
( 7 ) Wy 0

En realidad se tiene que F=F pues Fj 1 = Fi+1- Por lo tanto se puede considerar a
F definida por la ecuacion

Sea z = h(x,). Luego z € OF pues vg(z) = vg(h(r,)) = 0 de modo que 2(Q) € F;.
Notar que si h(T) = hp, T™" + -+ + hyT + hg entonces z(Q) = ho € F;.

8
h(zn)

e 0 _ 5
2(Q)  ho
Como B/hy # 0y ¢ =1 mdd m el polinomio T — 3/hy € F,[T] es separable. Por
hipotesis la ecuacion 7™ = 3/ h tiene m raices distintas en F, y el Teorema de Kummer
(Teorema 1.11) dice en este caso que @) se descompone completamente en F;,1/F; lo
cual equivale a que P,, se descomponga completamente en F;/Fy. En consecuencia
N(F;) > m' y por lo tanto g(F;) — oo si i — oo.

Esto demuestra que F = {F;}°, es una torre de cuerpos de funciones sobre I,
que satisface (a) y (c) del Teorema 3.4. Notar que también se cumple (b) gracias a la
Proposicién 3.3. Por lo tanto todo lugar de Fj ramificado en la torre es P, o el cero
de xy — 7 para algun v € Sy \ {0} (recordar que P,, se descompone completamente).

Finalmente usando el Teorema 3.1 se deduce que

2

1So| — 2

Reduciendo la ecuacion T™ = modulo @) se obtiene que

AMF) >

O

Estos resultados nos permiten ahora demostrar la no trivialidad de la funciéon de
Thara A(q) para ciertos valores de g:

Teorema 3.5. Sea ¢ > 2 una potencia de un nimero primo y sea F = {F;}2, la
sucesion de cuerpos de funciones sobre F, definida por la ecuacion
xd~!

xi1 — (x — )V’

(3.4) yi =

con o € F. Sea Sy = F,. Entonces
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I) 0 € S,

II) Zf C So,

111) para cada v € Sy se tiene que Zy, C Sy donde H,(T) = h(T)y™ — pI™. Mds
precisamente siy € I entonces v~ = 1 y por lo tanto T — f(T) = (T — )"
tiene todas su raices en [Fy.

Por lo tanto

2

AMNF) > —,
q—2
Y en consecuencia
2
A2") > sin>2 y A@P™) > s1p es un primo impar.
n — 2 -2
Ejercicios.

1. Demostrar el Lema 3.2.

2. Demostrar la Proposiciéon 3.3

3. Demostrar el Teorema 3.5

4. (Problema para una tesis doctoral): Determinar si existen torres recursivas a-
sintéticamente buenas con ramificacion infinita.

5. (Problema para otra tesis doctoral): Determinar si existen torres recursivas asin-
toticamente buenas sobre cuerpos primos (es decir sobre F,,).
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