ESPECIES COMBINATORIAS

RODRIGO IGLESIAS

RESUMEN. Las funciones y series generatrices son un intrumento clasico para el con-
teo de estructuras combinatorias de algtin tipo (arboles, particiones, grafos, etc.). La
teoria de especies combinatorias fue introducida por A. Joyal en 1980 como un método
sistematico para definir y analizar estructuras combinatorias y sus series asociadas,
dando explicaciones naturales a las manipulaciones algebraicas que se hacen con las
funciones generatrices.

Asi como la suma y multiplicaciéon en el anillo de caracteres provienen de ope-
raciones en la categoria de las representaciones de un grupo, de manera similar, las
operaciones de suma, multiplicacion, derivacion, composicion, etc. entre series forma-
les son manifestaciones de operaciones en una categoria més rica: la de las especies
combinatorias.

En el curso vamos a introducir el concepto de especie combinatoria y sus ope-
raciones mas béasicas, mostrando como funcionan en ejemplos importantes como las
especies de particiones, permutaciones, arboles y ciclos. Veremos una extensiéon del
concepto de especie, el de las especies ponderadas y sus series, en particular las serie
indicatriz de ciclos apuntando a dar esquematicamente una prueba puramente combi-
natoria del teorema de enumeracién de Polya-Redfield, el cual da un método general
para contar las 6rbitas de una accién del grupo simétrico.
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INTRODUCCION

Supongamos que queremos calcular el nimero a, de arboles con raiz con n nodos
(etiquetados) asi como el namero t,, de tipos de isomorfismos de arboles con n nodos
(no etiquetados). Para esto es conveniente considerar las funciones generatrices

:L.n
Ax) = Za”ﬁ’ T(x) = Ztnx”
n>0 ’ n>0

puesto que se sabe por los trabajos de Cayley y Polya entre otros que estas series
generatrices satisfacen identidades como

Alx) = 2@, T() =23 exp (y)

De identidades como estas podemos obtener formulas de recurrencia para los coeficien-
tes.

De donde provienen o qué significan estas identidades, o para qué otras estructu-
ras podemos obtener este tipo ecuaciones funcionales o diferenciales, son el tipo de
preguntas que queremos responder.

En 1980 A. Joyal introdujo en [4] una teoria que es capaz de dar respuestas satisfac-
torias a estas preguntas. Las especies combinatorias forman una categoria de objetos
con operaciones de suma, multiplicaciéon, composicion, derivaciéon, etc., que resultan
naturales desde el punto de vista intuitivo o visual y que sin embargo resultan ser los
movimientos detras de escena de varias manipulaciones usuales y menos intuitivas que
se hacen con las series generatrices.

Por ejemplo las identidades de arriba son manifestaciones distintas de una tnica
ecuacion que indica un isomorfismo entre dos especies:

A= XE(A)

Esta ecuacion esencialmente dice que especificar un arbol con raiz sobre un conjunto
de nodos es equivalente a especificar un nodo y un conjunto de arboles con raiz sobre
el resto de los nodos. Una vez planteada la ecuacién entre especies, la teoria nos da
métodos sisteméaticos para deducir ecuaciones entre las diferentes series generatrices.

En estas tres clases el objetivo es introducir las nociones basicas de la teoria de
especies combinatorias que nos permitan leer y escribir ecuaciones en esta categoria,
apuntando a entender la explicacion que ésta da de la teoria enumerativa de Polya
para el calculo de tipos de estructuras (no etiquetadas) que usualmente son las que
presentan mayor dificultad para ser enumeradas.

Para una introduccion a las especies combinatorias es muy recomendable el articulo
original [4] de A. Joyal asi como el muy buen libro |2]| de F. Bergeron, G. Labelle y P.
Leroux.

1. ESPECIES

Definiciéon 1.1. Una especie combinatoria es un functor M : B — E donde B es el
grupoide cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos morfismos son las biyecciones.
E es la categoria cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos morfismos son las
funciones. Si U es un conjunto finito, M[U] es el conjunto de todas las estructuras de
especie M sobre U.

En otras palabras, una especie es una regla M que por cada conjunto finito U produce
un conjunto finito M [U] —el conjunto de todas las estructuras etiquetadas de especie M—
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y por cada biyeccion f : U — V —que puede pensarse como una manera de permutar
las etiquetas— produce una funcion M|[f] : M[U] — M[V] de manera que:
i) para todas las biyecciones f: U -V yg:V =W

Mlgo f] = Mlg] o M[f]
ii) para todos los conjuntos U
M(Idy] = Idy

Observar que M|[f] es forzosamente una biyeccion para toda f. Decimos que un
elemento s de M[U] es una M-estructura, y que U es su conjunto subyacente. Dadas
M-estructuras u € M[U] y v € M[V], una biyeccion f : U — V tal que M[f](u) = v es
un isomorfismo entre u y v, y en tal caso decimos que u y v son M-estructuras isomorfas.
El tipo de isomorfismo de u es el conjunto de todas las M-estructuras isomorfas a u.

FiGURA 1. El functor M en este caso corresponde a la especie de los
grafos conexos. La biyeccion M|[f] , llamada transporte de estructura,
puede verse como un reetiquetamiento de los nodos de los grafos.

1.1. Ejemplos de especies.

Ejemplo 1.2. Una estructura de esquema simplicial sobre el conjunto E es una familia
F de subconjuntos no vacios de E tales que: i) toda parte no vacia de un elemento de F
estad también en F y ii) los singletones {x} donde x € F pertenecen a F. Los elementos
de F son los simplices. La dimension de un simplice es su cardinal menos uno y la
dimension de un esquema simplicial es el maximo de las dimensiones de los simplices
que contiene. La especie de los esquemas simpliciales estd dada por el functor Sim
que a cada conjunto E le hace corresponder el conjunto Sim|E] de todos los esquemas
simpliciales sobre E. Dada una biyeccion f : U — V la biyeccion Sim|f] es la inducida

por f.
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Las propiedades de las M-estructuras que se preservan por isomorfismos definen
subespecies de M. Decimos que N es una subespecie de M si para todo E se tiene que
N[E] C M[E] y para cada biyeccion f: U — V se cample N[f] = M[f][y -

Ejemplo 1.3. La especie G de los grafos esta definida como la subespecie de Sim tal
que G[FE] es el conjunto de todas las estructuras simpliciales de dimension 1. La especie
G. denota la subespecie de G de los grafos conezxos.

Ejemplo 1.4. La especie de las forestas es la subespecie de G de los grafos sin ciclos. Las
forestas conexas forman la especie a de los drboles. Los arboles con un nodo distinguido
del resto forman la especie A de los drboles con raiz, también llamados arborescencias.
Mas precisamente, la especie A se define por A[E] = E x a[E] para cada E.

Ejemplo 1.5. Una estructura de particion sobre el conjunto F es una familia de
subconjuntos no vacios disjuntos de F cuya uniéon es E. Denotaremos por Par la
especie de las particiones, donde Par[E] es el conjunto de todas las estructuras de
particion sobre E.

Ejemplo 1.6. La especie End es la especie de los endomorfismos, donde End[FE]
es el conjunto de todas las funciones de E en E. Si f : U — V es una biyeccién
vy g € End|[U], entonces End[f](u) = fowuo f~ es decir que el transporte de una
estructura de endomorfismo a lo largo de una biyeccion f estd dado por la conjugacion.
Es conveniente a veces visualizar a un endomorfismo de E como un grafo dirigido donde
E es el conjunto de nodos y hay una flecha que va de = a y si y solo si f(x) = y. Un
endomorfismo conezxo es un endomorfismo cuyo grafo es conexo. Denotamos por End,
la subespecie de los endomorfimos conexos.

Ejemplo 1.7. La especie § de las permutaciones es la subespecie de End de los
endomorfismos biyectivos. La especie C de los ciclos es la subespecie de S de las per-
mutaciones cuyos grafos son conexos. Convenimos que el conjunto vacio no admite
ninguna estructura de ciclo, es decir C[)] = (). De esta manera podemos decir que una
permutacion es un conjunto (posiblemente vacio) de ciclos. En particular S[0] = {0}
tiene cardinal igual a uno.

Ejemplo 1.8. Denotamos por L la especie de las listas u érdenes lineales, donde L[F]
es el conjunto de todos los 6rdenes totales sobre E. Un 6rden lineal puede representarse
por un grafo dirigido donde E es el conjunto de nodos y hay una flecha que va de = a
y siy solo si x es el antecesor de y.

Ejemplo 1.9. La especie E es la especie de los conjuntos. El conjunto de E-estructuras
sobre U tiene un tnico elemento: E[U] = {U}. Denotamos por E, la especie de los
conjuntos no vacios, E[U] = {U} si U es no vacio y E4[U] =0 si U es vacio.

Ejemplo 1.10. La especie E), es la especie de los k-conjuntos, es decir, los conjuntos
de cardinal k. Esté definida por

| {U} si|U| =k
E[U] = { 0 en caso contrario

Es decir que no es posible poner una estructura de k-conjunto a un conjunto que no
tenga cardinal k, y si tiene cardinal £ entonces posee una tnica Ej-estructura.

Ejemplo 1.11. La especie X es la especie de los singletones. Es la especie Ej en el
caso especial k = 1:
. 1
X[U] = {U} si|U| .
0 en caso contrario
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Ejemplo 1.12. La especie 1 es la especie conjunto vacio. Es la especie Ej en el caso
especial k£ = 0. Es decir que U tiene una tinica estructura de conjunto vacio si es vacio,
y ninguna estructura de conjunto vacio si no es vacio.

Ejemplo 1.13. La especie 0 es la especie nula. No importa cudl sea el conjunto U,
éste no tiene O-estructura alguna, es decir, 0[U] = () para todo U.

1.2. Especies como acciones del grupo S,. Para cada entero n > 0 denotamos
por [n] el conjunto de los primeros n naturales y por M [n| el conjunto de M-estructuras
sobre [n]. Cada especie M determina una acciéon del grupo simétrico S,, de las endo-
funciones biyectivas de [n] sobre el conjunto M[n]. Si x € M[n]y o € S, la accion esta
dada por

o.x = M[o|(x)

Como M es un functor, se verifica que esta formula define un homomorfismo de grupo
que vade S, en Syypn). Es decir que una especie M define una familia de representaciones
—una representacion para cada n— del grupo simétrico S, por permutaciones de un
conjunto finito. Inversamente, dada una familia de acciones del grupo simétrico, una
para cada n, es posible definir sin ambiguedad la especie M correspondiente.

La orbita de una M-estructura x € M[n] es el conjunto de todos los elementos de
la forma M[o|z con o € S,. El estabilizador o grupo de automorfismos de x es el
conjunto de todos los o € S, tales que M[o]z = x. Cada tipo de estructura de especie
M corresponde a una tnica 6rbita por la accion de S, para algin n.

U
v
®

FiGUurA 2. Cada permutacion de los elementos de U determina una per-
mutacion de las estructuras de grafo conexo sobre U. Cada érbita de esta
accion de S5 sobre M [3] corresponde a un tipo de estructura de grafo co-
nexo de 3 vértices.
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2. LA CATEGORIA DE LAS ESPECIES

Definicién 2.1. Sean M y N dos especies. Un morfismo h de M en N es una trans-
formacion natural de M en N, considerando que M y N son ambos functores de B en
E.

En otras palabras, un morfismo de especies h : M — N es una familia de funciones
hy : M[U] — N[U], una funcion para cada conjunto finito U, de manera que el siguiente
diagrama conmuta:

M[U] iy N[U]
M| | V7]
hy
M[V] N[V]

Podemos interpretar al morfismo A como una construcciéon que a partir de una M-
estructura produce una N-estructura de manera que da lo mismo reetiquetar antes de
la construccion que después.

Si para cada U el morfismo hy es inversible, es decir, si Ay es una funcién biyectiva,
decimos que h es un isomorfismo de especies. Si f : M — N es un isomorfismo, se
dice que M y N son especies isomorfas o combinatorialmente equivalentes y si bien la
notacion M ~ N es usual, por regla se escribe M = N sobreentendiendo que M y N
no son necesariamente iguales sino sélo isomorfas.

Ejemplo 2.2. Sea h : G — Par el morfismo que para cada estructura de grafo g € G[U]
sobre un conjunto de nodos U, construye la particion hy(g) € Par[U] del conjunto U
determinada por las componentes conexas del grafo g.

Ejemplo 2.3. Sea Inv la especie de las involuciones, esto es, Inv[U] es el conjunto
de todos los endomorfismos f de U tales f? = Id. Sea Gy la especie de los grafos (no
dirigidos) cuyas componentes conexas son de tamano < 2. Si f es una involuciéon en
Inv[U] definimos hy (f) como el grafo con nodos en U tal que u,v € U estan conectados
si y solo si f(u) = v. Se verifica que h define un isomorfismo entre Inv y Gs.

Ejemplo 2.4. Sea S(A) la especie de las permutaciones de drboles con raiz. Una
estructura de especie S(A) sobre un conjunto U se contruye de la siguiente manera.
Primero se elige una particion m de U. Luego sobre cada parte 7; se elige una estructura
de arbol a; con raiz r;, y sobre el conjunto de miembros de la particion se elige una
permutacion . Vamos a definir un isomorfismo h : S(A) — End. Dada una S(A)-
estructura p sobre U, definimos un endomorfismo hy(p) : U — U como sigue. Sea
u € U, y sea m; el miembro de la particién que contiene a u y a; es arbol sobre el
miembro ;. Si u no es la raiz r; entonces hy(p)(u) se define como el vecino de u en
a; mas cercano a la raiz de r;. Si w = r; entonces hy(p)(u) = ry(;). La construccion h
determina un isomorfismo entre End y S(A). La figura 3 ilustra este isomorfismo.

3. SERIES ASOCIADAS A UNA ESPECIE

3.1. Serie generatriz y serie de tipos. Son problemas fundamentales de la combi-
natoria enumerativa calcular los cardinales de M|[n] y de M[n]/ ~ para alguna especie
dada. Vamos a definir ahora algunos invariantes de las especies cuyo célculo involucra
resolver estos problemas. Por invariante nos referimos a cualquier objeto que se asocie
a cada especie de manera que especies isomorfas reciban el mismo objeto.
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R

Endomorfismos ~ Permutaciones de arboles con raiz

F1iGURA 3. Isomorfimo entre la especie End de los endomorfismos de un
conjunto y la especie S(A) de las permutaciones de arboles con raiz

Definicién 3.1. Sea M una especie, sea M[n] el conjunto de M-estructuras sobre
el conjunto [n] = {1,...,n} y |M[n]| su cardinal. La serie generatriz de M o serie
exponencial de M es la serie formal M (x) definida por

I.n
M) = 3 M)l 2
n>0
Si h es un isomorfismo entre las especie M y N, tenemos biyecciones hy, entre M|[n]
y N[n] para cada n, por lo tanto M (z) = N(x), lo que muestra que la serie generatriz
es un invariante. Mas ain, para cada n la biyeccién hp, es un isomorfismo entre la
accion de S, sobre M[n] y la accion de S, sobre N[n]. Por lo tanto la cantidad de
Orbitas en ambas acciones es idéntica, es decir, |M[n]/ ~| = |N[n|/ ~| para todo n.
Esto indica que la siguiente serie también es un invariante.

Definicién 3.2. Sea M una especie y sea M([n|/ ~ el conjunto de los tipos de M-
estructuras sobre {1,....n}. La serie de tipos de estructuras de M es la serie formal

M (z) definida por
M(z) =Y [Mn]/ ~| 2"
n>0
La serie de tipos de M-estructuras puede describirse como la serie generatriz de la
siguiente especie M asociada a M.

Definicién 3.3. Sea M una especie. Una M-estructura sobre un conjunto U es un par
(s,m) donde m es una M-estructura sobre U y s es un automorfismo de m, es decir
que s es una estructura de permutacion sobre U tal que M[s](m) = m.

Proposicion 3.4. La serie generatriz de la especie M es tgual a la serie de tipos de
estructuras de la especie M.

Prueba: El grupo S, actia en M|n| por la accion s.m = M|s|(m). Para cada
m € M{n] definimos Aut(m) como el conjunto de los s tales que s.m = m y definimos
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Orb(m) como el conjunto de todos los t € M[n]/ ~ es una 6rbita de la accién denotamos
por |t| la cantidad de elementos en la orbita t. Entonces

‘M[n]’: Z 1 = Z |Aut(m)| = Z \OTZ(!m)]

(s,m),s.m=m meM|[n] meM|[n]

4 Y Y Y

teM[n]/~ mEt teM(n]/~ mEt

=nl > 1= nl[Mn]/~|

teM[n]/~
O
Ejemplo 3.5. Sea E la especie de los conjuntos. Entonces E[n] consiste en una tnica
estructura para cada n, de manera que |E[n]| = |E[n]/ ~| = 1. Luego
xn x o n
E(:E)zzmze E(:z:):Zx =
n>0 n>0
Asimismo
ok
y
Ei(z)=¢"—1 BEi(x)= 2
+ + 17

En particular las series generatrices de la especie singleton X, de la especie 1 del
conjunto vacio y de la especie nula 0 son

X(z)=2 I(x)=1 0(z)=0

Ejemplo 3.6. Consideremos la especie S de las permutaciones. Como |S[n]| = n!
tenemos que la serie generatriz es
D

n>0

La orbita o tipo de una permutacion o estd caracterizada por su descomposicién en
ciclos. Si g; es la cantidad de ciclos de tamario i, el tipo de o estd dado por la secuencia
0103...0,, donde 01 + 205+ 303...+no, = n. Tales secuencias estan en biyecciéon con los
diagramas de Ferrer de n puntos, o con el conjunto de particiones del niimero n. Una
particion del niimero n es una forma de escribir a n como suma de ndmeros naturales,
sin importar el orden de los sumandos. Por lo tanto |S[n|/ ~| = p(n), donde p(n) es la
cantidad de particiones de n. La serie generatriz de los niimeros p(n) es bien conocida,
ver por ejemplo [3], de la cual obtenemos

1
p(n
; 1—x)(1—332)(1—1’3)(1—3:4)...
Ejemplo 3.7. Consideremos la especie L de las listas. Sobre [n] podemos formar n!
listas diferentes, es decir que |L[n]| = n!. Ademés podemos obtener cualquier lista
reetiquetando los elementos de cualquier otra, es decir que L[n] consiste en una tnica
6rbita. Entonces
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Observemos que S y L tienen la misma serie generatriz. Sin embargo S y L no son
isomorfas como especies ya que sus series de tipos son distintas. Esto prueba que la
serie generatriz no es un invariante completo de las especies. Por otro lado, vemos que
E'y L tienen la misma serie de tipos de estructuras. Sin embargo sus series generatrices
son distintas, lo que muestra que no son isomorfas. Por lo tanto la serie de tipos de
estructura tampoco es un invariante completo.

4. (OPERACIONES CON ESPECIES

4.1. Suma y producto. La suma o union disjunta U 4+ V de dos conjuntos U y V'
se define como

U+V=Ux{1}) UV x{2}).
Sif:U—=U'yg:V — V' son dos funciones, la funcion f+¢: U +V — U + V' se
define por

(f +9)(u,1) = f(u) (f +9)(v,2) = g(v).

Si bien U + V no es igual a V' 4 U, hay un isomorfismo entre ambos conjuntos.
Asimismo U + (V + W) ~ (U+ V) + W.
Definicién 4.1. La suma de dos especies M y N es la especie M + N definida por

(M + N)[U] = M[U] + N[U] (M + N)[f] = M[f]+ N[f]

donde f: U — V es una biyeccién entre conjuntos finitos.

Intuitivamente, poner una estructura de especie M + N sobre un conjunto U es elegir
entre poner sobre U una M-estructura o una N-estructura.

Observar que |(M + N)[n]| = |M[n]| + |N[n]| para todo n. El conjunto de 6rbitas en

(M + N)[U] es la union disjunta del conjunto de las orbitas en M[U] con el conjunto
de las orbitas en N[U]. Por lo tanto

Proposiciéon 4.2. La series asociadas a la suma M + N son

(M + N)(z) = M(z) + N(z) (M + N)(z) = M(z) + N(z)
Definicién 4.3. La especie producto M N se define por
(MN)[U]= ) M) x N[Uy] (MN)[f]= > M[fle,] x N[f,]

Esto significa que poner sobre U una estructura de especie M N consiste en elegir un
subconjunto Uy, poner sobre U; una M-estructura y poner sobre su complemento U,
una N-estructura. Se puede probar que:

Proposicion 4.4. Cualesquiera sean las especies M, N y H, tenemos los siguientes
isomorfismos de especies:

i) (MN)H = M(NH)

ii) MN = NM

iii) HM + N)=HM + HN

Si My, M, ..., M, son especies, poner sobre U una estructura de la especie producto
My M,...M,, consiste en particionar U en n subconjuntos U; (posiblemente algunos
vacios) y poner sobre U; una estructura de especie M,. En particular, si M es una
especie, poner sobre U una estructura de especie M"™ consiste en elegir para cada
1 =1, ...,n un subconjunto U; de manera que los U; son disjuntos y cubren a U, y luego
poner sobre cada U; una M-estructura. Remarquemos que en una M"-estructura las
partes U; tienen un orden.
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Proposicion 4.5. La serie generatriz del producto MN es
(MN)(z) = M(x)N(x)

Prueba: El cardinal del conjunto de M N-estructuras sobre n es

n

el = Y MOV =3 () 1M N - 4]

U1 +Uzx=U k=0
_ N~ [ME]] N - ]|
_”!;; K (n— k)
Entonces

O

Ejemplo 4.6. Sea D la especie de las permutaciones que no tienen puntos fijos, es
decir, D[U] es el conjunto de las biyecciones o : U — U tales que o(u) # u para
todo u € U. Se puede ver que la especie S de todas las permutaciones es isomorfa al
producto de la especie E de los conjuntos por la especie D, es decir, S = ED. Entonces
S(xz) = E(z)D(z), lo que permite deducir una forma cerrada de la serie generatriz de

e’ 2 2 9 3 4
D@y:1_$: 1—x+5_75+m (1+2*+2°+ 2"+ ...)
n _1 k
-y (x5
k!
n>0 \ k=0
Esto muestra que D[n] = n! (ZZ:O (_k—l,)k>, de donde vemos que cuando n — oo la

probabilidad de que una permutaciéon tomada al azar no tenga un punto fijo tiende a
1/e.

También se puede verificar que la serie de tipos de estructura se comporta bien con
respecto a la suma y multiplicacion de especies.

Proposicion 4.7. St M y N son especies entonces
(M + N)(z) = M(z) + N(z), (MN)(z) = M(z)N(z).

4.2. Composicion de especies. Sea N una especie tal que N[0] = (). Dotar a un
conjunto finito U de una N™-estructura consiste en particionar a U en una familia
ordenada de exactamente n subconjuntos no vacios Uy, Us,...,U, y elegir sobre cada
U; una N-estructura. Podemos pensar que cada parte U; estd rotulada con un niimero
del 1 al n. El grupo S,, actia sobre estas estructuras intercambiando estos rotulos.
Una estructura de especie N"/S,, corresponde a una orbita de esta accion, es decir,
consiste en particionar U en n partes no vacias sin rotular y colocar sobre cada parte
una N-estructura. Se puede ver que la serie generatriz de N™/S,, es
n
(V5@ = Y
Sea M una especie cualquiera. La especie composicion M(N) se define como sigue.
Especificar una M (N )-estructura sobre un conjunto U consiste en especificar
i) una particion m del conjunto U, con miembros Uy, Uy, ...



ESPECIES COMBINATORIAS 57

ii) una M-estructura sobre el conjunto m = {Uy,Us, ...} de los miembros de esa
particién
iii) una N-estructura sobre cada conjunto U;

Proposicion 4.8. La serie generatriz de la composicion de dos especies satisface
M(N)(z) = M(N(z))

Prueba: Sea M, la especie que asigna una M-estructura cuando el conjunto sub-
yacente tiene cardinal n, y no asigna estructura en caso contrario. Similarmente, sea
M, (N) la subespecie de M(N) donde la particién del conjunto tiene exactamente n
miembros. Entonces

M=) "M, M(N) =" M,(N)

De la definicion de M (N) poéemos ver que M, (N) :_]\4n X (N™/S,,). En particular
M, (V) () = [ M) (N°/8,) () = | fu]) 2

Luego
M) (w) = 3 (010l TE — arva)

n>0

O

Ejemplo 4.9. La especie S(A) de las permutaciones de arboles con raiz esta ilustrada
en la parte derecha de la Figura 3. Efectivamente, es una composicion de la especie
S de las permutaciones con la especie A de los arboles con raiz. El conjunto U es
particionado en miembros, sobre cada miembro vemos una estructura de arbol con raiz
y vemos una estructura exterior de permutacion sobre el conjunto de los miembros.

Ejemplo 4.10. Una estructura de particion sobre un conjunto U consiste en especificar
una particion de U en miembros U;, sobre cada U; colocar una estructura de conjunto no
vacio, y sobre el conjunto de los miembros colocar una estructura de conjunto. Dicho
brevemente, una particion es un conjunto de conjuntos no vacios. Entonces Par =
E(E,). De este isomorfismo de especies se deduce que

Par(z) = ¢!

En forma similar podemos calcular la serie generatriz de las particiones en k partes.
Esta especie se puede expresar como Ey(F,). Por lo tanto su serie generatriz es

(" = 1)
k!

Ejemplo 4.11. Colocar una estructura de permutacion sobre un conjunto U consiste
en especificar una particion de U en miembros U, sobre cada U; colocar una estructura
de ciclo, y sobre el conjunto de los miembros colocar una estructura de conjunto. Es
decir, una permutacion es un conjunto de ciclos (que por definicion son de longitud no
nula). Entonces S = E(C). La serie generatriz de la especie de las permutaciones con
exactamente k ciclos es

Ep(Ey)(x) =

B = ot (12



58 RODRIGO IGLESIAS

5. ESPECIES PONDERADAS

La serie generatriz de una especie M da una medida de la especie M en el sentido
que es una recopilacion de los cardinales |M|[n]|, los cuales son una medida natural de
los tamanos de los conjuntos M[n] de M-estructuras sobre {1, ...,n}. El cardinal de un
conjunto finito es, en particular, una funcién p que a cada conjunto finito A le asigna
un elemento de un semianillo S —el de los ntimeros naturales— que satisface:

i) WA+ B) = p(A) + u(B),

i) l(A X B) = p(A)u(B).

Permitiendo que el semianillo S sea arbitrario podemos obtener medidas més refina-
das de los conjuntos de estructuras. Por ejemplo, en lugar de medir el conjunto de los
grafos de n nodos por su cardinal, podemos asociarle el polinomio ¢,,o+ gn1 2+ gna®>+ ...
donde g, es la cantidad de estructuras de grafo con k puentes sobre un conjunto de
n nodos. A continuacion veremos una manera de construir tales medidas considerando
la categoria de los conjuntos ponderados.

5.1. Categoria de los conjuntos ponderados. Sea M un monoide donde cada
elemento tiene un numero finito de factorizaciones. Un conjunto ponderado es un par
(A,w) donde A es un conjunto y w es una funcion w : A — M. En tal caso decimos
que w es una M-ponderacion y que w(a) es el peso de a.

Un morfismo entre conjuntos ponderados (A,w) y (B,v) es una funcion f: A — B
que preserva los pesos, es decir, tal que vo f = w.

La suma (A,w)+ (B, ) de conjuntos ponderados es el par (A+ B, w+v) donde A+ B
es la union disjunta de A y By la ponderacion w+v esté definida por (w+v)(x) = w(x)
siz€ Ay (w+v)(r)=v(x)siz e B.

El producto (A,w) x (B,v) de conjuntos ponderados es el par (A x B,w x v) donde
A X B es el producto cartesiano y w X v esta definida por (w x v)(a,b) = w(a)v(b).

El anillo de series formales Z[M] es el anillo de las combinaciones lineales formales
de elementos de M. Un elemento f de Z[M] es de la forma

F=> fl)e

donde f(x) es un niimero entero y es nulo excepto para un conjunto finito de elementos
de M. La suma y el producto en Z[M] estan dados por

(f +9)(x) = f(z) + g(x)
(f9)(x) = Y fu)g(v)

UvV==x
Un conjunto M-ponderado es sumable si w™'(m) es un conjunto finito para todo peso
m € M.
Sea [y la categoria cuyos objetos son los conjuntos M-ponderados sumables y cuyos
morfismos son las funciones que preservan las ponderaciones.
Sea (A,w) € Ey. La cardinalidad (o peso total) de A es la serie formal en Z[M]
definida por

acA

Proposiciéon 5.1. Si A, B € Ey entonces
|A+ B,

|A x B|

= [Al, +1Bl,
= [Al,|Bl,

wXvV
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5.2. Especies ponderadas y sus series asociadas. Una especie ponderada es un
functor M, : B — Ey;. Es decir que M, es una regla que

i) para cada conjunto finito U produce un conjunto M-ponderado sumable M[U] =
(M[U]’ wU)

ii) para cada biyeccion f: U — V produce una funcion M|[f] : M,[U] — M[V] que
preserva los pesos de manera que

a) para todas las biyecciones f: U -V yg:V - W

Mlgo f] = Mlg] o M[f]
b) para todos los conjuntos U
M{Idy| = Idaqy

La funcion M(f] se llama el tranporte de estructura a lo largo de f. Se deduce de la
definicion que M|[f] es una biyeccion que preserva los pesos y por lo tanto
|M[Ul,, = [M[V]]

wy

El cardinal [M[U]|, lo vamos a notar mas simplemente por [M[U]|, y una especie
ponderada M la vamos notar por M, donde w hace referencia a la familia de pondera-
ciones wy.

La serie generatriz de una especie ponderada M se define como

M) = S IMpall, 5

n>0

Si w y v son estructuras en M[U] y M[V] respectivamente tales que M[f](u) = v,
decimos que u y v son isomorfas. Observar que en tal caso wy(u) = wy(v), por lo tanto
el peso de las estructuras es constante a lo largo de cada clase de isomorfismo. Esto
permite definir sin ambiguedad el peso w(t) de un tipo de estructura t como el peso w(a)
de cualquier estructura a que represente a la clase t. De esta manera, la ponderaciéon
de M[U] induce una ponderacion del conjunto M[U]/ ~ de los tipos de estructuras y
la cardinalidad de M[U]/ ~ queda definida como

MUY/~ = Y wt)

teM[U]/~

La serie generatriz de tipos de la especie ponderada M se define como

M(x) =" |M[n]/ ~|, ="

n>0

Ejemplo 5.2. Sea S la especie de las permutaciones. Sea o € S[n| una estructura de
permutacion sobre el conjunto [n] = {1, ...,n} y sea 0; la cantidad de ciclos de tamanio i
en su descomposicion en ciclos. Para cada biyeccion f : [n] — [n] tenemos una biyeccion
S[f] : S[n] — S[n] dada por el functor S. Es decir que S determina una accion del
grupo de permutaciones sobre el conjunto de las estructuras de permutacion dada
por S[f](¢) = fof~'. Es 1til interpretar esta accion representando a o por su grafo
asociado y a f como un reetiquetamiento de los vértices del grafo. La descomposicion
en componentes conexas corresponde a la descomposiciéon de o en ciclos. La 6rbita de la
permutacion o abarca a todas las permutaciones con la misma descomposicion. Luego
podemos identificar al tipo de la permutacion o con la secuencia oy, 09, ... El peso de o
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se define como w(o) = s7's52s5%...s9". La cardinalidad de S[n]| es

|S[n]|, = Z STt sg.sin = Z P71y ey ) STHSS2S0

c€S[n] r14+2ro+...4nrp=n

donde p(ry, ..., 7,) es la cantidad de permutaciones sobre [n] con peso si's5?...s0m. Obser-
vemos que p(ry,...,7,) es el cardinal de la orbita de una permutacion de tipo ry, o, ....
Entonces para calcularlo es suficiente calcular el estabilizador de una permutacion tal.
Si interpretamos a o como un grafo etiquetado, debemos contar cuintos reetiqueta-
mientos preservan la estructura de grafo etiquetado.

Una forma de reetiquetar preservando al grafo es que cada etiqueta se mantenga en su
componente conexa , produciendo en cada componente un corrimiento ciclico. En una
componente de ¢ elementos tenemos ¢ tales corrimientos. Por lo tanto hay 17273"...
formas diferentes de reetiquetar de esta manera.

Por otro lado, podemos intercambiar en bloque las etiquetas entre componentes
de igual tamano, preservando un orden prefijado en cada componente ciclica. Hay
r1!ralrsl... intercambios de este tipo. Estos movimientos de las etiquetas conmutan con
los del tipo anterior.

Puede verse que cualquier reetiquetamiento que preserve la estructura de grafo de
o se obtiene de forma tinica como composiciéon de un movimiento del primer tipo
compuesto con uno del segundo tipo. Por lo tanto el estabilizador de o tiene cardinal
11272791351 v por lo tanto

n!
N 1T1T1!2r27“2!3r37“3!...

De aqui obtenemos que la serie generatriz de la especie de las permutaciones ponde-
radas es

P(T1y ey )

T1 T2 T n

n! si'sy?...sn x
Sul(z) = Z Z | ! n Il
1mr 127205137375l 0", I 0l

n>0  r14+2ro+3r3+...4+nrp=n

- Y S S ST
N 7“1! 1 7"2! 2 7”3! 3

r1,72,...€L>0

_OO 1 sz sE\T B S1  So  S3 ))
_g ;H(k) _eXp<x<1+2+3+“'

=0

Ejemplo 5.3. Consideremos la especie Par de las particiones. Si m € Par[n] es una
particion del conjunto [n] y m; es el ntimero de partes de tamafio ¢ en 7, se define el
peso w(m) como el monomio s7*s32...s7".

Al igual que en el caso de la especie de permutaciones, cada tipo de particiéon esté
caracterizado por su peso. Es decir que las 6rbitas de la acciéon del grupo simétrico
sobre el conjunto Par[n| son distinguidas por el peso w.

La cardinalidad de Par[n] es
|Par[n]|, = Z STt sh.spn = Z G171, ey ) STSS2ST0

w€Par[n] r14+2ra+...4nrp=n

donde ¢(r1, ...,7,) es la cantidad de particiones sobre [n| con peso s's5?...sl". El calcu-

lo de ¢(ry,...,r,) es muy similar al caso de la especie de permutaciones en el ejem-
plo anterior. Es suficiente calcular el subgrupo estabilizador de una particion de tipo
1,72,y ey Ty
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Por un lado tenemos los reetiquetamientos que mantienen cada etiqueta dentro de
la misma parte donde habita. Hay (1!)™(2!)"2(3!)"3...(n!)"" de estos movimientos de
etiquetas. Por otro lado estan los movimientos que intercambian las etiquetas en blo-
que entre partes de igual tamano manteniendo un orden prefijado en cada parte. Hay
rilral...r,! de estos reetiquetamientos, los cuales conmutan con los anteriores. Luego

n!
r (1) 2Nz Ly l(nd)re

q(r1y .y rn) =

Obtenemos asi la funcién generatriz

n

n! sitsl?.. st T
Par,( 1 52 L
ar, (@) = 3 2 A1 (225! (373! (nl)rr! nl

n>0 ri4+2ro+...4nrp=n

_ s2 83
_eXp<x (1'+2l+3'+ >)

. . z_ .., .
Observar que sustituyendo = por 1y s; por z* se obtiene e(¢"~1), la funcion generatriz
ordinaria de la especie de particiones.

T1 T2

Las operaciones de suma y producto de especies ponderadas se definen imitando la
definicion de suma y producto de especies ordinarias reemplazando la suma y producto
cartesiano de conjuntos por sus versiones ponderadas. En forma anéloga se verifica que
las series generatrices y las series de tipos de especies ponderadas se comportan bien
con respecto a estas operaciones.

Proposicién 5.4. Si M, y N, son especies ponderadas entonces

(Mw + Nu)(x) = Mw@) + Nu(x), (MwNu)(x) = Mw(x)Nu(x)-
(Mo + N,)(2) = My () + Np(), (MuN,)(x) = My(z)N, ().

5.3. Serie indicatriz de ciclos. Dada una especie (ordinaria) M, observamos que

la especie M —cuyas estructuras son los pares (m, o) donde ¢ es un automorfismo de
la M-estructura m— tiene una ponderacion natural. El peso de un elemento (m, o) es

s7's9?... donde g es la cantidad de ciclos de longitud 7 en 0. Denotamos a esta especie

ponderada por M. La serie generatriz de M como especie ponderada se puede escribir

como
r xn g (o} g
M(z) = g ] < g |M[o]| 311522333...>

n>0 oESy

donde M|o] es el conjunto de M-estructuras sobre [n] que son fijadas por la permutacion
o de [n]. La serie indicatriz de ciclos de M (o simplemente serie de ciclos) es la serie
formal en las variables s, so, ... definida por

ZM(SI, S9, S3, ) = M\(l)

Ejemplo 5.5. Sea M la especie E de los conjuntos. En este caso M coincide con la
especie ponderada de las permutaciones S,,. De acuerdo al calculo que ya efectuamos
de la serie S, (z) obtenemos que la serie de ciclos de E esta dada por

51 Sy s
Zp(s1, S2,...) = exp <T1 + 52 + 33 + )
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De las propiedades de las series ponderadas vemos que
Zyin = Zy + 2, ZuNn =ZmZN-

Veamos que la serie de ciclos es un refinamiento de la serie generatriz y de la serie de
tipos a la vez.

Observar que el cardinal del conjunto M|[o| sb6lo depende del tipo ng,ns... de la
permutacion o. Entonces podemos escribir M[o] = M[nq,na, ...].

Proposicion 5.6. La serie de ciclos de M se puede escribir como

ny ng _ns
511897857 ..

1"1n1! 2"2n2! 3"3n3!...

Zni(s1, 82,...) = > |M[nyns..|

n1+2n2+3n3+...<oco

Prueba: La identidad se consigue agrupando los términos de acuerdo al tipo de
cada permutaciéon ¢ en la suma original y recordando que 1"'n;! 2™ny! 3™ngl... es
el cardinal del subgrupo estabilizador de una permutacion de tipo ny, ns, ... cuando el
grupo S, actiia por conjugaciéon sobre el conjunto de las permutaciones. 0

Corolario 5.7. La serie generatriz de M se obtiene como
Z]V[(JI, O, O, ) = M(x)

Sea M/ ~ el conjunto de tipos de M-estructuras, esto es, un elemento ¢ de M/ ~
es una oOrbita en M [n| por la accion de S, para algin n. Si G es un subgrupo de S,
entonces el indice de ciclos de G se deﬁne como

g 571897555,
UEG

Dado x € t, con t € M/ ~, si G, es el subgrupo estabilizador de x observamos que
Z(G,) solo depende de t, por lo tanto denotamos por Z(G;) y por |G| al indice de
ciclos y al cardinal de GG, respectivamente. La cantidad de elementos en la 6rbita ¢ la
denotamos por [t|.

Proposicion 5.8. La serie de ciclos de M se puede escribir como

Zu(s1,82,..) = Y Z(Gy)

tEM/n

Prueba:

I = Y S S D S

n>0 " (4,0)eM[n] n>0 " zcMn] 0€G,
-y Y Y Y g =Y Y Oy g
n>0 teM[n]/~ n! z€t 0€G, n>0 teMin]/~ 'aer
Z Z 25‘1’1532... = Z Z(Gy)
n>0 teM[n]/w UEG teM/~

Corolario 5.9. La serie de tipos de estructura de M se obtiene como

Zy(w, 2%, 2%,..) = M(x)
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Prueba: El célculo anterior muestra que

ZM(x I :L’ E E E 01+202+303+

n>0 teM[n UEG
1
=2 D g s Z > " = M)
n>0 teMn]/~ ceGy n>0 teMn]/~

6. TEOREMA DE REDFIELD-POLYA

Un problema fundamental en combinatoria es contar el nimero de o6rbitas cuando
un grupo acttia sobre un conjunto finito. Una especie M brinda una familia de acciones
—una para cada n— del grupo S, sobre el conjunto de M-estructuras M [n|. Entonces el
problema de contar las orbitas de estas acciones es equivalente al de calcular la serie
de tipos M (x).

Como vimos, la serie de tipos se comporta bien con respecto a las operaciones de
suma y multiplicacion de especies. Sin embargo, no pue/dgiecirse lo mismo respecto

de la operacion de composicién. En efecto, la identidad M (N)(z) = M(N(z)) es falsa.
Por ejemplo, si S, E' y C son las especies de las permutaciones, los conjuntos y los
ciclos respectivamente, tenemos el isomorfismo de especies S = F(C). En efecto, una
permutacion es un conjunto de ciclos. Sin embargo sus series de tipos son
~ 1 ~ x ~ 1
Sx)=1] Clx) = E(x) =

1—2an 1—2z
n>0

Dado que la composiciéon es una operaciéon fundamental en la construccion de especies
interesantes, es importante disponer de un método para calcular la serie de tipos de
estructura de una composicién. La clave esta en interpretar a la serie de tipos como
Zy(z, 2%, 23, ...) puesto que la serie de ciclos satisface la siguiente ley de sustitucion.

Proposicién 6.1. Sean M y N especies, tal que N[Q] = 0. Entonces
Z]M(N)(Sla S9, 83, ) = ZM(ZN(Sla S92, S3, )7 ZN(SQ, S4, S, ), ZN(Sg, S6, S9, ), )

Nos referiremos a esta identidad como el teorema de enumeracion de Pélya o teorema
de Redfield-Polya. En esta secciéon damos una guia para probar esta identidad de series
formales basandonos en la prueba y la teoria formulada por Joyal en [4].

Como consecuencia inmediata de esta formula obtenemos

Corolario 6.2. La serie de tipos de estructura de la composicion de especies estd dada
por

P

M(N)(z) = Zy(N(z), N(z?), N(z), ...)

Ejemplo 6.3. De la expresion que obtuvimos para la serie de ciclos de la especie de
los conjuntos obtenemos que

— N N(? N(a?
E(N)(z) = exp () + (@) + C + ...
1 2 3
Para probar la proposicion 6.1 debemos calcular la serie generatriz de la especie

ponderada M(N). Es decir que debemos analizar la especie M (N) con la ponderacion
determinada por la descomposicion en ciclos del automorfismo. Una estructura de es-

—~——

pecie M(N) sobre un conjunto U es un par (x,0) donde = es una M (N)-estructura y
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o es una permutacion de los elementos de U que fija la estructura z, es decir tal que
M(N)[o|x = x. En la Figura 4 vemos un ejemplo de una estructura de esta especie y
del peso correspondiente.

La M(N)-estructura x sobre U es de la forma x = (m,ny,ne,...), es decir consiste
en una particion de U, una N-estructura n; sobre cada miembro U; de la particion, y
una M-estructura m sobre el conjunto de los miembros. Entonces, el automorfismo o
de = induce una permutacion o entre los miembros de la particion. Observemos que
el par (m, ) es una estructura de especie M sobre el conjunto de los miembros de la
particion de U.

Para entender esta estructura conviene considerar primero el caso en que la permu-
tacion inducida @ consiste en s6lo un ciclo. Nos referiremos a tales estructuras como
N-coronas. En la Figur/\a/él podemos observar como el automorfismo o induce la des-

composicion de una M (N)-estructura como uniéon disjunta de N-coronas.

—_—

FI1GURA 4. Ejemplo de una estructura de una especie de la forma M (N).
En este caso M es la especie de los grafos y N es la especie de los
arboles. El automorfismo o estd representado por las flechas delgadas y
descompone a la estructura en tres N-coronas. Una corona de longitud 3
que aporta un peso s3sg. Otra corona de longitud 1 que aporta un peso
s2s5. Y una tltima corona de longitud 2 que aporta un peso s3. Por lo

tanto el peso total de la estructura es s?s3s3sg .

6.1. Coronas de N-estructuras. Colocar una estructura de N-corona de lon-
gitud n sobre conjunto U consiste en particionar al conjunto U en n partes igua-
les Uy,Us,...,U,, colocar una N-estructura sobre cada U; y especificar biyecciones
o; : Uy — Uiy (identificando n 4+ 1 con 1) de manera que realicen isomorfismos de
N-estructuras. En otras palabras, una N-corona es un conjunto de N-estructuras junto
con un automorfismo que permuta circularmente los miembros de la particiéon. Deno-
tamos por C¥ a la especie de las N-coronas de longitud n.

Una estructura de N-corona marcada (de longitud n) sobre U consiste en una
N-corona de longitud n sobre U junto con un elemento del conjunto {Uy, ..., U,}. De-
notamos por LY a esta especie. Observar que |LY [U]| = n |CY[U]).
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Proposicion 6.4. Sea L, la especie de las listas de longitud n. Entonces tenemos el
1somorfismo de especies

Lﬁf = N(Ln)

El isomorfismo entre estas especies estd sugerido por la Figura 5. La idea es con-
siderar la parte U; distinguida y componer los isomorfismos saliendo de ella n veces
hasta obtener un automorfismo de la U; distinguida que fija la N-estructura. Toda la
informacion de la LY -estructura queda codificada por este automorfismo junto con las

secuencias determinadas por la cadena de composiciones saliendo de cada elemento de
U;.

FIGURA 5. Ejemplo del isomorfismo entre la especie de las N-coronas
marcadas de longitud n y la especie N(L,,). En este caso la especie N es
la de los arboles y n = 3. A la izquierda tenemos una corona de arboles
de longitud 3 con uno de los miembros marcados. El automorfismo o de
la corona estd compuesto por un 3-ciclo y por un 6-ciclo, por lo tanto
el peso de la corona es s3sg. A la derecha tenemos el arbol de listas
asociado junto con el automorfismo @ inducido por o. El peso de 7 se
obtiene dividiendo los indices de o por 3.

El grupo Z, actia naturalmente por automorfismos de la especie LY permutando
ciclicamente los U;. Entonces podemos describir a la especie C2¥ como la especie cociente

(6.1) erzv = N(Ln)/zn

Cada ciclo ¢ del automorfismo o de una N-corona de longitud n tiene longitud kn para
algin entero k. El correspondiente ciclo ¢ del automorfismo inducido & tiene longitud k.
Teniendo en cuenta este hecho junto con el isomorfismo 6.1 se puede probar la siguiente
formula para la serie de ciclos de una corona.

Proposicion 6.5. La serie indicatriz de ciclos de la especie de las N-coronas de lon-
gitud n esta dada por

1
ch (Sl, S92, 83, ) = EZN(STH S2ns S3n; )

En particular
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Corolario 6.6. La serie generatriz de la especie de las N-coronas de longitud n estd
dada por

6.2. Conjuntos de k R-estructuras. Sea R una especie tal que R[0] = (. Una
Ei(R)-estructura sobre U se especifica eligiendo una particién de U en exactamente k
miembros y colocando sobre cada miembro una R-estructura. Una manera alternativa
de describirla es como la especie cociente Ej(R) = R¥/Sj. La serie de ciclos esta dada
por la siguiente férmula.

Proposicion 6.7. Sea R una especie tal que R[0] = (). La serie indicatriz de ciclos de
la especie de los conjuntos de exactamente k R-estructuras es

(ZR(Sl, S9, S3, ))k
k!

Corolario 6.8. La especie Eq4(CY) de los conjuntos de exactamente d N-coronas de
longitud @ tiene como serie de ciclos a

ZEk(R)(Sla'SZyS?n ) =

(ZN(SZ'> 524, 534, ‘--))d
ZEd(CiN)<$1,SQ,83,...) = idd|

P

Dado un conjunto U podemos especificar una M (N )-estructura sobre U mediante la
siguiente serie de pasos.

1. Especificamos una secuencia dy, ds, ds, ... tal que d; = 0 para ¢ mayor que cierto
n.

2. Determinamos para cada ¢ un subconjunto U; de U de manera que los U; son
disjuntos y cubren a U.

3. Elegimos sobre cada U; una estructura de especie Fq,(CV), es decir, una estruc-
tura de conjunto de exactamente d; N-coronas de longitud ¢. Cada corona de
longitud 4 tiene ¢ miembros. Sea U el conjunto de todos los miembros de coronas
y sea ¢ la permutacion de estos miembros inducida por las coronas.

4. Elegimos sobre el conjunto U de los miembros de las coronas una M-estructura
que quede fija por la permutaciéon &. La cantidad de tales M-estructuras soélo
depende de la secuencia dy, ds, ... v la notamos por M|d;, ds, ...|

—_—

Esta descripcion de la especie M (V) es la guia para establecer el siguiente isomorfismo
de especies ponderadas.

Proposicién 6.9. La especie ponderada ]\T(F) se puede expandir como
M(N)= > Mldi,dy,..] Eq(Cl) Eg,(Cy) Eg(Cy) ...
di,dz,...

Evaluando las series generatrices de ambos miembros obtenemos la siguiente identi-
dad de series formales.

Z SiyS2iy S35y «e- i
ZM(N) — Z M[dl,dg,...] H( N( 2 3 ))

, i)
dy,da,... 1>1

Teniendo en cuenta la expresion para la serie de ciclos obtenida en la Proposicion 5.6
el teorema de Redfield-Poélya se obtiene de esta tltima identidad.
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