INTRODUCCION A LA TEORIA DE ELIMINACION
NICOLAS BOTBOL

RESUMEN. El objeto de estudio de estas notas es la teoria de eliminacién, y en parti-
cular, nos concentraremos en estudiar resultantes. Cuando hablamos de resultantes,
precisamente nos referimos a resultantes homogéneas en el espacio proyectivo, que
llamaremos, resultante de Macaulay. Esta resultante surge como una generalizacién
de la resultante de Sylvester para dos polinomios univariados.

Dado un conjunto de n polinomios homogéneos fi,..., f, en n variables con coe-
ficientes en un anillo A, introduciremos la nocién de ideal eliminante, 2 de A, que
resultara bajo ciertas condiciones un ideal principal, y cuyo generador llamaremos Re-

sultante homogénea de f1,..., f,. Veremos que el conjunto de ceros de 2 en Spec(A)
parametriza los coeficientes para los cuales los polinomios f,..., f, tienen un cero
comun.

Veremos ademés que esta resultante puede ser calculada como el determinate de
un complejo de A-modulos y que ademés coincide con la parte en codimensiéon 1 de
un ideal de menores maximales de una cierta matriz M, que se lo conoce como ideal
inicial de Fitting de M.
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INTRODUCCION

El objeto de estudio de estas notas es la teoria de eliminacién, y en particular, nos
concentraremos en estudiar resultantes. Cuando hablamos de resultantes, precisamen-
te nos referimos a resultantes homogéneas en el espacio proyectivo, que llamaremos,
resultante de Macaulay. Esta resultante surge como una generalizacion de la resultante
de Sylvester para dos polinomios univariados, que repasaremos en la Seccion 1.

El contexto sera el siguiente: A un anillo conmutativo con unidad que se supondré
casi siempre integro y noetheriano, R = A[Xj,...,X,] el anillo de polinomios con
coeficientes en A con la graduacion habitual, donde deg(X;) = 1 y deg(a) = 0 para
todo a € Ay R, su ideal irrelevante de elementos de grado positivo. Sea fi,..., f, una
sucesion regular de n polinomios homogéneos, con deg(f;) =d; > 0,e I = (f1,..., fn)-

El anillo cociente B = R/I es un anillo graduado, con la graduacion heredada
de R. El ideal homogéneo 0 de B, tiene una descomposicion 0 = p N g, donde q
es la componente R, -primaria o componente irrelevante y p = Hp (B) es un ideal
homogéneo que se define pasando al cociente por I al ideal TFg, (I) de formas de
inercia de I en R.

Escribamos B := B/Hy, (B). Naturalmente, los subesquemas cerrados de Proj(R)

definidos por Proj(B) y Proj(B) coinciden. Ademas, llamando B, y B, a las partes
homogéneas de grado v, se tiene que B, = B, si v es suficientemente grande. Precisa-
mente, para que B, y B, coincidan, basta encontrar un valor v, tal que H%+ (B), =0
siv >y =) ,(di—1)+1, que llamaremos indice de saturacién de I (el estudio del
valor 1 esta contenido en la tultima parte del Apéndice B, dedicado a la regularidad
de Castelnuovo-Mumford).

Como R es un anillo graduado sobre A, Proj(R) es un esquema proyectivo so-
bre Spec(A), y también lo es Proj(B) = Proj(B). Llamando 7 a la proyecciéon 7 :
Proj(R) — Spec(A), asi como a la proyeccion inducida 7 : Proj(B) — Spec(A), obte-
nemos que la imagen de Proj(B) por 7 esta dada por el ideal eliminante H%+(B) NA=
HI%+ (B)o, que denotaremos por . Esto sera estudiado en detalle en la Secciéon 2, donde
ademéas probaremos el Teorema Principal de Eliminacion, Teorema 2.7, que establece
la relacion entre el ideal de coeficientes 2 y la existencia de ceros comunes de I para
esos coeficientes.

Mejor que el ideal de eliminacion 2, es el ideal de Fitting § := Fitto(B,) con v > v
(tipicamente v = 14), ya que no solo es principal en codimension 1, con el mismo
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conjunto de ceros que 2, sino que ademas verifica propiedades funtoriales muy conve-
nientes, como ser estable por cambios de base. Ademas, su parte de codimensiéon 1y
puede ser calculado mediante un producto alternado de determinantes.

Como lo senial6 Jouanolou, Hurwitz demostr6 en 1913 (ver [Hurl3]) que, en el caso de
polinomios homogéneos genéricos fi,..., f. -y este serd nuestro contexto- el complejo
Koszul es aciclico en grados positivos si el ntimero de polinomios r es menor o igual al
ntmero de variables n, ya que forman una sucesion regular. Desde alrededor de 1930 se
sabe que las resultantes homogéneas se pueden calcular como el invariante de McRae de
este complejo, vy a esto es a lo que nos referiamos al decir que la parte de codimensiéon
1 de § := Fittg(B,) con v > vy puede ser calculado mediante un producto alternado
de determinantes, que vienen de los diferenciales de este complejo de Koszul graduado,
en grado v con v > vj.

En la Seccién 3 recordaremos la definicion de este complejo, y desarrollaremos las
herramientas necesarias para nuestras aplicaciones. En la Seccién 4 veremos, en el Teo-
rema 4.1 que el ideal 2 es primo y principal y que por lo tanto define una subvariedad
de Spec(A) de codimension 1. Luego, probaremos que 2 = anna(B,) si v > vy, es
decir, que es un A-modulo de torsion. Al final de esa seccion, mostraremos que (con
hipotesis) todo A-modulo M de torsion define un divisor div(M), y que dada una re-
solucion libre de M, este divisor puede ser calculado mediante un producto alternado
de determinantes. Como mencionamos, esta resolucion serd el complejo de Koszul de
fi,-.., fr en grado v > 1. En la Seccién 5 definiremos y estudiaremos los ideales de
Fitting mencionados, asi como el invariante de MacRae, lo que completaré el estudio
de la resultante de Macaulay.

Es importante entender la diferencia que estamos marcando entre los ideales 2 y
$: Mientras que el primero es principal e irreducible y describe la imagen cerrada de
7 : Proj(B) — Spec(A), el segundo no lo serd y describe la imagen de Fitting de ,
pero el divisor asociado a § coincide con 2 lo cual dice que la parte en codimension 1
de V(§) coincide con V' (2), y en particular como conjuntos también coinciden.

Como ya se dijo, a lo largo de estas notas, estudiaremos la relacion y propidades
de estos dos ideales, ya que, como mencionamos, el primero es més intuitivo geomé-
tricamente, pero el segundo presenta mejores propiedades algebraicas. Un estudio mas
detallado sobre imagenes cerradas e imagenes de Fitting se puede encontrar en [EHO0O,
Cap. V|.

Notacion. En estas notas, los anillos seran todos conmutativos y con unidad, éstas
son hipotesis habituales en el area, aunque parte de la teoria pueda desarrollarse sin
ellas.

Cuando llamemos A a un anillo, en general estaremos pensando en que A es el anillo
de coeficientes universales Z[{U; ,}] o un anillo de coeficientes arbitrario, pero esto
es simplemente una intuiciéon que deberia ayudar al lector a entender la geometria de
fondo. En general A no seré provisto de una graduacion, y por lo tanto el esquema que le
asociaremos sera Spec(A). Cuando querramos indicar que A es un cuerpo, cominmente
escribiremos k en lugar de A.

El anillo R, por lo general ser4 un anillo de polinomios en n variables X;, con coe-
ficientes en A o en k. Nos interesard dotar a R de la graduacion habitual, donde
deg(X;) = 1y deg(a) = 0 para todo a € A. Esta graduacion nos permitira definir en
R el ideal maximar irrelevante de elementos de grado positivos R, = (Xy,...,X,) v
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geométricamnte le asociamos a R el esquema proyectivo Proj(R) que se escribe Pz_l 0
P}~ ! segiin corresponda.

Notaremos con fi,..., f. al conjunto de R polinomios homogéneos, en n variables
X, con coeficientes en A, es decir, elementos homogéneos de R. Tipicamente f; tendra
grado d;, es decir, f; € Ry,. Estudiaremos principalmente el caso en que r = n, y
que forman una sucesion regular en R. Esto dice que el cociente B := R/I es una
interseccion completa.

Frecuentemente escribiremos,

fi= Z ua,iXa

loo|=d;

con Uua; € A, a = (ag,...,a), o] =ag+ -+ oy, X¥ = X7 - Xy fo; €A
para todo a y todo i. También nos permitiremos reemplzar las u,; por U, ;, cuando
querramos indicar que son variables. Es decir, la diferencia radica en que en el primer
caso tenderiamos a creer que estan especializadas y que A es un anillo de coeficientes
cualquiera, mientras que en el segundo no lo estan y A = Z[{U;,}] es el anillo de
coeficintes universales.

En cualquier caso, escribamos I := (fi,..., f.) C R, ideal homogéneo de R, y
B := R/I. Como I es homogéneo, B es un R-moédulo graduado, con la graduacion
heredada de R. Escribiremos Proj(B) para denotar el subesquema de Proj(R) definido
por I, que comtinmente se escribe V' (I).

Mas en general, dado un ideal J de un anillo S, escribiremos V(J) par denotar
Spec(S/J). También, si S fuera un anillo graduado estdndar y J homogéneo, V(J)
podréa denotar Proj(S/.J). Esta notacion es habitual y hace referencia a la intuicion de
pensar V' (J) como una subvariedad del espacio afin o proyectivo asociado al anillo de
polinomios S definida por “los ceros” de f, donde f recorre todos los elementos de J.

1. RESULTANTE UNIVARIADA

En esta primera parte, estudiaremos la resultante de dos polinomios univariados y de
dos polinomios homogéneos en dos variables. Esta teoria clasica que data del siglo XIX
nos permitird comprender con facilidad el contexto geométrico y algebraico de la teorfa
de eliminacion general, asi como de remarcar el caracter universal de la resultante.

1.1. Definicién. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Sean fi, fo € A[X] dos
polinomios de grado dy, ds > 0. Escribamos

dy da
=0

=0

A estos dos polinomios les asociamos la matriz Sylvester definida como sigue.
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Definicién 1.1. Sean A un anillo conmutativo con unidad, fi, fo € A[X] dos polino-
mios de grado dy, ds > 0, como en (1.1). La matriz

aq, 0 -+ 0 by 0 - 0
Agy—1 Qg : : ba, :
: ag,—1 - 0 by
Syl(fi, f2) = | aq f ag, 0 b 0
0 ag ag,—1 : 0 ba,
0 0 - a 0 0 - b

de (di + dg) x (dy + dy) con coeficientes en A, se llama matriz de Sylvester de fi, fo.

Definicién 1.2. Sean fi, f» € A[X] dos polinomios de grado dy, ds > 0. Definimos la
Resultante de Sylvester de f1, f2, como

Res, (f1, f2) = det(Syl(f1, f2))

1.2. Propiedades elementales. Los polinomios f;, fo definen un morfismo de A-
modulos

(1.2) AlX]<a, @ AlX]<as - AlX]<di+d,

(hi, ho) = hifi + hafo

En estos términos, la Proposicion 1.3 dice que Res,(f1, f2) € im(9). Ademas, es facil
ver que la matriz de 0 en bases candnicas coincide con la matriz Syl( f1, f2) (ver ejercicio
2).

Proposicion 1.3. Sean fi, fo € A[X] dos polinomios de grado di,ds > 0. Entonces,
existen dos polinomios hy, hy tales que deg(h;) < d;, i = 1,2 y Res,(f1, f2) = frh1 +
f2h2 S A[X]

Demostracion. Es inmediato verificar que se tiene la siguiente igualdad de vectores
(Xhtdml xditda=l X ) SYI(fr, fo) = (X2 fe, . XL L X T foy o X fa, fo)
Desarrollando la regla de Cramer se tiene que
Res,(f1, f2) - 1 = det M,

donde M es la matriz que se obtiene a partir de Syl(f1, fo) reemplazando la tltima fila
por el vector (X f1, ..., X fi, f1, XU fo, ..., X fo, fo).
Calculando det(M) por la tltima fila, se tiene lo buscado. O

Para polinomios sobre un anillo integro, se tiene el sigueinte resultado, que es una
de las motivaciones principales para el estudio de las resultantes.

Proposicion 1.4. Sea A un anillo integro con cuerpo de fracciones K. Sean fi, fs €
A[X] dos polinomios de grado di,dy > 0 y sea O un morfismo de A-mddulos como en
(1.2). Entonces son equivalentes

1. 0 es inyectivo,

2. Resx(flaf?) 7é 07
3. f1 y fa2 son coprimos en K[X].
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Demostracion. La equivalencia entre los puntos 1. y 2. se desprende del Ejercicio 3.
Para ver que 1. y 3. son equivalentes, supongamos primero que f; y fs son coprimos en
K[X], vy que existen polinomios hy y hs tales que deg(h;) < d;, i = 1,2,y 9(hy, he) = 0.
Esto ultimo dice que hyfy = —haofs, v entonces, filhy v fa|hy, de lo cual se deduce,
observando los grados, que hy = hy = 0. Si f1 y f2 no son coprimos en K[X], entonces
existe un polinomio h de grado positivo tal que f; = hg;, con deg(g;) < deg(f;) = d;,
1 =1,2. Sea d € A el producto de los denominadores de ¢; y ¢». La no-inyectividad
de 0 se defuce del hecho que 0 = d(fof1 — fif2) = h(gafi — g1f2), es decir de que
0 # (g2, —g1) € ker(0). O

Como consecuencia de esto se tiene que Resx(f1, f2) # 0 si y solo si f; y fo tienen
una raiz comtn en una extension algebraica de K (ver Ejercicios 4 y 5).

Si introducimos una nueva variable Y para homogeneizar a los polinomios fi, f,
podemos definir la resultante homogénea de dos polinomios homogéneos bivaluados de
la siguiente forma:

Definicién 1.5. Sean fi, fo € A[X, Y] dos polinomios homogeéneos de grado dy, ds >
0. Definimos

RGSij(fl(X, Y), fQ(X, Y)) = RGSX(fl(X, 1),f2(X, 1))

1.3. La universalidad de la resultante. Una de las propiedades mas importantes
de la resultante, es su caracter universal. Para ello, escribamos

d1 d2
(1.3) AX) =) aX y fo(X) =) X',
i=0 i=0
y sea A = Zag,...,aq,,bo,...,b4,] €l anillo de polinomios en dy + dy + 2 variables,

llamado anillo de coeficientes universales de fi, fo. Sea k un anillo conmutativo con
unidad, y € : A — k un morfismo de anillos que se extiende a € : A[X] — k[X] poniendo
e(X) = X.

Considere el siguiente diagrama:

(1.4) A[X] x A[X]2% 4
Resx

k[X] % k[X]

La universalidad de la resultante se traduce a decir que el diagrama (1.4) conmuta,
es decir que, dados dos polinomios f1, fo € A[X] como en (1.3)

Resx (e(f1),€(f2)) = €Resx (f1, f2) € k.

Esta propiedad de la resultante es una de las propiedades principales que desearemos
conservar al extender la teoria al contexto multivaluado.

La intuicién detras de esta propiedad esencial es que una especializaciéon de coe-
ficientes corresponde a un morfismo de evaluacién € : A — k. Por ejemplo, si p es
un primo de A, podemos considerar el morfismo €, que resulta de la composicién
A — A, — k(p) == Ap/pA,, donde el primero es el morfismo inyectivo de localizacion
en p y el segundo es pasar al cociente por el inico ideal maximal de A,. El morfismo
€p corresponde a “una evalucion”. Esto es claro si p = m es maximal, ya que en ese
caso k(m) := An/mA, = A/m. Interpretamos geométricamente al morfismo €, como
la inclusion del punto Spec(k(p)) en Spec(A).
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Gracias a esta universalidad, podremos concentrarnos en estudiar las propiedades
de la resultante sobre el anillo de coeficientes universales Z[{U;.}], y luego deducir
propiedades en otros contextos mediante un cambio de base (o aplicando un morfismo
de evaluacion e).

Ejercicios.

1. Sean fi, fo € A[X] dos polinomios de grado d;,ds > 0. Entonces Res,(f1, f2) =
(—1)%% Res, (f2, f1).

2. Probar que la matriz de 0 definida en (1.2) en bases canoénicas coincide con la
matriz Syl(f1, f2) v deducir que Res,(f1, f2) € im(9). Comparar con la Propo-
sicibn 1.3.

3. Sea 0 : A" — A™ un morfismo de A-mddulos. Sea M la matriz de 0 en dos
bases cualesquiera de A”. Entonces 0 es inyectivo sii det(M) # 0.

4. Sea A un anillo integro con cuerpo de fracciones K y sean fi, fo € A[X].
Entonces Res;(f1, f2) # 0 si y solo si fi y fo tienen una raiz comtn en una
extension algebraica de k.

5. Sea kun cuerpoy f1, fo € k[X]. Entonces, dimy ker Syl( f1, f2) = deg(ged(f1, f2))

2. TEORIA DE ELIMINACION

En esta secciéon demostraremos el Teorema Principal de la Teorfa de eliminacion. Este
puede formularse en un lenguaje geométrico, como haremos en la primera seccion, y en
uno més algebraico como haremos méas adelante. En la Seccién 4 relacionaremos estos
resultados con lo que llamaremos la resultante homogénea o resultante de Macaulay.

Sea A un anillo (conmutativo con unidad). Consideremos el anillo de polinomios
R:= A[Xy,...,X,], con la Z-graduacion dada por deg(X;) = 1 para todo i y deg(a) =
0 para todo a € A, y escribamos R, := (Xj,...,X,) el ideal irrelevante de R.

Sean f1,..., f, elementos homogéneos de R, con deg(f;) = d; para todo i. Concreta-
mente, cada f; se escribe de la forma

fi= Z ua,iXa

|oo|=d;

con Uy, € A, a=(a,...,0n), | =0+ +a,, X=X - X"y fo; € A para
todo a y todo .

Escribamos [ := (f1,..., f.) C Ry, ideal de R, y B := R/I. Como I es homogéneo,
B es un R-moédulo graduado, con la graduacion heredada de R.

Trabajaremos, frecuentemente en el contexto universal, es decir, supondremos que
los coeficientes u,; son variables, que notaremos U,;, y el anillo A serd el anillo,
A=2[U,,;:i=1,...,r |a| =d], de coeficientes universales de los polinomios f;.

2.1. El Teorema Principal de Eliminacién geométricamente. Obsérvese que
los elementos f; son polinomios en las variables X, con coeficientes en A, con los
cual A puede ser pensado como el anillo de coeficientes que parametriza al sistema
{fi =--- = f, =0}, del cual queremos eliminar las variables X;’s.

Desde un punto de vista geométrico, siendo B un anillo graduado con coeficientes
en A, se tiene que:

Proj(B) — Proj(R) := Pt = P! x Spec(A).
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Esta inclusiéon de esquemas esta inducida por el morfismo suryectivo de anillos R —
B que consiste en pasar al cociente por I.

Asociado al espacio P! hay una proyeccién natural 7 : P! — Spec(A). La res-
triccion de m a Proj(B), 7 : Proj(B) — Spec(A) define un subesquema (cerrado) de
Spec(A), Z := w(Proj(B)). El ideal de definicién de Z en Spec(A), que notaremos 2,
estd dado por el niucleo del morfismo natural de anillos asociado a la proyeccion 7, es
decir:

A = ker(A — I'(Proj(B), Opuoi(n))) = ker(A — [[ Bx,)) = (I :r (R+)*)NA = H}y_ (B)o.

La primera igualdad se deduce de que cada seccion s € I'(Proj(B), Opyoj(p)) estd univo-
camente determinada por sus restricciones a cada abierto afin D*(X;) = Spec(Bx;)).
La segunda y tercera igualdad es simplemente observar que

Hy, (B) == J(0:5 (Ry)") = ker(B — H Bx,)

y que A se incluye en B en grado cero, es decir, que

ker(A — [[ Bix,)) = ker(B — [[ Bix,)) N A = Hy,, (B)o.

A partir del razonamiento anterior concluimos que el proceso de eliminacion consiste
en calcular Hy (B)o. Es interesante notar que Hy (B) = (I :z (Ry)")/I = I*/I,
donde I*** es la saturacion de I respecto del ideal irrelevante R, . El lector mas fa-
miliarizado con la teoria de esquemas, podréa observar que los anillos B y B/HIOﬁ(B)

. . —1
definen el mismo subesquema proyectivo de P, ".

Definicion 2.1. Definimos el ideal eliminante de I como
U= T :a (RY)") = (T :4 (RL)™).
0>1

Si A es el anillo de polinomios k[Uy,...,Uy,], Spec(A) = A} el espacio afin de
dimesnién m sobre k. Sea IP’Z_l el espacio proyectivo de dimension n sobre k. El espacio
producto ]P’Z’l x A}, viene provisto de sus dos proyecciones naturales, y nos centraremos
en estudiar la proyeccion respecto de la segunda coordenada, que llamaremos 7, definida
como 7(z,y) =y € A}". Sea

W= {(z,y) € BL" x AT : fi(x,y) =0, Vi}
un subconjunto de IP’Z’l x A
Lo anteriormente dicho demuestra el siguiente resultado:

Corolario 2.2. Con la notacion precedente, se tiene que
(W) =V().

En la subseccion siguiente daremos una herramienta necesaria para calcular un (el)
generador del ideal eliminante 2.

2.2. Sobre la R -torsién de B. Pasaremos ahora a dar una interpretacion del
ideal 2 en término de anuladores:

Lema 2.3. Se tiene la siguiente igualdad de ideales de A
A= Hpy, (B)o = | Janna(By).

0>1
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Demostracion. Para cada par (v, /) € Z220= definimos el morfismo A-lineal
61/,6 : Bl/ - HOH]A(Bg, BV+Z>

definido por ©,,4(b) = (c—c-b),conbe B,, c€ Byy c¢-b € B,4y.
Como Hp, (B) := (0 :5 (Ry)"), se tiene que para cada v > 1,

(2.1) Hy, (B), = | Jker(0,,).
>1

Obsérvese que el morfismo de multiplicacion By Q@ By — B,i41 1 C1®C,1¢ > C1Cy1p €S
suryectivo, y que todo elemento ¢ € B, 1,1 puede ser descompuesto como ¢ = ¢; &y y.
Dado b € ker(0,,) se tiene que be = b(c; ® ¢y10) = ¢1 @ beyre = 0y por lo tanto, se
tiene para cada (v, () € Z2%, la inclusion

ker(©,,) C ker(0,,s41).
Como I C Ry, entonces ANIT =0y por lo tanto By = A, con lo cual

(2.2) ann(By) = ker(6g,) para todo £ > 0.
A partir de (2.1) y (2.2) se tiene que
Hy, (B)o = | Janna(By). O
>1

Obsérvese que anns(By) C anna(Bey1) para todo £ > 0, y por lo tanto Hp, (B)o
puede ser calculado mediante el colimite filtrante lim ann(By).
y
Una pregunta que surge en este punto es ;Existe un valor de ¢ a partir del cual esta
cadena ascendiente de anuladores se estaciona? ;Cual?
El siguiente resultado responde la primera pregunta, el Lema B.4 responde a la
segunda cuando [ estd generado por una sucesion regular.

Lema 2.4. Sea vy > 0 un entero tal que H%JB)VO = 0. Entonces, para todo entero
¢ >0 se tiene que
anny(B,,) = anny(Byyie).

Demostracion. A partir de (2.1) y la hipotesis sobre 1y, se tiene que

0= HIO%+ (B)Vo = U ker(@lfol)’
>1
de lo se obtiene que ker(©,,,) = 0 para todo ¢ > 1. Repitiendo los argumentos ante-
riores, se tiene que si a € anna(B,,+¢) entonces aB,, € ker(0,, ) = 0 para todo ¢ > 0.
Luego aB,, = 0 y se concluye que a € anns(B,,). O

Obsérvese que un tal entero vy > 0 tal que H,O%Jr(B) siempre existe ya que H%+(B)
es un R-modulo de torsion (ver Ejercicio 2) y serd estudiado en el Lema B.4 cuando [
esta generado por una sucesion regular.

El lema anterior prueba que una vez alcanzado un entero 1, para el cual H%+ (B),, =
0, entonces el ideal eliminante 2 puede ser calculado como annx(B,,), y lo resumimos

en el siguiente corolario. Un tal entero v se llama indice de saturacion de I, ya que
Isat =7
v9g ~ “Trvo-

Corolario 2.5. Sea vy > 0 un entero tal que sat,, = I,,. Entonces,
A = anny(B,,).
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2.3. El Teorema Principal de eliminaciéon. Recordemos que el Lema 2.3 nos
permitia escribir al ideal eliminante 2 en término de anuladores, de la siguiente forma

A= H%+(B)O = U ann(By).
>1
Es facil ver que el ideal 21 también puede ser escrito como sigue
(2.3) A={fecA: fX! eI, paratodo iy algin £ > 1}.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Eliminacién, permitamosnos observar
algunas propiedades del anillo cociente B que seran de utilidad.

Observacion 2.6. Sea B := R/I el anillo graduado, con By = Ry/(I N Ry). Se tiene que

1. Como I N A =0, entonces By = A.
2. B esta generado como anillo por Ay B;.
3. Para todo entero no-negativo d, By es un A-mo6dulo finitamente generado.

El siguiente resultado es conocido como Teorema Principal de Eliminaciéon y consti-
tuye el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.7 (de Eliminacion). Sea A un anillo conmutativo, R = A[Xq,..., X,],
I C Ry un ideal homogéneo de R, 2 su ideal eliminante, k un cuerpo y p: A — k un
morfismo de anillos. Entonces p() = 0 sii existe un cero no-trivial de I en k.

Para demostrar el teorema anterior, haremos uso del siguiente lema:

Lema 2.8. Sea A un anillo conmutativo, M un A-mddulo de tipo finito, k un cuerpo
y p:A—k un morfismo de anillos. Entonces, M ®4 k # 0 sii p(anna(M)) = 0.

Demostracion. Si existe un elemento a € anny (M) tal que p(a) € p(annys(M)) es no
nulo en k, entonces p(a) anula M ®4 k ya que a anula a M. Como M ®4 k es un
k-espacio vectorial, entonces no tiene torsion, entonces deberfa ser M ® 4 k = 0.

Veamos que si M ®4 k # 0 entonces p(anny(M)) = 0. Para ello, supongamos que
M ®4 k # 0. Como M es de tipo finito, existe una sucesiéon exacta de la forma

0— KA 5 M — 0.
Tensorizando por k se obtiene la sucesion exacta

Ko kD% b o Mok — 0.

El hecho de que M ®4 k # 0 dice que ¢t ® idy : K ®4 k — kP es suryectiva. Luego,
existen elementos a4, ..., a, € K tales que la familia {¢(a;) ®q k, ..., t(a,) ®, k} es una
base de kP. Sea [a] = [a4]- - - |a,] € Mat, ,(A) la matriz de multiplicacién por ay, ..., a,
en base canonica. La observacion anterior nos dice que p([a]) es una matriz inversible,
y que por lo tanto det(p([a])) # 0, y como p es morfismo, det([a]) # 0. El Ejercicio 3
dice que det([a])A? C K y por lo tanto, 0 # det([a]) € anna (M), lo cual prueba que
ann (M) # 0. O

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema 2.7.

Demostracion del Teorema 2.7. Supongamos que existe 0 # ¢ € k", que es un cero
comin de I, es decir, p(f)(¢) = 0 en k C k para todo f € I. Sea f € 2, como vimos
en (2.3) se tiene que fX! € I, para todo i y algiin £ > 1. En particular, se tiene que

p(FXD(C) = (p(HXD(C) = p(f)¢ = 0.



INTRODUCCION A LA TEORIA DE ELIMINACION 11

Como ¢ # 0, existe un i tal que ¢; # 0, de lo cual se deduce que p(f) = 0. Esto prueba
que p(A) = 0.

Supongamos ahora que p(2) = 0, y consideremos B = R/I. Recordemos que (por
la Observacion 2.6) B es graduado con By finitamente generado como A-modulo para
cada d y B como anillo esta generado por Ay B;. Ademaés, se tiene que la multiplicacion

Bi®4 By — Bay1 : b@ b — bV

es suryectiva. El Lema 2.3 dice que A = (J,», anny(By), y entonces para d > 1,
anny(By) = 0, y por lo tanto p(anna(B,)) = 0. Aplicando el Lema 2.8 con M =
anny (By) se tiene que By ®4 k # 0.

Tensorizando B con k sobre A se tiene B’ := B®4 k, que es graduado y que verifica
que B = k y que B), es un k espacio vectorial no nulo de dimensién finita. Ademas
Bj esta generado por {zy,...,x,}, siendo z; la clase de X; en B, y el morfismo de
multiplicacion By ® 4 B) — By, : b® ' +— bb' es suryectivo. De esta forma, si existiera
un entero £ tal que 2 = 0 en B’ para todo i, se tendria que B = 0 para todo
d>n(f —1)+1, lo que contradirfa la no nulidad de BY,.

Esto dice que existe un elemento ¢ € Bj tal que 0 # ¢? € B/, para todo d > 1.

Supongamos que 1 — ¢ € B’ fuera inversible, es decir, que existe o € B’ tal que
(1-¢o=1yo=>",0 con o; € B.. Desarrollando se tiene que oo+ > .-, (0; —
Coi_1) — Copm, lo cual prueba que g = 1, 0; = (o;_1 es decir que o; = (' para i =
1,...m—1,y que (™" = 0, lo cual es absurdo. Esto prueba que 1 — ( € B’ no es
inversible en B’.

Como 1 — ¢ € B’ no es inversible en B’, existe un ideal maximal m que lo contiene.
Sea L = B'/m el cuerpo cociente y ' : B’ — L la proyeccion natural. Claramente
(¢) =1, y la restriccion de 7’ a B} = k da un morfismo natural ¢ : k — L C k.

El diagrama conmutativo

muestra que el morfismo 7' se levanta a un mofismo 7, que a su vez se levanta a un
morfismo €. El morfismo ¢ : R — L C k satisface que ¢(X;) = 7’(z;). Definiendo
G = €(X;) € L, se tiene que (¢1,...,C) € k., y que f(Ciy...,¢) = 0 para todo
fel O

Ejercicios.

1. Sea R un anillo conmutativo, sea I un ideal de R y M un R-médulo. Entonces
(0 :ps IY) = Hompg(R/I*, M),

2. Sea R un anillo graduado y M un R-moédulo de R -torsion. Entonces, existe
un entero v tal que Hy (M), = 0 para todo v > .

3. En el contexto de la demostracion del Lema 2.8, pruebe que det([a]) AP C K.
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3. EL coMPLEJO DE KoOSszuL

El complejo de Koszul fue primeramente introducido por Jean-Louis Koszul para
definir una teoria de cohomologia para algebras de Lie, y result6é ser una construcciéon
homolo6gica muy valiosa para el algebra conmutativa.

En esta seccion, supondremos que R es un anillo conmutativo, con unidad (y no
necesariamente noetheriano ni local por ahora). Sea M un R-mo6dulo.

Si y es un elemento de R, entonces el endomorfismo de R-moédulos, multiplicar por
y (que se denotara con y), nos da un complejo: K,(y) : 0 — R %5 R — 0, que resulta
ser el complejo de Koszul asociado a y.

Este caso simple ilustra dos propiedades importantes del complejo de Koszul. Si se
indexa con la posicion cero a la copia de R que estd a la derecha y con uno a la que esta a
la izquierda, se puede observar que la homologia en lugar cero es la imagen homomorfica
de R moédulo los multiplos de y. Mientras que la homologia en primer lugar representa
el anulador del elemento y. Es decir: Hy(Kq(y)) = ann({y}) y Ho(K.(y)) = R/R(y).

Supongase ahora que se tienen dos elementos x,y en R, considérese la sucesion
(ordenada) z,y, que se puede pensar como un vector en R?. Se construye el complejo
de Koszul, K,(x,y), asociado a la sucesion z,y, de la siguiente forma:

K.(z,y) : 0-RAERE R0

Donde los morfismos 9y y 01 son tales que Jy es la matriz vertical (z,y)" y 0; es la
matriz horizontal (—y, z). La condicion (z,y)" - (—y,z) = 0 dice que K,(z,y) resulta
ser un complejo.

Mas generalmente, dados elementos zi,...,x, del anillo R, se construye el com-
plejo de Koszul asociado a la sucesion (importa el orden) zy,...,z,, denotado por
K,.(z1,...,2,), como el producto tensorial en la categoria de R-complejos de los com-
plejos K,(z;), para cada i. Asumiremos ahora que los productos tensoriales, y las
construcciones de algebras simétricas y exteriores son como R-médulos.

Recordemos que el producto tensorial de complejos se define de la siguiente forma:
Dados F, y G, dos complejos de cadenas de R-moddulos, acotados inferiormente.

o; Pi-1 " bio
F.: ._>F’L_Z> i—11_>”'7yG0: '_>G1_Z> 7:_11_>...
Se tiene el siguiente diagrama asociado al producto tensorial:
1®¢;-1 1®¢j-1 1®yp;—1
Pir1®1 pi®1 pi—1®1
= G — G ——F G —— -
1@, 1®y; 1®v;
Pi+1®1 Pi®1 i—1®1
——=F1 ® G F,®G; Fiq g
1®j41 1®¢j+1 1®Yj4+1

Pi+1®1 Pi®1 pi—1®1
G —F G —F 1 G — -

1®Yj42 Pjt2 1®9j12
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El complejo total asociado a este complejo doble se lo llama complejo producto tensorial

de F, vy G, v se lo escribe Fa g G4 : - -- ac Dy ¢k—+>1 Dy, # D4 ¢k’—_>1 .-+, donde

Dy, = @Hj:k F; ® G, v los morfismos ¢y, estan definidos de la siguiente forma:

¢k Fi®G; E®Gj _)FT'®GS

Oklrec, = i1 @1, sir=1—1

Oklroc, = (—1)' 1@, sis=j—1

®r|Foc; = 0, en caso contrario.

Se verifica facilmente que con estos morfismos F, @z G, es un complejo de cadenas,
que es el producto tensorial de F, con G, en la categoria de complejos.

Como se comento antes se puede obtener el complejo de Koszul asociado a una suce-
sion arbitraria (finita), z1, ..., x,, de elementos del anillo R, Kq(z1, ..., x,), mediante
la tensorizacion de los complejos Kq(z;), es decir

Ko(z1,... 1) = Q) Ka(a).

1<i<n

De esto se deduce que como el producto tensorial de complejos es conmutativo (salvo
isomorfismos), entonces el complejo de Koszul asociado a una sucesion, resulta inva-
riante (salvo isomorfismos) por reordenamientos en la sucesién. Es decir, dado ¢ un
elemento del grupo de automorfismos G,,, se tiene que

K.(xl,...,xn) = ® K.(J}L) ~ ® K.(Ia(i)) ZK.<JZU(1)7...,Z‘U(n)).

1<i<n 1<i<n

Esta construccion puede automatizarse usando el dlgebra exterior (cf. [Eis95]).
Recordemos (sin demostracion), algunos de los resultados mas importantes para
nuestras aplicaciones que involucran al complejo de Koszul. Las demostraciones de
estos resultados se pueden consultar en [Eis95].
Primero veamos que si bien el complejo no determina si una dada sucesion es regular
o no, determina algo aun mas importante: dada una sucesion x1, ..., x,, éste permite
determinar la longitud de una sucesion regular maximal en el ideal [ = (xq, ..., z,).

Teorema 3.1. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo R. Supdngase
que Hj(Ko(z1,...,2,) ® N) =0 para j >n—r, y que H,_(Ke(21,...,2,) @ N) # 0,
entonces toda N-sucesion maximal en I = (x1,...,2z,) C R tiene longitud r.

Se notara también por K(z1,...,2,; N) al complejo Ke(z1,...,2,) ® N. (Se suele
notar Kf(zy,...,2,; N), cuando no se sobrentiende que el anillo de base es R).
En particular se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.2. : St zq,...,x, es una N-sucesion en I, que genera I. Entonces el
complejo de Koszul Ko(z1, ..., 2,; N) resulta aciclico, es decir, es una resolucion libre

del mddulo R/I ® N.

Como es sabido, todo mo6dulo libre es proyectivo, entonces el complejo Ko(X; N)
resulta una resolucion proyectiva del modulo R/I @ g N. De esto tltimo, tomando
homologia, se obtienen los funtores derivados del funtor = ®r N, con lo cual, resulta
que H;(K.(X; N)) = Tor;*(R/I, N).

Ademés, resulta que esta es la resolucion mas corta posible del moédulo. Como la
longitud del complejo es finita, entonces también se tiene que soélo finitas homologias
pueden ser no nulas, esto nos permite asociarle al modulo R/I ® g N un valor entero
no negativo que se denomina profundidad del modulo.
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3.1. El complejo de Koszul graduado. Lamentablemente la reciproca del coro-
lario anterior es falsa en el caso general, aunque resulta cierta si el anillo de base es
local o graduado. Este tltimo es el contexto general de estas notas, ya que en nuestras
aplicaciones R es un anillo de polinomios sobre un anillo conmutativo A.

Teorema 3.3. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo local (o gradua-

do) R con ideal mazimal (o mazimal homogéneo) m. Sea x1,...,x, una sucesion en
m. Supdngase que para algin i se tiene que H;(N @ Ko(x1,...,2,)) = 0, entonces se
tiene que H;(N ® Ko(21,...,2,)) =0 para todo j > 1.

En particular si Hi(N@Kq(z1,...,2,)) = 0, entonces x1, ..., T, forma una sucesion

N-reqular en m.
Esto permite dar para el caso local una version mas fuerte del corolario anterior

Corolario 3.4. Dado un anillo local (o graduado) R con ideal mazimal (o mazimal
homogéneo) m, y N un R-mddulo finitamente generado . Sea I = (x1,...,x,) un ideal
propio de R, que contiene una sucesion N-reqular de longitud n. Entonces xy,...,x,
es una sucesion N-reqular.

De aqui se deduce un resultado de importante valor geométrico, ya que éste expresa
la naturaleza geométrica del concepto de profundidad anteriormente mencionado.

Corolario 3.5. Dado un anillo R y N un R-mddulo finitamente generado, se tiene
que St T1,...,T, es una sucesion N-reqular, entonces x1',...,x" también lo es, para
todo natural m.

Nos concentraremos ahora en estudiar al complejo de Koszul en el contexto especifico
de nuestras aplicaciones. Para ello, sea R un anillo graduado, R = ®;>0R;, M un R-
modulo graduado, e [ = (21,...,2,) un ideal homogéneo de R, donde deg(z;) = d;
para todo i. Entonces el complejos de Koszul Kq(z1, ..., 2,; M) hereda la graduacion
de R y se escribe

Ke(z1,. ..,y M): - — GB M(—di—dj)—>EBM(—CZQHMHM/I—N),

1<i<j<r 1<i<r

donde M(—d), = M,._4, v las flechas son morfismos de médulos graduados, de grado
cero.

Sear, ny dy,...,d,. enteros positivos, y sean fi,..., f. polinomios homegéneous de
grado dy, ...,d, en las variables X := X3, ..., X, definidos como

[(X) =) UiaX®,

la|=d;

para todoi=1,...,r, donde o € N".
Sea A:=Z[U;o : |a| =d;, i=1,...,7r] y escribamos R = A[X].

Lema 3.6. Sir <n entonces f1,..., [, es una sucesion regular en R.

Demostracion. Para cada I =1,...,7sea ¢ := U o,..0,,,0,..0) el coeficiente correspon-

diente a Xl-di del polinomio f;.
Obsérvese que todos los coeficientes U, , restantes forman una sucesion regular en
R. Ademas el cociente de R por estos U;, es isomorfo a Zley, ..., 6 |[X] y fi = eiXidi

en el cociente.
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Es facil ver que en Zleq, . . ., €.][X] los polinomios X; —e¢, ..., X, —¢, también forman
una sucesion regular, que el anillo cociente queda isomorfo a Z[X], y que f; = Xfi en
el cociente.

Finalmente, sabemos que X{*, ..., X% es una sucesion regular en Z[X] independien-
temente del orden. 0

Se tiene entonces como corolario el siguiente resultado

Corolario 3.7. Sea I = (f1,..., fn), entonces el complejo de Koszul

Ko(fio-o o fsR): o= €D R(-di—dj) — € R(—d;) - R—0,

1<i<j<r 1<i<r

es una resolucion libre graduada y finita de R/1.

Ejercicios.

1. Sea (R, Ry) un anillo local (o graduado) x1,...,z, € Ry. Entonces z1,...,x,
es una sucesion regular en R sii para todo ¢ = 0,...,n — 1, ;51 no esta en
ningtn primo asociado de (z1,...,x;_1).

2. Si los elementos x1,...,x, € R forman una sucesion regular en R, entonces
:vfl, ...,z también.

3. Siun ideal I de un anillo conmutativo Noetheriano puede ser generado por una
sucecion regular, entonces puede ser generado por un conjunto de elementos
que son una sucesiéon regular en cualquier orden.

4. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos, sean ry,...,7, € S'y s; := ¢(r;) € R. Si
ri,...,r, forman una sucesion regular en R, entonces para todo R-moédulo M,
Hi(Ky(ry,...,rn) @ M) = Tor? (S/(s1,...,8ar), M).

5. Sea K,(X) el complejo de Koszul asociado a la sucesion X, y supongamos que
z; es una unidad de A. Entonces el complejo K,(X) resulta aciclico.

4. TRESULTANTE

En esta seccion definiremos y estudiaremos el objeto principal de estas notas, que es
la resultante homogénea, o resultante de Macaulay.

4.1. Resultante de Macaulay. Sea r, n y dy,...,d, enteros positivos, y sean
fi,-. ., fr polinomios homegéneous de grado dy, ..., d, en las variables X := Xy, ..., X,
definidos como
f(X) =) UiaX,
loo|=d;
para todoi=1,...,r, donde o € N".
Sea A:=Z[U;n:|a| =d;, i=1,...,r] y escribamos R = A[X].

Teorema 4.1. Si r = n entonces el ideal A es un ideal primo y principal de A,
generado por un elemento que llamaremos Resultante de fy,..., f., que denotaremos
Res(fi1,. .., fn), y que verifica que Res(X™, ... X&) =1.
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Para demostrar este teorema, vamos a seguir la demostracion dada por Jean-Pierre
Jouanolou en [Jou91]. Cabe mencionar que el anillo Z puede ser reemplazado por un
anillo conmutativo reducido, con el solo fin de que la resultante no quede definida a
menos de constantes.

Para demostrar el Teorema 4.1 anterior, nos apoyaremos en tres lemas. Antes de eso,
introducimos la siguiente notacion.

Definicién 4.2. Dado I un ideal de un anillo graduado R, con ideal irrelevante R, ,
se definen las formas de inercia de I como

TFg, (1) == | J(I :r (Ry)").

Esta notacion proviene de su nombre Trdgheitsformen, en aleméan, introducidas por
Hurwitz en el contexto de la teoria de eliminacion.

Lema 4.3. Para todo entero j = 1,...,n se tiene
TFp, (I) = | J(I :r X}) = ker(R — Bx,).
>0

Ademds, TFg, (I) es un ideal primo de R.
De la segunda parte, intersecando con A, se tiene que 2 es un ideal primo de A.

Demostracion. Sea 1 < j < n un entero, y para cada ¢ = 1,...,r, escribimos U; para
denotar al coeficiente correspondiente al monomio X ;li del polinomio f;. Es decir, si
B = d,e;, siendo e; el j-ésimo vector canonico, U; = U, g.

En el anillo R’ := R[X; '], el polinomio f; se escribe de la siguiente forma:

FilX) = X (U + Y UiaXOX ).
a#p

Sea A" = Z[U;jo : i = 1,...,r,a # ], con lo cual A = A'[Uj], y escribamos
9ip = Dass Uia XX

Se obtiene asi un isomorfismo de anillos

Bx, = AX|[X; ' : Ui = Ui — fi/ X = —gis.
Esto prueba que cualesquiera sean 4, j, X; no es un divisor de cero en By,. Entonces
la primera parte se desprende de que
ker(R — Bx,) = ker(R — Bx,x,) = ker(R — Bx,x,) = ker(R — Bx;)

Ademas, como Z es integro, Bx, también lo es, y por lo tanto, TFg, (1) es un ideal
primo de R. 0

Lema 4.4. Sir < n entonces TFg, (I) = 1.

Demostracion. De la definicion de TFg, (I) se desprende que TFg, (/) D I. Demos-
traremos entonces que TFg, (I) C I. Por el Lema 4.3, basta mostrar que si existe un
entero ¢ para el cual X‘f € I entonces f € I. Si que esto valiera para ¢ = 1, enton-
ces siendo verdadero para ¢ — 1 también se tendria para £ ya que X! f = X, (X‘71f).
Veamos que vale si £ = 1.

Sea f € Ry escribamos

(4.1) Xof =) hifiel
=1
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Se tiene que >7_ h;fi = 0 en R := R/(X,) y los polinomios f; son genéricos en las

variables Xi,..., X,_;. Sabemos (por el Lema 3_6) que, como r < n — 1, los polino-
mios fi,..., fr forman una sucesion regular en R y entonces el complejo de Koszul
K.(f1,..., fr; R) es aciclico (ver el Corolario 3.2). Ademas, la exactitud en la posicion
1
— P R(-di—dj) > P R(~d) "> R— R/(hi,..., k) — 0.
1<i<j<r 1<i<r

del complejo K (f1,..., fr; R) dice que (hq,...,h,) e_ker(ao) siysolosi(hi,...,h) €
im (0, ), es decir, si existen (..., R} ;,...) € Di<icj<n—11(d; — d;). Esta dltima condicion

es equivalente (Ejercicio 1) a que exista una matriz antisimétrica H € Mat, . (R) tal
que

H'(Ew"aﬁ)t: (h_l,,h_r)
Interpretando R como R := A[Xi,..., X, 1], y H € Mat,.(R') definimos g; € R de
forma tal que

H'(flw"af?")t:(gla"-vgr)y

donde §; = h; para todo i, es decir que que existe para cada i, existe un polinomio p;
tal que h; — g; = X,p;. Ademas, como H es antisimétrica, se tiene que »_ f;g; = 0.
Retomando la ecuacion (4.1), se tiene

(4.2) Xof = Z(gz + Xopi) fi = Zgifi + X, Zpifi~
i=1 i=1 i=1
De (4.2) se deduce que X,,f = X,,>_._, pifi en R o equivalentemente (ya que X, no es
divisor de ceros en R) f =>""_ pif;, es decir, que f € I. O

Lema 4.5. Supongamos r =n y sea f € TFg, (I) € R. Entonces f € I ¢ f depende
de todos los coeficientes U, , de todos los f;.

Demostracion. Sea U = U, , un coeficiente cualquiera, es decir, fijemos algtin ¢ y algin
a. FEl coeficiente U corresponde al monomio X que aparece en f;. Supongamos ahora
que f € TFg, (I) no depende U, y veamos que f € I.

Escribamos g; := f; — UX® y consideremos el morfismo de algebras ¢ : Ryx,..x, —
Rx,..x, definido como U +— —g¢;/X*, U — U;g si (4,0) # (i,a) y X; — X, para
todo j. Obsérvese que ¢(f;) = 0 para todo i, y que como f y f; no dependen de U si
j # i, entonces ¢(X! f) = X' f para todo £y ¢(f;) = f; para todo j # i.

Como f € TFg, (I), se tiene que X! f = >, h;f; € I para algin ¢ € N. Aplicando
¢ a la identidad anterior, usando que ¢(f;) = 0, ¢(f;) = fj si j # i, y escribiendo
b := ¢(h;) se tiene que

O(Xof) =) _If; € Rxx,.
J#i
Multiplicando por una potencia conveniente X? de las X,’s se obtiene la siguiente
igualdad en R

XX\ f) = XX\ f =) MW/ fi€R.

J#i
Esto dltimo dice que si escribimos I’ := (f1, ..., fi_1, fit1,- .., [n) €l ideal generado por
n — 1 polinomios, entonces f € TFp, (/). El Lema 4.4 aplicado con 7 = n — 1 nos dice
que TFgp, (I') =1"C I. O

Vayamos entonces a la demostracion del Teorema de eliminacion.
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Teorema 4.1. Si r = n entonces el ideal A es un ideal primo y principal de A,
generado por un elemento que llamaremos Resultante de fi,..., f., que denotaremos

Res(fi1,. .-, fn), y que verifica que Res(Xfl, LX) =1,

Demostracion. Sea U = U, un coeficiente cualquiera, y escribamos A" := Z[U, 4 :
(7,8) # (i,)]. Con esta notacion, A = A'[U]. Como I N A = 0, el Lema 4.5 dice que
todo 0 # f € A satisface que degy(f) > 1. Definamos entonces

s :=min{deg, (f) : 0 # f € A}.

Sea f € 2 que satisface deg;(f) = s. Como A’ es factorial, entonces existe una facto-
rizacion f = [] ¢; en finitos ¢;, con ¢; primo en A’

Como TFg, (1) es in ideal primo por el Lema 4.3, entonces A = TFp, (1) N A, lo
cual implica que existe un i tal que ¢; C 2. Como ¢;|f, se tiene que 1 < degy(¢;) <
degy (f) = s. Como ¢; € A, por definicién de s se tiene que degy(¢;) = degy(f) = s.
Esto prueba que existe un elemento primo ¢ := ¢; € 2.

Veamos ahora que 2l = tA. En efecto, como A’ es integro, dado g € 2, podemos
escribir en A, tg = ur + v, donde t,u € A’ y v verifica que v = 0 6 degy(v) < s. Como
v=1tg—ut, entonces v € A C Ay ANI =0, si v # 0, entonces por el Lema 4.5 v
depende de todos los coeficientes de los f;, en particular depende de U, pero la elecciéon
de s, se tendria que degy (v) > s, lo cual lleva a una contradiccion. Entonces se tiene
que v = 0 y por lo tanto tg = ur. Como ¢ no depende de U y R tiene grado positivo
en U y es primo, entonces t|g

Como esto vale para U arbitrario, se tiene que t es tnico a menos de un elemento
inversible de A’, es decir, de Z. Este elemento es 1 por la normalizacion elegida en el
enunciado. 0]

4.2. Resultante y divisores. Hemos visto en el Lema 3.6 que si fi,..., f. son r
polinomios genéricos y r < n, entonces es una sucesion regular en R. El Corolario 3.7
dice que entonces el complejo de Koszul K(f1,. .., f; R) es un complejo de R-modulos
aciclico, y en particular, complejo Koszul es aciclico en grados positivos si el niimero
de polinomios r es menor o igual al niimero de variables n

Veremos ahora como anny(B,) puede ser calculado mediante un producto alternado
de determinantes, que vienen de los diferenciales de este complejo de Koszul graduado,
en grado v > 1y :=> (d; — 1) + 1.

En la Seccién 4 vimos, en el Teorema 4.1 que el ideal 2 es primo y principal y que
por lo tanto define una subvariedad de Spec(A) de codimension 1. Luego, probamos
entre el Lema 2.3 y el Corolario 2.5 que 2 = anny(B,) si v > 1y, es decir, que es un
A-mobdulo de torsion.

Mostraremos ahora que todo A-modulo M de torsion con A un dominio noetheriano
y factorial, define un divisor div(M), y que dada una resolucion libre de M, este divisor
puede ser calculado mediante un producto alternado de determinantes.

En lo que sigue, solo nos interesara la estructura de A-moédulo de los objetos. Es
importante que el lector tenga en cuenta que si bien lo que desarrollaremos en esta parte
es general para cualquier A-modulo con A un dominio noetheriano y factorial, nuestro
es interés esta en el caso en que A es el anillo de coeficientes universales de n polinomios
genéricos, M = B, con v > 14 y la resolucion libre Fy de M es K (f1,..., f;; R), con
v > 1.

Sea A un dominio noetheriano y factorial con cuerpo de fracciones k.
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Definicién 4.6. Sea A un anillo noetheriano y factorial y sea M un A-modulo de
torsion de tipo finito. Denotemos por div(M) al divisor asociado a M:

div(M) = > ((My)p,

p€cass s (M),ht(p)=1

donde asss(M) = {p € Spec(A) : Im € M,anny(m) = p} es el conjunto de primos
asociados a M, ht(p) es la altura de p y ¢(M,) la longitud de M,.

Definiciéon 4.7. Si [ es un ideal de A, la parte principal de I, que frecuntemente se
denota por [I], consiste en el ged de los generadores de 1.

Obsérvese que aca entran la hipotesis de factorialidad requerida sobre A, asi como
la finita generacion de I, que estd garantizada por la noetherianidad de A.

Con esta notacion, si el ideal I se descompone en factores irreducibles de forma tal
que su parte principal es [I] =[], p’i, entonces div(A/I) = > i

Teorema 4.8. A un dominio noetheriano y factorial y Fo un complejo finito de A-
modulos libres finitamente generados. Escribamos

On On— ) o
F..0-F, %F, 1= ... 2F5F—>0

y supongamos que F; = B, (@O F;, By = E,p1 =0, 0, = (Cpr (ip> , donde ¢, : E, — E,
p Cp
es un endomorfismo inyectivo. Entonces, H;(F,) es un A-mddulo de torsion par todo

i,y

D (1) div(H;(F.)) = > (—1)' div(det ¢;).

% 7

En particular, si F, es aciclico, la parte principal de Hy(F,), [Ho(F.)], estd dada
por el elemento 3. (—1)"(det ;) "V de A.

Demostracion. Sea k el cuerpo de fracciones de A. Debemos probar que H;(F,) es un A-
modulo de torsion par todo ¢, para ello, veamos que H;(F,)® 4k = 0. Como A es integro,
k es la localizacion en el ideal 0, es playo sobre A, entonces H;(Fo) @4k = H;(Fe®4k).

Ademas, la homologia of FF ®4 k es cero porque 0; ® 1 restringido a F; ®4 k es un
automorfismo. Entonces H;(F,) es de torsion para todo i.

Sea 0, = (8 é), entonces el complejo (F,,d,) tiene homologia cero. Definimos la

Giv1 O
Ci+1 1

fai @i\ (Piyqr O\ (0 &\ (¢ O\ [0 I\ /
o= (5 0) (0 1) =0 0)= (4 7) (6 o) =smea

Esto dice que {f;} definen un morfismo f, : (F,,0,) — (Fs, 0).
Ademas, f; es inyectiva y coker(f;) puede ser identificado con coker(¢;,1). Los mor-
fismos 0; y 0. inducen morfismos 0, de acuerdo al siguiente degrama

aplicacion fn =1d, fi = ( > : F; — F; para todo ¢ < n. Como
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co]&er(qﬁiﬂ)f — > coker(¢;)

B F
fit1 fi
o;
F; Fiy
Esto dice que se tiene una suceciéon exacta corta de complejos
(4.3) 0 — (F,0.) L% (F.,.) — (coker(¢a), 84)[1] — 0.
que se escribe en forma de digrama como sigue, donde las columnas son exactas
0 0 0
On 03 02
0— coker(¢,,)— - - -— coker(¢po) — coker (¢, ) —0
8n—l
0—>F,—2~F, Ly — ) 0
fn fn—1 f2 fi
o, On—1 % 2
0 Fn EL—l Fl FO 0
0 0 0 0

La sucesion exacta (4.3) da una sucesion exacta larga en homologia
T H’i(FO7 8:) - Hi<F07 a’) - i+1(COk€I‘((]§.), 00) - 1*1(F07 8£) o

Como el complejo (Fy, d,) es exacto, se tiene que el complejo (coker(¢s ), 0)[1] tiene la
misma homologia que (F,, 0, ). Esto es, H;(F,,0s) = H;11(coker(¢s),0), y en particular
sus divisores asociados coinciden, de lo cual se deduce que

div(coker ¢;) = div(im ;1) + div(ker 0;_1) = div(im 6;_1) + div(im 6;) + div(H;_1 (Fs)).

La conclusion sigue del siguiente resultado clasico de Bourbaki [Bou98, Cap. 7, Sec. 4,
n. 6, Corolario de la Prop. 13]:

Sea M un A-modulo finitamente generado y ¢ un endomorfismo inyectivo de M.
Entonces div(coker ¢) = div(det ¢). O

Volvamos a nuestro contexto habitual y sea A = Z[U, .| es el anillo de coeficientes
universales de n polinomios genéricos fi,..., f,, M = B, con v > 1 v la resoluciéon
libre Fy de M es Ko(f1,..., fu; R), con v > 1. Se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.9. El complejo Ko(f1, ..., fn; R), de A-mddulos es una resolucion de B,
con diferenciales 07. Ademds, la parte principal de B,, es decir anny(B,), estd dada
por Y, (1) (det 37) -V,

Esto permite calcular, teniendo una descomposicion como la del Teorema 4.8, un

(el) generador de anny(B,) como producto alternado de matrices que vienen de los
diferenciales 07 de Ko(f1,..., fn; R)..
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Ejercicios.
1. En el contexto de la demostracion del Lema 4.4, H, (K (f1,..., f;R)) = 0 es
equivalente a que exista una matriz antisimétrica H € Mat, .(R) tal que

H(Eaaﬁ)t:(h_laah_r)

5. IDEALES DE FITTING

En esta seccion desarrollaremos el contenido bésico sobre ideales de Fitting, y deter-
minantes de complejos, lo que esta estrictamente vinculado con el invariante de McRae,
que se define a partir de un A-moédulo M, y que bajo buenas condiciones describe la
parte de codimensiéon uno del soporte de M. Quien esté interesado en profundizar las
ideas rapidamente expuestas en esta seccidon, puede consultar el trabajo de McRae
[Mac65], que es la fuente original, y el articulo de Northcott [Nor76] en el cuél se trata
la existencia y algunas propiedades de este invariante.

Para el célculo de este invariante, que definiremos a partir de ideales de Fitting,
haremos uso de una técnica desarrollada por Cayley conocida como determinante de
un complejo. Para esto se puede consultar unas notas de Demazure [Dem84| y un
tratamiento mas general se puede obtener en el Apéndice del libro |[GKZ94].

5.1. Ideales de Fitting. Sea A un anillo conmutativo, F'y G dos A-mo6dulos libres,
y ¢ : F' — G un morfismo de A-mdédulos. Consideremos bases para estos modulos, y
notemos por |¢| a la matriz de ¢ escrita en estas bases. Definimos det, () como el
ideal de A generado por los menores de tamano v x v de |p|. Haremos la convencion
de que la matriz de tamafio nulo tiene determinante 1, con lo cual det,(¢) = A para
todo v < 0.

Proposicion 5.1. Sea M un A-médulo finitamente generado, y sean F 5 G — M — 0

y F' 5 G — M — 0 dos presentaciones libres de M. Entonces para todo v € 7 se
tiene que

det 7-g(G)—V(()0) = det rg(G’)—u(90/>'

Una demostracion de este resultado, como de los siguientes, se puede consultar en
Nor76, Cap. 3.1.|. Podemos ahora dar la definicién de los ideales de Fitting:
g

Definicién 5.2. Sea M un A-modulo finitamente generado, y sea F' -5 G — M — 0
una presentacion libre de M, definimos para cada i € N, el v-ésimo invariante de
Fitting de M, como el ideal

Fitt, (M) = det r4c)—v ().

El invariante Fitto(M) suele ser denotado por Fitt y llamado invariante de Fitting
inicial de M.

Enunciaremos a continuacion algunas propiedades relevantes sobre estos invariantes.
Notese que el item 2, es la mencionada propiedad de cambio de base deseada en nuestra
aplicacion al calculo de resultantes.

Proposicion 5.3. Sea M un A-mddulo finitamente generado.
1. Los invariantes de Fitting de M forman una sucesion creciente:
Fitt(M) = Fitto(M) C Fitt; (M) C Fitty(M) C --- .

Mads ain, si M puede ser generado por m elementos, entonces Fitt,, (M) = A.
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2. Dado un morfismo A — B de anillos, se tiene que, para todo v € N
Fitt, (M ®4 B) = Fitt,(M)B .

3. Para todo v > 1 se tiene que ann(M) Fitt, (M) C Fitt,_1(M). Mds ain, si M
puede ser generado por m elementos, entonces

ann(M)™ C Fitt(M) C ann(M).

4. Si M es un A-mddulo que admite una presentacion finita (se dice que M es
finitamente presentado), entonces cada uno de sus invariantes de Fitting es un
ideal finitamente generado de A.

Enunciaremos a continuacion un resultado muy importante conocido como Lema de
McCoy, que tampoco demostraremos.

Lema 5.4. (McCoy) Sea ¢ : F — G un morfismo entre dos A-mddulos libres de rango
r1 Yy o respectivamente. Entonces ¢ es inyectiva si y solo si anna(det,, (¢)) = 0. mds
aiun, cuando se estd en esta siluacion se tiene que r1 < To.

Utilizaremos este resultado al final de esta seccidon para obtener una descomposicion
de un complejo libre, como la deseada en el Teorema 4.8.

5.2. La Caracteristica de Euler. Nuevamente aqui A es un anillo conmutativo,
y M es un A-modulo. Antes de poder definir el invariante de McRae de M, que deno-
taremos por G(M), debemos definir algunos conceptos previos que estan intimamente
ligados a él.

Definiremos previamente otro invariante, conocido como Caracteristica de Fuler, que
tiene la propiedad de caracterizar a aquellos médulos que tienen anulador trivial.

Lema 5.5. Sea M un A-mddulo, y consideremos dos resoluciones libre finitas Fo y F’,
de M, entonces se tiene que y_.(—1)'r; =Y .(=1)'r}, donde r; = rg(F;) y ri = rg(F}).

Ahora podemos definir la Caracteristica de Euler de M como sigue:

Definicién 5.6. Sea M un A-moédulo que admite una resolucién libre finita F, por
modulos F; de rango r;. Definimos la caracteristica de Euler de M como

1=0

El siguiente teorema, debido a Vasconcelos, caracteriza los médulos cuya caracteris-
tica de Euler es cero, y que seran de interés proximamente.

Lema 5.7. Sea M un A-mddulo que admite una resolucion libre finita de longitud
finita. Entonces la caracteristica de Eurler de M es un entero no negativo y

1. x(M) >0 siy solo si anng(M) = 0;
2. X(M) =0 siy solo si annyg(M) # 0, si y solo si0:4 anna(M) = 0.

Aplicando este resultado en el contexto habitual, donde M = B, para v > vy,
deducimos que x(B,) = 0 ya que anna(B,) # 0 y esta generado por la resultante. La
altima parte dice que anna(B,) contiene un elemento que no es divisor de cero, que
justamente es la resultante mencionada.
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5.3. El Invariante de McRae. Estamos ahora en condiciones de definir el inva-
riante de McRae de un A-modulo que admite una resoluciéon libre finita y tal que
X(M) = 0. Nuestra aplicacién serd como siempre al caso en que A es el anillo de
coeficientes universales, y M = B, para v > 1.

De acuerdo con los establecido en el trabajo de Northcott [Nor76], daremos la si-
guientes definiciones:

Definiciéon 5.8. Si M es un A-mo6dulo que tiene una resolucion libre finita de longitud
uno de la forma 0 — F; — Fy — M — 0y tal que x(M) = 0, diremos que M es un
modulo elemental.

Si M es un A-moédulo elemental, entonces el ideal de Fitting inicial Fitt(M) es
principal (ademaés es integro y fraccionario).

Definicién 5.9. Notaremos por &(M) al ideal de Fitting inicial de estos modulos y lo
llamaremos invariante de McRae de M. Méas en general, si M es un A-mdédulo. Dada
una resolucion finita F, por mdédulos elementales F;, se le asocia un ideal invertible
fraccionario

&(M) = [ Fite(F) ",
=0

que se denomina invariante de McRae de M.

Enunciaremos a continuaciéon algunas propiedades importantes del invariante de
McRae que estan para probar en los ejercicios de esta seccion, y cuya demostracion se
encuentra completa en [Nor76, Cap. 3.6 y 6.2]|.

Sea M un A-modulo que tiene una resolucién finita de moédulos elementales. Entonces
el ideal G(M) de A es un ideal principal generado por un elemento que no es divisor
de cero. Ademas, satisface que Fitt(M) C &(M) y es minimal con esta propiedad, es
decir, si I es un ideal principal de A que contiene a Fitt(M), entonces también contiene
a 6(M).

La propiedad anterior implica que si A es un DFU, como lo es el anillo de coeficientes
universales, entonces G(M) esta generado por el ged de los generadores de Fitt(M).

Ademas, hay una serie de equivalencias al hecho de tener una resolucion por médulos
elementales, que se resumen en el siguiente resultado:

Lema 5.10. St M es un A-mddulo, entonces las siguientes tres afirmaciones son equi-
valentes:

1. M admite un resolucion finita por modulos elementales;

2. M admite una resolucion libre finita de caracteristica de Fuler cero;

3. M admite una resolucion libre finita y ann(M) contiene un elemento que no es
divisor de cero.

Esto ultimo nos dice que M admite una resolucion libre finita y ann(M) contiene
un elemento que no es divisor de cero, entonces M admite un resolucién finita por
modulos elementales y por lo tanto podemos definir el invariante de McRae como en
la Definicion 5.9.

en la proxima parte daremos un método constructivo para calcular el ideal G(M).

5.4. Un algoritmo par calcular &(M). A partir de ahora supondremos que A es
un dominio integro, y que M es un A-moédulo que admite una resolucion finita libre de
longitud n > 1,

$n Pn—1 ®1
F. : 0—-F,3F 15 . FH5F—M-—0,
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tal que x(M) = >_.(=1)'r; = 0, donde r; es el rango del modulo F;.
Descompongamos ahora los moédulos F; del complejo F,, empezando desde la iz-
quierda.
Sea FY(LO) =0y F,(Ll) .= F,,, escribimos entonces F = Fr(LO) <> F,(Ll) . Como ¢, es
inyectivo, entonces por el Lema de McCoy, 5.4, se tiene que:

1. F,,—1 se escinde en F,Eo_)l & F,El_)l, donde estos dos médulos son libres de rango
Tn ¥ Tn_1 — T Tespectivamente. El morfismo ¢, : F,, — Fj,_; se puede escribir
matricialmente como ¢, = (¢, d,), donde det(c,) # 0. Se reescribe el comienzo

de la resolucién anterior de la forma

0 0 F
@ o ™ o
O F7(L1) dn F”El_)l

2. Ahora, como el morfismo ¢, es biyectivo sobre el cuerpo de fracciones de A
y como im(d,) = ker(d,_1), se deduce que F,,_5 se parte en Fé(i)z ® Fé%, en
dos modulos libres de rango 7, 1 — 7, ¥ 7o — (11 — 1) respectivamente. El
morfismo ¢,,_1 : F,, — F,,_1 se escribe matricialmente como

_ ap—1 Cp-1
Y1 = bn—l dn—l

, donde det(c,_1) # 0. Se reescribe el comienzo de la resolucion F, como

dn dp—
0 P 0 B,

3. de esta forma se obtiene que para cada i = 0,...,n F; se escinde como F; =
F9F™" con ambos modulos libres de rango Z?;é_l(—l)jriﬂﬂ V(=1 iy
repectivamente, y para ¢ = 1,...,n el morfismo ¢; : FZ.(O) ® Fz.(l) — FZ.(E)I D Fz(_l)1
se escribe matricialmente como

[ a4 G
T\ od )

donde el determinante de ¢; es no nulo.
. n . - .,
4. Finalmente, dado que x(M) = > %_(—1)’r; = 0, una descomposicion de esta
forma termina con un morfismo ; que se escribe como (a; ¢1)*, con det(c;) # 0,
obteniéndose una resolucion libre con morfismos como se ilustra en el diagrama:

0—=0 0 =Ry == F ="
% ey bl1  cn—2 % ><
o ® @ © N y
O F(l) dn F(l) dn_l F(l) ...... LF(l)LF(l)
n n—1 n—2 ! 0

Obsérvese que se obtiene una familia de matrices cuadradas, que estan definidas
complementando las filas o columnas de la matriz anteriormente definida, y cuyo de-
terminate es no nulo.
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Corolario 5.11. Con la notacion anterior, se tiene

iy _ det(cy) det(cs3)
S(M) = det(F,)A := Hdetcz = doilc )dt(c4)...‘4‘

Vimos que G(M) es el menor ideal principal que contiene a Fitt(M), esto dice
que &(M) es la parte de codimension uno de Fitt(M). A partir de la Proposicion
5.3.3., se tiene que los primos asociados de Fitt(M) son exactamente los mismos que
los primos asociados de ann(M). Més precisamente, si A es un DFU, y Py,..., P,
denotan los factores irreducibles del ged de un sistema de generadores de Fitt(M),
entonces P .. . P es un generador de &(M), donde ¢; denota la multiplicidad de
S(M) en A/(P;) que también suele escribirse e;.

Aplicando estos resultados al anillo A = Z[U, ,| de coeficientes universares, que puede
ser reemplazado por otro anillo aplicando la propiedad de cambio de base, tomando
M = B, con v > 1y, se obtiene que

S(B,) = det((K,),)A := ﬁ det(87) """ A.

Ademas, si v > 1y, se tiene que los primos asociados de Fitt(B,) son exactamente los
mismos que los primos asociados de ann(B,), que anna(B,) es principal y primo, y
que &(B,) es el menor ideal principal que contiene a Fitt(B,), esto dice que no sdlo
S(B,) es la parte de codimension uno de Fitt(B,), sino que &(B,) = anna(B,).
Ejercicios.

1. Sea A un anillo conmutativo, y sea M un A-modulo presentado por

Ar 2 A M 0,
donde det(¢) no es divisor de cero en A. Entonces
anng (M) = Fittg(M) :4 Fitty (M).
2. En el contexto del ejercicio anterior, si M es un A-mo6dulo presentado por
A LA™ M 0,

donde det(¢) no es divisor de cero en A, m > n, y depthanng M =m —n + 1.
Entonces anny (M) = Fitto(M).
3. Sea M un A-moédulo que tiene una resolucion finita de médulos elementales.
Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:
a) Supongamos que se tiene dos resoluciones por modulos elementales

0O—-F,—F,1— - —>F—>F—>M-—0

y
0—F, —-F, - —F —>F—M-=0

del A-modulo M, entonces

H Fitt(F, H Fitt(£7) V",

b) Si se tiene una sucesion exacta de la foorma 0 — M’ - M — M" — 0
de A-modulos, donde M’ y M” admiten ambos una resolucion finita de
modulos elementales, entonces S(M) = S(M')S(M").
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Sea S un conjunto multiplicativamente cerrado de A. Entonces el Ag-
modulo Mg tiene una resolucion finita de médulos elementales, y se tiene
que G(M)AS = 6(M5')

El ideal fraccionario G(M) de A, resulta un ideal integro de A. Méas ain
es un ideal principal generado por un elemento que no es divisor de cero,
tal que Fitt(M) C &(M) y es minimal con esta propiedad, es decir, si I es
un ideal principal de A que contiene a Fitt(M), entonces también contiene
a 6(M).

La propiedad (d) implica que cualquier generador de &(M) sirve como ged
(méximo comin divisor) de cualquier conjunto de generadores de Fitt(M).
En particular, si A es un DFU, G(M) esta generado por el ged de los
generadores de Fitt(M).

6. EJEMPLOS

En esta seccion desarrollaremos dos ejemplos de resultantes multihomogéneas, que

seran acompanados con el correspondiente codico en Macaulay2 [GS|, usando el pa-
quete EliminationMatrices desarrollado junto con Laurent Busé y Manuel Dubinsky
[BBD12].

Ejemplo 6.1. En este ejemplo veremos un caso muy simple, de dos polinomios ho-
mogéneos en dos variables, uno cuadratico y uno lineal. Una aplicacion tipica de este
ejemplo es el caso del calculo del descriminante de un polinomio f;.

i1

12

i3 :

i4

ib

i6

06

i7

o7

o7 :

i8

: R=QQ

Sea A= Qla,b,c,d,e]y R= Alz,y], fi = ax® +bzy +cy® y fo = dx + ey.
: load

"EliminationMatrices.m2"

[a,b,c,d,e,x,y];

fl=a*x~2+b*x*y+cxy~2;

f2=d*xtexy;

: vari

= {x,y};

: m =matrix {{f1,f2}};

1 2

: Matrix R <--- R

eliminationMatrix(vari,m, Strategy=> Macaulay)

{2}
{2}
{2}

| ado |
| bed |
| ¢ 0 e |

3 3

Matrix R <--- R

: det (00)
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2 2
08 = cxd - b*dxe + axe

o8 : R

Un ejemplo clasico es calcular la resultante de f; = az® + bxy + cy® v fo = 2ax + by,
que se obtiene substituyendo d por 2a y e por b.

i9 : substitute(oo,{d=>2*a, e=>b})

2 2
09 = - axb + 4a ¢

09 : R
110 : factor oo

2
010 = (a)(- b + 4daxc)

010 : Expression of class Product

El hecho de poder evaluar directamente d en 2a y e en b es justamente la propiedad de
universalidad que tanto hemos remarcado. Eso dice que calcular la resultante conmuta
con el morfismo de especializacion.

Otra forma de calcular la matriz resultante de Macaulay Mnu es como el morfismo
M,, == (R(-2)® R(-1) — R),, -
paravy=(2—-1)+(1-1)+1=2.
111 : K = koszul m
1 2 1

0oll =R <-- R <--R

0 1 2
0l1 : ChainComplex

i12 : nu = (2-1)+(1-1)+1;

i13 : Mnu = mapsComplex (nu, vari, K)

013 ={{2y | ad0 |, 0}
{2 | bed |
{2} | c 0 e |

013 : List

i14 : de = detComplex (nu, vari, K)
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2 2
014 = c*d - b*d*xe + axe

014 : frac(R)

Observar que en el caso en que 1 es el indice de saturacion, la matriz M, de
dos polinomios homogéneos en dos variables, siempre resultard cuadrada. No es asi si
v > Uy, ni para mas polinomios y mas variables para ninguin v. Podemos verificar
este hecho en este ejemplo, asi como que el determinante del complejo Kq(f1, f2; R),
no depende de v > 1y, v coincide con cd? — bde + ae?.

i15 : Mnu = mapsComplex (nu+1, vari, K)

ol5={{3y 1 a0doo0o |, {13 | -4 I}
{3 I baedo0o | {1} | -e |
{3}l cbO0Oedl| {2} 1 a |
3} 10c00e | {2y 1 b |
{2} | ¢ |
0l5 : List

Esto dice que el complejo Kq(f1, f2; R) en grado v = 3 se escribe
(7)
0— R(—3 R(-2), ® R(-1), — R, — 0,

el cual puede escribirse, identificando R(—3), con A, R(—2), & R(—1), con A* ¢ A%y
R, con A*

(=f2,f1)
)V -

—d
—e a 0 d 0 0
a b a e d 0
b c b 0 e d
c 0 c 0 0 e
0-A — A2 A® — A* = 0.

i16 : de = detComplex (nut+l, vari, K)

2 2
016 = c*d - b*d*xe + axe

016 : frac(R)

Ademas, el divisor asociado al 0-ésimo ideal de Fitting de M, Fitto(M, ), para todo
v > 1, no depende de v. Estudiando la descomposicion primaria de Fittg(M,), vemos
que la parte principal de Fittg(M,) esta dada por el primo 2 = (cd® — bde + ae?).

En este ejemplo, el ideal Fitto(M,) se calcula como el ideal de menores de 4 por 4
(maximales) de la matriz anterior.

i17 : minors(4,015_0)

2 2 2 2 2 2 2
017 = ideal (c d - b*ckxdxe + axc*xe , - b*cxd + b d¥e - axb*e , axcxd
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2 2 2 2 3 3 2 2
- axbxdxe + a e , cxd e - bxd¥e + axe , - ckd + bxd e -axdxe )

017 : Ideal of R
Su descomposicon primaria se caalcula como sigue

118 : primaryDecomposition oo

2 2 2 2 2
018 = {ideal(c*d - bxd*e + axe ), ideal (c, a, e , d , b )}

018 : List

De aca leemos que
Fitto(My) = p Ny,

donde A = (cd? — bde + ae?) es la parte principal de Fitto(M,), v q = (¢, a, €2, d?, b?) es
la componente soportada sobre el ideal (a, b, ¢, d, €), es decir, V(q) es un punto miltiple
sobre el origen.

Ejemplo 6.2. En este ejemplo veremos un caso apenas mas complicados, de tres
polinomios homogéneos en tres variables, uno cuadratico y dos lineal. La eleccion de
los grados esta limimitada por el comando primaryDecomposition.

Sea A = Qla,b,c,d,e, f,g,h,x,y,2] y R = Alx,y,2], fi = ax? + bry +cy® y fo =
dz + ey.

il : load "eliminationMatrices.m2"
i2 : R=QQ[a,b,c,d,e,f,g,h,x,y,2];
i3 @ fl=a*x"2+bxxxyt+cxy~2+d*xz"2;
i4 : f2=exxtaxy+fx*z;

i5 : f3=gxxth*xytex*z;

i6 : vari = {x,y,z};

i7 : m =matrix {{f1,f2,f3}};

1 3
o7 : Matrix R <--- R

Calculamos la matriz resultante de Macaulay Mnu como el morfismo
My, = (R(=2)® R(-1) ® R(-1) = R),, .

para vy = 2.
i8 : K = koszul m
1 3 3 1

08 =R <--R <--R <--R
0 1 2 3
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08 : ChainComplex
i9 : nu = (2-D)+(1-1)+(1-1)+1

09 = 2

Ademaés, podemos verificar que el determinante del complejo Ko(f1, f2f3; R), no
depende de v > vy. Ademas agregamos el comando time para mostrar el poco tiempo
de computo que estos calculos insumen, y verificamos que la matriz Mnu_0 tiene rango
maximo.

i10 : Mnu = mapsComplex (nu, vari, K)

010 ={{2Y l ae00go00 |, {1} | -g |, 0}
{2 I baeOhgoO| {1} 1| -h |
{2y 10f0ee0g | {1} 1| -e |
{2l co0ao0o0ho| {1} 1 e |
{2 1 00fal0Oeh | {1} 1| a |
{2 1 do0fo00e | {1} 1| f |

010 : List

111 : rank Mnu_0 == rank target Mnu_0

oll = true

Esto dice que el complejo K(f1, fo; R) en grado v = 2 se escribe

v

00— R(_4)u ﬁ (R(—3) @R(—3)@R(—2))V i (R(_Q)@R(—l) @R(—l))y i R, —

0
el se escribe, siendo v = 2, identificando R(—4), = R(-3), = 0, R(-2), = A,
R(-1), =A%y R, = A% con

—q a e 00 g 00

—h b a e 0 h g O

—e 0O f 0 e e 0 g

e c 0 a 0 0 h O

a 00 f a 0 e h

f d 00 f 0 0 e
0—-0—-0000A — ApAda A — A% — 0.

Obsérvese ahora que el célculo del ideal de Fitting Fitto(Mnu_0) es casi instantaneo:

i12 : fitt= time(minors (rank Mnu_0O, Mnu_0))
-- used 0.003 seconds

32 3 4 2 22
012 = ideal (- a e f + axbxe f - c*e f - axbkexf g + 2cxe f g -

a dxfxg - cxf g + 2a exf h - b*e £ h + 2axd*exfxgxh + b*xf gxh
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- dxe fxh - axf h , a e - a bxe + axcxe + a brexfxg -

2axcxe fxg + a dxg + axcxf g - 2a exf*xh + axbxe fxh -

2 2 22 222 33 4
2a dxexgxh - axbxf gxh + axd*e h + a f h , - a e + axbxe -

cxe - axb*e f*xg + 2cxe fxg - a dxexg - c*xexf g + 2a e fxh -

bxe fxh + 2axd+*e gxh + b*exf gkh - dke h - axexf h , - a e +

22 3 2 2 32

22 32 3 4 2

2 2 22 2 2 2 2 2
a dxg h + cxf g h - 2a exfxh + b*e fxh - 2a*dxexgxh -

bxf gxh + dxe h + axf h , - a e g + axbxe g - cxe g -

axbkxexfxg + 2cxe fxg - a dxg - cxf g + 2a exfxgxh -

bxe f*g*h + 2axdxexg h + bxf g h - dxe gxh - axf g*h )

012 : Ideal of R

Su descomposicion primaria se calcula asi

113 : primaryDecomposition fitt

32 3 4 2 2 2
013 = {ideal(a e - axb*e + c*e + axbxexfxg - 2c*e fxg + a d*g +

22 2 2 2 22

2 2 3 4 2 6 4 222 3 2
axf h ), ideal(h, g, f, e , a e, a -2a bxe + a b e + 2a cxe )}

31
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y se observa que
Fitto(M,) =2ANq,

donde A = (a®e?—abe3+cet+abefg—2ce? fg+a*dg*+cf?g? —2a’e fh+be? fh—2adegh—
bf?gh + de*h? + af*h?) es la parte principal de Fitto(M,), y q = (h, g, f, €3, a’e? a® —
2atbe+a?b*e? +2a3ce?) es la componente soportada sobre el ideal (h, g, f, e, a), es decir,
V(q) es un plano multiple de codimension 5.

Obsérvese que, como antes, 2 puede calcularse mediante el determinante del complejo
K.(f1, fo; R) en grado v = 2, uasando el comando detComplex (nu, vari, K).

APENDICE

El ojectivo de esta seccién es complementar el contenido de las notas con dos te-
mas fuertemente vinculados con la teorfa de eliminacion, y cuyo interés trasciende la
aplicacion que le daremos.

Estos dos temas con, primero el estudio de los médulos de cohomologia local, y
luego uno de los invariantes més importantes de un médulo graduado, la regularidad
de Castelnuovo-Mumford.

El primero, cohomologia local, aparece en nuestras aplicaciones al definir el ideal
eliminante, ya que escribimos 2 = H%+(B)0, es decir, como el 0-ésimo moédulo de
cohomologia local de B en grado 0.

El segundo, el estudio de la regularidad de Castelnuovo-Mumford, aparece al querer
conocer a partir de qué grado el modulo Hy (B), se anula. El Lema B.4 da una
respuesta a este problema en el caso en que I esté dado por una sucesion regular.

A.1. Cohomologia local. La cohomologia local fue desarrollada por Alexander
Grothendieck en la década de 1960, en parte, para responder a una conjetura de Pie-
rre Samuel acerca de cuéndo ciertos tipos de anillos conmutativos son de dominios de
factorizacion tnica.

La cohomologia local se ha convertido en una herramienta indispensable y es objeto
de mucha investigacion. Mostraremos acéd algunas propiedades y aplicaciones de la
cohomologia local, principalmente orientadas a la teoria de regularidad.

Entre muchos otros atributos, cohomologia local permite responder a muchas pre-
guntas aparentemente dificil. Un buen ejemplo de este problema, donde cohomologia
local ofrece una respuesta parcial, es cuantos generadores tiene un ideal a menos de
radical.

A.1.1. Como funtor derivado de I';(—). Sea R un anillo noetheriano, I C R un ideal
y M un R-mo6dulo. Se define
Ty(M):={m e M : existe n € N tal que I"m = 0}

Observacion A.1. Obsérvese que Homg(R/I, M) = {m € M : Im = 0} para todo ideal
I de R, se obtiene el isomorfismo natural

I';/(M) = lim Hompg(R/I", M).
Luego, M — T';(M) define un funtor covariante I';(—).
Lema A.2. T';(—) es un funtor aditivo exacto a izquierda.

Demostracion. cf. [Hun07, Sec. 2| o [BH93, Prop. 3.5.1] en el caso I = m. O
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Definiciéon A.3. Los funtores de cohomologia local H:(—) son los funtores derivados a
derecha de I';(—). Es decir, si Z° es una resolucion injectiva del R-mo6dulo M, entonces
Hi{(M) = HY(T';(Z*)) para todo i > 0.
Observacion A.4. Sea R un anillo noetheriano.
1. Sea M un R-modulo, entonces HY(M) = T';(M) y Hi(M) = 0 para todo i < 0;
2. si J es un R-modulo injectivo, entonces Hi(J) = 0 para todo i > 0;
3. para todo R-mo6dulo M y todo ¢ > 0 se tiene

Hi(M) = lim Ext%(R/I™, M);

Hay una inyeccién natural
¢ : Ext%(R/I", M) = hom(R/I", M) — M

dada por o(f) = f(1), tal que im(p) ={m & M : ["m =0} =05, I™.

Aplicando el funtor limte directo lim Ext%(R/I", M) = lim hom(R/I", M) que coin-
cide con la unién U,m € M : I"m = 0 que a su vez coincide con I';(M) por definicion.

El funtor Exty(R/I'—) es el i-ésimo derivado del funtor hompg(R/I", —). Tomando
colimites filtrantes, que conmutan con tomar funtores derivados por ser el colimite
filtrante un funtor exacto (cf. [Eis95, Prop. A6.4]) se obtiene la equivalencia deseada.
Observacion A.5. Sea R un anillo noetheriano.

1. como Hj(—) es un o-funtor, dada una sucesiéon exacta corta de R-modulos
0—- M — M — M"— 0, da una sucesion exacta larga de cohomologia

0—T;(M)—TM)—T;(M") — H(M)— -

2. ademés, si I y J son ideales de A, como {I™ + J"} es cofinal con {({ + J)"} y
{I"NJ"} es cofinal con {(INJ)"}, y I'(Ty(M)) =T,(T(M)) =T115(M), de
la sucesion exacta corta

0—R/(I"NJ")—R/I"®R/J"— R/(I"+J") — 0,
aplicando Hompg(—, M), se tiene la sucesion exacta larga de Mayer-Vietoris
0T yM) =T (M)eT (M) — T (M) — H}H(M) — e

A.1.2. Como la homologia del complejo de Cech. Sea S un anillo noetheriano, R =
Slx1, ..., x,], m = (z1,...,2,) el Gnico ideal maximal graduado y M un R-moédulo.
El morfismo de localizaciéon en x; define un complejo

Co(M):0—= M — &My, — DijMeya, — -
Observe que ker(M — @&;M,,) = T n(M). Por lo tanto, HY(M) = H°(C2)

Proposiciéon A.6. Para todo R-mddulo M y para todo © > 0,
H,, (M) = H'(Cy).

Si R no es noetheriano, el complejo de Cech recién definido no siempre calcula
los funtores derivados de I'j(—) en la categoria de R-modulos. Ni siquiera si [ es
finitamente generado. Por esta y otras razones, la definicion general de cohomologia
local probablemente debe hacerse en una categoria mas amplia (haces sobre Spec(R),
cf. [Har67]).
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Ejemplo A.7. Sea p un ntmero primo. Calculamos H,(Z), donde p es el ideal generado
por p. Dado que Z es un dominio de ideales principales, todos los médulos divisibles
son inyectivos, y entonces una resolucion inyectiva de Z esta dada por 0 - Z — Q —
Q/Z — 0.

El funtor I'y(—) calcula la p™-torsién para todo n. Aplicando este funtor a la reso-
lucién inyectiva, se obtiene que hay un tnico término que no se anula, que vivie en
lugar cohomoldgico 1, a saber I'y,(Q/Z). Por lo tanto todas las cohomologias locales se
anulan, excepto por H;(Z), que es isomorfa a la p-torsion en Q/Z. Por la propiedad
de factorizacion tinica, este modulo puede ser identificado con Z[p~']/Z, donde Z[p™']
es el anillo de los nimeros racionales cuyos denominadores son una potencia de p.

Ejemplo A.8. Un ejemplo muy similar que sea més en la direcciéon de estas notas es
el calculo de los Hj (M), donde R = k[X], k es un cuerpo, Ry = (X), y M es un
R-moédulo finitamente generado.

Por el teorema de estructura para dominio de ideales principales, M es suma directa
de modulos ciclicos. Como los funtores de cohomologia local conmutan con sumas
directas, que basta con calcular la cohomologia local de R/(g) para algin g € R.

En primer lugar, calcular la cohomologia local de R sobre si mismo, es decir, cuando
g = 0. Como en el ejempoplo anterior, como R es un dominio de ideales principales,
todo modulos divisible es inyectivo.

La capsula inyectiva de R es su cuerpo de fracciones K = k(X), y como K/R es
divisible, resulta inyectivo.

Asi una resolucién inyectiva esta dada por

0—-R—K—K/R—D0.

Ahora aplicamos I'g, (—) y calculamos la cohomologia local como la cohomologia del
complejo
0—=Tg (K)—=Tg (K/R)—D0.

Se desprende que Hﬁ%Jr(R) = 0 para todo j # 1 y se puede identificar ', (K/R) =

H}ﬁ(R).

Como antes, la propiedad de factorizacion tnica muestra que Hg, (R) = R[X ']/R =
k[ X, X1 /k[X].

Este modulo tiene una k-base formada por elementos de la forma XL, con n > 1.

La multiplicacion por X en actua de forma usual, X - % = # sin > 1,y al final,
cuandonzl,X'%:O.
Para calcular Hy, (R/(g)) cuando g # 0, se utiliza la secuencia exacta corta,

0—R-% R— R/(g) — 0.

Esta sucesion exacta corta induce una larga sucesiéon exacta en cohomologia, con las
flechas de Hp, (R) a Hp (R) dadas por la multiplicacién por g. Dado que sélo hay
un s6lo moédulo de cohomologia local no nulo de R, se obtiene una sucesion exacta de
cuatro términos:

0— H% (R/(9)) — Hp, (R) =% H (R) — Hp, (R/(g)) — 0.

Como cada elemento de H}%+ (R) es anulado por una potencia de R, si h es un elemento
coprimo con X, entonces h debe actuar como una unidad en H11%+(R). Esto altimo se

debe a que existen a,b € R tales que ah = 1—0X,y 1 —0X actiia como una unidad en
este modulo. Escribiendo g = X"h donde ged(h, X) = 1, se deduce que Hy (R/(g))
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es el nicleo de la multiplicacion por X™ en Hp (R) y Hp, (R/(g)) es el conicleo de
la multiplicacion por X™. El conjunto de elementos en H}ﬁ(R) anulados por X" es

generado por ¢ y por lo tanto es isomorfo a R/(X™). Como Hp (R) = R[X'|/R,
este modulo es divisible por R, y por lo tanto el contcleo es 0.

Resumimos los resultados: si ¢ = 0, entonces H}ﬁ(R) = 0 para todo 7 # 1, y
Hp (R) = RIX']/R = $k[X']. Si g # 0, escribimos g = X"h, donde X no divide

h, se tiene que Hy, (R/(g)) = 0 para todo i # 0y Hy (R/(g)) = R/(X™).

Como corolario de este ejemplo se desprenden (por induccion) dos resultados: el
primero correspondiente al caso g =0

Corolario A.9. Si R = A[Xy,...,X,] es un anillo de polinomios en n variables sobre
un dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), y sea Ry = (Xi,...,X,) el ideal
mazximal irrelevante de R. Entonces

H}Q%(R) =0 para todo i #n, y Hg+(R) ~ o AIXTY XY

X1-Xn n

El segundo corolario corresponde al caso g # 0.

Corolario A.10. Si R = A[Xy,...,X,] es un anillo de polinomios en n variables
sobre un dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), sea Ry = (X1,...,X,) el ideal
mazimal irrelevante de R y f1, ..., fn n polinomios homogéneos de R, con deg(f;) = d;,
que forman una sucesion reqular en R. Escribamos B := R/(f1,..., fa). Entonces

Hj,, (B) = 0 para todo i # 0, y Hy, (B) = R/(X{", ..., X).

A continuacién enunciamos una propiedad fundamental de la cohomologia local que
nos permite cambiar de bases.

Proposicion A.11. Sea R un anillo noetheriano, I un ideal y M un R-mddulo. Sea
¢ : R — R un morfismo de anillos y M' un R'-mddulo. Sea I' el ideal I - R’ en R’.
1. §i ¢ es playa entonces H}(M) ®r R = H},(M ®@gr R'). En particular, la coho-
mologia local conmuta con localizacion y completacion.
2. H/(N) = H},(N), donde la primera cohomologia local es calculada sobre R y la
sequnda sobre R’.

Demostracion. Elija generadores xq,...,x, de I. El primer punto se sigue del hecho
que Co(X; M) @ R = Co(X; M ®g R'), y como R’ es playo sobre R la cohomologia
conmuta con .

El segundo punto es consecuencia de los isomorfismos Co(X; N) = Co(X; R) ®r N =
Ce(X;R)®@p R @r N Z Co(p(X); R') @p N = Co((X); N). O

Esto dice que calcular la cohomologia local sobre el anillo de base coincide con hacerlo
sobre la localizacion.

B.2. Regularidad de Castelnuovo-Mumford. La regularidad de Castelnuovo-
Mumford es un invariante fundamental en algebra conmutativa y en geometria al-
gebraica. Es una especie de cota universal para invariantes importantes de algebras
graduadas como por ejemplo para el maximo grado de las syzygies de un ideal y para
el maximo grado de no-nulidad de los médulos de cohomologia local.

Intuitivamente, mide la complejidad de un médulo o de un haz: la regularidad de
un modulo aproxima el mayor grado de un generador minimal y la regularidad de un
haz estima el menor twist para el cual el haz esta generado por sus secciones globales.
Este invariante fue usado para medir la complejidad de problemas computacionales en
geometria algebraica y en algebra conmutativa (ver por ejemplo [EG84] o [BM93]).
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Se ha intentado encontrar cotas superiores para la regularidad de Castelnuovo-
Mumford en termino de invariantes mas simples como por ejemplo lo son la dimensiéon
y la multiplicity. De todas formas, la regularidad de Castelnuovo-Mumford no puede ser
acotada en término de ninguno de éstos dos, lo cual hace su calculo aun més interesante
y no trivial en muchos casos.

A pesar de que la definicion original, dada por Mumford en 1966 en [Mum66| fue
enunciada en término de anulaciéon de la cohomologia de haces, daremos una definicion
puramente algebraica de esta regularidad, en términos de médulos cohomologia local,
dada originalmente por Ooishi en 1982 [00i82]. Cabe mencionar que las dos definiciones
puramente algebraicas mas populares de regularidad de Castelnuovo-Mumford son, una
en término de nimeros de Betti introducida por Eisenbud y Goto en 1984 en [EG84| y
la otra usando cohomologia local (ver def. en A.3), que es la que adoptaremos.

Hay dos resultados esenciales que motivan definir la regularidad de Castelnuovo-
Mumford en términos de cohomologia local: el teorema de Grothendieck que establece
que H. (M) = 0 para i > dim(M) y i < depth(M), asi como la no nulidad de estos
modulos para ¢ = dim(M) y i = depth(M); y el teorema de anulacion de Serre que
determina la anulacion de las piezas graduadas H}, (M), para todo i, y todo > 0. La
regularidad de Castelnuovo-Mumford es una cota inferior para este grado de anulacion.

Si H: (M) # 0, se define

(B.1) a;(M) = sup{u | H, (M), # 0},
en caso contrario, a;(M) := —oo. Una notacion también frecuente en la literatura es la

de “end", en nuestro caso, escribirfamos a;(M) := end(H. (M)).

Definicion B.1. (Regularidad Castelnuovo-Mumford) Sea M un R-moédulo graduado
y sea ¢ € Ny. Se define la regularidad de Castelnuovo-Mumford de M a nivel ¢ como

reg’ (M) := sup{a;(M) +i:4i > (}.
La regularidad de Castelnuovo-Mumford de M se define como
reg(M) := reg’(M).
Obsérvese que como cdy(M) < 0o, tenemos
reg’(M) € Z U {—o0}.
El méximo sobre los 7 positivos es también un invariante interesante:

greg(M) := Siglg{ai(M) +i} = reg(M/Hy (M)).

Ver Bayer y Mumford [BM93| o [Mum66].
A continuaciéon repasamos algunos hechos simples sobre la regularidad.

Lema B.2. Sea M un R-mddulo graduado finitamente generado {,k € Ny. Luego, se
tienen las siguientes afirmaciones:
1. Si k > 1 entonces regt(M) < regt(M).
Para todo n € Z se tiene reg(M(n)) = regt(M) — n.
reg(M) = max{end(T'n(M)),reg! (M)}.
reg(M/T (M) = reg! (M,/T'n(M)) = reg! (M) < reg(M).
M =T (M) siy solo si regt(M) = —oo.
M =0 si y sdlo si reg(M) = —o0.

AN b
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Podemos dar una caracterizacion alternativas de Regularidad en nivel ¢, sin necesitar
pasar por la definicion de los modulos a;(M):
Para todo ¢ € Ny y que todo R-moédulo graduado finitamente generado tiene:

(B.2) reg! (M) = inf{r € Z: H. (M), s, = 0,¥i > (}.

A continuacion damos dos resultados que son los que motivaron este apéndice sobre
regularidad, por su aplicacién a estas notas sobre resultantes.

Lema B.3. Si R = A[Xy,...,X,] es un anillo de polinomios en n variables sobre
un dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), y sea Ry = (Xi,...,X,) el ideal
mazimal irrelevante de R. Entonces

reg(R) = 0.
Ademds, reg(R) = reg*(R) para todo { < n.

Demostracion. Por el Corolario A.9 se tiene que HA(R) = 0 para todo © # n, y
Hp (R) = s A[XT,..., X,)"]. Aplicando la definicion de a;(R) dada en (B.1)

X1 X,
an(R) :=sup{p | Hp(R), # 0}, v a;(R) = —oo si i # n.
Ahora, como HJ(R), = ﬁA[Xl_l, ooy, X1, tenemos HZ(R)_,, = ﬁA # 0
y H(R), =0si p > —n+ 1. Luego, a,(R) = —n.

) =
Por la Definicion B.1 se tiene que reg’(R) := sup{a;(R) +i : i > (}, de lo que se
deduce que para todo ¢ < n,

reg(R) = reg’(R) = reg"(R) = a,(R) +n=—n+n = 0. O
El segundo corolario corresponde al caso g # 0.

Lema B.4. Si R = A[X;y,...,X,] es un anillo de polinomios en n variables sobre un
dominio A (esta hipdtesis puede ser relajada), sea Ry = (X1,...,X,,) el ideal mazimal
irrelevante de R y fi,..., fn n polinomios homogéneos de R, con deg(f;) = d;, que
forman una sucesion reqular en R. Escribamos B := R/(f1,..., fn). Entonces

reg(B) =) (d; —1).

Ademds, reg’(R) = —oo para todo £ > 1.

Demostracion. Por el Corolario A.10 se tiene que HA(B) = 0 para todo i # 0, y
HY (B) = R/(X{",..., Xd). Aplicando la definicién de a;(R) dada en (B.1)

ao(R) = sup{p | HO(R), # 0}, y a;(R) = —oco si i # 0.
Sea jig := Y_;(d;—1). Como H} (B) : p= R/(X{,..., X2"),, tenemos que H)(B)

n Ho
es isomorfo al A-modulo X{*~'... X%~1A £ 0y HY(B), = 0 si u > po. Luego,
(lo(B) = Ho-

Por la Definicién B.1 se tiene que regf(B) — oo si £ > 1, y que
reg(B) = reg?(B) = ag(B) + 0 = pyo. O

Este resultado demuestra que HY(B), =0siv > vp:=>_,(d; —1)+1, y que ademas,
este valor es 6ptimo.
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Ejercicios.
1. Probar que I';(—) es un funtor aditivo exacto a izquierda
2. Probar el Corolario A.9.
3. Probar el Corolario A.10.
4. Extender el Corolario A.10 al caso de r < n polinomios homogéneos de R =
AlXq, ..., X,], con deg(f;) = d;, que forman una sucesion regular en R.
5. Probar el Lema B.2.
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