FORMAS DIFERENCIALES EN CURVAS ALGEBRAICAS (UNA
INTRODUCCION A LAS CURVAS ALGEBRAICAS).

FEDERICO QUALLBRUNN

RESUMEN. En este curso vamos a tratar de brindar una introduccién a la geometria
de las curvas algebraicas a partir del estudio de sus formas diferenciales y la relacion
con integrales abelianas y funciones abelianas.
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Palabras de advertencia. Las siguiente son las notas de un curso de tres clases de
una hora sobre la geometria de curvas algebraicas. El autor NO cree que pueda cubrir
el material de estas notas en tres horas. Mas bien, las notas servirian de complemento
o ampliacion al contenido del curso en si.

Mas importante atn, estas paginas no tienen ninguna intencién de explicar estos
temas, como serd claro para cualquiera que las hojée. Bajo ningtin concepto puede este
ser un medio para entender las cosas que aci se cuentan, mas bien es un medio para
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2 FEDERICO QUALLBRUNN

informarse acerca de esta matematica que el autor asegura es muy linda. En todo caso,
tal vez el mayor valor que tengan estas notas sea el de dirigir al lector hacia bibliografia
maés rica e interesante, si eso llegase a suceder el objetivo del curso y las notas se habra
cumplido con creces. Vale aclarar que mucho del contenido aqui presente estd inspirado
en las notas del curso del Prof. Cukierman [2].

Como requisitos a este curso conviene tener familiaridad con los elementos bésicos de
la geometria de variedades tales como atlas, cambios de cartas y coordenadas locales.
También ayuda bastante tener algtin conocimiento sobre formas diferenciales, més que
nada su definiciéon y como se comportan bajo cambio de coordenadas.

INTRODUCCION

Desde el siglo XVIII los matematicos estuvieron interesados en estudiar las propieda-
des de las funciones que son primitivas de funciones racionales o funciones algebraicas.
Ejemplos tales como

() = [ () = [ 2
n(z) = —, arcsin(z) = —_—
1 S 0o V1—s?

aparecen tipicamente en los primeros cursos de anéalisis. Fueron originalmente estu-
diados por sus propiedades analiticas (In(z)) o por su relacion con la geometria cléasica
(arcsin(z)).

Otras funciones como

* ds ? ds
¢2) :/0 V1— st vz :/0 V(1 —22)(1 — k2a?)

son menos conocidas (no tienen nombre propio, por lo menos no en anélisis 1), pero
aparecen frecuentemente como soluciones a problemas de mecénica o problemas de
rectificacion de curvas (calculos de longitud de arco).

Las propiedades del logaritmo y la exponencial bien pueden deducirse, como lo hacen
en [1], de la clasica formula:
In(a) 4+ In(b) = In(ab).

Asimismo también hay férmulas similares para las funciones trigonométricas inversas,
aunque son menos lindas:

arcsin(a) + arcsin(b) = arcsin(av'1 — b2 + bv/1 — a2).

Esta formula, que puede deducirse de la formula de la suma del seno o bien derivando
respecto de a de los dos lados, también puede usarse para deducir las propiedades de
las funciones trigonométricas.

Estudiando problemas de elasticidad, Bernoulli mostr6 que seria ttil conocer pro-
piedades de la funcion ¢(z) = foz \/%. Para esta funcion Fagnano encontré en 1718

la formula
20(a) = 62220
“= 1+a* 7
y en 1756 Euler descubri6 que valia la férmula méas general:
av1l—0*+by1—a*

14+ a2b?

¢(a) + ¢(b) = o( ).
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El problema de Euler. Estos descubrimientos llevaron a Euler a formular el proble-
ma de estudiar las funciones que admiten formula de la suma, mas en concreto:

Sea ¢ una funcion algebraica, es decir, una funciéon implicitamente definida por una
ecuacion del tipo

flz, o) = fo(@)e" + fi(z)e" '+ + faci(2)p + fulz) =0

donde los f;(x) son polinomios en x.
Sea también una funcion racional de dos variables R(z,y) € C(z,y).
A partir de estos datos consideramos la funcion

2) = | Ris.plo)s.
20

Pregunta 0.1 (Euler). ;Se puede encontrar siempre una funcion algebraica g(a,b) en
a y b tal que valga

§(a) +£(0) = £(g(a,0))?

i Para qué tipo de funciones £(z) existe una formula asi?

Después que Euler formulé esta pregunta Lagrange encontré una féormula de este
tipo para la funcion ¢ (z) de més arriba. Entre 1824 y 1826 Abel escribié una serie de
trabajos en los que muestra que no es siempre posible encontrar una féormula para la
suma como buscaba Euler, pero si es posible encontrar férmulas menos fuertes pero
maés generales.

Teorema 0.1 (N.H.Abel). Dada la funcion £(z) = fzzo R(s,p(s))ds existe un nimero
p, que solo depende de la ecuacion algebraica que verifica ¢ (o sea sélo depende del
polinomio f(z,y)) y que tiene la siguiente propiedad:

Para cualquier m € N existen p funciones algebraicas yi1(T1, ..., Tm), - Yp(T1, ..., Ti)
de m variables y una funcion elemental v(x1, ..., xy,) (composicion de funciones alge-
braicas y logaritmos) tales que

§(@1) + -+ &(wm) = v+ &(y) + -+ E(Yp)-

En pocas palabras el teorema dice que a cualquier suma de m términos la podemos
reducir a una suma de p términos mas un sumando dado por una funcién elemental.
Las formulas de Fagnano, Euler y Lagrange corresponden al caso en que p = 1y la
funciéon v = 0.

Como todo gran teorema, el de Abel abre més preguntas de las que cierra. ;Cémo
se calcula el nimero p? ;Y las funciones y;7 ;De donde salié la funcion v, por qué en
las formulas de Fagnano y Euler no aparece?

Observacion 0.2. El lector avisor se habra dado cuenta que muchos de los objetos
sobre los que estamos hablando hasta aca no estan del todo definidos. Por empezar
no queda del todo claro cuél es el dominio de las funciones £(z). Sabemos, basados
en el caso particular de las funciones exponenciales y trigonométricas, que mucho se
simplifican los argumentos si consideramos funciones de variable compleja. Por otro
lado, al considerar funciones en el plano complejo, hay que especificar las ramas del
logaritmo y de las funciones algebraicas que uno esté usando, y asi la definicion de £(z)
que se presento aca resulta ambigua.

Tal vez estas sutilezas tuvieran sin mayor cuidado a Euler. Posiblemente Abel se
haya dado cuenta de que son necesarias ciertas precauciones al usar estas definiciones
(después de todo él también fue el primero en estudiar seriamente la cuestion de la
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convergencia de series). Fue sin embargo Riemann el que empezo a dar a estas cuestiones
un marco teorico solido.

En el siglo XIX Riemann y sus sucesores se dieron cuenta gradualmente que las
propiedades de estas funciones y las respuestas a las preguntas antes planteadas estan
intimamente relacionadas con la geometria de las curvas algebraicas. Este descubri-
miento fue una de las razones que originaron el estudio de las curvas algebraicas y la
Geometria Algebraica en general.

Ejercicios.
1. (Periodo del péndulo) Consideremos el problema del péndulo (de masa m sin
rozamiento, con una varilla de masa despreciable de longitud [ = 1) Denotemos
6(t) es el angulo con la vertical a tiempo ¢, y ¢ la gravedad (constante). Sea 6
el angulo inicial del movimiento (es decir 6y = 6(0) y %|,_y = 0). Entonces la
energia cinética en tiempo t esta dada por

Y la energia potencial por
U(t) = mghy = mg(1 — cos(6(t)).

Supongamos la hipotesis (de indole fisico) que la energia total K +U es constante
a lo largo del tiempo.
a) Deducir que necesariamente se cumple la ecuacion diferencial

do
dt

b) Analizar la para qué puntos (t,6(¢)) la funcion 6(t) es inversible y su inversa
es derivable. Denotemos a la inversa t(6) (es el tiempo que le lleva al péndulo
alcanzar el angulo ).

¢) Mostrar que en el intervalo (0,6) vale la siguiente formula para ¢(6):

= \/2g(cos(#) — cosby).

1 v
)= \/2_9/0 V/cos(v) — cos by

d) Hacer un cambio de variables para escribir a ¢ como una funcion de la forma

1 z ds
>_@/1 V=) (s—a)

2. Mostrar que, en coordenadas polares, la longitud de arco de la elipse

__|_b_2:1

estd dada en términos de la integral

1—k2 2
I

donde k=1 — (%)%
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3. La lemniscata es una curva plana dada por la ecuacion
(2% +y°)* = a(z® — y?).

Dar una expresion para la longitud de arco de la lemniscata en coordenadas
polares, como la integral de una funcion del tipo £(z) = f; R(s,¢(s))ds.

1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

Definicién 1.1. Una curva algebraica plana C es un subconjunto de C? tal que existe
algtin polinomio de dos variables f(z,y) € Clx,y] tal que C' = C(f) := {(z,y) €
C?|f(x,y) = 0}. Si existe un polinomio primo f tal que C'= C(f) entonces la curva C
se dice irreducible.

Afirmacion 1.1. Si C es una curva irreducible y f un polinomio primo tal que C' =
C(f), entonces para cualquier otro polinomio primo g tal que C = C(g) existe A € C
tal que g = \f.

Definicion 1.2. Sea C'(f) una curva irreducible y f un polinomio primo que la define.
Al dominio integro C[C] := C|x,y]/(f) lo llamamos anillo de coordenadas o anillo de
funciones regulares de la curva y a su cuerpo de fracciones Frac(C[C]) lo llamamos
cuerpo de funciones racionales de C, también lo denotamos K(C).

La primera de las ideas que tuvo Riemann para tratar el problema de Euler fue la si-
guiente: En vez de tratar con “funciones multivaluadas” (como por ejemplo /(1 — 22)(1 — k222))

hay que considerar la curva asociada a la funcién (en el caso anterior la curva y* =
(1 —2*)(1 — k*z?)).

Observacion 1.3. Sea p = (xg,y0) € C tal que g—£|p # 0. Entonces, por el Teorema
de la Funcion Implicita, existe un abierto U C C y una (dnica) funcién holomorfa
v :U — Ctal que g(xg) =yo y f(z,¢(x)) =0 para todo x € U. Es decir que ¢(x) es
una funcion algebraica de ecuacion implicita f(x,¢) = 0. En ese sentido es que consi-
deramos heuristicamente que la ecuacion f(x,y) = 0 da lugar a “funciones algebraicas
multivaluadas”. Por ejemplo f(x,y) = y* — x da lugar a las diversas determinaciones
de la raiz cuadrada.

Hasta Riemann solo se consideraban las funciones algebraicas definidas en un abierto
U C C conveniente de manera de poder determinar la funcién univocamente. Riemann
mostro que la geometria global de la curva {f(x,y) = 0} determina el comportamiento
de las funciones algebraicas asociadas.

1.1. Curvas racionales y fracciones simples.

Definicion 1.4. Una curva algebraica irreducible C(f) (f primo) se dice racional si
existen funciones racionales X,Y € C(t) y T' € C(z, y) tales que

f(X,Y)=0eC(t),
T(X(t),Y(t)=teC(t) y
X(T(x,y)) =2z, Y(T(x,y)) =y como elementos del cuerpo K(C).

Proposicion 1.5. Sea f € Clz,y| primo tal que C(f) es una curva racional, y sea
©(8) una funcion tal que f(s,o(s)) = 0. Entonces toda funcion £(z) = f; R(s,p(s))ds
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se escribe, en algin entorno simplemente conexo U de zy apropiado, como

§(2) = 5(z,9(2)) + Z bilog(T (2, ¢(2)) — ai),

con S(z,y),T(z,y) € C(x,y) .

Demostracion. Como C(f) es racional existen funciones X (t), Y(¢) v T'(z,y) con las
propiedades de la definicion 1.4. Luego en la integral [ R(s,¢(s))ds podemos hacer el
cambio de variables s = X(¢), de manera que ahora la composicion p(X (t) verifica la
ecuacion implicita f(X(¢), o(X(¢))) = 0, por la unicidad de la funcién implicita en un
entorno adecuado se tiene que entonces (X (t)) = Y (¢).

De manera que R(X,Y)%¥dt = pdt, donde p € C(t). Ahora a la integral [ p(t)dt pode-
mos aplicarle el método de fracciones simples para encontrarle una primitiva de la forma
r(t)+>_,;bilog(t —a;), con a;,b; € Cy r € C(t). Entonces reemplazando t = T'(s, ¢(s))
tenemos que la primitiva de [ R(s,¢(s))ds es S(z,¢(2)) + Y, bilog(T(z, ¢(2)) — a;),
donde S(z,y) = r(T(z,y)). O

Sabemos ahora que el método de fracciones simples puede extenderse a integrar
funciones algebraicas ¢ tales que cumplan una ecuacion f(z,¢(z)) = 0 con C(f) C C?
una curva racional. Cabe preguntarse como reconocer si un polinomio f € Clz,y]
define una curva racional. No vamos a dar aca un criterio general, sélo mencionamos el
siguiente criterio, cuya demostracion es caso particular de un procedimiento bastante
més general para reconocer curvas racionales.

Proposicion 1.6. Sea f € Clz,y| un polinomio primo que sélo contiene monomios de
grados r y r + 1. Entonces la curva C(f) es racional.

Demostracion. Notemos como f..1 y f, las partes homogéneas de grados r+ 1 y r res-
pectivamente. Reemplazando y = tx en f(x,y) = 0 obtenemos f,(x,tx)+ fr41(z, tx) =
2" fo (1L, t)+ 2" f.1(1,t) = 0, con lo cual obtenemos la parametrizacion X = —fﬁ(ll(’f)t),
Y =tX.

Ejercicios.
1. a) Verificar que una curva C(f) es racional si y solo si K(C(f)) = C(t).
b) Concluir que el teorema de Luroth en teoria de cuerpos implica la siguiente
afirmacion:
Sea C' una curva algebraica plana. Si existen dos funciones racionales X (t), Y (t) €
C(t) tales que la aplicacion

T:C— C?
t= (X(1),Y (1))

cumple Im(T) C C, entonces la curva C' es racional.
2. Encontrar una primitiva de 1/y(x) donde

y(x) = {/—x2+\/$4+4x3 — f/x2+\/x4+4x3.

(Sugerencia: Observar que y> + azy + bz? = 0 para ciertas a,b € C.)

3. Probar que toda curva dada por un polinomio f de grado 2 es racional. Concluir
que toda funcion de la forma £(z) = f;o R(s,Vas?+ bs + ¢)ds se escribe como
suma de funciones algebraicas y logaritmos de funciones algebraicas. (Sugerencia:
Usar el mismo cambio de variables que en la demostracion de la Proposicion 1.6.)
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2. FORMAS DIFERENCIALES EN CURVAS REGULARES.

Para continuar con nuestro estudio de las integrales abelianas vamos a considerar
compactificaciones de las curvas afines. Una forma canénica de compactificar una curva
plana afin es considerar la proyectivizacién de la curva.

Sea f(z,y) = fo+ -+ fn € Clz,y] un polinomio de grado n, siendo f;(x,y) el
término homogéneo de grado i de f. Consideremos ahora el polinomio f € Clzx,y, 2]
definido por f(z,y,2) = Yor o 2" fi(x,y). Observemos que el polinomio f(x,y, 2) es
homogéneo de grado n.

Definicién 2.1. La proyectivizacion de la curva C(f) es el subconjunto de P?(C)
definido como

C(f):={(x:y:2) €PXC) t.q.: f(z,y,2) =0} C P*C).

En general, dado un polinomio homogéneo g cualquiera, decimos que el conjunto
Clg) =={(z:y:2) €P*(C) t.q.: g(a,y,2) =0} C P*(C)

es una curva algebraica proyectiva.

Observacion 2.2. En P? tenemos el cubrimiento por abiertos afines coordenados. Estos
son los abiertos de la forma U; := {(z¢ : 71 : 23) € P?(C) t.q. : x; # 0}. La proyecti-

vizacion C'(f) de una curva afin C(f) contiene a la curva afin como un abierto denso.

En efecto C(f) = C(f) N U,.

Por otra parte, siendo cualquier curva proyectiva un cerrado de P?*(C) (ejercicio:
verificar esta afirmacion), y siendo que P?(C) es una variedad diferencial compacta,
tenemos que una curva proyectiva es, como subespacio topologico de P?(C) (considerado
con la topologia de variedad diferencial), compacto.

Definicién 2.3. Una curva algebraica afin C' C C? se dice regular si esta dada por un

polinomio f € Cl[z,y| tal que para todo punto p € C' se tiene (%\p, %|p) #(0,0).
Una curva algebraica proyectiva C' C P? se dice regular si para todo punto p € C

existe un abierto de la forma U; := {(z¢ : 7y : 13) € P2 t.q. : 7; # 0} tal que CNU; es

una curva afin regular.

Observacion 2.4. Si consideramos el polinomio f como una funcién holomorfa
f : C?* = C la condicion de regularidad nos dice que podemos aplicar el Teorema
de la Funciéon Implicita para funciones holomorfas. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que %|p =# 0, tenemos entonces que existe un entorno U € C y una funciéon
holomorfa g : U — C? tal que f(g(y),y) = 0, Vy € U. En este caso el teorema de
las fibras que se ve generalmente en cursos de geometria diferencial tiene una version
holomorfa, que implica que la restriccion de la proyeccion a la curva C, (z,y) — y es
una carta de la tnica estructura de variedad holomorfa que hace de C' una subvariedad
holomorfa de C* de dimension 1 (dimensién como variedad compleja). En particular C
es una varidead diferencial de dimension real 2. A una variedad holomorfa de dimension
compleja 1 se la denomina superficie de Riemann.

Por lo anterior una curva proyectiva regular tiene también un cubrimiento por abier-
tos y cartas holomorfas que le dan estructura de subvariedad holomorfa de P?*(C) de
dimension compleja 1. Més atn, una curva regular es una superficie de Riemann com-
pacta.
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2.1. Formas diferenciales en curvas. Ya mencionamos que una forma de tratar
con funciones algebraicas era considerar curvas algebraicas en el plano. Asi, en vez de
tratar con la “funcion multivaluada” /x, simplemente consideramos la restriccion de
la funciéon (z,y) — ¥y a la curva 2 — y = 0. Para estudiar integrales de funciones
algebraicas vamos a necesitar de otra construcciéon geométrica, la de forma diferencial.
Hablando mal y pronto una forma diferencial sobre una variedad es simplemente algo
que tiene sentido integrar. Vamos a tratar de hacer esto més preciso a continuacion.
Recordamos, sin embargo, que lo recomendable es que el lector ya haya tomado contacto
con la nocién de formas diferenciables y bajo ningiin concepto este apunte es una
introduccion al tema, para esto recomendamos el libro |6], capitulo 4.

Definiciéon 2.5. Una 1-forma diferencial holomorfa en una variedad compleja X esta
dada por una terna (U, ¥y, fi), donde los (Uy, 1x) forman un atlas (holomorfo) de la
variedad y las fj son funciones holomorfas fj, : ¢ (Uy) — C tales que, en U, N Uj;, vale

fi = (fro g ony) - det(Jac(y; o vy 1)).
Equivalentemente podemos definir una 1-forma como una seccién holomortfa del fibrado
cotangente T*X — X. Denotamos al C espacio vectorial de 1-formas holomorfas Q[ X].

Afirmacioén 2.1. Similarmente al caso de formas diferenciales toda 1-forma diferencial
holomorfa puede escribirse localmente de la forma Y fidz; con f; funciones holomorfas
y z; coordenadas locales. En el caso en que la variedad tenga dimension compleja 1
cualquier forma puede escribirse localmente como f(z)dz.

Definicién 2.6. Una 1-forma diferencial meromorfa en una superficie de Riemann X
es una l-forma w definida sobre un abierto denso U C X tal que para todo p € X,
existe un entorno de p donde w puede escribirse como w = f(2)dz con f una funciéon
meromorfa. Observemos que el conjunto de formas meromorfas tiene una estructura

de espacio vectorial sobre el cuerpo K (X) de funciones meromorfas. A este espacio lo
denotamos Q!(X).

En el caso en que la superficie de Riemann X sea una curva plana tenemos muchas
1-formas sobre X que vienen de restringir 1-formas definidas en el plano C? (o P?(C))
a X. En particular podemos considerar una curva no singular C'(f), las 1-formas que se
escriben como ¢ (x, y)dx + go(x, y)dy con g; € Clz,y|; v la restriccion de estas 1-formas

a C(f).

Ejemplo 2.7. Sea f € Clz,y] primo y C = C(f) € C?. Supongamos que C es no
singular. Considerando que la funcion f restringida a C' es identicamente nula, entonces
tenemos que, en C, vale la igualdad df = 0, o sea.

(2.1) fodz + f,dy = 0.

Lema 2.8. Sea f € Clz,y] primo de grado d y X = C(f) C P?(C) la proyectivisacion
de la curva C(f). Supongamos que X es no singular. Entonces tenemos bien definida
una aplicacion lineal

Clz, yl<a—s — Q'[X]

h
gd&?,
Oy

h»—>wh:

donde Clz,y|<q—3 denota el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que
d — 3. Mas aun esta aplicacion es inyectiva.
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Demostracion. Denotemos f, = g—j: v fy = g—g. A priori wy, es una forma meromorfa

sobre la curva afin C(f). Veamos que define una tnica forma meromorfa en X. Para
esto notemos que la curva C(f) vista dentro de C(f) C P?(C) es el conjunto {(z : ¥ :
1) € P2(C) t.q. : f(x,y,1) = 0}, y que en un punto (z : y : z) € P?(C)lo que expresamos
en coordenadas afines como w, se expresa en coordenadas homogéneas como

wh((z:y:2)) = %d (g) .

Luego, si denotamos h(z,y, z) el homogeneizado de h(z,y) y f,(x,y, 2) el de f,(z,v),
podemos escribir la ecuacion de arriba como
h(z,y,z) 27

(2.2) w((z:y:2)) = d (E> N

fylz,y,z) z¢ \z

h(z,y, 2) zd1> (dm xdz)
2.3 = | = —4+=),
( ) <fy($,y,Z) ¢ z " 2?

donde e es el grado de h. Esta ultima expresion es la de una forma meromorfa sobre
X.
Tenemos entonces una forma meromorfa w, sobre X. Vamos a ver que es regular en
todo punto. Primero veamos que es regular en el abierto denso C(f) C C(f).
Tomemos entonces un punto p € C(f) tal que f,(p) = 0, como X es no singular
entonces necesariamente f,(p) # 0. Por la identidad del Ejemplo 2.7 llegamos a la

conclusion de que vale

h h
Wh 7, dx xdy.
Entonces wy, es regular en p.
Ahora veamos que wy, es regular en C(f)\ C(f). Notemos primero que C(f)\ C(f)
consiste de los (finitos) puntos de la forma ( : y : 0) tales que f(x,y,0) = 0. Usando la
expresion (2.3) vemos que, si e < d — 3, entonces wy, es regular en (z:y:0) € m sl

y s6lo si fc:g’ + :%z lo es. Para ver que esta tltima forma es regular en X \ C(f) podemos
Y Y

razonar como en el Ejemplo 2.7 y ver que esto es consecuencia de la regularidad de X.
En efecto, escribiendo (2.1) en coordenadas homogéneas tenemos que

fo(z,y, 2)(de + gdz) = —f_y(x, y,z)(dy + %dz).

Esta formula junto a la regularidad de X muestran que wy es una forma regular en

todo punto.
El hecho de que la aplicacion es inyectiva sale facil del hecho de que la forma wy,
tiene siempre coeficientes no nulos si h(z,y) # 0. O

El siguiente teorema, que no vamos a demostrar, caracteriza completamente las for-
mas holomorfas en una curva plana no singular.

Teorema 2.9. Sea X como en el lema anterior. La aplicacion
Cla,yl<a—s — Q'[X]
g — Wh

es un 1somorfismo. En particular, si la curva tiene grado d, el C-espacio vectorial de
formas diferenciales holomorfas tiene dimension (d —1)(d —2)/2.

Demostracion. Ver [7], cap. 7. O
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Ejercicios.

1. Dado un polinomio homogéneo g € Clx,y, z] y la curva proyectiva plana X =
C(g), consideramos el anillo cociente C[X] := Clz,y, z]/(g). Lo llamamos anillo
de coordenadas homogéneas de la curva X.

a) Mostrar que, al ser ¢ homogéneo, C[X] tiene una graduacion de manera que
la proyeccion C[z,y, z| — C[X] respeta el grado.

b) Supongamos que C[X] es un dominio. Consideremos entonces el cuerpo
K(X) = {§ t.q. : f,g € C[X], deg(f) = deg(g)} que llamamos cuerpo
de funciones racionales. Probar que si C' es una curva afin tal que C' C X
entonces K(C) = K(X).

2. Probar que cualquier curva proyectiva es un cerrado de P?(C) (ojo, un polinomio
homogéneo de tres variables NO define una funcion P* — C).

3. Sea f(z) € Clz]. Mostrar que si la proyectivizacion de la curva plana y>— f(z) = 0
es regular entonces el grado de f es necesariamente menor o igual a 3.

4. a) Sea X = P}(C) con coordenadas homogéneas (z : y), y sea una l-forma
meromorfa w que en el abierto y # 0 se escribe w = f(z)dr. Entonces
necesariamente f(x) es una funcion racional.

b) Concluir que P!(C) no posee formas holomorfas globales.

3. EL TEOREMA DE ABEL

Recordemos que empezamos estudiando integrales de la forma £(z) = f; R(s,¢(s))ds,
con ¢(s) una funcion satisfaciendo una ecuacion polinomial f(s, ¢(s)) = 0. Hasta aho-
ra, para estudiar las funciones £(z) del principio, hemos introducido primero curvas
algebraicas para pensar a las funciones algebraicas ¢(s) como funciones sobre una cur-
va algebraica C(f). Luego definimos 1-formas holomorfas y meromorfas en las curvas
algebraicas, el proposito de esto es poder pensar en la expresion [ R(s,¢(s))ds como
la integral de la forma (meromorfa) w = R(x,y)dz, definida sobre la curva C(f).

Recordemos que, dada una 1-forma diferencial n = f(x)dz definida sobre una varie-
dad M, podemos definir la integral de 7 a lo largo de una curva [0,1] = M como

[n=[ st

notemos que, si 7 es una forma holomorfa en una variedad compleja, esta formula sigue
teniendo perfecto sentido y generaliza la integral curvilinea de funciones complejas.
Recordemos que podemos definir una 1-cadena como una combinacién entera simbolica
de curvas > n;c; y extender linealmente la definicion de integral a cadenas.

Definicién 3.1. Sea X una superficie de Riemann y n € QY(X). El residuo de 7
alrededor de un punto singular p es el namero res,(n) := fc 1 donde ¢ es una curva que
encierra a p y a ningin otro punto singular de 7.

3.1. La aplicaciéon de Abel-Jacobi. Sea X una curva proyectiva regular. Vamos a
definir una funcion cuyo dominio es X, que va a englobar informacion sobre funciones
de la pinta £(z) = f; R(s, p(s))ds. Para poder entender esta aplicacion es preciso hacer
consideraciones sobre la topologia y la geometria de X.

El teorema 2.9 afirma que, si X es una curva plana regular, el espacio vectorial Q[ X]
de 1-formas holomorfas tiene dimension finita. De hecho vale una afirmaciéon un poco
mas general.
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Afirmacién 3.1. Sea X una superficie de Riemann compacta. El espacio Q'[X] tiene
dimension finita sobre C. Al nimero g = dime Q'[X] se le llama el género de X.

Tomemos entonces una base wy, . ..,w, de Q[ X]. Un paso importante en el estudio
de las funciones &(z) fue considerar simultaneamente las integrales de las formas w;.
Asi uno toma en cuenta la aplicacion

P P p
(3.1) D (/ wl,/ wg,...,/ wy).
po po Po

La conveniencia de estudiar tal aplicacion estaba explicita en los trabajo de Riemann
sobre integrales abelianas y aparentemente en los trabajos originales de Abel sobre el
tema también tiene un lugar importante.

La formula 3.1, sin embargo, no define ninguna funcién asi como asi, por empezar
tenemos que darle sentido al dominio y codominio de la aplicacion, tarea que en este
caso es altamente no trivial.

La formula fp}; w no tiene, a priori, sentido ya que la integral de una 1-forma depende
realmente de la curva sobre la cual estamos integrando y no solamente de los puntos
inicial y final de la curva. Mas precisamente vale la siguiente afirmacion:

Afirmacion 3.2 (Teorema de Stokes para formas holomorfas). Sea X una variedad
holomorfa, n una p-forma holomorfa y A un p+ 1 simplex en X entonces

/ n:/dn.
A A

La forma dn se calcula localmente de la misma manera que para formas diferenciales
sdlo que usando la derivada compleja (y coordenadas complejas).

En particular, como una superficie de Riemann tiene dimension compleja 1, no hay
2-formas holomorfas no triviales en una superficie de Riemann, por lo que todas las
1-formas holomorfas son cerradas. Esto implica, junto con el teorema de Stokes, que
en el caso de superficies de Riemann la integral fc 1 de una 1-forma 7 a lo largo de una
curva c¢ solo depende de la clase de homologia de la curva c. En efecto, si ¢ y ¢ son
dos curvas homologicamente equivalentes entonces el ciclo [¢] — [¢] es el borde de una
cadena A de dimensién 2 y, usando el teorema de Stokes,

o[ ], o fore [ oo
c c [c]—[¢'] 0A A A

Vemos asi que es preciso tener en cuenta las clases de homologia de 1-cadenas para
hablar de la aplicacion de Abel-Jacobi, es decir que hay que tener en cuenta al grupo
H,(X,Z). Respecto de este grupo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Riemann). Sea X una superficie de Riemann y sea g = dime Q'[X] el
género de X. Entonces H\(X,7) = 7%.

Demostracion. Ver |6] capitulo 1 y referencias ahi dadas. 0J

Ahora estamos en condiciones de darle sentido a las integrales de la formula 3.1. En
efecto si tomamos una base 6y, ...,09, de Hy(X,Z); tenemos que las integrales f;)w
estan definidas a menos de un término de la forma ) n; f(sj w. Més precisamente, si
cy ¢ son dos curvas (reales) en X que empiezan en py y terminan en p, entonces el
1-ciclo [¢] — [¢] es homologo a una combinacion entera Y n;d; y, por lo tanto, [ w —
fc,w = > n fgiw. Esto hace que considerar las propiedades de la integral fp’lw se
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haga muy dificil. Abel se dio cuenta que si se consideran todas las formas holomorfas
simultdneamente el panorama sorprendentemente se hace mucho méas claro. Vamos a
ver por qué.

Sea una base wy,...,w, del espacio de 1-formas holomorfas de X, y sea 41, ...,y
una base de H{(X,Z). La matriz de periodos de X es la matriz de g x 2g
f61w1 f62gwl
f(h Wy .- f52g Wy
Los 2g vectores columna de esta matriz I1I; = (f& Wi, .-, féi wg) € C9 se llaman periodos.

Tenemos que vale lo siguiente

Afirmacion 3.3. Los periodos {11;}1<i<24 forman un conjunto linealmente indepen-
diente sobre R. En otras palabras el conjunto

29
A= {Zn,ﬂz 'n; € Z}

forma un reticulado del espacio C9.

Notemos que, mientras que la integral fpzz) w estd bien definida modulo los 2g periodos
de w, que en general forman un conjunto denso en C, el vector

P P
/ wl,...,/ Wy
Po Po

estd bien definido modulo el reticulado A C C. Luego, eligiendo un punto py € X
arbitrario, tenemos que la formula

P P P
p}—)(/ wl,/ CL)Q,...,/ wg)
Po Ppo Po

define un morfismo de variedades holomorfas.
AJy: X — CI/A.
Un poco mas en general podemos definir, para todo n € N, morfismos

AJ, : X" — C9/A.

o (§ e S )
i=1 v PO Po

i=1

Afirmacion 3.4. Si X es una curva proyectiva y reqular la variedad C9 /A tiene estruc-
tura de variedad algebraica y los morfismos AJ, son morfismos requlares de variedades
algebraicas.

La(s) demostracion(es) de la afirmacion de méas arriba conforma(n) un hito en la
geometria algebraica de segunda mitad del siglo XX. Muchas de las herramientas que
conforman la geometria algebraica moderna juegan algin papel en la demostracion de
la forma mas general de este teorema. Sin, embargo, mientras estemos trabajando con
curvas proyectivas sobre los niimeros complejos, no vamos a necesitar esta afirmacion.

Vamos a usar los morfismos AJ, para investigar las formulas de la suma de las
funciones abelianas £(z).
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3.2. Divisores y equivalencia racional. Si bien no es como fue expresado origi-
nalmente, para hablar del teorema de Abel nos conviene usar la nocion de divisores en
curvas y la de equivalencia racional de divisores.

Definiciéon 3.3. Sea X una curva algebraica. El grupo de divisores de X Div(X) es el
grupo abeliano libre generado por los puntos de X. Tipicamente notamos los elementos
de Div(X) como ), n,[p;], a cada uno de estos elementos lo llamamos un divisor. El
grado de un divisor ), n;[p;] es el nimero > ,n; € Z. Llamamos soporte de D al
conjunto de puntos {p;}. Al subgrupo de divisores de grado 0 lo denotamos Divy(X).

Ejemplo 3.4. Sea X una curva regular proyectiva 'y f € K(X) una funcion meromorfa.
El divisor de ceros y polos de f es el divisor (f) = 3y ordy(f)[p]. Donde ord,(f)
es el orden de p como cero o polo de f. Notar que es un divisor bien definido ya que,
al ser X proyectiva y regular, es compacta y una funcién meromorfa sélo puede tener
entonces finitos ceros y polos, por lo que la suma es finita. Puede demostrarse que (f)
siempre es un divisor de grado 0 (Ver [6] cap. IV.3.18, o [7] cap. 7).

Ejemplo 3.5. Asimismo tenemos, para toda forma meromorfa n € Q'(X) el divisor
de ceros y polos de la 1-forma (n) = > ord,(n)[p.

Definicion 3.6. Dos divisores D y D’ sobre una curva X son racionalmente equivalen-
tes (o linealmente equivalentes, son sinénimos) si y solo si existe una funcion racional
f tal que D — D" = (f). Lo denotamos D ~, D'.

Observacion 3.7. Dos divisores racionalmente equivalentes tienen el mismo grado.

3.3. El teorema de Abel. Como bien senala Kleiman en [4] no existe un tnico
teorema de Abel. Sin, embargo, a partir del libro [8] la siguiente afirmacion fue conocida
generalmente como EL teorema de Abel:

Teorema 3.8.

m

ATu(pry - pa) = Aduar, - gm) € CVJA == [pi] — nlpo] ~eae Y _lai] — mlpo)-

i=1 =1

So6lo vamos a describir la demostracion de una de las implicaciones (la que efectiva-
mente es debida a Abel) que es algo menos complicada y basta para dar “formulas de
la suma” bastante generales.

Demostracion. (=) Ver [3] cap. I1.2.

(«<=) Definamos una funcion
p : Dive(X) — CI/A

o3 lp] = la]) - (Z/ w2 [ wg>

i=1 7 i=1 Y&

(notar que esta funcion esta bien definida, es decir que no depende del agrupamiento
de las p; con las ¢;). Ahora, si D = (f), tenemos un morfismo (ejercicio: verificar que
la siguiente formula define un morfismo de variedades holomorfas)

(I Pl(C) — CI/A,
(Ao 2 A1) = p((Xo - f = Ar)).

Si z; son las coordenadas de CY, las formas dz;, con 1 < i < g generan el espacio
cotangente T(CY/A) para todo p. Como P'(C) no tiene formas holomorfas globales
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(ver el ejercicio 4 de la seccion anterior) entonces 1*(dz;) = 0, luego ¢ es constante,

por lo tanto u(D) =((0: 1)) =((1:0)) =0. O

El teorema de Abel nos da un criterio para establecer cuando tenemos igualdades
entre sumas de la forma &(s1) + -+ + &(s,) = &(8)) + -+ + &(s),) cuando podemos
establecer m = 1 entonces tenemos una féormula de la suma como queria Euler. En
cualquier caso el teorema nos dice que es clave el estudio de los divisores de grado
cero modulo equivalencia racional. De hecho, podemos interpretar parte del teorema
de Abel sobre formulas de la suma para funciones abelianas como la siguiente:

Afirmacién 3.5. Sea D un divisor en una curva X (proyectiva, reqular) de género g
tal que deg(D) = 0. Entonces para todo punto py en un abierto denso Up de X existen

puntos qi,...,qq tales que
g

D~ > lai] = glpol-

i=1
Demostracion. Ver |5] cap. 11.2 Lemma 5. O

Ejercicios.

1. Dada X curva algebraica proyectiva regular. Tomemos dos bases distintas 8 y
B' de H(X,Z), y dos bases distintas Q y €’ de Q'[X]. Mostrar que los cambios
de base entre las matrices de periodos Ilgq y Ilg o definen un isomorfismo de
variedades holomorfas entre C9 /Ay C9/A’, donde A =13 o-Z%9 y N = Tlg - Z*9.
A esta variedad la llamamos variedad Jacobiana de X y la denotamos Jac(X).

2. (Descomposicion de Hodge en curvas) Dada una superficie de Riemann
compacta sea A'(X) el R-espacio vectorial de formas C> sobre X, considerada
como superficie diferencial. Sea ¢ la diferencial de de Rham usual y

(3.2) 0— A°(X) 2 AYX) D A2(X) =0

el complejo de de Rham diferencial, cuya homologia es H'(X, R).
a) Mostrar que si tomamos A-(X) = A (X) ®g C y la sucesion exacta

0 — A%(X) 225 AL(X) 225l A2(X) =0

la cohomologfa de esta sucesion es H'(X,R) ® C = H'(X,C).

b) Sea X(X) el modulo de campos de vectores tangentes (diferenciales) sobre
X, observar que home(AL(X),C) 2 X(X)® C

¢) Sea U C X un abierto coordenado y (z,y) : U — R? una carta. Probar
que dz := dr + idy y dz := dx — idy forman una base de AL(U) como
C>°(U)-modulo.

d) En particular si z : U — C es una carta holomorfa, tomamos z = R(z),
y = S(2). Ahora formamos dz y dZ como en el punto anterior. Llamemos >
y £ € X(X)®C ala base dual de {dz,dz}. Probar que si f € C*(U) ® C
es una funcion diferencial que toma valores en C, la expresion g_J; = 0 tiene
sentido y es equivalente a que f cumpla las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

e) Sea w € Q'[X] una 1-forma holomorfa, en particular w € AL(X). Probar
que w es cerrada (i.e.: 6(w) = 0), y que, si es exacta (i.e: si existe f tal que
§(f) = w), entonces w = 0. En particular Q'[X] c H'(X,C).

f) Si w € QX] se expresa localmente como f(z)dz definimos @ localmente
como f(z)dz. Mostrar que esto define una forma global @ € AL(X). Mas

aln esta construccion nos da que Q'X] @ Q1X] C H'(X,C).
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Afirmacion:(Teorema de Hodge para curvas)

H'Y(X,C) = Q'[X] & Q'[X].
. Usando el teorema de Hodge para curvas probar la Afirmacion 3.3.
4. Sea X una curva algebraica proyectiva, f y g € K(X) funciones racionales.
Demostrar:
a) (fg9) = () + (9).
b (5) = (f) = (9):
&) (1) = —(f).

5. Sean p, ¢ € P1(C), entonces [p] ~pat [q].
6. Interpretar la afirmacion 3.5 en términos de sumas de funciones abelianas ) . £(2;).

w

4. EL TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

A lo largo de esta seccién X siempre va a ser una curva algebraica proyectiva regular
e irreducible.

Definicién 4.1. Decimos que un divisor D = ) .n;[p;] € Div(X) es positivo (lo
notamos D > 0) si n; € N, para todo i. Esto define una relacion de orden parcial,
decimos que D > D’ siy solo si D — D’ > 0.

Observacion 4.2. Notar que para cualquier par de funciones racionales f, g € K(X) vale
ord,(f + g) > min{ord,(f),ord,(g)}. Luego, si (f) > Dy g > D, vale (f +g) > D.

Definicién 4.3. Dado un divisor D € Div(X) definimos el espacio £(D) como el
C-espacio vectorial

L(D):={feK(X):(f)+ D >0}.

Observacidn 4.4. Notar que, dado el divisor D = 3. nilp;] — > mjlgsl, mj,n; € N;
el espacio L£(D) no es otra cosa que el espacio de funciones racionales con un cero de

orden al menos m; en cada g; y un polo de orden a lo sumo n; en cada punto p;. En
particular £(0) = C.

Observacion 4.5. Si D < D’ entonces L£(D) C L(D').

Lema 4.6. Sea D € Div(X) y p € X. Entonces L(D — [p]) = L(D) 6 L(D — [p]) es
un subespacio de codimension 1 de L(D).

Demostracion. Elijamos una coordenada local z alrededor de p. Si n, € Z es el coefi-
ciente que multiplica a [p] en D entonces definimos un funcional « : £(D) — C de la
siguiente manera: a f una funcion racional le asignamos el coeficiente c,, en su desa-
rrollo en serie de Laurent en coordenada z. Si o = 0 entonces L(D — [p]) = L(D). Si
a # 0 entonces L(D — [p]) = ker(a) es un subespacio de codimension 1.

Proposicion 4.7. Sea D € Div(X). El espacio L(D) es de dimension finita sobre
C. De hecho, si escribimos D = DT — D~ con DT y D~ divisores positivos (mayores

que 0) soportados en subconjuntos disjuntos de puntos, tenemos que dim(L(D)) <
1 4 deg(D).

Demostracion. Si deg(D1) = 0 entonces D™ = 0 por lo que dim(£(D")) = 1. Como
D < DT entonces L(D) C L(D"), en particular dim(£(D)) < 1+ deg(D™).
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Ahora procedemos por induccion en el grado de DT. Supongamos entonces que la
proposicion es cierta para deg(D') < k — 1. Sea ahora D tal que deg(D") = k.
Tomemos un punto p del soporte de Dt y consideremos el divisor D — [p], su parte
positiva es D' — [p]. Por hipétesis inductiva dim(L(D — [p])) < 1+ deg(D* — [p]). Por
el lema anterior £L(D — [p]) es igual a £L(D) o es un hiperplano en £(D), lo que prueba
la proposicion. 0

Observacion 4.8. Notemos que por la demostracion del Lema 4.6 y por la proposicion
anterior podemos mas precisamente decir que, dado D, existen finitos puntos q1, ..., ¢,
tal que si p € X \ {q1,...,q } entonces L(D — [p]) es una hipersuperficie de £(D). En
los otros casos, tenemos L(D — [¢;]) = L(D).

Notamos con ¢(D) la dimension del espacio £(D).

Definicién 4.9. Dado un divisor D € Div(X) definimos el espacio Kx (D) como el

C-espacio vectorial
Kx(D) :={neQ'(X):(n)+ D >0}

Similarmente a las demostraciones anteriores se pueden demostrar:

Lema 4.10. Sea D € Div(X) yp € X. Entonces Kx(D—[p]) = Kx(D) ¢ Kx(D—|[p])
es un subespacio de codimension 1 de Kx (D).

Proposicion 4.11. Sea D € Div(X). El espacio Kx(D) es de dimension finita sobre
C.

Notamos con §(D) a la dimension de Kx (D).

Ahora podemos enunciar el teorema Riemann-Roch, vagamente es un resultado acer-
ca de la relacion entre la cantidad de funciones racionales con polos y ceros prescripto
y la cantidad de 1-formas con polos y ceros prescriptos. Mas precisamente:

Teorema 4.12 (Riemann-Roch). Sea X wuna curva reqular y proyectiva, de género
g = dim Q'[X]. Para todo divisor D sobre X se tiene

UD)—6(—D)=deg(D)— g+ 1.
Demostracion. Ver [7] capitulo 7C. O

Corolario 4.13. Dados puntos distintos py, . ..,p, € X y nimeros complejosry,...,r, €
C tales que >_,r; = 0 existe una w € Q*(X) tal que w es reqular en X \ {p1,...,pn},
ord,,(w) = —1 para todo 1 <1i <mn, yres,,(w) = r;.

Demostracion. Dados puntos distintos p, ¢ € X existe w € Q' (X) regular en X\ {p, ¢}
y tal que res,(w) = 1 y res,(w) = 0. Para ver esto, tenemos por Riemann-Roch que
([pl+1q]) = l—=[pl —[qg]) +2+9g—1=g+1y por el teorema de los residuos toda
n € Kx(p+ q) cumple res,(n) + res,(n) = 0. Tomando una n € Kx(p+¢q) \ Q'[X] y
tomando w = n/res,(n) se tiene lo afirmado.

Ahora elijamos un punto ¢ € X \ {p1,...,pn} y tomemos w; como arriba, regular en
X\ {q,p:} v tal que res,, (w;) = r; y resy(w;) = —r;. Entonces w = > | w; responde a
la cuestion. 0

Definiciéon 4.14. En el espacio Q2!'(X) definimos tres sub-espacios vectoriales (sobre
C):
1. I = I(X) = Q'[X] el conjunto de 1-fromas holomorfas, que también llamamos
(siguiendo la terminologia clasica) formas diferenciales de primera especie.
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2. IT = 11(X) = {w € QYX) : resy(w) = 0, Vp € X} el espacio de formas
diferenciales de sequnda especie.

3. 111 = 111(X) = {w € QY(X) : ordy(w) > —1 Vp € X} el espacio de formas
diferenciales de tercera especie.

Observacion 4.15. Notar que la condicion w € I11(X) significa que el desarrollo en
serie de Laurent de w alrededor un punto cualquiera es de tipo rdz/z con r € C.

Proposiciéon 4.16. Con la notacion anterior, tenemos las siguientes relaciones:

w [INII] =1

df € 11, para toda f € K(X).
dK(X)) NI =0.

d(K(X)) N 111 =0,

Demostracion. Ejercicio. O
Proposicién 4.17. QY(X) = IT+ I11.

Demostracion. Sean € Q'(X). Como el nimero de polos de 7 es finito, por el corolario
4.13, existe w € 111 tal que res,(w) = res,(n) para todo p € X. Entonces n —w € Il y
por lo tanto la descomposicion n = (n — w) + w satiface lo requerido. O

Esta descomposicion nos da una forma de expresar integrales abelianas. En efecto si
&(p) = pr; w, con w € Q(X), podemos escribir a w como una suma w = df + ws + w3
con wy € Il'y wg € II1 (0jo, como I1 y I1] no estan en suma directa esta escritura
no es tnica). Con lo que, localmente alrededor de po, £(p) = f(p) + &(p) + log(g(p)),
con fy g algebraicas en X.

EJERCICIOS
1. Dado el siguiente teorema:

Teorema 4.18 (Riemann). Sea X una curva algebraica irreducible proyectiva
y reqular y M(X) el cuerpo de funciones meromorfas en X, entonces K(X) =

M(X).

Mostrar que para todo par de formas n y w existe f € K(X) tal que n = fw.
2. Mostrar que, si D ~ D’ entonces L(D) = L(D").
3. Probar que existe un divisor K tal que Kx(D) = L(K — D) para todo D €
Div(X).

5. LO QUE QUEDO EN EL TINTERO

5.1. Curvas singulares. Dijimos al principio que la teoria de formas diferenciales
en curvas surgi6 a partir del estudio de funciones abelianas como por ejemplo

o) = [ =
Esta funcion seria, en todo caso, la integral de una forma diferencial sobre la curva
proyectiva C(f) con f = z?y? — z*. Sin embargo C(f) es una curva singular. La teoria
para curvas singulares se apoya fuertemente en su contraparte para curvas no singulares,
para cada curva X tenemos una curva no singular X (no necesariamente plana) y un
morfismo X — X que llamamos resolucion de singularidades de X . Todos los teoremas
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mencionados aqui se generalizan a curvas singulares y la principal herramienta para
generalizarlos es estudiar la resolucion de singularidades de X.

5.2. La formulacién algebraica. Todos los resultados vistos aqui tienen formula-
ciones algebraicas que son suceptibles de ser traducidos a curvas definidas sobre cuerpos
que no son necesariamente C. Se empieza por notar que el anillo de coordenadas de
una curva afin regular es un ejemplo de dominio de Dedekind y se desarrolla una teoria
analoga con diferenciales de Kdihler en lugar de diferenciales holomorfas. La version
puramente algebraica del teorema de Abel, sin embargo, es un poco mas larga de ex-
plicar que la que vimos acé, ya que no hace uso ni de integrales de 1-formas, ni de
cocientes por reticulados como C9/A.

5.3. Teoria de Hodge en curvas. Muchas de las generalizaciones de los resultados
vistos acé para varidades algebraicas de dimensién mayor pasan por la descomposicion
de Hodge de los grupos H'(X,C). Si bien la teoria de Hodge en general puede ser
un tema arduo, el caso particular de curvas requiere menos herramientas y es un buen
ejemplo para empezar a entender la teoria mas general de la topologia de las variedades
algebraicas.
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