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Introducción

Los objetivos de este curso son introducir las nociones básicas de álgebras de Lie. El
mismo consta de dos partes. En la primer parte se introducen las de�niciones, nociones
básicas y ejemplos de álgebras de Lie. En la segunda parte, se presenta el teorema
de Weyl, que establece la completa reducibilidad de las representaciones de dimensión
�nita. Cabe destacar que en algunos casos sólo se hará mención de los enunciados de
ciertos Teoremas sin su prueba correspondiente, con el objetivo de dejar sólo una noción
de la importancia de los mismo en los alumnos. Las demostraciones de ellos podrán ser
encontradas fácilmente en la bibliografía citada.

1. Nociones básicas de álgebras de Lie

1.1. De�niciones y primeros ejemplos de álgebras de Lie.

De�nición 1.1. Sea k un anillo conmutativo con unidad con característica cero. Un
álgebra sobre k es un par (V, µ) donde V es un módulo sobre k y µ : V × V → V es
una aplicación bilineal.
(Denotaremos, de ahora en más, de la misma manera a una aplicación bilineal y a

la correspondiente aplicación lineal desde el producto tensorial).
Un ideal a izquierda de (V, µ) (respectivamente ideal a derecha) es un k-submódulo

W de V tal que µ(W ⊗ V ) ⊆ W (resp. µ(V ⊗W ) ⊆ W ). Una subálgebra de (V, µ)
es un k-submódulo W de V tal que µ(W ⊗W ) ⊆ W . Un mor�smo de álgebras es un
mor�smo de k-módulos f : (V, µ) → (V ′, µ′) tal que f(µ(v, w)) = µ′(f(v), f(w)) para
todo v, w ∈ V .

De�nición 1.2. Un álgebra de Lie sobre k es un álgebra g con una operación g⊗g→ g
denotada por (x, y)→ [x, y] llamada corchete o conmutador de x e y, tal que satisface
los siguientes axiomas:
(L1) La operación es antisimétrica, i.e. [x, y] = −[y, x] para todo x, y ∈ g.
(L2) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 para todo x, y, z ∈ g.
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El axioma (L2) es llamado la identidad de Jacobi. Notar que (g, [ , ]) es un álgebra.
Luego las nociones de ideal, subálgebras y mor�smos se siguen de las de�niciones
previas.
Si A,B son submódulos de g denotaremos [A,B] el submódulo generado por los

elementos de la forma [a, b] con a ∈ A, b ∈ B.

De�nición 1.3. Sea (g, [ , ]) un álgebra de Lie, h una subálgebra de g y a un submódulo
de g, se de�ne el normalizador de a en h como

normh(a) = {x ∈ h : [x, a] ⊆ a}
y el centralizador de a en h como

centh(a) = {x ∈ h : [x, a] = 0}.
Ambas son subálgebras de g mientras que centh(a) es un ideal de normh(a).

Ejemplo 1.4. (i) Si V es un k-módulo y [ , ] es la aplicación bilineal nula, (V, [ , ])
es un álgebra de Lie. Tales álgebras de Lie son llamadas abelianas.

(ii) A cada álgebra asociativa A sobre k le asociamos una estructura de álgebra
de Lie de�niendo [x, y] = xy − yx. Por ejemplo si A = Endk(V ) es el algebra
de endomor�smos de un módulo V sobre k (el producto es la composición), se
obtiene un álgebra de Lie que denotaremos gl(V ) y se llama algebra lineal general.
En particular denotaremos gl(n, k) a gl(kn).

(iii) Sea (V, µ) un álgebra, T ∈ End(V ) se dice una derivación de (V, µ) si

T (µ(x, y)) = µ(T (x), y) + µ(x, T (y));

denotaremos Der(V, µ) = Der(V) al espacio vectorial de todas las derivaciones
de (V, µ). Der(V ) es una subálgebra de Lie de gl(V ).

(iv) Sean V un k-módulo libre de rango �nito y tr la forma lineal traza en End (V).
Se de�ne

sl(V ) = {T ∈ End (V ) : Tr(T ) = 0}
es un ideal de gl(V ). De hecho, se puede probar que [gl(V ), gl(V )] = sl(V ), pues
Tr(AB) = Tr(BA) si A,B ∈ End(V ).

(v) Sean V un k-módulo y b : V ⊗ V → k una forma bilineal. Se de�ne

g(b) = {T ∈ End(V) : b(T (v), w) + b(v, T (w)) = 0 ∀ v, w ∈ V }.
Entonces g(V ) es un álgebra de Lie.

(vi) Describamos las 4 familias clásicas de álgebras de Lie:
AN : es la notación correspondiente a sl(N + 1, k).
BN : son las álgebras de Lie ortogonales correspondientes a b : k2N+1⊗ k2N+1 →
k, b(v, w) = tvSw, donde identi�camos los vectores de k2N+1 con vectores co-
lumnas y

S =

 1 0 0
0 0 idN
0 idN 0

 ∈ Mat2N+1(k);

idN es la matriz identidad de MatN(k).
En este caso denotaremos g(b) = so(2N + 1, k). No es difícil ver que

so(2N + 1, k) = {x ∈ gl(2N + 1, k) : xS + Stx = 0}

=


 0 b1 b2

c1 m n
c2 p q

 ∈ gl(2N + 1, k) :
c2 = −tb1, c1 = −tb2,

q = −tm, n = −tn p = −tp

 .
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CN : son las álgebras de Lie simplécticas correspondientes a b : k2N ⊗ k2N →
k, b(v, w) = tvQw, donde

Q =

(
0 idN
−idN 0

)
∈ Mat2N(k).

Estas álgebras de Lie serán denotadas sp(2N, k). Como antes no es difícil ver
que

sp(2N, k) =

{(
m n
p q

)
∈ gl(2N, k) : q = −tm, n yp son simétricas

}
.

DN : son las álgebras de Lie ortogonales correspondientes a b : k2N ⊗ k2N →
k, b(v, w) = tvPw, donde

P =

(
0 idN
idN 0

)
∈ Mat2N(k);

Estas álgebras de Lie serán denotadas so(2N, k). Explícitamente

so(2N, k) =

{(
m n
p q

)
∈ gl(2N, k) : q = −tm, n yp son antisimétricas

}
.

(vii) Construiremos álgebras de Lie nuevas a partir de álgebras de Lie dadas
(a) Sea (gi)i∈I una familia de álgebras de Lie, el producto directo

∏
gi es un álge-

bra de Lie con el corchete de�nido coordenada a coordenada (análogamente
la suma directa).

(b) Sean a y b álgebras de Lie y θ : b → Der(a) un mor�smo de álgebras de
Lie. Sea g el k-módulo a × b . Entonces g admite una única estructura de
álgebras de Lie dada por [x, a] = θ(x)a, con x ∈ b y a ∈ a. Tal que a es un
ideal de g y b es una subálgebra de g.

(c) Sea (g, [ , ]) un álgebra de Lie se de�ne [a, b]op = −[a, b] entonces (g, [ , ]op) es
un álgebra de Lie llamada álgebra de Lie opuesta.

(d) Sea (g, [ , ]) un álgebra de Lie y A una k-álgebra asociativa, entonces (g ⊗k

A, [ , ]A) es un álgebra de Lie con [x ⊗ a, y ⊗ b]A = [x, y] ⊗ ab, para todo
x, y ∈ g, a, b ∈ A.

1.2. Ejercicios. En los siguientes ejercicios sea (g, [ , ]) un álgebra de Lie, probar
que;

1. a) Los axiomas (L1) y la bilinealidad del corchete es equivalente a [x, x] = 0
para todo x ∈ g;

b) Ideal a izquierda es ideal a derecha y viceversa.
2. a) Si h y h′ son ideales de g, entonces [h, h′] también lo es;

b) Sea h un ideal g entonces el cociente g/h tiene una estructura de álgebra de
Lie tal que la proyección canónica π : g → g/h es un mor�smo de álgebras
de Lie.

3. Sean h una subálgebra de g y a un submódulo de g
a) veri�car que normh(a) y el centh(a) son subálgebras de g;
b) el centh(a) es un ideal de normh(a). Si a = h = g, entonces el centg(g) es el

centro de g y será denotado por cent(g).
4. Si φ : A→ B es un mor�smo de álgebras asociativas entonces φ es un mor�smo

de álgebras de Lie.
5. a) Sea (V, µ) un álgebra, probar que Der(V ) es una subálgebra de Lie de gl(V ).
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b) Sea (g, [ , ]) un álgebra de Lie, el corchete [ , ] induce una transformación lineal
ad : g → End(g) dada por ad(x)(y) = [x, y]. Probar que ad(x) : g → g es
una derivación para cada x ∈ g.

6. Sean V un k-módulo y b : V ⊗ V → k una forma bilineal probar que,
a) el álgebra g(b) asociada a la forma bilineal b de�nida en el ejemplo (v) es un

álgebra de Lie.
b) Si b y b′ son formas bilineales conjugadas por un automor�smo de V entonces

g(b) y g(b′) son isomorfas.
7. Probar que [gl(V ), gl(V )] = sl(V ) y que gl(V ) = sl(V ) + kId.
8. Considerar el ejemplo (vii) inciso (b), probar que a es un ideal de g y b es una

subálgebra de g.
9. Sea (g ⊗k A, [ , ]A) como en el ejemplo (vii) inciso (d), probar que con esta es-

tructura g⊗k A es un álgebra de Lie.

1.3. Módulos y representaciones. En lo que sigue g será un álgebra de Lie sobre
k.

De�nición 1.5. Un g-módulo es un par (V, ·) donde V es un k-módulo y · : g⊗V → V
es una aplicación bilineal tal que

[x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v), para todo x, y ∈ g, v ∈ V.

Una noción equivalente a la de g-módulo es la de representación. Una representación
de g en V es un mor�smo de álgebras de Lie ρ : g→ gl(V ).

Las nociones de subrepresentación, submódulo, mor�smo de módulos, representacio-
nes o submódulos cociente, etc. se de�nen como es usual.

De�nición 1.6. Un módulo no nulo se dice irreducible si no admite submódulos propios
(i.e. submódulos distintos de si mismo y de 0).
Un módulo se dice completamente reducible si es suma de submódulos simples.

Ejemplo 1.7. (i) Se deduce de la identidad de Jacobi que ad : g → gl(g) es una
representación que llamaremos la representación adjunta.

(ii) Llamaremos representaciones naturales de las álgebras de Lie clásicas a las res-
pectivas inclusiones que aparecen en su de�nición: por ejemplo la representación
natural de CN es en k2N .

(iii) Sea ε : g→ k la aplicación nula, es un mor�smo de álgebras de Lie respecto del
cual k se dice el g módulo trivial.

(iv) Sean V,Wg-módulos V ⊕W es un g-módulo con la acción

x(v ⊕ w) = xv ⊕ xw, x ∈ g, v ∈ V, w ∈ W.

(v) Sean V,Wg-módulos V ⊗W es un g-módulo con la acción

x(v ⊗ w) = xv ⊗ w + v ⊗ xw, x ∈ g, v ∈ V, w ∈ W.

(vi) Si V es un g-módulo, entonces V ∗ = Homk(V, k) el dual de V es un g-módulo
con la acción

(xT )(v) = −T (xv), T ∈ V ∗, x ∈ g, v ∈ V.

(vii) Sean V,W g-módulos Hom(V,W ) es un g-módulo con la acción

(xT )(v) = x(T (v))− T (xv), T ∈ Hom(V,W ), x ∈ g, v ∈ V.
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1.4. Ejercicios.

1. Probar que módulo sobre una álgebra de Lie es equivalente a tener una repre-
sentación.

2. Dar las de�niciones precisas de subrepresentación, submódulo, mor�smo de mó-
dulos, representaciones o submódulos cociente.

3. Probar que las subrepresentaciones de la representación adjunta son los ideales
de g.

4. Veri�car que los ejemplos (iii)-(vii) de�nen representaciones.

2. Álgebras de Lie nilpotentes y solubles

En esta sección k denota un cuerpo. Solo consideraremos álgebras de Lie g de di-
mensión �nita

De�nición 2.1. Introduciremos las siguientes series de ideales de g
Serie derivada:

D0(g) = g, D1g = [g, g], Dn(g) = [Dn−1(g), Dn−1(g)].

Serie central descendente:

C0(g) = g, C1g = [g, g], Cn(g) = [g, Cn−1(g)].

De�nición 2.2. Un álgebra de Lie g se dice soluble (respectivamente nilpotente) si
existe un entero i tal que Di(g) = 0 (resp. Ci(g) = 0)).

Lema 2.3. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) g es nilpotente
(ii) Existe un natural n, tal que para toda n-tupla (x1, · · · , xn) de elementos de g, se

satisface

[x1, [x2, [· · · , xn] · · · ]] = adx1adx2 · · · adxn−1xn = 0

(iii) g es una sucesión de extensiones centrales de álgebras de Lie abelianas. En otras
palabras, existe una cadena de ideales g = a1 ⊃ a2 ⊃ · · · ⊃ an = 0, tal que
ai/ai+1 es el centro de g/ai+1.

La demostración se deja como ejercicio al lector.

Ejemplo 2.4. (i) Toda álgebra de Lie abeliana es nilpotente y soluble.
(ii) t(n, k) = {(aij)1≤i,j≤n ∈ gl(n, k) : aij = 0, i > j} ⊆ gl(n, k) subálgebras de

matrices triangulares superiores estrictas de gl(n, k) es nilpotente.
(iii) η(n, k) = {(aij)1≤i,j≤n ∈ gl(n, k) : aij = 0, i ≥ j} ⊆ gl(n, k) subálgebras de

matrices triangulares de gl(n, k) es soluble.
(iv) F = (Vi) una bandera en un espacio vectorial V, es decir una cadena ascendente

de subespacios 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V tal que la dimVi = i. Sea

u(F) = {T ∈ End(V ) : T (Vi) ⊂ Vi−1}.
Entonces u(F) es una subálgebra de Lie nilpotente de gl(V ). En efecto sea u(F)k =
{T ∈ End(V ) : T (Vi) ⊂ Vi−k}; es fácil ver que es un ideal de u(F). Más aún
[u(F), u(F)k] = u(F)k+1. Como u(F)k = 0 para k � 0, se sigue que u(F) es
nilpotente.

(iv) Sea F una bandera en V. Sea b(F) = {T ∈ End(V ) : T (Vi) ⊂ Vi} es solu-
ble como subálgebra de Lie de gl(V ). Pues u(F) ⊂ b(F) es un ideal de b(F) y
b(F)/u(F) es abeliana dado que si T, S ∈ b(F), entonces [T, S] ∈ U(F). Por lo
tanto [b(F), b(F)] ⊂ u(F) y u(F) es nilpotente i.e. b(F) es soluble.
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2.1. Ejercicios.

1. a) Probar que toda álgebra nilpotente es soluble. Es cierta la recíproca?
b) Si g es un álgebra de Lie tal que [g, g] es nilpotente, entonces g es soluble.
c) Si g/Cent(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

2.1.1. Teoremas básicos para álgebras nilpotentes.

Teorema 2.5. (ENGEL) g es nilpotente si y solo si adx ∈ End(g) es una transforma-
ción nilpotente, para todo x ∈ g.

Para probar el teorema de Engel, consideramos el enunciado siguiente:

Teorema 2.6. Sea ρ : g→ End(V ) una representación tal que ρ(x) ∈ End(V ) es una
transformación nilpotente para todo x ∈ g. Entonces existe una bandera F en V tal que
ρ(g) ⊆ u(F).

El teorema 2.6 es equivalente a

Teorema 2.7. Sea ρ : g → End(V ) una representación tal que ρ(x) ∈ End(V ) es
una transformación nilpotente para todo x ∈ g. Entonces existe v ∈ V, v 6= 0 tal que
ρ(x)v = 0 para cada x ∈ g.

Demostración. En primer lugar, podemos suponer, reemplazando g por su imagen, que
g ⊆ gl(V ).
Se sigue que adx es nilpotente para cada x ∈ g, (se deja como ejercicio al lector).
Probaremos el teorema por inducción en la dimensión de g. Sea h una subálgebra de

g, dimh < dimg. Entonces normg(h) ⊃ h. En efecto, se considera la representación de
h en g/h : por el teorema para h, existe v̄ ∈ g/h tal que x · v̄ = 0, para todo x ∈ h. Así,
todo representante v de v̄ pertenece a normg(h)− h.
Deducimos que g tiene un ideal de codimensión 1. Sea h una subálgebra de g,maximal

entre las subálgebras distintas de g. Como normg(h) contiene propiamente a h, es igual
a g, es decir h es un ideal de g. Si y ∈ g− h, se sigue que h⊕ k · y es una subálgebra:
luego h tiene codimensión 1.
Fijemos entonces h un ideal de codimensión 1, y ∈ g− h. Sea W = {v ∈ V : x · v =

0, para todo x ∈ h}. Por hipótesis inductiva, W 6= 0. Siendo h un ideal, W es un g-
submódulo de V. En particular, como y es nilpotente, existe v ∈ W −0 tal que y ·v = 0,
v es entonces anulado por todos los elementos de g. �

Demostración del Teorema 2.5. : Si g es nilpotente, se sigue de (ii) en el Lema que adx
es nilpotente para todo x ∈ g. Recíprocamente, si adx es nilpotente para todo x ∈ g,
por el Teorema 2.6, existe una bandera F en g estable por la representación adjunta de
g. Por (iii) del Lema, g es nilpotente. �

2.2. Ejercicios.

1. Probar que el Teorema 2.6 es equivalente al Teorema 2.7
2. Probar que adx es nilpotente para cada x ∈ g.
3. Sea g nilpotente, h ⊂ g un ideal de g, entonces si h 6= 0, entonces h∩cent(g) 6= 0.

2.2.1. Teoremas básicos sobre álgebras solubles. En lo que sigue supondremos k alge-
braicamente cerrado y de característica cero.

Teorema 2.8. (LIE) Si g es soluble y ρ : g → End(V ) es una representación de
dimensión �nita entonces existe una bandera F en V tal que ρ(g) ⊆ b(F).

El Teorema 2.8 es equivalente a
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Teorema 2.9. Si g es soluble y ρ : g → End(V ) es una representación irreducible
de dimensión �nita entonces V contiene una subrepresentación de dimensión 1, por lo
tanto existe v 6= 0, v ∈ V que es autovector simultaneo de ρ(x) para todo x.

2.3. Ejercicios.

1. Probar que el Teorema 2.8 es equivalente al Teorema 2.9.
2. a) Probar que si g es soluble y ρ : g→ End(V ) es una representación irreducible

de dimensión �nita entonces la dimV = 1.
b) Sea g soluble entonces existe una bandera de ideales de g.

2.3.1. Criterio de Cartan. Sea V un espacio vectorial de dimensión �nita. Sea g una
subálgebra de Lie de gl(V ). Supongamos tr(XY ) = 0 para todo x ∈ g, y ∈ [g, g],
entonces g es soluble.

2.4. Ejercicios.

1. Probar la recíproca del criterio de Cartan.

3. Álgebras de Lie semisimple

3.1. Caracterización de las álgebras de Lie semisimples. Es esta sección g
será un álgebra de Lie de dimensión �nita.

De�nición 3.1. g se dice simple si tiene exactamente dos ideales: g y el 0, y si [g, g] 6= 0.
Se dice semisimple si es suma directa de una familia de ideales simples.

Sea g un álgebra de Lie. Si x, y ∈ g se de�ne Kg(x, y) = tr(adx ady). Entonces Kg

es una forma bilineal simétrica en g, llamada la forma de Killing de g, Kg es también
asociativa en el siguiente sentido Kg([x, y], x) = Kg(x, [y, z]).
Si a ⊂ g se de�ne el ortogonal de a respecto de la forma de Killing como

a⊥ = {x ∈ g : k(x, y) = 0, ∀y ∈ a}.

Lema 3.2. Si h es un ideal de g entonces Kh = Kg|h×h.

Demostración. Se sabe que si W ⊂ V es un subespacio vectorial de dimensión �nita
y φ es un endomor�smo de V tal que mapea V en W, entonces trφ = trφ |W . Luego
si x, y ∈ h (adx ady) : g → h, por lo tanto Kg |h×h= tr(adx ady) = tr(adx ady)|h =
tr(adhx adhy) = Kh(x, y). �

Teorema 3.3. Son equivalentes

(i) g es semisimple.
(ii) rad (g) = 0, donde rad (g) es el ideal soluble maximal de g.
(iii) La forma de Killing es no degenerada.

Demostración. (i)⇒(ii): Supongamos que g = a ⊕ b, donde a y b son ideales de g. Es
fácil ver que rad (g) = rad (a) ⊕ rad (b). De modo que basta ver que si g es simple
entonces rad (g) = 0. Observemos que g = [g, g] pues g es no abeliana. Por ende g
es no soluble y así su radical debe ser 0. (ii)⇒(iii): Sea s = g⊥; es un ideal de g
pues es el núcleo de la aplicación de g en g∗ inducida por la forma de Killing. Ahora
Ks(s, [s, s]) = Kg(s, [s, s]) = 0. Sea s̃ la imagen de s en ad(g) ⊂ End(g) : s̃ = s/cent(g).
Por el criterio de Cartan, s̃ (y por ende s) es soluble. De modo que s ⊂ rad (g) = 0 y
K es no degenerada. (iii)⇒ (i): Veamos primero que (iii)⇒(ii): si rad (g) 6= 0, existe
un ideal abeliano no nulo h de g. Si x ∈ h, y ∈ g, es fácil ver que (adx ady)2 = 0 por
ende tr(adx ady) = 0, i.e. h ⊂ g⊥ = 0, absurdo. Ahora probemos que (ii)⇒ (i): Si g
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es simple no hay nada que probar. Sino sea h un ideal propio de g, h ∩ h⊥ es un ideal
de g, soluble por el criterio de Cartan, por lo tanto nulo. De modo que g = h ⊕ h⊥ y
podemos aplicar la hipótesis inductiva en la dimensión de g. �

3.1.1. Completa reducibilidad de representaciones.

De�nición 3.4. Sea V un g-módulo, V se dice completamente reducible si es suma
directa de g-submódulos irreducibles.

Teorema 3.5 (WEYL). Si g es semisimple, entonces todo g-módulo de dimensión
�nita es completamente reducible.

Usando el Teorema de Weyl se prueba:

Teorema 3.6 (LEVI). Toda álgebra de Lie de dimensión �nita se descompone en suma
directa de su radical y de una subálgebra de Lie semisimple.

3.2. Ejercicios.

1. Probar que V es un g-módulo completamente reducible si cada g-submódulo
W ⊂ V tiene un complemento W ′, i.e. V = W ⊕W ′.

2. a) Si h es un ideal semisimple de un álgebra de Lie de dimensión �nita entonces
existe un único ideal b de g tal que g = h⊕ b.

b) Si g es semisimple entonces la aplicación adjunta es inyectiva.
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