INTRODUCCION A LA TEORIA DE FORMAS MODULARES

MARTIN MEREB

REsuMEN. Tomando como motivacion el problema de la representacién de un niimero como
suma de cuadrados, introduciremos las formas modulares y la geometria de las superficies
de Riemann subyacentes. Probaremos varias identidades entre funciones aritméticas pro-
vistos de resultados de dimensién finita y ciertos operadores lineales diagonalizables. Seran
necesarios algunos resultados de anélisis complejo y topologia.
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INTRODUCCION.

0.1. Problema: Sumas de cuadrados. Sea ri(n) la cantidad de soluciones enteras de la
ecuacion

2 2
n=zx|+...+xy
con n y k enteros positivos fijos. Buscamos expresiones sencillas para ri(n). Para simplificar

esta exposicion nos restringiremos a los k pares.
Veremos como encontrar de manera sistemética formulas como

(0.1) ro(n) = 4Z<_d1>

din

(0.2) ra(n) = 8 Z d

din,44d

o e (e )E@)e
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y

de si n es impar
(0.4) rs(n) = 16{ de a3 — QZd‘g si m es par

donde n = 2¥¢g con g impar y v > 0, y el simbolo de Jacobi (_71) = (—1)(”_1)/2 si n es impar

y (%1) = (0 para n par.
Considerando funciones generatrices, para 7 € C definimos

o)
(0.5) om =3 q¢"
n=—oo
donde ¢ = exp(2mit). Esta serie converge uniforme y absolutamente sobre compactos del
semiplano de Poincaré
H={r € C/Im(r) > 0}.
Se tiene pues que
O =D r(n)g"
n>0
transformando el problema a hallar nuevas expresiones para © y extraer luego los coeficientes.
Sucede que las funciones ©F satisfacen ciertas ecuaciones funcionales que limitan enorme-
mente la dimensién del espacio donde viven, permitiendo escribirlas como combinacién lineal
de otras cuyos coeficientes son faciles de calcular.

Ejercicios.
1. Probar que O(7) + ©(7 4+ 1/2) = 20(47).
2. Probar

gp(n)q" = ]f[l (1 _1qk)

donde p(n) es el nimero de maneras de escribir a n como suma de enteros positivos,
sin importar el orden de los mismos.

0.2. Un poco de Fourier. Para f € L'(R) se define la transformada de Fourier como

/ Flz) e 2m q g
S RGEEE

Cuando fy f pertenecen a L!(R) se tiene que f = f en casi todo punto.

y la transformada inversa de f como

Afirmacion 0.1. Entre las propiedades de la transformada podemos mencionar

= Sig(r) = f(z+a), §&) = ™ f(©).
» Sig(z) = f(bx) con b >0, entonces 98 =13f F(E/D).
» Sea f(x) = exp (—mx?), entonces f = f.

La formula de Poisson (ver ejercicio abajo)
(0.6) Yo fn) =" fn)

nez nez
aplicada a g(x) = f(v/tx), nos da

© (Zj) 2;@@

para todo 7 € H. Es esta propiedad, junto a ©(7) = O(7+1), la que limitaré las dimensiones.
Para mas detalles sobre transformadas y series de Fourier, ver [11].
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Ejercicios.
» Sea f € L'(R). Probar que g(z) := Y, .5 f(n+z) es periédica y pertenece a L'([0, 1]).

= Sea ) s cne f
= Probar que si f(z) = O(|z|72) y (&) = O(/¢|2) son continuas, entonces

S fn+a) = flmermine,

nez neL

Zminz ] desarrollo en serie de Fourier de g(z). Probar que ¢, = f(n).

0.3. La curva modular X (1). Estudiemos una ecuacioén funcional mas simple
(0.7) fr)=fr+1)y f(r) = f(=1/7).
Para v = (2 %) € Glz(R) notamos

ar +b
cr+d

YT =

Dado que Sly(Z) esta generado por T = (}1) y por S = ((1] o ) las ecuaciones ([0.7)
equivalen a

(0.8) f(yr) = f(7), Vv € Sha(Z).

Lo que nos lleva a estudiar el espacio Y (1) := Sla(Z)\'H, junto con sus funciones meromor-
fas.
Un dominio fundamental estandar para la accion de Sla(Z) en H es

(0.9) D:{TEH/<§R() % \T|>1}.

Es conveniente considerar una compactificacion X (1) de Y (1) dada por
X (1) :=Sly(Z)\H

donde H := HUQU {0}, denominada curva modular. Consideramos en H la topologia de
las bolas tangentes, donde H C H es abierto, una base de entornos para x € Q es

Up(r)={reH/|lz+ir—7|<r}
¥ una para oo es
Uso(R) = {r € H/Tm(r) > R} U {oo} .

Observemos que con esta topologia D = D U {oo} resulta compacto y por lo tanto X (1)
también.

Ejercicios.

1. Probar que Im(y7) = |;_J£d|)2 cony=(2%) € SIL(R).
. Probar que Slp(R) actta transitivamente en . Hallar el estabilizador de i € H.

. Probar que la medida 4%3¥ es invariante por Sly(R).
(dz)?+(dy)?
y2

2

3

4. Probar que en H, la métrica (ds)? = es invariante por la accion de Sly(R).
5

. Para la accion de Sly(Z) en H, probar que
a) el estabilizador de oo es {:I:Tk, ke Z} )
b) el estabilizador de i es {Sk, k=0,1,2, 3} ,
c) el estabilizador de w es {((1) _11 )k, k=0,1,2,3,4, 5} ,
)

d) cualquier punto de H con estabilizador mas grande que +1d es equivalente a uno

de los anteriores.
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0.4. Superficies de Riemann. Una superficie de Riemann es un espacio topoldgico Haus-
dorff X con una estructura compleja, es decir, tal que para todo punto x € X existe un entorno
abierto x € U C X, un V C C abierto y un homeomorfismo z : U — V, de manera tal que
los entornos coordenados (U, z) sean compatibles. Entendemos aqui por “compatibles” que los
cambios de coordenadas

22(2’1)71 : 21(U1 N UQ) — ZQ(Ul N UQ)

son funciones holomorfas, para todo par de entornos coordenados (Ui, z; : Uy — Vi), y
(UQ,ZQ : U2 — Vg)

La funciéon f : X — C es holomorfa si lo es localmente, es decir, si las composiciones
fz:V — C son holomorfas para todos los (U, z : U — V') entornos coordenados.

También tiene sentido hablar de funciones meromorfas, érdenes de anulacién y de polos
y aplicaciones holomorfas F' : X — Y entre dos superficies de Riemann, tomando entornos
coordenados de la manera usual.

La superficie Y (1) hereda de manera natural la estructura holomorfa de H.

Sea f : H — C una funcién meromorfa que satisface la primera de las ecuaciones , es
decir f(7) = f(7 + 1). Por ser periédica admite un desarrollo en series de Fourier

f(r) = Z anq".
neL
Diremos que f es meromorfa en oo si hay a lo sumo un ntmero finito de a, # 0 con n < 0, y
que es holomorfa en oo si a, = 0 para todo n < 0.

Observacion 0.1. X (1) es topologicamente una esfera.
Para méas detalles sobre superficies de Riemann, recomendamos [9], [6] o [10].

Ejercicios.

1. Sea X una superficie de Riemann. Probar que las funciones meromorfas de X se cor-
responden con aplicaciones holomorfas de X en la esfera de Riemann que no son con-
stantemente oo.

2. Sea F': X — Y una aplicaciéon holomorfa no constante entre superficies de Riemann
con X conexa. Probar que F' es abierta.

3. Sea F': X — Y una aplicaciéon holomorfa no constante entre superficies de Riemann
con X compacta e Y conexa. Probar que F' es sobreyectiva.

4. Sea X una superficie de Riemann compacta. Probar que las tinicas funciones holomorfas
de X en C son las constantes. Comparar con Teorema de Liouville.

5. Sean X una superficie de Riemann compacta y x1,...,x; € X puntos diferentes. Sean
ni,...,ng € Z>o. Probar que el espacio de funciones meromorfas de X con polos
dnicamente en xz; de orden a lo sumo n; tiene dimensién a lo sumo 1+ ny + ... + ng.
(Nota: hay que agregar la funcion 0 para que formen un espacio vectorial.)

6. Sea X la esfera de Riemann. Probar que las funciones meromorfas de X son funciones
racionales. Probar ademas que si f : X — C soélo tiene un polo en co entonces f es un
polinomio cuyo grado coincide con el orden del polo. Comparar con el ejercicio anterior.

7. {Como deberian definirse los entornos coordenados de la clase de oo en X (1)?

1. FoOrRMAS MODULARES.

Definicién 1.1. Sea f meromorfa en H y k& € Z. Supongamos que f satisface

(11) Fom) = er + 1), ¥ = (4 1) € s@)

y meromorfa en co. Entonces, se dice que f es una funcion modular de peso k para Sla(Z).

Las funciones modulares se corresponden con formas diferenciales en X (1) (ver ejercicio
de la seccion [2] mas abajo).
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Proposicion 1.2. Sea f(7) una funcion modular no nula de peso k para Sly(Z). Para cada
P € H notamos vp(f) al orden de anulacion (o menos el orden del polo) de f(7) en P. Sea
Voo (f) el subindice del primer término no nulo en la g-expansion de f. Entonces

k
(12) voolf) + i)+ )+ S vp(f) = 15
g

donde la suma se hace tomando un punto P € H por cada clase de equivalencia, salvo la de

1+z\f

w= y la de 1.

Demostracion. Para simplificar la demostraciéon, supongamos que f no tiene ni ceros ni polos
en el borde del dominio fundamental D, salvo quizas en i y en w que es equivalente a —w.

Integrando - 57 f((T)) d7 alo largo de un lazo que encierre a todos los ceros y polos de f del
interior de D, recorrido en sentido antihorario, se obtiene la sumatoria del miembro izquierdo

de L3 L)

Observar que v;(f) es la integral de 27” ) d7 alo largo de una mrcunferen(na suficiente-

mente pequeia alrededor de 7 recorrida en sentido antihorario. Por ) del siguiente ejerci-
010I cony=_58= ( )) la integral a lo largo del arco de la curva contenldo en D recorrido
en sentido horario tlende a _711/1( f) cuando el radio tiende a 0.

Analogamente, las integrales de los arcos dentro de D de circunferencias centradas en
wy —w tienden a Fu,(f) = Fv_g(f) (tomar v recorriendo Id, TS, (T'S)?, ..., (TS)?, el
estabilizador de w)

La integral de 27” f((:)) d 7 alo largo de

1
On(t) =5 —t+iN, te0,1]

tiende a —voo(f) cuando N — oc.
Integrando sobre el borde de:

DNn{Im(r) < N} —({|r—i| < e} U{|t —w| < e} U{|T+ | < €})

con N — 0o y € — 0, obtenemos (gracias a ((1.3]) del ejercicio

-1 1 -1 1 i dr
Pezyju) vp(f) = 7Vi(f) + ?Vw(f) + ?Vfw(f) — Voo(f) — k% T
P#iw

donde la ultima integral se recorre sobre {|7| = 1}. Calculando la integral (ver ejercicio [5) y
reagrupando términos se obtiene (|1.2)) O

Definicién 1.3. Sea f una funcion modular de peso k para Sly(Z). Si ademas f es holomorfa
en H y en oo, decimos que es una forma modular de peso k para Sla(Z). Notamos al conjunto
de tales funciones como My (Slz(Z)).

Ejercicios.
1. Probar que My(Sl2(Z)) = C.
Probar que si k es impar M (Sl2(Z)) = 0.
Probar que si k es negativo o 2 entonces My(Sl2(Z)) = 0.
Sea v = (2Y) € Sly(Z) y sea f() meromorfa en H sin ceros ni polos en una curva

C C H. Supongamos que f(y7) = (cr + d)¥ f(7). Probar que

PE) [ @[ dr
13) AT I B o e feota

N
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5. Sea C(t) = exp(—2mit), t € [-1/3,—1/4] el arco de la circunferencia {|7| = 1} recorrida
en sentido horario desde —w hasta ¢. Probar que

(1.4) L ofdr_ 1
2m Jo T 12
6. Sea f € My(Sly(Z)) no nula. Probar que

» Si k=4, entonces v,(f) =1, y vp(f) = 0 para los demas P.
» Si k=6, entonces v;(f) =1,y vp(f) = 0 para los deméas P.
» Si k=8, entonces v,(f) =2, y vp(f) =0 para los demas P.
» Si k =10, entonces v,(f) = vi(f) =1, y vp(f) = 0 para los demas P.
» Si k=14, entonces v,(f) =2, v;(f) =1, y vp(f) = 0 para los deméas P.

1.1. Series de Eisenstein. A continuacién definiremos una familia clasica de formas mod-
ulares de gran utilidad.
Sea k > 4 un entero par. La funciéon

(1.5) Gir) = 3 !

k
st (m7 +n)
(m,n)#(0,0)
es una forma modular de peso k para Sly(Z), llamada serie de Eisenstein, que verifica
(1.6) lim Gy () = 2¢(k),
T—r100
donde ((s) = },~1 -, es la funcién zeta de Riemann.
Se define la serie normalizada de Eisenstein como
Gi(7)
Ei(71) = .
2¢(k)
Proposicion 1.4. La ezpansion de Fourier de Ex(T) es
(17) B = 1- X5 o s
. T)=1—— ok—1(n
k By 2 k—-1{n)q

donde los By, son los nimeros de Bernoulli, definidos por

t tm
et —1 ™m

(1.8)

Y

Demostracion. Se tiene que

(1.9) 7rcot(7r7):1+§:< SR ) rEeH.

T

También vale que

cos(mr) . 2im . e
cot = =T — =am—2i "
m cot(mT) ﬂsin(m') =TT . T W%(]

Igualando ambas expresiones y derivando k — 1 veces término a término obtenemos la férmula
de Lipschitz

1 0 L
(1.10) > T ((k_ 1))! Z:Ink g,

ne”L
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El resultado se obtiene sumando esta formula en m7 con m € Z no nulo, méas

0#n€Z
junto con
(27i)* By,
1.11 k)= —
(1.11) () = 2
para k > 0 par. O
Ejercicios.

1. Probar que para k € {4,6,8, 10,14} el espacio M (Sl2(Z)) esta generado por Ej.
2. Usando que dim(Mg(Sl2(Z))) = 1 probar que E% = Eg. Concluir que

o7(n) = o3(n) +120 Y _ o3(i)os(n — i).

3. Usando que dim(Mjo(Sl2(Z))) = 1 probar que
n—1
11og(n) = 2105(n) — 1003(n) + 5040 Y _ o3(i)os(n — i).
i=1
4. Probar que EGES = E4E10 = E14.
Probar (|1.6)).

6. Sea A C C un reticulado (i.e.: un Z—modulo discreto de rango 2). Probar que la serie

ZL

t
Ot 14

o

es absolutamente convergente para t > 2.
7. Probar que

1 1
E(7) = 3 Z )

mneZ
ged(m,n)=1

8. Usando (|1.8)), probar ((1.11]).
1.9

Probar (1.9) a partir de la férmula de Euler:

(1.12) sin(t) =7 H < ) :

10. Deducir (1.9) de la férmula de Poisson (0.6)), usando que si f(z) = e~ 17l 1a transformada
fe) =

©

1+ 4m282°

1.2. Peso 2. Cabe preguntarse qué sucede con la serie de Eisenstein en el caso k = 2. Aqui
hace falta algo de cuidado con el orden de las series, puesto que dejan de converger de manera
absoluta. Definimos

(1.13) = Z (i TP

mezZ n

donde el subindice de la segunda suma recorre todos los enteros, salvo cuando m = 0 en cuyo
caso n € Z — {0}.
Con este orden de los sumandos se tiene, al igual que antes

Ey(7) = 22 1—2420
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Proposicion 1.5. La serie de Fisenstein Go satisface la ecuacion funcional

211

(1.14) TGy (<1/7) = Ga(7) = =

Demostracion. De (1.13)) se obtiene

1.15 ~2Go(—1 =

L15) TG =) ) ey = XD ) e
nezZ m n€Z m#0

donde la suma del medio recorre todo Z? salvo el término (m,n) = (0,0).
Restando

(1.16) ZZ (m7 4+ n)( m7'+n+1)

m7#0 nGZ

a Gy = 2C(2) + 3,20 Yonez (MT + 1)~ obtenemos

G(7) +ZZ (m7 + n)? m7+n+1)

m#0neZ

Observemos que ahora la serie del miembro derecho es absolutamente convergente. Invirtiendo
el orden de estas sumatorias y restandoselo a ([1.15)) tenemos

1

Go(1) = 7 2Go(—1/7)
2 2 ;;Zmz#) (mr+n)(mr+n+1)

La demostracion termina usando

1 2 N 2 2m
N—o0 (mr+mn) (m7+n+1) N—oo T T T T
n=—N m#0

para 7 € H. O

Ejercicios.

1. Probar (1.16]).

2. Completar los detalles de (|1.17)).

3. Probar que la funcion Ga(7) — 7/Im(7) satisface (1.1) pero no es holomorfa.
4

. Sea f € Mg(Sl2(Z)). Sean

k

9(r) = Tmf( ) = 1 B2(T) (7).

Probar que g € My12(Slx(Z ))

5. Probar que Eg = E4Fy — 2mE4 y Fg = EgEy — iEé. Deducir las correspondientes
relaciones de o5 en términos de o1 y 03, y o7 en términos de o1 y o5.

6. Probar que

By(r+1/2) — Ex(r) =48 )
n>0
n impar

7. Sean k > 2 un entero y p un nimero primo. Probar que

Ey(7) — (14 p* ) Ex(pr) + p" ' Er(p?7) Zak 1

8. Probar que E5(7) — 3E»(27) + 2E2(47) = 1 (Ea(7) — Ea(1 + 1/2)).
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1.3. Funcién eta de Dedekind. La ecuacion funcional (|1.14)) sugiere la siguiente

Definicion 1.6. Para 7 € ‘H el producto infinito

(118) 77(7. — 271'17'/24 H 27r7,n7—

converge a una funcién holomorfa, llamada funcwn eta de Dedekind.

Proposicion 1.7. La eta de Dedekind satisface

(1.19) n(=1/1) = V=irn(r)

donde la raiz cuadrada corresponde a la rama que toma valores con parte real no negativa.

Demostracion. Ambos miembros de ([1.19)) coinciden en 7 = i. Tomando derivada logaritmica
el problema se reduce a probar

(=) o _ 1 ()
n(=1r) 2 (n)
La derivada logaritmica de (1.18) nos da

() _ 2mi — ng" \ _ 2mi - n

n= n=1
2mi
= —FEy(7).
o1 £2(7)
Por lo que el resultado se obtiene de (|1.14)). O

Observacion 1.8. La funcion eta de Dedekind y (|1.19)) juegan un rol crucial en la demostracion
de la formula de Rademacher para el célculo de la funcién p(n) del ejercicio [2 de la Introduc-
cion. Para mas detalles ver [1].

Ejercicios.
1. Probar que n(7 + 1/2) = e>™/48p3(271) /n()n(47).

1.4. Formas cuspidales.

Definicion 1.9. Sea f € My(Sl2(Z)) tal que se anula en oo, es decir ag = 0 en la g-expansion
flr)= ano anq". Entonces f se dice cuspidal, y al espacio de formas cuspidales lo notamos

Sk(Sla(Z)).
Ejemplo: (Funcion discriminante). Dado que E4(7) = 1+ 240q + O(¢?) € My(Sla(Z)) y
Eg(1) =1 —504q + O(¢*) € Mg(Sl2(Z)), la funcion
Ey(r)* — Eg(r)?
1728

resulta ser una forma cuspidal de peso 12.
Ejemplo: La funcién

(1.20) A(r) == = q—24¢% +252¢° — 1472¢" + . ..

oo
4T):qH(l—q")24:q—24q2—|—...

también es una forma cuspidal de peso 12, gracias a . Por tratarse de un producto
absolutamente convergente se tiene que n?* no se anula en H.

Entonces el cociente A/n?* es una forma modular de peso 0 que en oo vale 1. Las formas
modulares de peso 0 son funciones holomorfas de X (1), o sea constantes. Concluimos pues
que A = n?*, es decir

1728

Ey(r )3 ﬁl—q
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Definicién 1.10. Al cociente

E 3
(1.21) j(7) = A4((3 = ¢ 7' + 744 + 196884 + 2149376062 + . ..

se lo conoce como invariante modular j.

Proposicion 1.11. El invariante modular j induce una biyeccion entre X (1) y la esfera de
Riemann.

Demostracion. Sea ¢ € C arbitrario. La funcién j — ¢ es funciéon modular de peso 0, con un
tnico polo simple en co. Por la proposicion se tiene que vp(j —c¢) > 0 para un dnico P, es
decir, j es biyectiva. O

Observacion 1.12. Por propiedades de aplicaciones holomorfas se puede ver que j induce un
isomorfismo entre ambas superficies de Riemann.

Proposicion 1.13. Sea f una forma cuspidal de peso k con expansion de Fourier f(1) =
S ang"™. BEntonces existe C > 0 (dependiente de f) tal que |an| < Cn*/? para todo n.

Demostracion. La funcion 7 — y*/2| f(7)| es Sly(Z)-invariante y tiende rapidamente a 0 cuan-
do y — oo, por lo que permanece acotada en el dominio fundamental D. Se tiene pues que

()] < ey™*/?

para cierta ¢ > 0. La representacion integral
1 .
an = 627rny/ f(x + iy)ef27rmz dzx
0

vailda para y > 0, prueba que |a,| < cy F/2e2™Y  Tomando y = 1/n se obtiene el resultado.
O

Ejercicios.

1. Probar que Sg(Sl2(Z))

Probar que S12(Sl2(Z)) =

Probar que S;(S12(Z)) = AMk 12(S12(Z)) para k > 14.
Probar que My(Sl2(Z)) = Sk(Sl2(Z)) & CE), para k > 2.
Sea k > 0 un entero par. Probar que

:OSlk<12ok—14

Ol WD

k mo
dim(Mg(Slx(Z))) = {szj o Z ié 3 mojgzi
12 - '

6. Sea f € My(Sl2(Z)) una forma modular. Probar que existen agp € C tales que

§ : a ;b
f: aa,bE4E6.
(Z,bGZZO
4a+-6b=Fk

7. Probar que las funciones modulares de peso 0 para Sla(Z) son precisamente las funciones
racionales en j.
8. Probar el enunciado de
9. Probar que en el ejercicio [4| de seccién la g construida resulta cuspidal si y s6lo si
la f lo es.
10. Probar que los coeficientes de la ¢-expansion de j son enteros.
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1.5. Interpretacion modular. Las formas modulares pueden pensarse como funciones en
el espacio de reticulados de C. Dado un reticulado A C C, se puede hallar una base 21,29 € A
tales que z1/29 = 7 € H, por lo que A resulta homotético a otro reticulado A; =Z @ 7Z. De
ahi que el cociente del espacio de reticulados por la relaciéon de equivalencia

A1 NAQ < HAE(C*, A1 :)\AQ

resulta ser Y (1) = Slo(Z)\H.
Las funciones f : H — C que satisfacen (|1.1)) pueden pensarse como funciones de peso k en
el espacio de reticulados, es decir, funciones F' que verifican

FOA) = FF(A),
via F(212 @© 2Z) = 25" f(21/22).
Se definen los operadores de Hecke T}, como
To(F)(A):= ) F@)
[A:A']=n

donde la suma recorre los subreticulados de A de indice n.
Con esta interpretacion, los T}, definen operadores en los M (Sl2(Z)), preservan los S (Sl2(Z))
(ver ejercicio |8 de la seccion [2.4)) y satisfacen

1. T,,T,, = Trnn i m y n son coprimos,
2. Tp7'+1 — Tprr — pkilTpT?l’
3. son autoadjuntos para un producto interno (ver seccion méas adelante),

4. conmutan entre si.

Resulta entonces que los T}, son simultdneamente diagonalizables. Llamamos autoforma a
un autovector comun a todos los operadores de Hecke. Si f = > anq™ € Sk(Sla(Z)) es una
autoforma, sus coeficientes verifican

(1.22) ap = Anaq

donde T,,(f) = A\.f (ver proposicion més adelante), de donde se deduce que a; # 0.
Decimos que tal f esta normalizada si a1 = 1.

Proposicion 1.14. Sea f = > anq" € Sk(Sla(Z)) una autoforma normalizada. Entonces, los
coeficientes verifican

1. apnQm = Qmp STM Y N SON COPTIMOS,
2. Qpri1 = Gpapr — pk_laprfl,

y la funcion L(f,s) == 3,51 % admite un producto de Euler

n

(1.23) L(f,s)=]] !

1— —s k—1—2s
p app~® +p

donde p recorre los nimeros primos positivos.

Demostracion. Las identidades entre los coeficientes se deducen de las analogas para oper-
adores de Hecke, observando que para una f normalizada los coeficientes coinciden con los
autovalores. Para el producto de Euler, observemos primero que por la propiedad multiplica-

tiva de los a,, se tiene que
(o]
L(f.s) =] ( app_"s>
P n=0

y distribuyendo

o0
<Z appns> (1 - appfs _{_pk7172s) -1
n=0

se obtiene ((1.23)). O
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Observacion 1.15. Hecke demostré que L(f, s) se extiende de manera analitica a una funcion

meromorfa de C, y que
Ay(s) := (2m)°L(s)L(f, s)

verifica una ecuacién funcional

Ap(s) = (=1)*2Ap(k = s).

(aqui [(s) = [;° 25 'e~" dw es la funcién gamma de Euler).

Ejemplo 1.16. Como dim(S12(Sl2(Z))) = 1, la funcion A = ¢ [[(1—¢")?* resulta ser una aut-
oforma normalizada. Luego sus coeficientes satisfacen las identidades de la proposicion [1.14
Dicha propiedad fue observada originalmente por Ramanujan (ver |13]).

Observacion 1.17. La conjetura de Ramanujan-Petersson, probada por Deligne como conse-
cuencia de su demostraciéon de las conjeturas de Weil, establece que si f es una autoforma
cuspidal normalizada de peso k para I';(N) entonces |a,| < n*=1/254(n), resultado mucho
més fuerte que la proposicion (debida al mismo Hecke). De donde también se tiene que
los coeficientes a,, de A satisfacen |a,| < 2p1/2 con p primo.

Ejercicios.
1. Probar que ¢(s) = >_ a,n~* converge en algun semiplano si y sélo si a,, = O(n¢), para
alguna constante c.
2. Supongamos

oo
= Z anq"
n=0
es analitica en H.
a) Si a, = O(n¢), entonces f(7) = O(y~°!), uniformemente z, cuando y — 07.
b) Si f(r) = O(y~°), uniformemente en z, entonces a, = O(n°).
3. Sea ¢ > 0. Probar que
1 c+1i00
et =—— [(s)z™%ds
2mi c—100
para x > 0.
4. (Transformada de Mellin) Sean a,, = O(n™) para algtin M, niimeros complejos. Sea

f@) =300 ane ™™ y ¢(s) = D02 apn™*. Probar que

1 0n
/ f 5~ 1 dz
para R(s) > max{0, M + 1}, y

c+ioo
f(2) = — / H(s)0(s)a~* d s

21 Joioo
para ¢ > max{0, M + 1} y R(s) > 0
2. FORMAS MODULARES PARA SUBGRUPOS DE CONGRUENCIA.

Sea N un entero positivo. Se define el grupo de congruencia principal de nivel N como

T(N) = {7 €Sh(Z): 7= (é g’) mod(N)}.

Un subgrupo de Sla(Z) se dice de congruencia si contiene a algin I'(N). Llamamos cispides
a las clases de equivalencia de Q U {oo}.

Definicion 2.1. Sean k€ Zy v = (‘Cl 3) € Sly(Z). Definimos [v]g, el operador de peso k, en
el espacio de funciones meromorfas de H a C como

(2.1) (IR(T) = (er + ) (7).
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Observacion 2.2. Notar que

(2.2) fimele = (FInle)[alk

para todo par de matrices 1, v2 € Sla(Z). Basta escribir (¢r +d)~* como (dy7/d7)*/? y usar
regla de la cadena.

Definicion 2.3. Sea I' un subgrupo de congruencia conteniendo a I'(N) y k € Z. Decimos
que una funciéon f: H — C es una funcion modular de peso k para I' si

1. f es meromorfa en H,
2. flvlk = f para toda v €T,
3. f[v]k es meromorfa en oo para toda v € Sly(Z).

Analogamente, diremos que una tal f es una forma modular para I' si es holomorfa en H, y
f[7]x es holomorfa en oo para toda v € Sla(Z), y que es cuspidal si ademas las f[y] se anulan
en 0o. A los espacios de formas modulares y cuspidales de peso k para I', los notamos My (T")
y Sk(T"), respectivamente.

Aqui entendemos por meromorfa en 0o que aparecen a lo sumo finitos términos negativos
en el desarrollo en series de potencias de gy := exp(2wiT/N), que es holomorfa en oo si no
aparecen términos negativos, y que se anula en oo si sélo aparecen términos positivos.

Tal expansion existe dado que al tomar ([1) v ) € I'(N) en la condicién [2| se tiene que

f(r+N) = f(r),

y por lo tanto f admite un desarrollo en serie de potencias de gy = exp(27i/N).

Observacion 2.4. Como I'(N) es normal en Sla(Z), f[y]r es también N-periodica, para toda
v € Sly(Z).

Observacion 2.5. A diferencia de lo que sucede en el caso de nivel 1, para que una forma
modular sea cuspidal no alcanza con chequear un soélo coeficiente. Existen formas no cuspidales
f que se anulan en oo pero alguna f[y]; no (ver ejercicio [17)).

Observacion 2.6. Como I tiene indice finito en Sly(Z), sélo hace falta verificar la condicion
para un conjunto finito de +’s, més precisamente, basta con un conjunto de representantes de
las T'-coclases.

Proposicién 2.7. La condicion [3 y sus andlogas para formas modulares y cuspidales sdlo
dependen de la T'-clase de equivalencia de ~vyoo. Mds precisamente, si y100 = ~'y200 para
v € T, entonces la menor potencia de qn que aparece en la expansion de Fourier de f[y1]k
coincide con la de f[y2].

Demostracion. Como v, 1y/49 pertenece al estabilizador de oo, entonces es de la forma +77

(ver ejercicio [5| de la seccion .
Entonces vy = £~ T7 y

Fhelk = SN ek e = EDF Y kT Dk = ED* el
Escribiendo g(7) = f[v1]k = D_,, anq}y tenemos que

sk = gl +5) = I ane™ g,

de donde se deducen las afirmaciones del enunciado. O
El siguiente lema suele ser de utilidad

Lema 2.8. Sea f holomorfa en H que verifica la condicion [ de la definicion para T
un subgrupo de congruencia denivel N. Supongamos que la expansion de Fourier f(1) =

> ol g anqly satisface
a,| <Cn", n>0
’ ’ )

para ciertas constantes positivas C' y r. Entonces f satisface también la condicion [3,
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Demostracion. La funcion f[y]y es invariante por la accion de los operadores [y]; con ' €
471y que también es un subgrupo de congruencia de nivel N. Para ver que la serie f[y]x(7) =
Y nez Gndy 1o tiene términos negativos alcanza con probar que

(2.3) q}vﬁgo (f[V]k(m)an) = 0.

Si v fija al 0o esto es inmediato (ver proposicion .
Supongamos que « no fija al co.
Como |a,| < Cn", escribiendo 7 = x + iy se tiene que

Co
(2.4 <oy 2
Y
cuando y — 0o, para ciertas constantes Cy,Co > 0 (ver ejercicio .
De donde
(2.5) lfm | f[Y]r(T)an| < Cs lim y"™*|gn| =0
gn—0 q—0
dado que |gn| es exponencial en y. O

Afirmacion 2.1. Sea I' C Sly(Z) de indice finito n, y
Slo(Z) = | J ol
i=1

una descomposicion en coclases disjuntas. Si D es un dominio fundamental para Sla(Z)\H,
entonces D' = U?Zla;lD es un dominio fundamental para T\H.

Al igual que en el caso de nivel 1, el espacio T\'H tiene estructura de superficie de Riemann
compacta, las inicas formas modulares de peso 0 son las constantes, y los espacios M (T")

resultan de dimension finita (ver ejercicio@ de la seccion .

La siguiente cota de Sturm resulta muy tutil para acotar dimensiones de espacios de formas
modulares.

Proposicion 2.9. Sea I un subgrupo de congruencia de indice M y sea f € My (') una forma
modular. Si

(2.6) voo(f) > M.%

entonces f = 0.

Demostracion. Para I' = Slp(Z) alcanza con recordar que en (1.2)) todos los términos son
negativos para concluir que f es nula.
En el caso general escribimos

M
Sla(Z) = | T
=1

para ; apropiados, con 71 = (}¢). La funciéon

M
Fo=f]] flnl
i=2
resulta ser una forma modular de peso Mk para Sla(Z) que satisface el enunciado de la
proposicién y el resultado se deduce del caso ya probado. O

Observacion 2.10. El orden de anulacion v (f) de (2.6 puede no ser entero, f podria necesitar
términos que sean potencias de gx pero no de gq.
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Ejercicios.

1. Sea I' un subgrupo de congruencia. Probar que My(I") = C.

2. Sea I' un grupo de congruencia y P = {:I:Tk} el estabilizador del co. Probar que la
aplicacién

I'\Slx(Z)/P — { cuspides de I'}
dada por
F'aP +— T'a(co)
es una biyeccion.

3. Sea« € Gl;r (Q), y T un subgrupo de congruencia. Probar que Iy, := I'Na~'Ta también
resulta de congruencia, no necesariamente del mismo nivel.

4. Deducir de la cota de Sturm que dim(M(T")) < oo para cualquier subgrupo de congru-
encia I.

5. Probar que 441FE,Eg + 250E% = 691 E1s.

6. Sea I' un subgrupo de congruencia.

a) Probar que toda funcion modular para I' satisface una ecuacion polinomial de grado
[Sl2(Z) : T'] sobre el cuerpo C(j) de funciones modulares de peso 0 para Sla(Z).

b) Probar que si I' es normal y f es I-invariante, entonces lo es también f[a]o para
toda a € Slp(Z).

¢) Probar que el cuerpo de funciones modulares de peso 0 para I' es una extension de
Galois de C(j) con grupo de Galois igual a Sla(Z)/T.

7. Encontrar formas modulares de peso fijo con v, arbitrariamente grande.

8. Encontrar formas modulares para un subgrupo de congruencia fijo con v, arbitraria-
mente grande.

9. Sea G (Q) el subgrupo de matrices de determinante positivo de Gla(Q). Extendemos
la definiciéon como (f[y]x)(7) := (dety)*2(cr + d)~* f(7). Probar que también
vale de la Observacion

10. Sea p un primoy e > 1
a) Hallar el orden de Slo(Z/pZ) v Gla(Z/pZ).
b) Hallar el nacleo del homomorfismo Gla(Z/p°Z) — Gla(Z/pZ).
c) Hallar el orden de Slo(Z/p°Z) y Gla(Z/p°Z).
11. Sea N = p{' ...p¢" la factorizacion en primos de N. Usando el Teorema Chino del Resto
hallar el orden de Slo(Z/NZ).
12. Probar que [Sly(Z) : T(N)] = N3 I~ (1 - I%) .
13. Probar que implica f[y]r holomorfa en oc.
14. Completar los detalles de .
15. El objetivo de este ejercicio es demostrar la cota a partir de las hipotesis del
lema 2.8
a) Probar que g(t) = t"e= 2™/ s creciente en [0, %] y decreciente en [%, 0.
b) Probar que
(o) o) 1
|f(7’)‘§|a0|+CZTLT6_27my/N§01+CO (/ g(t)dt—l—r>.
el 0 Y
¢) Concluir.
16. Probar que la condicion [2| equivale a pedir que la forma f(7)(d7)* sea I-invariante.
17. Adaptar el argumento de la proposicion m para probar que Si(I') se puede definir
como aquellas f € M(T) tales que y*/2f(2 + iy) permanece acotada.
18. Sea

) = (77(7/2)772(27))8

n3(7)
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a) Usando la cota de Sturm para I'(2), probar que

(1= A7)+ A7)

AT = A(7)?

b) Probar que A es inyectiva restringida al interior de un dominio fundamental para
I'2).

c¢) Probar que la imagen de A es C — {0,1}.

d) Construir un revestimiento p : B(0,1) - C —{0,1}.

e) (Pequeno Teorema de Picard) Sea f una funcion entera que omite dos valores.
Probar que f es constante.

(1) = 256

2.1. El subgrupo de congruencia I'y(/N). Como veremos mas adelante, el siguiente sub-
grupo de congruencia es de particular interés

To(N) := {(‘CL Z) €SL(Z): ¢c=0 mod(N)}.

Al cociente T'o(N)\H se lo conoce como curva modular cldsica y se la nota Xo(N).

Ejemplo 2.11. Veamos que la funcién ©* es una forma modular de peso 2 para I'o(4).

La matriz (2 *01) que manda 7 a —1/(47), no tiene determinante 1, pero si lo tiene

(596 D661

que manda 7 a 7/(47 + 1).
De ahi se tiene que

o (471 1) = VA7 +10(7),

por lo que ©1[(}9)], = ©%. También se tiene que O*[(§ 1)]2 = ©*. Como I'y(4) esta generado
por £(59),£(41), concluimos que ©% es una funcién modular de peso 2 para y(4).
Resta chequear que es holomorfa en las ctspides oo, 0y —1/2.
De la definicion de © se tiene que es holomorfa en oo y por lo tanto también lo es ©%.
Por el lema se ve que también es holomorfa en 0y —1/2.

Ejercicios.

1. Hallar [Sla(Z) : To(N)].

2. Hallar [To(N) : T'(N)].

3. Encontrar un isomorfismo entre I'(N) y un subgrupo de I'o(N?) de indice p(N). Con-
cluir que I'g(4) es isomorfo a I'(2).

4. Probar que si f € My(Slz(Z)) entonces g(7) := f(N7) € Mg(Io(N)).

5. Sea k par y f una funcion que verifica f(7) = f(r +1) y f(=1/47) = (—4t2)*/2f(1).
Probar que f[y]x = f para toda v € T'y(4).

6. Probar que la siguiente es una lista completa de representantes para I'g(p®) con p primo

Id; T7%S k=0,1,....,p° =1, STFS k=1,2,....p° " 1.
7. Probar que las ctispides para I'g(p) son 0 e 0o, y que para I'g(p?) son 0,00, y —1/kp
conk=1,...,p—1.
8. Probar que 78(47)/n*(27) € Ma(T'o(4)).
9. Probar que Es(7) — 3E2(27) + 2E3(471) € Ma(T'o(4)).
10. Probar la identidad

o0
¢[Ja-¢™'a+t = ) an)d"
n=1 n>0
n impar

11. Probar que Eo(r) — % 00! Ea(r + j/N) € Ma(T'o(N?)).
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12. Sea N un entero positivo. Probar que G n(7) := Ga(7) — NG2(NT) € Ma(T'o(V)).
13. Probar que
G ™ (4 24503 Sood
22=——4 |1+ "
’ 3 n=1 \d|n,2{d !
14. Probar que

o
G274:—7T2 (1—}—82 Z d q"
n=1 \d|n,4d

15. Sabiendo que dim(Ma2(I'g(4))) =

M2(To(4)).
16. Probar y .
17. Sea k > 4y p un primo. Probar que Ej(7) — Ex(p7) € Mi(I'o(p)) pero no es una forma

cuspidal, a pesar de no tener término constante en su g-expansion.

18. Probar que la tinica forma cuspidal normalizada de So(I'g(32)) es n?(47)n%(87).

2, probar que G22(7) vy G24(7) son una base de

2.2. El subgrupo de congruencia I'i(N). Otro subgrupo de congruencia de interés es
I'i(N):= {(Z Z) €ESL(Z): a=d=1,¢=0 mod(N)}.

Al cociente I'y (N)\H se lo nota X1(N).
Observacion 2.12. Sea a = (4 9). Si f € M(I'(N)), entonces
flalk € My(al'(N)a™1) € Mg(T'1(N?)).

Es decir, a las formas modulares de peso k para I'(N) las podemos pensar dentro de My, (I'1 (N?)).
Esto suele resultar comodo dado que (1) pertenece a I'y (N?) pero no a I'(V) cuando N > 1,
permitiendo desarrollar en series de g, en lugar de recurrir a qy.

Definicion 2.13. Se tiene que I'1(N) es normal en I'g(N) y su cociente es (Z/NZ)*. Lla-
mamos cardcter de Dirichlet a un homomorfismo de grupos x : (Z/NZ)" — C* extendido a Z
de manera natural como x(n) = 0 para gcd(n, N) > 1. Decimos que f € My(I'1(/N)) es una
forma modular de peso k para T'o(N) con cardcter x si satisface

a b
flvlk = x(d)f  para toda (c d) € I'h(N).

Notamos M (I'g(IN), x) al espacio de tales funciones y Si(I'o(IN), x) al subespacio de formas
cuspidales.
Descomponiendo en autoespacios la acciéon natural de
(Z/NZ)* =To(N)/T1(N)
en Mg (I'1(N)) se obtiene

(2.7) My (I'1(N)) = @Mk(PO(N)7X)'
X

Ejercicios.
1. Probar que [I';(N) : I'(N)] = N
Probar que [['o(N) : T'1(N)] = ¢(N).
Completar los detalles de la Observacion [2.12
Probar que si x(—1) # (—1)* entonces M (I'o(N), x) = 0.
Sea 4 el caracter no trivial de (Z/4Z)* . Probar que

My (To(4)) si k es par
Mg(To(4), x4) sik es impar.

CUk N

M (T'1(4)) = {
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6. Probar que S5(I'1(4)) esta generado por n*(7)n?(27)n*(47).

Probar que Sg(T'1(4)) esta generado por f(7) := (n(7)n(27))% y g(7) = f(27).

8. Sean N y k enteros positivos tales que k(N + 1) = 24. Probar que (n(1)n(NT1))* €
Sk(To(N)), salvo para k = 1 o k = 3 en cuyo caso (n(7)n(N7))¥ € Si.(To(N), x), con
x de orden 2.

~

2.3. Producto escalar de Petersson. Si f,g € M(T), la funcion f(7)g(7)y* resulta

invariante por Sly(R.) Cuando al menos una de ambas es cuspidal, definimos el producto
escalar de Petersson como

o 1 dxdy
(2:8) (f.9) = [PSy(Z) : PSI(Z) NI /D,f 9}y Y2

donde D’ es un dominio fundamental para la acciéon de I' en H. Dicho producto interno esta
bien definido, la integral converge y no depende del dominio fundamental elegido. Si f y g¢
también pertenecen a My (T") para otro subgrupo de congruencia I, el producto asi definido
no depende del espacio en el que se las considere.

Para a € Gl (Q), el subgrupo I'y := I' N o 'Ta también resulta de congruencia (cf.
ejercicio |3| de la seccion [2)) y, pensando a fla]i v gla]r en Mg(Ty), se tiene que
(flalk, glele) = (f,9)

y que (f[a]k, g) solo depende de la coclase doble de o modulo T'.

Ejercicios.
1. Sean f € Mg(To(N),x) vy g € Mg(To(NV), 1) formas modulares para distintos caracteres
X, it con al menos una de ellas cuspidal. Probar que (f,g) = 0.

2.4. Operadores de Hecke. A continuacion estudiaremos operadores analogos a los T,
de la seccién dando férmulas que permitan calcularlos en g-expansiones.

Definicién 2.14. Para o € GIJ (Q), I'1 y I's dos subgrupos de congruencia, y f € M(T'y),
definimos el operador de coclase doble como

fll1als)g := Zf[ﬂj]k

donde los 5 son un conjunto de representantes de las 6rbitas de I'y\I'1al's, es decir
I'al'y = Ujl_‘lﬁj.
El operador esta bien definido, no depende de la eleccion de los representantes 3;, su imagen

esta contenida en Mg(T'2), manda formas cuspidales en formas cuspidales y ademaés

1. si I'9 €Ty y a = Id se tiene la inclusion natural de Mg (I'1) en Mg (I'g),

2. si a7 1T'ja = Ty se tiene f[I1als)x = flaj, el isomorfismo natural entre My(I'1) y
My (T'2),

3. s8i '} CT9y a=1d se tiene el operador traza que proyecta My (T'1) sobre My (T's).

Observacion 2.15. Todos los operadores de coclases dobles son una composicion de operadores
de estas formas. Dados I'1,T's v «, basta con tomar I's = a~'T'ya N Ty, Iy = al'sa™! y los
operadores correspondientes a I'y C T'y, I's = o Ta y T's C Ty.

Como casos particulares tenemos los siguientes operadores

Definicion 2.16. Sean f € My(T'y(N)) y d € (Z/NZ)*. El operador diamante {(d) se define
como

para cualquier o = (‘é 2) € I'o(N).

Observacion 2.17. Si f € My(Io(N), x), entonces (d) actiia como multiplicaciéon por x(d).
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Definicién 2.18. Sea N un entero positivo y p un nimero primo. El operador de Hecke T,
se define por la accion de [['1 (V) ((1)2) [ (NV)]k en Mg (T'1(N)).

Observacion 2.19. Se tiene que
—1 1j .
(2.9) T.(f) = Z?:o [0;]) Ik sip| N
. p - —1 14 .
S0l e+ FICRE) (B0, siptN
donde m, n son enteros tales que mp — Nn = 1.

Observacion 2.20. Cambiando I'; (N) por I'g(N) se definen los T}, de manera analoga y en la
formula (2.9) se puede omitir (%}, ) por estar en Io(N).

Definicion 2.21. Los operadores de Hecke con indices compuestos se definen de manera
inductiva por

(2.10) T,

para r > 1 y para m,n coprimos

=TTy — 1 (p) Tpr—

Ton = T/Th.

Observacion 2.22. Sean n coprimo con N. La accion de T;, en una forma modular f €
My (T'o(N)) no coincide con la accion de T}, en f considerada en My (Ip(nN)).

Proposicion 2.23. Sea f € My(To(NV),x) una forma modular con expansion de Fourier
Yoo ang™ y m un entero positivo. La accion del operador de Hecke T, en los coeficientes de
Fourier de f estd dada por

(Tuf)() =3 bud”,
n=0
donde

(2.11) o= Y. xX(Dd" e
1<d| ged(m,n)

Demostracion. Supongamos m = p un numero primo. Para 0 < j < p tenemos

FI(52)6r) = P20 + ) (f) =13 gy
n=0

con (p = e2mi/P una raiz de la unidad de orden p. De donde

Iff[(éi;)w = > awa"
=0 n=0

Sipt N se tiene el término extra

FICR ) (B = (@) HIE D) =2 x(0) D ang™,
n=0

de donde se prueba (2.11}). El caso m compuesto se demuestra por inducciéon a partir de la
definicion 2.211 0

Observacion 2.24. Sea N un entero positivo y x : (Z/NZ)* — C* un caréacter de Dirichlet.
Sea n un entero positivo coprimo con N. Si f,g € My(I'o(N), x) (con al menos una cuspidal)
entonces

(2.12) (Tnf,9) = x(n) (f, Tng) -
Tomando ¢, cualquier raiz cuadrada de x(n) se tiene
(2.13) (enTnf,9) = (f, cnTng) -

Es decir, los operadores ¢, T}, de S(I'o(NN), x) son hermitianos.
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Proposicion 2.25. Sea N un entero positivo y x : (Z/NZ)* — C* un cardcter de Dirichlet.
El espacio Sk(To(N), x) admite una base de autovectores para todos los operadores de Hecke
T, con N yn coprimos.

Demostracion. Tales T, resultan diagonalizables por la observacion [2.24] y conmutan entre
si, de donde existe una base de autovectores comunes. O

Observacion 2.26. Al ser Sg(I'g(NN), x) de dimension finita, solo hace falta diagonalizar un
nimero finito de operadores de Hecke.

Ejemplo 2.27. El espacio Sgg(Sl2(Z)) tiene dimensién 2 y estd generado por fi = AE] y
fo=A%E,.

Sus g-expansiones son
fi = q+ 936¢% + 331452¢> + 53282368¢" + O(¢°)

Yy
f2 = ¢ +192¢% — 8280¢* + O(¢).

Se tiene que

Ty(f1) = 936¢ + 187500096¢> + O(q¢>) = 936.f1 + 18662400 f;

y
To(f1) = q + 8280¢% + O(¢%) = f1 — 9216 f5.

Diagonalizando

1 —9216

obtenemos la siguiente base de autoformas

f1 + (—5076 + 108+v/18209) fo.

(936 18662400)

Ejercicios.
1. Probar que el cociente Yy(N) := I'g(IV)\H clasifica clases de equivalencia de pares
(A,S) con A C C un reticulado y S € C/L de orden N.
2. Probar que el cociente Yi(N) := I'i(N)\H clasifica clases de equivalencia de pares
(A, P) con A C C un reticulado y P € C/L de orden N.
Probar que los operadores T),» son polinomios en T}, y (p) .
4. Sean pt N y m,n tales que mp — nN = 1. Probar que

T1(N) (P9)Ty(N) =T (N) (RO Ty(N) (4 2).

5. Probar ([2.12]).
6. Sea (,, una raiz primitiva de la unidad de orden n. Probar que

i k= {n si n|k

n .

P 0 sintk.

7. Sea f(z) = > o7, amz™ una funcién holomorfa en un entorno del cero y ¢, como en el
ejercicio anterior. Probar que

%Z f(dfz) = Z anpz™.
i=1 k=0

8. Probar que los operadores de Hecke preservan al espacio de formas cuspidales (comparar
con ejercicio |17| de la seccion .
9. Probar las afirmaciones de la primera oracion del Ejemplo 2.27]
10. Probar que Si(Sl2(Z)) tiene una base de autoformas cuyos coeficientes de Fourier son
enteros algebraicos reales pertenecientes a una extension finita de Q.
11. Sea f = AE, € S16(Sl2(Z)). Probar que es un autovector para todos los T),. Probar
que no es autovector de Ty en My (I'9(2)).

w
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12. Sean > 1 un entero y sea f € My(I'g(N), x) un autovector para T,,. Supongamos que
el término constante de la g-expansion de f es no nulo. Probar que el correspondiente

autovalor de T;, es
A= > x(d)d" .
1<d|n

13. Probar que existe una forma modular de peso 1 para I'g(4) con caracter x4 cuya g-
expansion comienza de la siguiente manera

1
Z+q+q2+q4+2q5+q8+....

14. Probar que ©2 € My(T'o(4), x4).

15. Probar (0.1]) y (0.3).

3. POR ULTIMO.

Mencionamos brevemente algunos temas relacionados a los vistos anteriormente, en los que
no hemos tenido tiempo de profundizar. Mucho hay hecho sobre el problema de expresar un
niimero como suma de cuadrados. Con técnicas similares se puede encarar el caso de una
cantidad impar de cuadrados, considerando las llamadas formas modulares de peso medio
entero. La definicién es un poco mas técnica, pero los resultados son similares. Un ejemplo de
forma modular de peso medio entero es casualmente © y sus potencias impares. Para ver mas
sobre dicho problema recomendamos [5]. Un lindo texto introductorio sobre formas modulares
de peso medio entero y curvas elipticas con multiplicacion compleja es el |7], donde dichos
temas son estudiados para encarar el problema de los numeros congruentes (i.e.: decidir si
un namero dado es o no el area de un triangulo rectangulo de lados racionales). Para una
exposicion accesible de la relacién entre formas modulares, curvas elipticas y funciones L se
puede consultar [8]. Un clasico bastante completo para estudiar formas modulares es [14], y
uno méas moderno es |4] donde, entre otras cosas, se abordan los teoremas de modularidad.
Para saber méas sobre los aspectos computacionales se puede consultar |15]. Recomendamos
SAGE (http://www.sagemath.org/) como herramienta esencial. Puede usarse online aunque
a la larga conviene instalarlo. En [2] hay muchisimos ejemplos de aplicaciones de formas
modulares clasicas, formas de Siegel y de Hilbert. Para un recorrido interesante dentro de la
Teoria de Numeros, pasando por la teoria de cuerpos de clases, funciones elipticas y formas
modulares, el |3] no puede faltar. En [12| se construyen familias de grafos de Ramanujan,
se estudia el problema de Rusiewisz sobre medidas invariantes de la esfera y el problema
de Linnik sobre la distribucién de representaciones de enteros como suma de tres cuadrados.
Esperamos haber generado en el lector dudas suficientes como para seguir estudiando el tema.

Cerramos con algunos ejercicios surtidos para pensar en casa.

Ejercicios.

1. Probar que
n—1
H (1+ qkt Zq [ }
k=0
donde [Z]q es el coeficiente g-binomial dado por la férmula

m _ Qg —g"") (A —g"M)
k], (I-q¢)(1—=¢?)---(1—4g) =

2. Usando el ejercicio anterior, probar la siguiente identidad (producto triple de Jacobi)

H 1_$ —1—1‘2m_1y2) (1+l’2m 1 —2 Z 2" y
m=1

n=—oo
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Probar que
__n°(27)
o0 = e any
Sean Oy (1) := Znez(—l)”q"2 y Op(1) := ZmGZJF% ¢™. Probar que
(1)
OuD = )
y que 2( )
_on 4T
Orn) =2 ar)

Probar que ©* = 01, + O%.
Sea O¢g(7) == Z%yez qP@Y) para Q(x,y) = ax? + bxy + cy?. Consideramos Qo(x,y) =
2?4+ xy + 6y, Qu(x,y) = 20* + xy + 3y® y Qa(z,y) = 22 — xy + 3y°.
a) Probar que cualquier forma az? + bzy + cy? con discriminante D := b* — 4ac igual
a —23 es de la forma @Q; oy con v € Slp(Z) e i = 0,1 0 2.
b) Probar que Og, = 0g,.
¢) Probar que

> —23 "
0y +200,) =5+ Z(d ) q
n=1 dln
donde (_723) es el simbolo de Jacobi.

d) Probar que

N |
N W

1
f:=5(0q ~Oq))
es una autoforma normalizada de Si(I'o(23), (=22)), por lo tanto coincide con

n(T)n(237) (ver ejercicio |§ de la seccion ).
e) Probar que la L-serie de la f anterior se factoriza como

L(f.5) =1 !

p L—app™+ (_723> ps

donde
sip = 23,

si (2%) =1,
2 si (2%) =11y pes de la forma 2% + Ty + 6y2,
-1 =i (2%) =1y pes de la forma 222 + zy + 3y>.
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