
INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE FORMAS MODULARES

MARTÍN MEREB

Resumen. Tomando como motivación el problema de la representación de un número como
suma de cuadrados, introduciremos las formas modulares y la geometría de las superficies
de Riemann subyacentes. Probaremos varias identidades entre funciones aritméticas pro-
vistos de resultados de dimensión finita y ciertos operadores lineales diagonalizables. Serán
necesarios algunos resultados de análisis complejo y topología.
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Introducción.

0.1. Problema: Sumas de cuadrados. Sea rk(n) la cantidad de soluciones enteras de la
ecuación

n = x2
1 + . . .+ x2

k

con n y k enteros positivos fijos. Buscamos expresiones sencillas para rk(n). Para simplificar
esta exposición nos restringiremos a los k pares.

Veremos cómo encontrar de manera sistemática fórmulas como

r2(n) = 4
∑
d|n

(
−1

d

)
(0.1)

r4(n) = 8
∑
d|n,4-d

d(0.2)

r6(n) =

((
−1

g

)
22ν+4 − 4

)∑
d|n

(
−1

d

)
d2(0.3)

1
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y

(0.4) r8(n) = 16

{ ∑
d|n d

3 si n es impar∑
d|n d

3 − 2
∑

d|g d
3 si n es par

donde n = 2νg con g impar y ν ≥ 0, y el símbolo de Jacobi
(−1
n

)
= (−1)(n−1)/2 si n es impar

y
(−1
n

)
= 0 para n par.

Considerando funciones generatrices, para τ ∈ C definimos

(0.5) Θ(τ) =
∞∑

n=−∞
qn

2

donde q = exp(2πiτ). Esta serie converge uniforme y absolutamente sobre compactos del
semiplano de Poincaré

H = {τ ∈ C/Im(τ) > 0} .
Se tiene pues que

(Θ(τ))k =
∑
n≥0

rk(n)qn

transformando el problema a hallar nuevas expresiones para Θ y extraer luego los coeficientes.
Sucede que las funciones Θk satisfacen ciertas ecuaciones funcionales que limitan enorme-

mente la dimensión del espacio donde viven, permitiendo escribirlas como combinación lineal
de otras cuyos coeficientes son fáciles de calcular.

Ejercicios.
1. Probar que Θ(τ) + Θ(τ + 1/2) = 2Θ(4τ).
2. Probar

∞∑
n=0

p(n)qn =
∞∏
k=1

(
1

1− qk

)
donde p(n) es el número de maneras de escribir a n como suma de enteros positivos,
sin importar el orden de los mismos.

0.2. Un poco de Fourier. Para f ∈ L1(R) se define la transformada de Fourier como

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x) e−2πixξ dx

y la transformada inversa de f como

f̌(x) =

∫ ∞
−∞

f(ξ) e2πiξx d ξ.

Cuando f y f̂ pertenecen a L1(R) se tiene que ˇ̂
f = f en casi todo punto.

Afirmación 0.1. Entre las propiedades de la transformada podemos mencionar
Si g(x) = f(x+ a), ĝ(ξ) = e2πiaξ f̂(ξ).

Si g(x) = f(bx) con b > 0, entonces ĝ(ξ) = 1
b f̂(ξ/b).

Sea f(x) = exp (−πx2), entonces f̂ = f.

La fórmula de Poisson (ver ejercicio 0.2 abajo)

(0.6)
∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n)

aplicada a g(x) = f(
√
tx), nos da

Θ

(
−1

4τ

)
=

√
2τ

i
Θ(τ)

para todo τ ∈ H. Es esta propiedad, junto a Θ(τ) = Θ(τ+1), la que limitará las dimensiones.
Para más detalles sobre transformadas y series de Fourier, ver [11].
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Ejercicios.
Sea f ∈ L1(R). Probar que g(x) :=

∑
n∈Z f(n+x) es periódica y pertenece a L1([0, 1]).

Sea
∑

n∈Z cne
2πinx el desarrollo en serie de Fourier de g(x). Probar que cn = f̂(n).

Probar que si f(x) = O(|x|−2) y f̂(ξ) = O(|ξ|−2) son continuas, entonces∑
n∈Z

f(n+ x) =
∑
n∈Z

f̂(n)e2πinx.

0.3. La curva modular X(1). Estudiemos una ecuación funcional mas simple

(0.7) f(τ) = f(τ + 1) y f(τ) = f(−1/τ).

Para γ =
(
a b
c d

)
∈ Gl2(R) notamos

γτ :=
aτ + b

cτ + d
.

Dado que Sl2(Z) está generado por T = ( 1 1
0 1 ) y por S =

(
0 −1
1 0

)
, las ecuaciones (0.7)

equivalen a

(0.8) f(γτ) = f(τ), ∀ γ ∈ Sl2(Z).

Lo que nos lleva a estudiar el espacio Y (1) := Sl2(Z)\H, junto con sus funciones meromor-
fas.

Un dominio fundamental estándar para la acción de Sl2(Z) en H es

(0.9) D =

{
τ ∈ H/ −1

2
≤ <(τ) ≤ 1

2
, |τ | ≥ 1

}
.

Es conveniente considerar una compactificación X(1) de Y (1) dada por

X(1) := Sl2(Z)\H

donde H := H ∪ Q ∪ {∞} , denominada curva modular. Consideramos en H la topología de
las bolas tangentes, donde H ⊆ H es abierto, una base de entornos para x ∈ Q es

Ux(r) =
{
τ ∈ H/ |x+ ir − τ | ≤ r

}
y una para ∞ es

U∞(R) = {τ ∈ H/ Im(τ) ≥ R} ∪ {∞} .

Observemos que con esta topología D = D ∪ {∞} resulta compacto y por lo tanto X(1)
también.

Ejercicios.

1. Probar que Im(γτ) = Im(τ)
|cτ+d|2 con γ =

(
a b
c d

)
∈ Sl2(R).

2. Probar que Sl2(R) actúa transitivamente en H. Hallar el estabilizador de i ∈ H.
3. Probar que la medida dxd y

y2
es invariante por Sl2(R).

4. Probar que en H, la métrica (d s)2 = (dx)2+(d y)2

y2
es invariante por la acción de Sl2(R).

5. Para la acción de Sl2(Z) en H, probar que
a) el estabilizador de ∞ es

{
±T k, k ∈ Z

}
,

b) el estabilizador de i es
{
Sk, k = 0, 1, 2, 3

}
,

c) el estabilizador de ω es
{(

0 −1
1 1

)k
, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5

}
,

d) cualquier punto de H con estabilizador más grande que ± Id es equivalente a uno
de los anteriores.
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0.4. Superficies de Riemann. Una superficie de Riemann es un espacio topológico Haus-
dorffX con una estructura compleja, es decir, tal que para todo punto x ∈ X existe un entorno
abierto x ∈ U ⊆ X, un V ⊆ C abierto y un homeomorfismo z : U → V, de manera tal que
los entornos coordenados (U, z) sean compatibles. Entendemos aquí por “compatibles” que los
cambios de coordenadas

z2(z1)−1 : z1(U1 ∩ U2)→ z2(U1 ∩ U2)

son funciones holomorfas, para todo par de entornos coordenados (U1, z1 : U1 → V1), y
(U2, z2 : U2 → V2).

La función f : X → C es holomorfa si lo es localmente, es decir, si las composiciones
fz : V → C son holomorfas para todos los (U, z : U → V ) entornos coordenados.

También tiene sentido hablar de funciones meromorfas, órdenes de anulación y de polos
y aplicaciones holomorfas F : X → Y entre dos superficies de Riemann, tomando entornos
coordenados de la manera usual.

La superficie Y (1) hereda de manera natural la estructura holomorfa de H.
Sea f : H → C una función meromorfa que satisface la primera de las ecuaciones (0.7), es

decir f(τ) = f(τ + 1). Por ser periódica admite un desarrollo en series de Fourier

f(τ) =
∑
n∈Z

anq
n.

Diremos que f es meromorfa en ∞ si hay a lo sumo un número finito de an 6= 0 con n < 0, y
que es holomorfa en ∞ si an = 0 para todo n < 0.

Observación 0.1. X(1) es topológicamente una esfera.

Para más detalles sobre superficies de Riemann, recomendamos [9], [6] o [10].

Ejercicios.
1. Sea X una superficie de Riemann. Probar que las funciones meromorfas de X se cor-

responden con aplicaciones holomorfas de X en la esfera de Riemann que no son con-
stantemente ∞.

2. Sea F : X → Y una aplicación holomorfa no constante entre superficies de Riemann
con X conexa. Probar que F es abierta.

3. Sea F : X → Y una aplicación holomorfa no constante entre superficies de Riemann
con X compacta e Y conexa. Probar que F es sobreyectiva.

4. SeaX una superficie de Riemann compacta. Probar que las únicas funciones holomorfas
de X en C son las constantes. Comparar con Teorema de Liouville.

5. Sean X una superficie de Riemann compacta y x1, . . . , xk ∈ X puntos diferentes. Sean
n1, . . . , nk ∈ Z≥0. Probar que el espacio de funciones meromorfas de X con polos
únicamente en xi de orden a lo sumo ni tiene dimensión a lo sumo 1 + n1 + . . . + nk.
(Nota: hay que agregar la función 0 para que formen un espacio vectorial.)

6. Sea X la esfera de Riemann. Probar que las funciones meromorfas de X son funciones
racionales. Probar además que si f : X → C sólo tiene un polo en ∞ entonces f es un
polinomio cuyo grado coincide con el orden del polo. Comparar con el ejercicio anterior.

7. ¿Cómo deberían definirse los entornos coordenados de la clase de ∞ en X(1)?

1. Formas Modulares.

Definición 1.1. Sea f meromorfa en H y k ∈ Z. Supongamos que f satisface

(1.1) f(γτ) = (cτ + d)kf(τ), ∀ γ =

(
a b
c d

)
∈ Sl2(Z)

y meromorfa en ∞. Entonces, se dice que f es una función modular de peso k para Sl2(Z).

Las funciones modulares se corresponden con formas diferenciales en X(1) (ver ejercicio 16
de la sección 2 más abajo).
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Proposición 1.2. Sea f(τ) una función modular no nula de peso k para Sl2(Z). Para cada
P ∈ H notamos νP (f) al orden de anulación (o menos el orden del polo) de f(τ) en P. Sea
ν∞(f) el subíndice del primer término no nulo en la q-expansión de f. Entonces

(1.2) ν∞(f) +
1

2
νi(f) +

1

3
νω(f) +

∑
P∈Y (1)
P 6=i,ω

νP (f) =
k

12

donde la suma se hace tomando un punto P ∈ H por cada clase de equivalencia, salvo la de
ω = 1+i

√
3

2 y la de i.

Demostración. Para simplificar la demostración, supongamos que f no tiene ni ceros ni polos
en el borde del dominio fundamental D, salvo quizás en i y en ω que es equivalente a −ω.

Integrando 1
2πi

f ′(τ)
f(τ) d τ a lo largo de un lazo que encierre a todos los ceros y polos de f del

interior de D, recorrido en sentido antihorario, se obtiene la sumatoria del miembro izquierdo
de (1.2).

Observar que νi(f) es la integral de 1
2πi

f ′(τ)
f(τ) d τ a lo largo de una circunferencia suficiente-

mente pequeña alrededor de i recorrida en sentido antihorario. Por (1.3) del siguiente ejerci-
cio 4 (con γ = S =

(
0 1
−1 0

)
) la integral a lo largo del arco de la curva contenido en D recorrido

en sentido horario tiende a −1
2 νi(f) cuando el radio tiende a 0.

Análogamente, las integrales de los arcos dentro de D de circunferencias centradas en
ω y −ω tienden a −1

6 νω(f) = −1
6 ν−ω(f) (tomar γ recorriendo Id, TS, (TS)2, . . . , (TS)5, el

estabilizador de ω).
La integral de 1

2πi
f ′(τ)
f(τ) d τ a lo largo de

CN (t) =
1

2
− t+ iN, t ∈ [0, 1]

tiende a −ν∞(f) cuando N →∞.
Integrando sobre el borde de:

D ∩ {Im(τ) ≤ N} − ({|τ − i| < ε} ∪ {|τ − ω| < ε} ∪ {|τ + ω| < ε})

con N →∞ y ε→ 0, obtenemos (gracias a (1.3) del ejercicio 4)∑
P∈Y (1)
P 6=i,ω

νP (f) =
−1

2
νi(f) +

−1

6
νω(f) +

−1

6
ν−ω(f)− ν∞(f)− k 1

2πi

∫ i

−ω

d τ

τ

donde la última integral se recorre sobre {|τ | = 1} . Calculando la integral (ver ejercicio 5) y
reagrupando términos se obtiene (1.2) �

Definición 1.3. Sea f una función modular de peso k para Sl2(Z). Si además f es holomorfa
en H y en ∞, decimos que es una forma modular de peso k para Sl2(Z). Notamos al conjunto
de tales funciones como Mk(Sl2(Z)).

Ejercicios.
1. Probar que M0(Sl2(Z)) = C.
2. Probar que si k es impar Mk(Sl2(Z)) = 0.
3. Probar que si k es negativo o 2 entonces Mk(Sl2(Z)) = 0.
4. Sea γ =

(
a b
c d

)
∈ Sl2(Z) y sea f(τ) meromorfa en H sin ceros ni polos en una curva

C ⊆ H. Supongamos que f(γτ) = (cτ + d)kf(τ). Probar que

(1.3)
∫
C

f ′(τ)

f(τ)
d τ −

∫
γC

f ′(τ)

f(τ)
d τ = −k

∫
C
c

d τ

cτ + d
.
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5. Sea C(t) = exp(−2πit), t ∈ [−1/3,−1/4] el arco de la circunferencia {|τ | = 1} recorrida
en sentido horario desde −ω hasta i. Probar que

(1.4)
1

2πi

∫
C

d τ

τ
= − 1

12
.

6. Sea f ∈ Mk(Sl2(Z)) no nula. Probar que
Si k = 4, entonces νω(f) = 1, y νP (f) = 0 para los demás P.
Si k = 6, entonces νi(f) = 1, y νP (f) = 0 para los demás P.
Si k = 8, entonces νω(f) = 2, y νP (f) = 0 para los demás P.
Si k = 10, entonces νω(f) = νi(f) = 1, y νP (f) = 0 para los demás P.
Si k = 14, entonces νω(f) = 2, νi(f) = 1, y νP (f) = 0 para los demás P.

1.1. Series de Eisenstein. A continuación definiremos una familia clásica de formas mod-
ulares de gran utilidad.

Sea k ≥ 4 un entero par. La función

(1.5) Gk(τ) :=
∑
m,n∈Z

(m,n)6=(0,0)

1

(mτ + n)k

es una forma modular de peso k para Sl2(Z), llamada serie de Eisenstein, que verifica

(1.6) ĺım
τ→i∞

Gk(τ) = 2ζ(k),

donde ζ(s) =
∑

n≥1
1
ns , es la función zeta de Riemann.

Se define la serie normalizada de Eisenstein como

Ek(τ) :=
Gk(τ)

2ζ(k)
.

Proposición 1.4. La expansión de Fourier de Ek(τ) es

(1.7) Ek(τ) = 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

donde los Bk son los números de Bernoulli, definidos por

(1.8)
t

et − 1
=

∞∑
m=0

Bm
tm

m

y
σk(n) :=

∑
d|n

dk.

Demostración. Se tiene que

(1.9) π cot(πτ) =
1

τ
+
∞∑
n=1

(
1

τ + n
+

1

τ − n

)
, τ ∈ H.

También vale que

π cot(πτ) = π
cos(πτ)

sin(πτ)
= iπ − 2iπ

1− q
= iπ − 2iπ

∞∑
n=0

qn.

Igualando ambas expresiones y derivando k−1 veces término a término obtenemos la fórmula
de Lipschitz

(1.10)
∑
n∈Z

1

(n+ τ)k
=

(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

nk−1qn.
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El resultado se obtiene sumando esta fórmula en mτ con m ∈ Z no nulo, más∑
06=n∈Z

1

nk
= 2ζ(k),

junto con

(1.11) ζ(k) = −(2πi)kBk
k!2

para k > 0 par. �

Ejercicios.
1. Probar que para k ∈ {4, 6, 8, 10, 14} el espacio Mk(Sl2(Z)) está generado por Ek.
2. Usando que dim(M8(Sl2(Z))) = 1 probar que E2

4 = E8. Concluir que

σ7(n) = σ3(n) + 120

n−1∑
i=1

σ3(i)σ3(n− i).

3. Usando que dim(M10(Sl2(Z))) = 1 probar que

11σ9(n) = 21σ5(n)− 10σ3(n) + 5040

n−1∑
i=1

σ3(i)σ5(n− i).

4. Probar que E6E8 = E4E10 = E14.
5. Probar (1.6).
6. Sea Λ ⊆ C un reticulado (i.e.: un Z−módulo discreto de rango 2). Probar que la serie∑

06=ρ∈Λ

1

|ρ|t

es absolutamente convergente para t > 2.
7. Probar que

Ek(τ) :=
1

2

∑
m,n∈Z

gcd(m,n)=1

1

(mτ + n)k
.

8. Usando (1.8), probar (1.11).
9. Probar (1.9) a partir de la fórmula de Euler:

(1.12) sin(τ) = τ
∞∏
n=1

(
1− τ2

(nπ)2

)
.

10. Deducir (1.9) de la fórmula de Poisson (0.6), usando que si f(x) = e−|x|, la transformada

f̂(ξ) =
2

1 + 4π2ξ2
.

1.2. Peso 2. Cabe preguntarse qué sucede con la serie de Eisenstein en el caso k = 2. Aquí
hace falta algo de cuidado con el orden de las series, puesto que dejan de converger de manera
absoluta. Definimos

(1.13) G2(τ) :=
∑
m∈Z

∑
n

1

(mτ + n)2

donde el subíndice de la segunda suma recorre todos los enteros, salvo cuando m = 0 en cuyo
caso n ∈ Z− {0}.

Con este orden de los sumandos se tiene, al igual que antes

E2(τ) :=
G2(τ)

2ζ(2)
= 1− 24

∞∑
n=1

σ1(n)qn.



8 MARTÍN MEREB

Proposición 1.5. La serie de Eisenstein G2 satisface la ecuación funcional

(1.14) τ−2G2 (−1/τ) = G2(τ)− 2πi

τ
.

Demostración. De (1.13) se obtiene

(1.15) τ−2G2(−1/τ) =
∑
n∈Z

∑
m

1

(mτ + n)2
= 2ζ(2) +

∑
n∈Z

∑
m 6=0

1

(mτ + n)2

donde la suma del medio recorre todo Z2 salvo el término (m,n) = (0, 0).
Restando

(1.16)
∑
m 6=0

∑
n∈Z

1

(mτ + n)(mτ + n+ 1)
= 0

a G2 = 2ζ(2) +
∑

m6=0

∑
n∈Z (mτ + n)−2 obtenemos

G2(τ) = 2ζ(2) +
∑
m 6=0

∑
n∈Z

1

(mτ + n)2(mτ + n+ 1)
.

Observemos que ahora la serie del miembro derecho es absolutamente convergente. Invirtiendo
el orden de estas sumatorias y restandoselo a (1.15) tenemos

G2(τ) = τ−2G2(−1/τ)−
∑
n∈Z

∑
m 6=0

1

(mτ + n)(mτ + n+ 1)
.

La demostración termina usando

(1.17) ĺım
N→∞

N−1∑
n=−N

∑
m6=0

(
1

(mτ + n)
− 1

(mτ + n+ 1)

)
= ĺım

N→∞

2

τ
π cot

(
πN

τ

)
− 2

τ
=

2πi

τ

para τ ∈ H. �

Ejercicios.
1. Probar (1.16).
2. Completar los detalles de (1.17).
3. Probar que la función G2(τ)− π/Im(τ) satisface (1.1) pero no es holomorfa.
4. Sea f ∈ Mk(Sl2(Z)). Sean

g(τ) =
1

2πi
f ′(τ)− k

12
E2(τ)f(τ).

Probar que g ∈ Mk+2(Sl2(Z)).
5. Probar que E6 = E4E2 − 3

2πiE
′
4 y E8 = E6E2 − 1

πiE
′
6. Deducir las correspondientes

relaciones de σ5 en términos de σ1 y σ3, y σ7 en términos de σ1 y σ5.
6. Probar que

E2(τ + 1/2)− E2(τ) = 48
∑
n>0

n impar

σ1(n)qn.

7. Sean k ≥ 2 un entero y p un número primo. Probar que

Ek(τ)− (1 + pk−1)Ek(pτ) + pk−1Ek(p
2τ) = − 2k

Bk

∑
p-n

σk−1(n)qn.

8. Probar que E2(τ)− 3E2(2τ) + 2E2(4τ) = 1
2 (E2(τ)− E2(τ + 1/2)) .
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1.3. Función eta de Dedekind. La ecuación funcional (1.14) sugiere la siguiente

Definición 1.6. Para τ ∈ H el producto infinito

(1.18) η(τ) := e2πiτ/24
∞∏
n=1

(1− e2πinτ )

converge a una función holomorfa, llamada función eta de Dedekind.

Proposición 1.7. La eta de Dedekind satisface

(1.19) η(−1/τ) =
√
−iτη(τ)

donde la raíz cuadrada corresponde a la rama que toma valores con parte real no negativa.

Demostración. Ambos miembros de (1.19) coinciden en τ = i. Tomando derivada logarítmica
el problema se reduce a probar

η′(−1/τ)

η(−1τ)
τ−2 =

1

2τ
+
η′(τ)

η(τ)
.

La derivada logarítmica de (1.18) nos da

η′(τ)

η(τ)
=

2πi

24

(
1− 24

∞∑
n=1

nqn

1− qn

)
=

2πi

24

(
1− 24

∞∑
n=1

σ1(n)qn

)

=
2πi

24
E2(τ).

Por lo que el resultado se obtiene de (1.14). �

Observación 1.8. La función eta de Dedekind y (1.19) juegan un rol crucial en la demostración
de la fórmula de Rademacher para el cálculo de la función p(n) del ejercicio 2 de la Introduc-
ción. Para más detalles ver [1].

Ejercicios.
1. Probar que η(τ + 1/2) = e2πi/48η3(2τ)/η(τ)η(4τ).

1.4. Formas cuspidales.

Definición 1.9. Sea f ∈ Mk(Sl2(Z)) tal que se anula en∞, es decir a0 = 0 en la q-expansión
f(τ) =

∑
n≥0 anq

n. Entonces f se dice cuspidal, y al espacio de formas cuspidales lo notamos
Sk(Sl2(Z)).

Ejemplo: (Función discriminante). Dado que E4(τ) = 1 + 240q + O(q2) ∈ M4(Sl2(Z)) y
E6(τ) = 1− 504q +O(q2) ∈ M6(Sl2(Z)), la función

(1.20) ∆(τ) :=
E4(τ)3 − E6(τ)2

1728
= q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + . . .

resulta ser una forma cuspidal de peso 12.
Ejemplo: La función

η24(τ) = q
∞∏
n=1

(1− qn)24 = q − 24q2 + . . .

también es una forma cuspidal de peso 12, gracias a (1.19). Por tratarse de un producto
absolutamente convergente se tiene que η24 no se anula en H.

Entonces el cociente ∆/η24 es una forma modular de peso 0 que en ∞ vale 1. Las formas
modulares de peso 0 son funciones holomorfas de X(1), o sea constantes. Concluimos pues
que ∆ = η24, es decir

E4(τ)3 − E6(τ)2

1728
= q

∞∏
n=1

(1− qn)24.
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Definición 1.10. Al cociente

(1.21) j(τ) :=
E4(τ)3

∆(τ)
= q−1 + 744 + 196884q + 21493760q2 + . . .

se lo conoce como invariante modular j.

Proposición 1.11. El invariante modular j induce una biyección entre X(1) y la esfera de
Riemann.

Demostración. Sea c ∈ C arbitrario. La función j − c es función modular de peso 0, con un
único polo simple en ∞. Por la proposición 1.2 se tiene que νP (j− c) > 0 para un único P, es
decir, j es biyectiva. �

Observación 1.12. Por propiedades de aplicaciones holomorfas se puede ver que j induce un
isomorfismo entre ambas superficies de Riemann.

Proposición 1.13. Sea f una forma cuspidal de peso k con expansión de Fourier f(τ) =∑∞
n=1 anq

n. Entonces existe C > 0 (dependiente de f) tal que |an| ≤ Cnk/2 para todo n.

Demostración. La función τ 7→ yk/2|f(τ)| es Sl2(Z)-invariante y tiende rápidamente a 0 cuan-
do y →∞, por lo que permanece acotada en el dominio fundamental D. Se tiene pues que

|f(τ)| ≤ cy−k/2

para cierta c > 0. La representación integral

an = e2πny

∫ 1

0
f(x+ iy)e−2πinx dx

váilda para y > 0, prueba que |an| ≤ cy−k/2e2πny. Tomando y = 1/n se obtiene el resultado.
�

Ejercicios.

1. Probar que Sk(Sl2(Z)) = 0 si k < 12 o k = 14.
2. Probar que S12(Sl2(Z)) = C∆.
3. Probar que Sk(Sl2(Z)) = ∆ Mk−12(Sl2(Z)) para k > 14.
4. Probar que Mk(Sl2(Z)) = Sk(Sl2(Z))⊕ CEk para k > 2.
5. Sea k > 0 un entero par. Probar que

dim(Mk(Sl2(Z))) =

{
b k12c+ 1 k 6≡ 2 mod(12)

b k12c k ≡ 2 mod(12).

6. Sea f ∈ Mk(Sl2(Z)) una forma modular. Probar que existen αa,b ∈ C tales que

f =
∑

a,b∈Z≥0

4a+6b=k

αa,bE
a
4E

b
6.

7. Probar que las funciones modulares de peso 0 para Sl2(Z) son precisamente las funciones
racionales en j.

8. Probar el enunciado de 1.12.
9. Probar que en el ejercicio 4 de sección 1.2, la g construida resulta cuspidal si y sólo si

la f lo es.
10. Probar que los coeficientes de la q-expansión (1.21) de j son enteros.



FORMAS MODULARES 11

1.5. Interpretación modular. Las formas modulares pueden pensarse como funciones en
el espacio de reticulados de C. Dado un reticulado Λ ⊆ C, se puede hallar una base z1, z2 ∈ Λ
tales que z1/z2 = τ ∈ H, por lo que Λ resulta homotético a otro reticulado Λτ = Z⊕ τZ. De
ahí que el cociente del espacio de reticulados por la relación de equivalencia

Λ1 ∼ Λ2 ⇐⇒ ∃λ ∈ C∗, Λ1 = λΛ2

resulta ser Y (1) = Sl2(Z)\H.
Las funciones f : H → C que satisfacen (1.1) pueden pensarse como funciones de peso k en

el espacio de reticulados, es decir, funciones F que verifican

F (λΛ) = λ−kF (Λ),

via F (z1Z⊕ z2Z) = z−k2 f(z1/z2).
Se definen los operadores de Hecke Tn como

Tn(F )(Λ) :=
∑

[Λ:Λ′]=n

F (Λ′)

donde la suma recorre los subreticulados de Λ de índice n.
Con esta interpretación, los Tn definen operadores en los Mk(Sl2(Z)), preservan los Sk(Sl2(Z))

(ver ejercicio 8 de la sección 2.4) y satisfacen
1. TnTm = Tmn si m y n son coprimos,
2. Tpr+1 = TpTpr − pk−1Tpr−1 ,
3. son autoadjuntos para un producto interno (ver sección 2.3 más adelante),
4. conmutan entre sí.
Resulta entonces que los Tn son simultáneamente diagonalizables. Llamamos autoforma a

un autovector común a todos los operadores de Hecke. Si f =
∑
anq

n ∈ Sk(Sl2(Z)) es una
autoforma, sus coeficientes verifican

(1.22) an = λna1

donde Tn(f) = λnf (ver proposición 2.23 más adelante), de donde se deduce que a1 6= 0.
Decimos que tal f está normalizada si a1 = 1.

Proposición 1.14. Sea f =
∑
anq

n ∈ Sk(Sl2(Z)) una autoforma normalizada. Entonces, los
coeficientes verifican

1. anam = amn si m y n son coprimos,
2. apr+1 = apapr − pk−1apr−1 ,

y la función L(f, s) :=
∑

n≥1
an
ns admite un producto de Euler

(1.23) L(f, s) =
∏
p

1

1− app−s + pk−1−2s

donde p recorre los números primos positivos.

Demostración. Las identidades entre los coeficientes se deducen de las análogas para oper-
adores de Hecke, observando que para una f normalizada los coeficientes coinciden con los
autovalores. Para el producto de Euler, observemos primero que por la propiedad multiplica-
tiva de los an se tiene que

L(f, s) =
∏
p

( ∞∑
n=0

app
−ns

)
y distribuyendo ( ∞∑

n=0

app
−ns

)(
1− app−s + pk−1−2s

)
= 1

se obtiene (1.23). �
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Observación 1.15. Hecke demostró que L(f, s) se extiende de manera analítica a una función
meromorfa de C, y que

Λf (s) := (2π)−sΓ(s)L(f, s)

verifica una ecuación funcional

Λf (s) = (−1)k/2Λf (k − s).
(aquí Γ(s) =

∫∞
0 xs−1e−x dx es la función gamma de Euler).

Ejemplo 1.16. Como dim(S12(Sl2(Z))) = 1, la función ∆ = q
∏

(1−qn)24 resulta ser una aut-
oforma normalizada. Luego sus coeficientes satisfacen las identidades de la proposición 1.14.
Dicha propiedad fue observada originalmente por Ramanujan (ver [13]).

Observación 1.17. La conjetura de Ramanujan-Petersson, probada por Deligne como conse-
cuencia de su demostración de las conjeturas de Weil, establece que si f es una autoforma
cuspidal normalizada de peso k para Γ1(N) entonces |an| ≤ n(k−1)/2σ0(n), resultado mucho
más fuerte que la proposición 1.13 (debida al mismo Hecke). De donde también se tiene que
los coeficientes an de ∆ satisfacen |ap| ≤ 2p11/2 con p primo.

Ejercicios.
1. Probar que φ(s) =

∑
ann

−s converge en algún semiplano si y sólo si an = O(nc), para
alguna constante c.

2. Supongamos

f(τ) =
∞∑
n=0

anq
n

es analítica en H.
a) Si an = O(nc), entonces f(τ) = O(y−c−1), uniformemente x, cuando y → 0+.
b) Si f(τ) = O(y−c), uniformemente en x, entonces an = O(nc).

3. Sea c > 0. Probar que

e−x =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Γ(s)x−s d s

para x > 0.
4. (Transformada de Mellin) Sean an = O(nM ) para algún M, números complejos. Sea
f(x) =

∑∞
n=1 ane

−nx y φ(s) =
∑∞

n=1 ann
−s. Probar que

Γ(s)φ(s) =

∫ ∞
0

f(x)xs−1 dx

para <(s) > máx{0,M + 1}, y

f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
φ(s)Γ(s)x−s d s

para c > máx{0,M + 1} y <(s) > 0.

2. Formas modulares para subgrupos de congruencia.

Sea N un entero positivo. Se define el grupo de congruencia principal de nivel N como

Γ(N) :=

{
γ ∈ Sl2(Z) : γ ≡

(
1 0
0 1

)
mod(N)

}
.

Un subgrupo de Sl2(Z) se dice de congruencia si contiene a algún Γ(N). Llamamos cúspides
a las clases de equivalencia de Q ∪ {∞} .

Definición 2.1. Sean k ∈ Z y γ =
(
a b
c d

)
∈ Sl2(Z). Definimos [γ]k, el operador de peso k, en

el espacio de funciones meromorfas de H a C como

(2.1) (f [γ]k)(τ) := (cτ + d)kf(γτ).
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Observación 2.2. Notar que

(2.2) f [γ1γ2]k = (f [γ1]k)[γ2]k

para todo par de matrices γ1, γ2 ∈ Sl2(Z). Basta escribir (cτ+d)−k como (d γτ/d τ)k/2 y usar
regla de la cadena.

Definición 2.3. Sea Γ un subgrupo de congruencia conteniendo a Γ(N) y k ∈ Z. Decimos
que una función f : H → C es una función modular de peso k para Γ si

1. f es meromorfa en H,
2. f [γ]k = f para toda γ ∈ Γ,
3. f [γ]k es meromorfa en ∞ para toda γ ∈ Sl2(Z).

Análogamente, diremos que una tal f es una forma modular para Γ si es holomorfa en H, y
f [γ]k es holomorfa en∞ para toda γ ∈ Sl2(Z), y que es cuspidal si además las f [γ]k se anulan
en ∞. A los espacios de formas modulares y cuspidales de peso k para Γ, los notamos Mk(Γ)
y Sk(Γ), respectivamente.

Aquí entendemos por meromorfa en ∞ que aparecen a lo sumo finitos términos negativos
en el desarrollo en series de potencias de qN := exp(2πiτ/N), que es holomorfa en ∞ si no
aparecen términos negativos, y que se anula en ∞ si sólo aparecen términos positivos.

Tal expansión existe dado que al tomar
(

1 N
0 1

)
∈ Γ(N) en la condición 2 se tiene que

f(τ +N) = f(τ),

y por lo tanto f admite un desarrollo en serie de potencias de qN = exp(2πi/N).

Observación 2.4. Como Γ(N) es normal en Sl2(Z), f [γ]k es también N -periódica, para toda
γ ∈ Sl2(Z).

Observación 2.5. A diferencia de lo que sucede en el caso de nivel 1, para que una forma
modular sea cuspidal no alcanza con chequear un sólo coeficiente. Existen formas no cuspidales
f que se anulan en ∞ pero alguna f [γ]k no (ver ejercicio 17).

Observación 2.6. Como Γ tiene índice finito en Sl2(Z), sólo hace falta verificar la condición 3
para un conjunto finito de γ’s, más precisamente, basta con un conjunto de representantes de
las Γ-coclases.

Proposición 2.7. La condición 3 y sus análogas para formas modulares y cuspidales sólo
dependen de la Γ-clase de equivalencia de γ∞. Más precisamente, si γ1∞ = γ′γ2∞ para
γ′ ∈ Γ, entonces la menor potencia de qN que aparece en la expansión de Fourier de f [γ1]k
coincide con la de f [γ2]k.

Demostración. Como γ−1
1 γ′γ2 pertenece al estabilizador de ∞, entonces es de la forma ±T j

(ver ejercicio 5 de la sección 0.3).
Entonces γ2 = ±γ′−1γ1T

j y

f [γ2]k = f [± Id]k[γ
′−1]k[γ1]k[T

j ]k = (±1)kf [γ′−1]k[γ1]k[T
j ]k = (±1)kf [γ1]k[T

j ]k.

Escribiendo g(τ) = f [γ1]k =
∑

n anq
n
N tenemos que

f [γ2]k = (±1)kg(τ + j) = (±)k
∑
n

ane
2πinj/NqnN ,

de donde se deducen las afirmaciones del enunciado. �

El siguiente lema suele ser de utilidad

Lema 2.8. Sea f holomorfa en H que verifica la condición 2 de la definición 2.3 para Γ
un subgrupo de congruencia denivel N. Supongamos que la expansión de Fourier f(τ) =∑∞

n=0 anq
n
N satisface

|an| ≤ Cnr, n > 0

para ciertas constantes positivas C y r. Entonces f satisface también la condición 3.
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Demostración. La función f [γ]k es invariante por la acción de los operadores [γ′]k con γ′ ∈
γ−1Γγ que también es un subgrupo de congruencia de nivel N. Para ver que la serie f [γ]k(τ) =∑

n∈Z a
′
nq
n
N no tiene términos negativos alcanza con probar que

(2.3) ĺım
qN→0

(f [γ]k(τ)qN ) = 0.

Si γ fija al ∞ esto es inmediato (ver proposición 2.7).
Supongamos que γ no fija al ∞.
Como |an| ≤ Cnr, escribiendo τ = x+ iy se tiene que

(2.4) |f(τ)| ≤ C1 +
C2

yr

cuando y →∞, para ciertas constantes C1, C2 > 0 (ver ejercicio 15).
De donde

(2.5) ĺım
qN→0

|f [γ]k(τ)qN | ≤ C3 ĺım
q→0

yr−k|qN | = 0

dado que |qN | es exponencial en y. �

Afirmación 2.1. Sea Γ ⊆ Sl2(Z) de índice finito n, y

Sl2(Z) =
n⋃
i=1

αiΓ

una descomposición en coclases disjuntas. Si D es un dominio fundamental para Sl2(Z)\H,
entonces D′ = ∪ni=1α

−1
i D es un dominio fundamental para Γ\H.

Al igual que en el caso de nivel 1, el espacio Γ\H tiene estructura de superficie de Riemann
compacta, las únicas formas modulares de peso 0 son las constantes, y los espacios Mk(Γ)
resultan de dimensión finita (ver ejercicio 5 de la sección 0.4).

La siguiente cota de Sturm resulta muy útil para acotar dimensiones de espacios de formas
modulares.

Proposición 2.9. Sea Γ un subgrupo de congruencia de índice M y sea f ∈ Mk(Γ) una forma
modular. Si

(2.6) ν∞(f) > M.
k

12

entonces f = 0.

Demostración. Para Γ = Sl2(Z) alcanza con recordar que en (1.2) todos los términos son
negativos para concluir que f es nula.

En el caso general escribimos

Sl2(Z) =
M⋃
i=1

Γγi

para γi apropiados, con γ1 = ( 1 0
0 1 ) . La función

F := f

M∏
i=2

f [γi]k

resulta ser una forma modular de peso Mk para Sl2(Z) que satisface el enunciado de la
proposición y el resultado se deduce del caso ya probado. �

Observación 2.10. El orden de anulación ν∞(f) de (2.6) puede no ser entero, f podría necesitar
términos que sean potencias de qN pero no de q.
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Ejercicios.
1. Sea Γ un subgrupo de congruencia. Probar que M0(Γ) = C.
2. Sea Γ un grupo de congruencia y P =

{
±T k

}
el estabilizador del ∞. Probar que la

aplicación
Γ\ Sl2(Z)/P → { cúspides de Γ}

dada por
ΓαP 7→ Γα(∞)

es una biyección.
3. Sea α ∈ Gl+2 (Q), y Γ un subgrupo de congruencia. Probar que Γα := Γ∩α−1Γα también

resulta de congruencia, no necesariamente del mismo nivel.
4. Deducir de la cota de Sturm que dim(Mk(Γ)) <∞ para cualquier subgrupo de congru-

encia Γ.
5. Probar que 441E4E8 + 250E2

6 = 691E12.
6. Sea Γ un subgrupo de congruencia.

a) Probar que toda función modular para Γ satisface una ecuación polinomial de grado
[Sl2(Z) : Γ] sobre el cuerpo C(j) de funciones modulares de peso 0 para Sl2(Z).

b) Probar que si Γ es normal y f es Γ-invariante, entonces lo es también f [α]0 para
toda α ∈ Sl2(Z).

c) Probar que el cuerpo de funciones modulares de peso 0 para Γ es una extensión de
Galois de C(j) con grupo de Galois igual a Sl2(Z)/Γ.

7. Encontrar formas modulares de peso fijo con ν∞ arbitrariamente grande.
8. Encontrar formas modulares para un subgrupo de congruencia fijo con ν∞ arbitraria-

mente grande.
9. Sea Gl+2 (Q) el subgrupo de matrices de determinante positivo de Gl2(Q). Extendemos

la definición 2.1 como (f [γ]k)(τ) := (det γ)k/2(cτ + d)−kf(τ). Probar que también
vale (2.2) de la Observación 2.2.

10. Sea p un primo y e ≥ 1
a) Hallar el orden de Sl2(Z/pZ) y Gl2(Z/pZ).
b) Hallar el núcleo del homomorfismo Gl2(Z/peZ)→ Gl2(Z/pZ).
c) Hallar el orden de Sl2(Z/peZ) y Gl2(Z/peZ).

11. Sea N = pe11 . . . perr la factorización en primos de N. Usando el Teorema Chino del Resto
hallar el orden de Sl2(Z/NZ).

12. Probar que [Sl2(Z) : Γ(N)] = N3
∏
p|N

(
1− 1

p2

)
.

13. Probar que (2.3) implica f [γ]k holomorfa en ∞.
14. Completar los detalles de (2.5).
15. El objetivo de este ejercicio es demostrar la cota (2.4) a partir de las hipótesis del

lema 2.8.
a) Probar que g(t) = tre−2πty/N es creciente en [0, rN2πy ] y decreciente en [ rN2πy ,∞].

b) Probar que

|f(τ)| ≤ |a0|+ C

∞∑
n=1

nre−2πny/N ≤ C1 + C0

(∫ ∞
0

g(t) d t+
1

yr

)
.

c) Concluir.
16. Probar que la condición 2 equivale a pedir que la forma f(τ)(d τ)k sea Γ-invariante.
17. Adaptar el argumento de la proposición 1.13 para probar que Sk(Γ) se puede definir

como aquellas f ∈ Mk(Γ) tales que yk/2f(x+ iy) permanece acotada.
18. Sea

λ(τ) :=

(
η(τ/2)η2(2τ)

η3(τ)

)8

.
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a) Usando la cota de Sturm para Γ(2), probar que

j(τ) = 256
(1− λ(τ) + λ(τ)2)

λ(τ)2(1− λ(τ))2
.

b) Probar que λ es inyectiva restringida al interior de un dominio fundamental para
Γ(2).

c) Probar que la imagen de λ es C− {0, 1} .
d) Construir un revestimiento p : B(0, 1)→ C− {0, 1} .
e) (Pequeño Teorema de Picard) Sea f una función entera que omite dos valores.

Probar que f es constante.

2.1. El subgrupo de congruencia Γ0(N). Como veremos más adelante, el siguiente sub-
grupo de congruencia es de particular interés

Γ0(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ Sl2(Z) : c ≡ 0 mod(N)

}
.

Al cociente Γ0(N)\H se lo conoce como curva modular clásica y se la nota X0(N).

Ejemplo 2.11. Veamos que la función Θ4 es una forma modular de peso 2 para Γ0(4).
La matriz

(
0 −1
4 0

)
que manda τ a −1/(4τ), no tiene determinante 1, pero sí lo tiene(

0 1/4
−1 0

)(
1 −1
0 1

)(
0 −1
4 0

)
=

(
1 0
4 1

)
.

que manda τ a τ/(4τ + 1).
De ahí se tiene que

Θ

(
τ

4τ + 1

)
=
√

4τ + 1Θ(τ),

por lo que Θ4[( 1 0
4 1 )]2 = Θ4. También se tiene que Θ4[( 1 1

0 1 )]2 = Θ4. Como Γ0(4) está generado
por ± ( 1 0

4 1 ) ,± ( 1 1
0 1 ), concluimos que Θ4 es una función modular de peso 2 para Γ0(4).

Resta chequear que es holomorfa en las cúspides ∞, 0 y −1/2.
De la definición 0.5 de Θ se tiene que es holomorfa en ∞ y por lo tanto también lo es Θ4.
Por el lema 2.8 se ve que también es holomorfa en 0 y −1/2.

Ejercicios.
1. Hallar [Sl2(Z) : Γ0(N)].
2. Hallar [Γ0(N) : Γ(N)].
3. Encontrar un isomorfismo entre Γ(N) y un subgrupo de Γ0(N2) de índice ϕ(N). Con-

cluir que Γ0(4) es isomorfo a Γ(2).
4. Probar que si f ∈ Mk(Sl2(Z)) entonces g(τ) := f(Nτ) ∈ Mk(Γ0(N)).

5. Sea k par y f una función que verifica f(τ) = f(τ + 1) y f(−1/4τ) = (−4t2)k/2f(τ).
Probar que f [γ]k = f para toda γ ∈ Γ0(4).

6. Probar que la siguiente es una lista completa de representantes para Γ0(pe) con p primo

Id; T−kS, k = 0, 1, . . . , pe − 1; ST kpS, k = 1, 2, . . . , pe−1 − 1.

7. Probar que las cúspides para Γ0(p) son 0 e ∞, y que para Γ0(p2) son 0,∞, y −1/kp
con k = 1, . . . , p− 1.

8. Probar que η8(4τ)/η4(2τ) ∈ M2(Γ0(4)).
9. Probar que E2(τ)− 3E2(2τ) + 2E2(4τ) ∈ M2(Γ0(4)).

10. Probar la identidad

q

∞∏
n=1

(1− q4n)4(1 + q2n)4 =
∑
n>0

n impar

σ1(n)qn.

11. Probar que E2(τ)− 1
N

∑N−1
j=0 E2(τ + j/N) ∈ M2(Γ0(N2)).
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12. Sea N un entero positivo. Probar que G2,N (τ) := G2(τ)−NG2(Nτ) ∈ M2(Γ0(N)).
13. Probar que

G2,2 = −π
2

3

1 + 24
∞∑
n=1

 ∑
d|n , 2-d

d

 qn

 .

14. Probar que

G2,4 = −π2

1 + 8

∞∑
n=1

 ∑
d|n , 4-d

d

 qn

 .

15. Sabiendo que dim(M2(Γ0(4))) = 2, probar que G2,2(τ) y G2,4(τ) son una base de
M2(Γ0(4)).

16. Probar (0.2) y (0.4).
17. Sea k ≥ 4 y p un primo. Probar que Ek(τ)−Ek(pτ) ∈ Mk(Γ0(p)) pero no es una forma

cuspidal, a pesar de no tener término constante en su q-expansión.
18. Probar que la única forma cuspidal normalizada de S2(Γ0(32)) es η2(4τ)η2(8τ).

2.2. El subgrupo de congruencia Γ1(N). Otro subgrupo de congruencia de interés es

Γ1(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ Sl2(Z) : a ≡ d ≡ 1, c ≡ 0 mod(N)

}
.

Al cociente Γ1(N)\H se lo nota X1(N).

Observación 2.12. Sea α =
(
N 0
0 1

)
. Si f ∈ Mk(Γ(N)), entonces

f [α]k ∈ Mk(αΓ(N)α−1) ⊆ Mk(Γ1(N2)).

Es decir, a las formas modulares de peso k para Γ(N) las podemos pensar dentro de Mk(Γ1(N2)).
Esto suele resultar cómodo dado que ( 1 1

0 1 ) pertenece a Γ1(N2) pero no a Γ(N) cuando N > 1,
permitiendo desarrollar en series de q, en lugar de recurrir a qN .

Definición 2.13. Se tiene que Γ1(N) es normal en Γ0(N) y su cociente es (Z/NZ)∗ . Lla-
mamos carácter de Dirichlet a un homomorfismo de grupos χ : (Z/NZ)∗ → C∗ extendido a Z
de manera natural como χ(n) = 0 para gcd(n,N) > 1. Decimos que f ∈ Mk(Γ1(N)) es una
forma modular de peso k para Γ0(N) con carácter χ si satisface

f [γ]k = χ(d)f para toda
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N).

Notamos Mk(Γ0(N), χ) al espacio de tales funciones y Sk(Γ0(N), χ) al subespacio de formas
cuspidales.

Descomponiendo en autoespacios la acción natural de

(Z/NZ)∗ = Γ0(N)/Γ1(N)

en Mk(Γ1(N)) se obtiene

(2.7) Mk(Γ1(N)) =
⊕
χ

Mk(Γ0(N), χ).

Ejercicios.
1. Probar que [Γ1(N) : Γ(N)] = N
2. Probar que [Γ0(N) : Γ1(N)] = ϕ(N).
3. Completar los detalles de la Observación 2.12.
4. Probar que si χ(−1) 6= (−1)k entonces Mk(Γ0(N), χ) = 0.
5. Sea χ4 el carácter no trivial de (Z/4Z)∗ . Probar que

Mk(Γ1(4)) =

{
Mk(Γ0(4)) si k es par
Mk(Γ0(4), χ4) si k es impar.
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6. Probar que S5(Γ1(4)) está generado por η4(τ)η2(2τ)η4(4τ).
7. Probar que S8(Γ1(4)) está generado por f(τ) := (η(τ)η(2τ))8 y g(τ) = f(2τ).
8. Sean N y k enteros positivos tales que k(N + 1) = 24. Probar que (η(τ)η(Nτ))k ∈

Sk(Γ0(N)), salvo para k = 1 o k = 3 en cuyo caso (η(τ)η(Nτ))k ∈ Sk(Γ0(N), χ), con
χ de orden 2.

2.3. Producto escalar de Petersson. Si f, g ∈ Mk(Γ), la función f(τ)g(τ)yk resulta
invariante por Sl2(R.) Cuando al menos una de ambas es cuspidal, definimos el producto
escalar de Petersson como

(2.8) 〈f, g〉 :=
1

[PSl2(Z) : PSl2(Z) ∩ Γ]

∫∫
D′
f(τ)g(τ)yk

dx d y

y2

donde D′ es un dominio fundamental para la acción de Γ en H. Dicho producto interno está
bien definido, la integral converge y no depende del dominio fundamental elegido. Si f y g
también pertenecen a Mk(Γ

′) para otro subgrupo de congruencia Γ′, el producto así definido
no depende del espacio en el que se las considere.

Para α ∈ Gl+2 (Q), el subgrupo Γα := Γ ∩ α−1Γα también resulta de congruencia (cf.
ejercicio 3 de la sección 2) y, pensando a f [α]k y g[α]k en Mk(Γα), se tiene que

〈f [α]k, g[α]k〉 = 〈f, g〉
y que 〈f [α]k, g〉 sólo depende de la coclase doble de α módulo Γ.

Ejercicios.
1. Sean f ∈ Mk(Γ0(N), χ) y g ∈ Mk(Γ0(N), µ) formas modulares para distintos caracteres
χ, µ con al menos una de ellas cuspidal. Probar que 〈f, g〉 = 0.

2.4. Operadores de Hecke. A continuación estudiaremos operadores análogos a los Tn
de la sección 1.5, dando fórmulas que permitan calcularlos en q-expansiones.

Definición 2.14. Para α ∈ Gl+2 (Q), Γ1 y Γ2 dos subgrupos de congruencia, y f ∈ Mk(Γ1),
definimos el operador de coclase doble como

f [Γ1αΓ2]k :=
∑
j

f [βj ]k,

donde los βj son un conjunto de representantes de las órbitas de Γ1\Γ1αΓ2, es decir

Γ1αΓ2 = ∪jΓ1βj .

El operador está bien definido, no depende de la elección de los representantes βj , su imagen
está contenida en Mk(Γ2), manda formas cuspidales en formas cuspidales y además

1. si Γ2 ⊆ Γ1 y α = Id se tiene la inclusión natural de Mk(Γ1) en Mk(Γ2),
2. si α−1Γ1α = Γ2 se tiene f [Γ1αΓ2]k = f [α]k, el isomorfismo natural entre Mk(Γ1) y

Mk(Γ2),
3. si Γ1 ⊆ Γ2 y α = Id se tiene el operador traza que proyecta Mk(Γ1) sobre Mk(Γ2).

Observación 2.15. Todos los operadores de coclases dobles son una composición de operadores
de estas formas. Dados Γ1,Γ2 y α, basta con tomar Γ3 = α−1Γ1α ∩ Γ2, Γ′3 = αΓ3α

−1 y los
operadores correspondientes a Γ′3 ⊆ Γ1, Γ3 = α−1Γ′3α y Γ3 ⊆ Γ2.

Como casos particulares tenemos los siguientes operadores

Definición 2.16. Sean f ∈ Mk(Γ1(N)) y d ∈ (Z/NZ)∗ . El operador diamante 〈d〉 se define
como

〈d〉 : f 7→ f [Γ1(N)αΓ1(N)]k

para cualquier α =
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N).

Observación 2.17. Si f ∈ Mk(Γ0(N), χ), entonces 〈d〉 actúa como multiplicación por χ(d).
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Definición 2.18. Sea N un entero positivo y p un número primo. El operador de Hecke Tp
se define por la acción de [Γ1(N)

(
1 0
0 p

)
Γ1(N)]k en Mk(Γ1(N)).

Observación 2.19. Se tiene que

(2.9) Tp(f) =


∑p−1

j=0 f [
(

1 j
0 p

)
]k si p | N∑p−1

j=0 f [
(

1 j
0 p

)
]k + f [(m n

N p )
(
p 0
0 1

)
]k si p - N

donde m,n son enteros tales que mp−Nn = 1.

Observación 2.20. Cambiando Γ1(N) por Γ0(N) se definen los Tp de manera análoga y en la
fórmula (2.9) se puede omitir (m n

N p ) por estar en Γ0(N).

Definición 2.21. Los operadores de Hecke con índices compuestos se definen de manera
inductiva por

(2.10) Tpr+1 := TpTpr − pk−1 〈p〉Tpr−1

para r ≥ 1 y para m,n coprimos
Tmn := TmTn.

Observación 2.22. Sean n coprimo con N. La acción de Tn en una forma modular f ∈
Mk(Γ0(N)) no coincide con la acción de Tn en f considerada en Mk(Γ0(nN)).

Proposición 2.23. Sea f ∈ Mk(Γ0(N), χ) una forma modular con expansión de Fourier∑∞
n=0 anq

n y m un entero positivo. La acción del operador de Hecke Tm en los coeficientes de
Fourier de f está dada por

(Tmf)(τ) =
∞∑
n=0

bnq
n,

donde

(2.11) bn =
∑

1≤d| gcd(m,n)

χ(d)dk−1amn/d2 .

Demostración. Supongamos m = p un número primo. Para 0 ≤ j < p tenemos

f [
(

1 j
0 p

)
]k(τ) = pk−1(0τ + p)−kf

(
τ + j

p

)
=

1

p

∞∑
n=0

anq
n
p ζ

nj
p

con ζp = e2πi/p una raíz de la unidad de orden p. De donde
p−1∑
j=0

f [
(

1 j
0 p

)
]k(τ) =

∑
n=0

anpq
n.

Si p - N se tiene el término extra

f [(m n
N p )

(
p 0
0 1

)
]k(τ) = (〈p〉 f)[

(
p 0
0 1

)
]k(τ) = pk−1χ(p)

∞∑
n=0

anq
np,

de donde se prueba (2.11). El caso m compuesto se demuestra por inducción a partir de la
definición 2.21. �

Observación 2.24. Sea N un entero positivo y χ : (Z/NZ)∗ → C∗ un carácter de Dirichlet.
Sea n un entero positivo coprimo con N. Si f, g ∈ Mk(Γ0(N), χ) (con al menos una cuspidal)
entonces

(2.12) 〈Tnf, g〉 = χ(n) 〈f, Tng〉 .
Tomando cn cualquier raíz cuadrada de χ(n) se tiene

(2.13) 〈cnTnf, g〉 = 〈f, cnTng〉 .
Es decir, los operadores cnTn de Sk(Γ0(N), χ) son hermitianos.
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Proposición 2.25. Sea N un entero positivo y χ : (Z/NZ)∗ → C∗ un carácter de Dirichlet.
El espacio Sk(Γ0(N), χ) admite una base de autovectores para todos los operadores de Hecke
Tn con N y n coprimos.

Demostración. Tales Tn resultan diagonalizables por la observación 2.24, y conmutan entre
sí, de donde existe una base de autovectores comunes. �

Observación 2.26. Al ser Sk(Γ0(N), χ) de dimensión finita, sólo hace falta diagonalizar un
número finito de operadores de Hecke.

Ejemplo 2.27. El espacio S28(Sl2(Z)) tiene dimensión 2 y está generado por f1 = ∆E4
4 y

f2 = ∆2E4.
Sus q-expansiones son

f1 = q + 936q2 + 331452q3 + 53282368q4 +O(q5)

y
f2 = q2 + 192q3 − 8280q4 +O(q5).

Se tiene que

T2(f1) = 936q + 187500096q2 +O(q3) = 936f1 + 18662400f2

y
T2(f1) = q + 8280q2 +O(q3) = f1 − 9216f2.

Diagonalizando (
936 18662400
1 −9216

)
obtenemos la siguiente base de autoformas

f1 + (−5076± 108
√

18209)f2.

Ejercicios.
1. Probar que el cociente Y0(N) := Γ0(N)\H clasifica clases de equivalencia de pares

(Λ, S) con Λ ⊆ C un reticulado y S ⊆ C/L de orden N.
2. Probar que el cociente Y1(N) := Γ1(N)\H clasifica clases de equivalencia de pares

(Λ, P ) con Λ ⊆ C un reticulado y P ∈ C/L de orden N.
3. Probar que los operadores Tpr son polinomios en Tp y 〈p〉 .
4. Sean p - N y m,n tales que mp− nN = 1. Probar que

Γ1(N)
(
p 0
0 1

)
Γ1(N) = Γ1(N)

(
p 0
0 1

)
Γ1(N) ( p n

N m ) .

5. Probar (2.12).
6. Sea ζn una raíz primitiva de la unidad de orden n. Probar que

n∑
i=1

ζkn =

{
n si n|k
0 si n - k.

7. Sea f(z) =
∑∞

m=0 amz
m una función holomorfa en un entorno del cero y ζn como en el

ejercicio anterior. Probar que

1

n

n∑
i=1

f(ζknz) =
∞∑
k=0

ankz
nk.

8. Probar que los operadores de Hecke preservan al espacio de formas cuspidales (comparar
con ejercicio 17 de la sección 2).

9. Probar las afirmaciones de la primera oración del Ejemplo 2.27.
10. Probar que Sk(Sl2(Z)) tiene una base de autoformas cuyos coeficientes de Fourier son

enteros algebraicos reales pertenecientes a una extensión finita de Q.
11. Sea f = ∆E4 ∈ S16(Sl2(Z)). Probar que es un autovector para todos los Tn. Probar

que no es autovector de T2 en Mk(Γ0(2)).
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12. Sea n ≥ 1 un entero y sea f ∈ Mk(Γ0(N), χ) un autovector para Tn. Supongamos que
el término constante de la q-expansión de f es no nulo. Probar que el correspondiente
autovalor de Tn es

λn =
∑

1≤d|n

χ(d)dk−1.

13. Probar que existe una forma modular de peso 1 para Γ0(4) con carácter χ4 cuya q-
expansión comienza de la siguiente manera

1

4
+ q + q2 + q4 + 2q5 + q8 + . . . .

14. Probar que Θ2 ∈ M1(Γ0(4), χ4).
15. Probar (0.1) y (0.3).

3. Por último.

Mencionamos brevemente algunos temas relacionados a los vistos anteriormente, en los que
no hemos tenido tiempo de profundizar. Mucho hay hecho sobre el problema de expresar un
número como suma de cuadrados. Con técnicas similares se puede encarar el caso de una
cantidad impar de cuadrados, considerando las llamadas formas modulares de peso medio
entero. La definición es un poco más técnica, pero los resultados son similares. Un ejemplo de
forma modular de peso medio entero es casualmente Θ y sus potencias impares. Para ver más
sobre dicho problema recomendamos [5]. Un lindo texto introductorio sobre formas modulares
de peso medio entero y curvas elípticas con multiplicación compleja es el [7], donde dichos
temas son estudiados para encarar el problema de los números congruentes (i.e.: decidir si
un número dado es o no el área de un triángulo rectángulo de lados racionales). Para una
exposición accesible de la relación entre formas modulares, curvas elípticas y funciones L se
puede consultar [8]. Un clásico bastante completo para estudiar formas modulares es [14], y
uno más moderno es [4] donde, entre otras cosas, se abordan los teoremas de modularidad.
Para saber más sobre los aspectos computacionales se puede consultar [15]. Recomendamos
SAGE (http://www.sagemath.org/) como herramienta esencial. Puede usarse online aunque
a la larga conviene instalarlo. En [2] hay muchísimos ejemplos de aplicaciones de formas
modulares clásicas, formas de Siegel y de Hilbert. Para un recorrido interesante dentro de la
Teoría de Números, pasando por la teoría de cuerpos de clases, funciones elípticas y formas
modulares, el [3] no puede faltar. En [12] se construyen familias de grafos de Ramanujan,
se estudia el problema de Rusiewisz sobre medidas invariantes de la esfera y el problema
de Linnik sobre la distribución de representaciones de enteros como suma de tres cuadrados.
Esperamos haber generado en el lector dudas suficientes como para seguir estudiando el tema.

Cerramos con algunos ejercicios surtidos para pensar en casa.

Ejercicios.
1. Probar que

n−1∏
k=0

(1 + qkt) =
n∑
k=0

q(
k
2)
[
n

k

]
q

tk

donde
[
n
k

]
q
es el coeficiente q-binomial dado por la fórmula[

n

k

]
q

=
(1− qn)(1− qn−1) · · · (1− qn−k+1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
.

2. Usando el ejercicio anterior, probar la siguiente identidad (producto triple de Jacobi)
∞∏
m=1

(
1− x2m

) (
1 + x2m−1y2

) (
1 + x2m−1y−2

)
=

∞∑
n=−∞

xn
2
y2n.

http://www.sagemath.org/ 
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3. Probar que

Θ(τ) =
η5(2τ)

η2(τ)η2(4τ)
.

4. Sean ΘM (τ) :=
∑

n∈Z(−1)nqn
2 y ΘF (τ) :=

∑
m∈Z+ 1

2
qm

2
. Probar que

ΘM (τ) =
η2(τ)

η(2τ)

y que

ΘF (τ) = 2
η2(4τ)

η(2τ)
.

5. Probar que Θ4 = Θ4
M + Θ4

F .

6. Sea ΘQ(τ) :=
∑

x,y∈Z q
Q(x,y) para Q(x, y) = ax2 + bxy+ cy2. Consideramos Q0(x, y) =

x2 + xy + 6y2, Q1(x, y) = 2x2 + xy + 3y2 y Q2(x, y) = 2x2 − xy + 3y2.
a) Probar que cualquier forma ax2 + bxy + cy2 con discriminante D := b2 − 4ac igual

a −23 es de la forma Qi ◦ γ con γ ∈ Sl2(Z) e i = 0, 1 o 2.
b) Probar que ΘQ1 = ΘQ2 .
c) Probar que

1

2
(ΘQ0 + 2ΘQ1) =

3

2
+
∞∑
n=1

∑
d|n

(
−23

d

) qn

donde
(−23

d

)
es el símbolo de Jacobi.

d) Probar que

f :=
1

2
(ΘQ0 −ΘQ1)

es una autoforma normalizada de S1(Γ0(23),
(−23

.

)
), por lo tanto coincide con

η(τ)η(23τ) (ver ejercicio 8 de la sección 2.2 ).
e) Probar que la L-serie de la f anterior se factoriza como

L(f, s) =
∏
p

1

1− app−s +
(
−23
p

)
p−2s

donde

ap =


1 si p = 23,

0 si
( p

23

)
= −1,

2 si
( p

23

)
= 1 y p es de la forma x2 + xy + 6y2,

−1 si
( p

23

)
= 1 y p es de la forma 2x2 + xy + 3y2.
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