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LA FUNCION ZETA DE DEDEKIND Y LA FORMULA PARA EL
NUMERO DE CLASES

NICOLAS SIROLLI

RESUMEN. En estas notas damos una demostracion de la férmula del nimero de
clases, que relaciona el residuo de la funcién Zeta de Dedekind de un cuerpo de
numeros con algunos de sus invariantes aritméticos, y comparamos esta férmula con
la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer.
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INTRODUCCION

Una de las ideas mas fructiferas de la teoria analitica de ntimeros consiste en aso-
ciarle una funcién generatriz al objeto que se quiera estudiar, y obtener informaciéon
aritmética de este objeto a partir de informacion analitica de la funcion. El ejemplo
paradigmético de esto es la funcion Zeta de Riemann

s)= [ @=»p)",

p primo

cuyas propiedades analiticas dan informacion sobre la distribucion de los nimeros pri-
mos. Por ejemplo, el Teorema de los Numeros Primos equivale a que ((s) # 0 si
R(s) = 1.

En este curso estudiaremos la generalizacion de esta funcion a cuerpos de ntmeros
K, llamada funcién Zeta de Dedekind y denotada (k. Si bien esta funcién también da
informaciéon sobre la distribuciéon de los ideales primos de K, nos concentraremos en la
formula para el ntimero de clases (Teorema 2.1). Esta formula relaciona el residuo de
(x en s = 1 con los invariantes aritméticos mas importantes del cuerpo. Entre ellos, el
ntimero de clases de K.
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La utilidad de esta formula reside en que, para ciertos cuerpos de ntmeros, dicho
residuo se puede calcular de manera explicita en términos de sumas de Gauss, por lo
que nos da una herramienta para calcular ntimeros de clases.

En lugar de profundizar sobre la féormula en esa direccion, terminaremos el curso
enunciando una férmula similar: la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer, uno de los
problemas del milenio. Esta conjetura relaciona ciertos invariantes algebraicos asociados
a una curva eliptica con el primer coeficiente de la funcion generatriz correspondiente.
El parecido entre las dos férmulas no es casualidad: son ambas casos particulares de
las conjeturas de Beilison y de Bloch-Kato (ver | ])-

En la primera seccion de estas notas daremos los resultados basicos de la teoria
algebraica de nimeros que se precisan para definir los invariantes involucrados en la
formula para el nimero de clases. Algunas referencias sobre este tema son, por ejemplo,
[ , Capitulos 2y 5] y | , Capitulo 1].

En la segunda seccion definimos la funcion Zeta de Dedekind, y enunciamos y de-
mostramos el Teorema 2.1, siguiendo de cerca a | , Capitulos 6 y 7|. Tanto en
| | como en | , Capitulo 5| se pueden encontrar calculos explicitos del residuo
en el caso de cuerpos cuadraticos y cuerpos ciclotémicos.

En la tercera seccién enunciamos la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer tras in-
troducir (muy informalmente) los invariantes involucrados en esta, y nos ocupamos de
comparar estos términos con los que aparecen en la formula para el ntimero de clases. Se
puede consultar a | | sobre la teoria basica de curvas elipticas, y a | |, [ |
para profundizar sobre la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer.

1. RESULTADOS BASICOS DE LA TEORIA ALGEBRAICA DE NUMEROS

Un cuerpo de nimeros es una extension finita K/Q. Algunos ejemplos interesantes
de cuerpos de nimeros son:

» K = Q(/m), con m € Z\ {0,1} libre de cuadrados. Estos son los llamados
cuerpos cuadrdticos.

» K =Q(&,), con &, € C una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Estos son los
llamados cuerpos ciclotomicos.

Los cuerpos cuadraticos son, en términos del grado sobre Q, los primeros cuerpos de
nimeros no triviales; a pesar de ello, ilustran la teorfa que desarrollaremos sobrada-
mente. Los cuerpos ciclotémicos son de interés, por ejemplo, porque toda extension
abeliana y finita de Q esta contenida en uno de ellos.

Fijemos un cuerpo de ntimeros K, y denotemos por d = [K : Q] a la dimension de
K como Q-espacio vectorial.

1.1. Aritmética de los cuerpos de niimeros. El rol que juega Z como subanillo
de Q es reemplazado en el cuerpo de niimeros K por el anillo de enteros, que se define
por

O ={¢ € K:3f e Z[X] monico tal que f(§) = 0}.

Este conjunto es en efecto un anillo, y sus elementos tienen norma y traza en Z.

A'los Og-modulos a C K de tipo finito los llamaremos ideales fraccionarios. Aquellos
que estén contenidos en Ok seran llamados ideales, a secas; son precisamente los ideales
del anillo O. El ideal {0} quedara excluido de todo lo que sigue.

Proposicion 1.1. Ok es un Z-modulo libre de rango d. Mds ain, todo ideal fraccio-
nario de K lo es.
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Gracias a este resultado, podemos introducir el discriminante de K. Se define como
el determinante de la forma bilineal en Ok dada por (&1, &) — Trg,g(£1&2), v se denota
por disc(K).

Si bien el anillo de enteros no necesariamente es un dominio de factorizacion tnica
(lo cual, en este caso, equivale a ser un dominio de ideales principales), si se obtiene un
resultado satisfactorio al considerar ideales en lugar de elementos. Mas precisamente,
se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Todo ideal fraccionario a C K se escribe, de manera inica, como
el e
a=pr P
donde los p; son ideales primos de Ok, y los e; son enteros no nulos.

Es decir, el grupo de ideales fraccionarios de K, que denotamos por Frac(K), es el
grupo abeliano libre generado por los ideales primos de Ok.

La medida de cuan lejos esta el anillo de ser enteros de ser un dominio de ideales
principales esta dada por el grupo de clases, definido por
CI(K) = Frac(K)/P(K),

donde P(K) = {a € Frac(K) : 3§ € K* tal que a = (§)o, } es el subgrupo de los
ideales fraccionarios principales. El grupo de clases es finito y su orden, que llamamos
numero de clases, se denota por hy.

Dado un ideal fraccionario a, definimos su norma por N(a) = [Ok : a] (el indice de
a en Ok). La funcién norma satisface las siguientes propiedades:
= N(ab) = N(a)N(b) Va,b € Frac(K).
» N((§)ox) = [Nkja()] V&€ K™

1.2. Geometria de los cuerpos de niimeros. A través de las inmersiones K — C,
podemos utilizar herramientas de la geometria euclidea para estudiar a K, idea que se
debe a Minkowski.

Distinguimos dos tipos de inmersiones.

» Las reales, aquellas 0 : K < C tales que o(K) C R.

» Las complejas, aquellas 7 : K — C tales que 7(K) € R. Estas se pueden agrupar

de a pares (7, 7).
Denotaremos entonces a las inmersiones de K por
O1y--- 70-1“77—177:17‘ M 77—877:87
con las o; reales y las 7; complejas’. Aqui r, s € Zsg, y r + 25 = d.
A través de estas inmersiones definimos
L K — R" x C° ~R%,
5 = (0‘1(5), s 70-7“(5)77_1(5)v s 77—8(5))'

T

En R" x C* definimos una funcién norma por N(x,2) = [[;_; zi - [[j_, 2;%;. De esta
manera, se tiene que N(¢(§)) = Ng/g(€) para todo § € K.

Proposicién 1.3. Ao, = 1(Ok) es un reticulo completo en RY. Mds aiin,
(1.1) V| disc(K)| = 2° - vol(R?/1(O)).

1Usaremos la letra s tanto para denotar a la cantidad de inmersiones complejas de K como para
denotar a la variable compleja de nuestras funciones generatrices. El lector sabra disculparnos.
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Consideremos el grupo de unidades O. Denotemos por T'(Ox) al subgrupo de
elementos de torsion de este grupo. Notemos que T(Oj) coincide con el grupo de
raices de la unidad de K. Denotamos el orden de este grupo por wg.

Se puede obtener un resultado similar a la Proposicién 1.3 mediante la utilizacion
de logaritmos. Para esto, consideramos el morfismo de grupos

log :(R*)" x (C*)* - R"™**
(z,2) = (log(lz1]), ... log(|zr|), 21og(|z1]), . .., 21og(]z]))
y denotamos L = logos : K™ — R,

Como Ngo(Of) C Z*, resulta que L(Of) C H, donde H es el hiperplano dado
por H={ve R :%" v, =0} Ademas, como todo conjunto acotado de R"** tiene
preimagen por L finita en O \ {0}, se tiene que ker L = T'(Oj).

Teorema 1.4 (Dirichlet). Apx = L(OF) es un reticulo completo en H, y por lo tanto
O es producto directo de T(Oj) y de un grupo abeliano libre de rango r + s — 1.

Este teorema nos permite definir otro de los invariantes importantes del cuerpo de
nimeros: el requlador de K, que se denota por reg(K) y esta dado por

vol(H/A )
JVr¥s

Sir + s =1, por convenciéon ponemos reg(K) = 1.

(1.2) reg(K) =

1.3. Ejercicios.
1. Sea K = Q(i).
a) Probar que O = Z[i], y calcular disc(K).
b) Probar que Z[i] es un dominio euclideo, utilizando como funcién “grado” a & —

Nag/e(8)-
¢) Probar que T(Z[i]*) = {1, —1,1,—i}.

2. Sea p un primo distinto de 2. Probar que son equivalentes:
a) p es reducible en Z][i].
b) p=a*+0b*con a,b € Z.
¢) —1 es un cuadrado en Z/pZ.
d) p=1 mdd 4.

3. Sea p = (1 + ). Probar que (2) = p? es la factorizacion de (2) como producto de
ideales primos de Zli].

4. Sea p un primo distinto de 2.
a) Probar que si p = 1 mdd 4, entonces (p) = pi1po con pi,po ideales primos
(distintos) de Z[].
b) Probar que si p=1 mdd 3, entonces (p) es un ideal primo de Z[i].

2. LA FUNCION ZETA DE DEDEKIND Y LA FORMULA PARA EL NUMERO DE
CLASES

Sea K un cuerpo de nimeros. Definimos la funcion Zeta de Dedekind de K por

2.1) ) =Y g (R > D),

donde a recorre todos los ideales de Ok. Para K = Q, recuperamos la funcion Zeta de
Riemann.
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Al menos formalmente, el Teorema 1.2 nos permite escribir
_ 1
(2.2) Gels) = [[ (1= N ™) ™"
p

donde p recorre todos los ideales primos de Og. Es decir, tal como le pasa a la funcion
Zeta de Riemann, podemos desarrollar a (x como un producto de Euler.

Veremos méas adelante que (2.1) define una funcion holomorfa. Nuestro objetivo es
probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1. La funcion (x se puede extender de manera holomorfa a R(s) > 1—1/d,

salvo por un polo simple en s = 1. El residuo en s =1 estd dado por
2"(2m)® reg(K)

2.3 Res((x,1) = ————— - hx - ——=.

(2:3) (e, ) | disc(K)| ok

Probaremos un resultado algo més fuerte, que ademés muestra que los ideales estan
equidistribuidos en las clases de CI(K).

Teorema 2.2. Sea k la constante dada por
2"(2m)*  reg(K)
|disc(K)| wr

Dada C € CI(K), consideremos la funcion ic dada por
ic(t) =#{a C Ok :ae€C,N(a) <t} (t € Rx).
Entonces, ic(t) = rt + O(t=1/4),
Veamos como de este resultado se sigue el Teorema 2.1.

Para n € N, sea j, = #{a C Ok : N(a) = n}. Reescribamos a (x como la serie de
Dirichlet

(2.4) Cels) = 302 = ST ).

ns
n>1 n>1

Usaremos que el Teorema 2.1 es conocido para K = Q. Esto es, la funcién ¢ de
Riemann ((s) = Y ., & converge uniformemente en compactos de R(s) > 1 (ver
Lema 2.3), y se puede extender de manera holomorfa a R(s) > 0, salvo por un polo
simple en s = 1 en el que se tiene que Res(¢,1) = 1.

En cuanto al primer sumando del miembro derecho de (2.4), el Teorema 2.2 nos dice

que

> dn—rh = | Y ic(t) | = rhilt] = O ).

n<t CeCI(K)

Entonces, el Teorema 2.1 se sigue de (2.4) mas el siguiente resultado sobre la conver-
gencia de series de Dirichlet.

Lema 2.3. Sea (a,)n,>1 € C una sucesion tal que Y, _, a, = O(t*) para algin o €
R. Entonces, la serie de Dirichlet ) ., % converge uniformemente en compactos de

R(s) > a. "
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Demostracion. Fijemos constantes A, > 0, y tomemos s € C con o + ¢ < R(s) < A.
Denotemos A, =, a. Dados m, M € N con m < M tenemos que

M a A -1 1
;n_:;" Z - ZA <_s_ n+1>8)'

Por hipotesis, existe C' > 0 tal que |A,| < Cn® para todo n € N. Por otra parte, se

tiene que
1 I " dt A
e 1| |7), | S pRe
Entonces
Mo 1 M
m}\IJH%loo Z:E Sm%\lfgooC<Mf Z 1+E>
de lo que se sigue el resultado. O

Observacion 2.4. Como la serie de Dirichlet en (2.4) converge en R(s) > 1, lo hace
absolutamente (!). Esto le da sentido a la expresion de (x dada en (2.1), ya que los
ideales a sobre los que se suma no estan ordenados a priori.

Comencemos con la demostracion del Teorema 2.2. Tomemos una clase C € CI(K)
y fijemos b € C! un ideal (entero). Gracias a la biyeccion

#{a C Ok :aeC N(a) <t} — {(§ox Cb:|Ni(€)| <tN(b)},
a— ab,

pasamos de tener que contar ideales a tener que contar elementos, ya que nos dice que
t) = #{ € b: [Nigsg(€)] <tN(b)} /O

Equivalentemente, si usando el Teorema 1.4 escribimos O = T(Of) -V con V un
grupo abeliano libre de rango r + s — 1, nos dice que

wi - ic(t) = #{£ € b: [Ngyp()| <tN(b)}/V.

Podemos calcular el miembro derecho de esta igualdad a través de la geometria,
si hallamos un dominio fundamental D para la accion de (V) en (R*)" x (C*)* y
contamos los puntos de «(b) que estén en D. Siendo log |,y un monomorfismo, se tiene
que si D’ es un dominio fundamental para la accion de AOIX( en R""% entonces podemos
tomar

D ={(z,2) € (R*)" x (C*)*:log((z, 2)) € D'}
Como Aoix{ es un reticulo completo en H, podemos tomar D' = P ® R - vy, con P el
paralelogramo fundamental para AOIX( y v € R™*\ H. De hecho, tomamos
vo=(1,...,1,2,...,2)
— ——

T veces S veces

porque asi D resulta homogéneo (es decir, satisface que D = AD para todo A € R*).
Para a > 0, denotemos D, = {(z,2) € D : |[N(z, z)| < a}. Entonces, por la homoge-
neidad de D tenemos que

(2.5) wie - te(t) = #u(b) N Dyn(ey = #1(b) N {/tN(b)D;.
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Para calcular el miembro derecho de (2.5), utilizaremos el siguiente resultado, de
naturaleza puramente geométrica. Diremos que un conjunto B C R? tiene borde sufi-
cientemente lindo si OB C Ue; f;([0,1]971), donde las f; : [0, 1] — R? son funciones
Lipschitz y el conjunto I es finito.

Proposicién 2.5. Sea A C RY un reticulo completo, y sea B C R un conjunto acotado
y medible. Si el borde de B es suficientemente lindo, entonces

|BI a a-1
ANaB = ———- O > 0).
#ANaB = iy @+ O) (a>0)
Demostracion. Tomemos un isomorfismo ¢ : R? — R? tal que p(A) = Z?. Entonces
©(B) también tiene borde suficientemente lindo. Ademas, por ser ¢ lineal, se tiene que
|B| = |p(B)] - vol(R?/A). Esto prueba que podemos suponer A = Z¢,
Consideremos las traslaciones del cubo [0, 1] con centros en los puntos de Z?. Los

llamaremos d-cubos. Denotemos por N, a la cantidad de d-cubos que intersecan a
J(aB). Entonces

!#Zd N aB — cantidad de d-cubos contenidos en aB’ < N, ¥y
||aB| — cantidad de d-cubos contenidos en aB| < N,

por lo que, siendo |aB| = a?|B|, basta con probar que N, = O(a?™1).
Por otra parte,

0B | J £:([0,1)"") = 0(aB) C | Ja- fi([0,1]*7).
i€l i€l
Esto nos permite suponer que d(aB) = a - f([0,1]%7) con f una funcién Lipschitz.
Subdividamos, de la manera natural, al cubo [0,1]9 en |a]?! pequefios cubos de

lado LTILJ Sea C uno de estos cubos. C tiene didmetro igual a VL‘ZI, por lo que si A es

la constante Lipschitz de f, entonces f(C') tiene didmetro acotado por ’\—VLfffl. Por lo

tanto, suponiendo que a > 1, resulta que a- f(C') tiene diametro acotado por 2Av/d — 1.

Si denotamos
M = (2 42 [QA\/HDTL,

esto implica que a - f(C) interseca a lo sumo M de los d-cubos. Entonces, como la
cantidad de cubos pequeios es [a|9™!, tenemos que N, = O(|a|?%!) = O(a®™1), lo que
termina la demostracion. 0

Aplicando este resultado a A = «(b) y B = Dy, de (2.5) se sigue que
|D1| 1-1/d QS‘Dl‘
— N+ OtV =
vol(R4/.(b)) (6) ( ) | disc(K)|

donde para obtener la tultima igualdad usamos que dados dos reticulos completos A C
A C R? se tiene que vol(R?/A) = [A’ : A]vol(R¢/A’), junto con (1.1). Entonces, el
Teorema 2.2 quedara demostrado una vez que probemos el siguiente resultado.

wi - te(t) = St OV,

Lema 2.6. D; tiene borde suficientemente lindo, y |D;| = 2"7° reg(K).

Demostracion. Como D; es simétrico respecto al 0 en su primera coordenada, basta
con probar que
Dy ={(z,2) € Dy : xq,...,2, > 0}

tiene borde suficientemente lindo y | D} | = n*reg(K), ya que |D;| = 27| D{|.
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Para probar ambas afirmaciones, parametrizaremos a D} . Empecemos notando que
Dy ={(z,2) € (R")" x (C*)* : log(x, 2) € P& (—00,0] - vo},
ya que |N(z,2)| < 1 siy solo si ) log(z,z) < 0,y las coordenadas de los puntos

de P suman cero. Tomemos vy,...,v,15 1 base del reticulo AOIX(. Escribamos v; =
(WM, o) Asi, (2, 2) € Dy siy solo si
r+s—1
log(z;) Z tkvk +u (1<i<r),
r+s—1
2log(|z]) = Z tvrﬂ)—l—Zu (1<j<s),

con 0 <t <1y —oo<u<0.Pongamos t,,, = . Asi, tenemos que (r,z) € D siy
solo si

r+s—1
Ty =ty €XP ( Z tw,i”) (1<i<r),

k=1

r4+s—1
2% = boys - OXD (% ; troy )+ 2m‘t7«+5ﬂ-) : (1<j<s),
con t, s € (0,1] y t € [0,1) para 1 < k < d, k # r+s. La funcion f : [0,1]¢ — R" x C*
dada por t — (x,2) es Lipschitz, y se puede ver que f([0,1]¢) = DI y £(9([0,1]¢)) =
OD;. Esto que muestra que D; es acotado, medible y tiene borde suficientemente
lindo. Finalmente, utilizando esta parametrizacion se obtiene que |Df| = 7°reg(K)
(ver los ejercicios al final de esta seccion). O

2.1. Ejercicios.

1. Seam € N, y sea x : (Z/mZ)* — C* un morfismo. Este induce naturalmente una
funcién en los enteros coprimos con m, que extendemos por 0 a todos los enteros; la
denotamos también por x. Definimos la L-serie de y por

x(n)

n>1

a) Probar que si el morfismo x es no trivial, L(s, x) define una funcién holomorfa
en RN(s) > 0. ;Qué se puede decir cuando y es trivial?
b) Probar que

Lis,x) = [ (0—xp) .

p primo
2. Sea K = Q(4). Sea x el caracter no trivial de (Z/47Z)*. Probar que’
Crel(s) = (1 =271+ ((s) - L(s,x).

3. Probar la férmula de Leibniz

T 1+1 1+1
4 3 5 7 9

Notar que (Z/47Z)* ~ Gal(K/Q). Se puede obtener una formula similar a esta para cuerpos
ciclotémicos cualesquiera.
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4. En este ejercicio probaremos que | D} | = m* reg(K ), completando asi la demostracion
del Lema 2.6.

a) Sea f:(0,1)? — R" x C? la restriccion a (0,1)? de la funcién f introducida en la

demostracion de dicho lema. Verificar que f es la composicion de las funciones

0,1)¢ L5 R? L2 RE=R™ x R* x R* 2 R" x R* x R® 24 R” x €,
donde:

L] fl(t) = (tl, . 7t7«+571, log<tr+s)7 tr+s+17 Ce ,td).
= f5 es la multiplicacién a derecha por la matriz por bloques

U1
M == UT+S_1 O E RdXd.
_ Y |
0 I,

. f3<Oé, Ba 7) = ( a1 : 7€aTa %6ﬁ17 ) %6537 277—71, s 7277-75)-

= fa(z,p,0) = (z, plezal oy ps€s).
b) Deducir que f es abierta e inyectiva, y probar que f(0([0,1]%)) = oDy
c) Sea g = f3 o fo o f1. Probar que

w det(M) TTi_y @i(t) - TTi—, ps(t) '

det Dg(t) = .
r+s

d) Deducir que

i det(M
DY | :Al]d|deth(t)|Hpj(t)dt:7rs%.

j=1

e) Sean A, B dos matrices cuadradas cuyas filas, salvo tal vez la tltima, son vectores
cuyas coordenadas suman cero. Probar que si las dltimas filas de A y de B son
vectores cuyas coordenadas suman lo mismo, entonces det A = det B.

f) Deducir que M = reg(K).

3. UNA FORMULA SIMILAR: LA CONJETURA DE BIRCH Y SWINNERTON-DYER

Sea K un cuerpo de niimeros. Una curva eliptica E/K es una curva sobre K, no
singular y de género 1, junto con un punto K-racional O € E(K). Toda tal curva puede
ser descrita por una ecuacion de Weierstrass

(3.1) E: =24 Ax + B,
con A, B € K satisfaciendo —16(4A3 4 27B?%) £ 0.

Comenzaremos definiendo la funcién generatriz correspondiente. La idea basica es
reducir la ecuacion (3.1) modulo p para cada primo p de K, y para aquellos primos p
para los cuales se obtenga una curva eliptica E sobre k, = O /p (los llamados primos
de buena reduccion), contar la cantidad de puntos de E(k,). Hacer dicha reduccion
requiere de algin cuidado; solo diremos que el conjunto de primos de mala reducciéon
es finito y se puede determinar con precision.

Se la llama L-serie asociada a E/K, y se define como un producto de Euler:

(3.2) LE/K,s)= ][] L (s € Q),

p primo
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donde el factor local L, es el polinomio dado por

L(T) = 1—a, T+ N(p)T?  sip es de buena reduccion,
L1+ T61-T, si no,

donde a, = N(p) + 1 — #FE(k,), y el factor correspondiente a cada uno de los primos
de mala reduccién queda determinado en términos de céomo sea dicha reduccion. Estos
ntmeros satisfacen que |a,| < 24/N(p) (cota de Hasse), de lo que se deduce que
L(E/K,s) converge uniformemente sobre compactos de R(s) > 3/2.

Notar el parecido entre (3.2) y (2.2). Podemos pensar a (x como una L-serie en la
que todos los factores locales son iguales a 1 — T'.

Ahora del lado aritmético,

Proposicion 3.1. E(K) es un grupo abeliano. Mds ain, es un grupo algebraico definido
sobre K, del cual E(K) es un subgrupo.

El objeto que nos interesa es el grupo E(K). El primer resultado importante sobre
la estructura de este grupo es el siguiente teorema, que entenderemos como analogo a
la descripcion de O que nos da el Teorema 1.4.

Teorema 3.2 (Mordell-Weil). El grupo abeliano E(K) es finitamente generado.

A diferencia de lo que ocurre con el rango de Op, el rango de E(K) es dificil de
calcular. Lo denotaremos por ryyy .

Asi como teniamos en reg(K) una medida del “tamano” de la parte libre de O, en
este contexto tenemos el regulador de E/K, que se define como

(3.3) reg(E/K) = det (P, F)))
donde Py,..., P, es una base para la parte libre de E(K), v (, ) es una forma

» T TMW
bilineal en E(K), que se calcula en términos de la altura de Néron-Tate definida en

E(K). Notar la similitud entre (3.3) y (1.2).

Sin dudas, de los invariantes involucrados en la conjetura de Birch y Swinnerton-
Dyer, el més complicado es el grupo de Tate-Shafarevich, que juega un rol analogo al
de CI(K) en la formula para el nimero de clases.

Para definirlo, consideramos la accion de Gk = Gal(K/K) en E(K). Cada primo
p de K induce una valuacién en K*, dada por z — ey, si (z)o, =[], 9% con q primo
y eq € Z. Denotamos por K, a la completaciéon de K con respecto a esta valuacion.
Podemos entonces considerar también la accion de Gy, := Gal(K,/K,) en E(K,).
Como G, es un subgrupo de G, podemos considerar el morfismo

H'(Gx, B(R)) — [ H' (G, E(Ry),
p
que en cada coordenada viene dado por la restriccion de G a Gg,. El grupo de Tate-
Shafarevich es el ntcleo de este morfismo, y se denota por III(E/K). Se conjetura que
este grupo abeliano es finito.

. Qué relacion hay entre el grupo de Tate-Shafarevich y el grupo de clases? Ambos
miden la obstruccion a que elementos localmente triviales (una clase de cohomologia, o
un ideal fraccionario) sean globalmente triviales. Mas concretamente, si consideramos
la accion de G en (9%, se puede probar que CI(K) es isomorfo al nicleo del morfismo

H' (G, 0%) — [[ H'(Gx,. O%).
p

2,77
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Sobre el ultimo de los invariantes que hace falta introducir, la constante de Tamaga-
wa, no entraremos en detalles. Se define como un producto de factores locales elemen-
tales, determinados por la geometria de la curva en los primos de mala reduccion y en
el infinito. La denotaremos por c.

Ahora si, podemos enunciar el analogo al Teorema 2.1.

Conjetura 3.3 (Birch y Swinnerton-Dyer).

1. La funcion L(E/K,s) se puede continuar de manera holomorfa a todo C.
2. Sea r el orden con el que se anula L(E/K,s) en s = 1. Entonces, r = ryw.

3.
LO(B/K,1) c . reg(E/K)
(3.4 T ase) MEE R R

A diferencia de lo que sucede con la férmula para el niimero de clases, esta conjetura
dista mucho de ser un teorema®. La parte 1 se sabe cierta para cuerpos K totalmente
reales (i.e. con s = 0), y solo a partir de los trabajos de Wiles, Taylor y otros sobre la
demostracion de la conjetura de Shimura-Taniyama. El resto de la conjetura, cuando
K = Q, se sabe cierta si r < 1.

Las funciones generatrices (x(s) y L(F/K,s) se definen como productos cuyos fac-
tores contienen informacion local de K y de E/K. La formula para el namero de
clases y la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer relacionan esta informacion local con
invariantes globales de estos objetos.

Concluimos estas notas comparando las igualdades (2.3) y (3.4) término a término.

= El miembro izquierdo de la igualdad es el “primer” coeficiente de la funcién
generatriz correspondiente.

» El denominador /| disc(K)| aparece en ambas formulas.

» CI(K) se corresponde con II(E/K). Mientras que la finitud del primero es
conocida (y facil de demostrar), la del segundo es conjetural.

» reg(K) se corresponde con reg(E/K).

» wg se corresponde con |T'(F(K))| (aunque uno aparece elevado al cuadrado, y
el otro no).

» El factor 2"(27)*® se corresponde con la constante de Tamagawa.
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