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TEORÍA COMBINATORIA DE NUDOS

LEANDRO VENDRAMIN

Resumen. Estas notas orresponden a un miniurso ditado en el Enuentro

Naional de Álgebra, elENA VII, La Falda, Córdoba, 2014.
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Introduión

Robert Graves

1

uenta una leyenda griega en la que un oráulo anunió a los

habitantes de Frigia que reonoerían a su futuro rey al verlo llegar en una arreta

de bueyes. Tiempo después, el pueblo reonoió en un ampesino de nombre Gordias

a su nuevo rey. En agradeimiento, Gordias ofreió a Zeus su arro y el yugo, que

había atado on un nudo tan ompliado que nadie podría desatar. Se dijo que el

que fuera apaz de desatar el nudo de Gordias onquistaría Asia. Siglos después,

Alejandro Magno tuvo que enfrentarse al reto de desatar ese nudo y, sin vailaión,

deshizo el nudo al ortar la uerda on su espada. Según se die, esa misma nohe,

Zeus, on una fuerte tormenta, mostró su aprobaión a la soluión enontrada por

Alejandro Magno.

La teoría de nudos, en prinipio, intenta entender los nudos que podríamos en-

ontrarnos en la vida real.

El objetivo �nal de la teoría es obtener una lasi�aión ompleta de nudos a

menos de deformaiones ontinuas. A simple vista, uno podría pensar entones que

la teoría de nudos es una divertida rama de la topología. Si bien esto es ierto,

es neesario destaar que el estudio de los nudos se lleva a abo graias al uso de

1

R. Graves, Los mitos griegos, Alianza Editorial, 1996.
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ténias muy profundas que provienen de distintas ramas de la matemátia omo

la geometría, el álgebra y el análisis. La teoría de nudos tiene además muhas

apliaiones en otras ienias omo la biología, la físia y la riptografía.

Invitamos al letor a que tome un pedazo de uerda y haga un nudo tal omo

el que vemos a la izquierda en la �gura 1. Si pegamos los extremos de esa uerda

obtendremos una uerda anudada que no tiene extremos tal omo la que vemos a

la dereha en la �gura 1.

Figura 1. Nudos.

¾Puede desatarse ese nudo? Después de varios minutos de experimentaión se

hae más o menos evidente que ese nudo podrá deshaerse solamente si nos permi-

timos ortar la uerda. Sin embargo, si aeptamos soluiones omo la que enontró

Alejandro Magno, entones todo nudo puede desatarse y el problema de lasi�ar

nudos �que resulta ser muy poo interesante� queda resuelto: todo nudo es trivial.

¾Qué pasa si no está permitido ortar uerdas? ¾Cómo podríamos demostrar

matemátiamente que un nudo no puede desatarse? Para responder esta pregunta,

primero es neesario desribir matemátiamente un nudo de forma tal que la de�-

niión permita modelar on ierta �delidad el fenómeno real de anudar una uerda.

Neesitamos además que nuestra de�niión exluya patologías matemátias desa-

gradables tales omo haer desapareer un nudo al tirar inde�nidamente de los

extremos de la uerda. Por último, neesitamos una de�niión preisa y aertada

de lo que signi�a que dos nudos sean equivalentes, es deir iguales aunque se vean

distintos. Una vez que tengamos estas osas, habremos formulado matemátiamen-

te el problema de estudiar nudos, y entones, tal omo se hae en muhas ramas

de la matemátia, podremos onentrarnos en estudiar nudos mediante el uso de

invariantes.

Agradeimientos. Le agradezo a Edwin Clark, por haber leído estas notas y por

los muhos omentarios que me ayudaron a mejorar este urso. Agradezo también

a Jonathan Barmak, Maro Farinati, César Galindo, Juliana Garía Galofre, y

Masahio Saito.

1. Nudos

Esta primera seión está dediada a los oneptos básios de la teoría de nudos

y al teorema de Reidemeister, que nos permite traduir el problema topológio de

distinguir nudos al lenguaje de la ombinatoria.

Figura 2. Kurt Reidemeister (1893�1971)
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1.1. Un nudo (en R
3
) es una funión inyetiva y ontinua S1 → R

3
, donde

S1 = {(x, y) ∈ R
2 | x2 + y2 = 1}.

En el onjunto de nudos de�nimos la relaión de equivalenia dada por isotopía.

Diremos que los nudos dados por las funiones α y β son equivalentes si y sólo si

existe una funión ontinua H : S1 × [0, 1] → R
3
tal que la funión Ht : z 7→ H(z, t)

es un nudo para todo t ∈ [0, 1], H0 = α y H1 = β.

1.2. Los nudos pueden ser dotados de una orientaión. A lo largo de este trabajo

siempre trabajaremos on nudos orientados.

1.3. Para evitar patologías desagradables, en este urso onsideraremos úniamente

nudos equivalentes a nudos dados por poligonales. Estos nudos se llaman nudos

mansos. En la �gura 3 mostramos un ejemplo de nudo salvaje (no manso). Para

nosotros, un nudo siempre será un nudo manso.

Figura 3. Un ejemplo de nudo salvaje.

1.4. En la prátia, nuestros nudos poligonales tendrán tantos segmentos que será

asi imposible difereniar a nuestra urva de una urva suave. En relaión on esta

observaión, menionamos el siguiente teorema:

Teorema. Un nudo parametrizado por longitud de aro y de lase C1
es manso.

Demostraión. La prueba de este resultado es muy ténia pero sólo utiliza on-

eptos básios de álulo avanzado. Para una demostraión ompleta referimos a

[6, Apéndie I℄. �

1.5. Sea K un nudo. Consideremos la proyeión de K en el plano dada por

π : (x, y, z) 7→ (x, y, 0). Un punto p ∈ π(K) es un punto múltiple si π−1(p) on-

tiene más de un punto de K. La multipliidad de p se de�ne omo el ardinal

del onjunto π−1(p) ∩ K. Una proyeión de K en el plano se die genéria tie-

ne las siguientes propiedades: 1) hay �nitos puntos de multipliidad mayor a uno,

2) no hay puntos de multipliidad mayor a dos, y 3) no hay puntos dobles donde

uno de los puntos es un vértie. La �gura 4 muestra algunos ejemplos de rues no

admitidos en una proyeión genéria.

Figura 4. Crues no admitidos en el diagrama de un nudo dado

por una poligonal.

Un diagrama de K es una proyeión genéria de K en el plano donde en ada

rue (punto de multipliidad dos) se puede distinguir qué segmento pasa por

arriba y qué segmento pasa por debajo. Para ilustrar esta situaión, el segmento

que pasa por debajo se dibuja ortado. Las omponentes onexas del diagrama

se llaman entones aros. Para diagramas de nudos orientados, agregaremos una

�eha al diagrama que indique la orientaión.

33



1.6. En virtud de simpli�ar la notaión, seremos un poo impreisos a la hora

de hablar de nudos. Para nosotros, un nudo será una funión inyetiva y ontinua

S1 → R
3
o una lase de equivalenia de tales funiones. Por más extraño que

pareza, esto no ausará onfusión alguna.

1.7. Cualquier nudo equivalente a S1
será onsiderado omo el nudo trivial. En

la prátia, no siempre es fáil reonoer la trivialidad de un nudo. En la �gura 5

vemos tres proyeiones distintas del nudo trivial. Una proyeión aún más uriosa

del nudo trivial puede verse en la �gura 6.

Figura 5. Tres proyeiones del nudo trivial.

Figura 6. Una extraña proyeión del nudo trivial desubierta

por Morwen Thistlethwaite.

1.8. En 1926 Reidemeister vislumbró una forma ombinatoria de hequear si dos

nudos son equivalentes. Básiamente, dos diagramas representarán al mismo nudo

si y sólo si puede pasarse de un diagrama al otro mediante una suesión �nita de

iertas transformaiones,R1,R2 yR3, llamadasmovimientos de Reidemeister.

Hay tres de estos movimientos: el primero se muestra en la �gura 7, el segundo en

la �gura 8 y el terero en la �gura 9.

Figura 7. R1 Figura 8. R2 Figura 9. R3

Teorema (Reidemeister). Dos nudos son equivalentes si y sólo si sus diagramas

están onetados por una suesión �nita de movimientos de Reidemeister.

Demostraión. Para la demostraión referimos por ejemplo a [3, 1.14℄. �

1.9. El teorema de Reidemeister también puede utilizarse para nudos orientados si

se onsideran todas las orientaiones posibles para los diagramas de las �guras 7�9.

1.10. El teorema de Reidemeister es el núleo de la teoría ombinatoria de nudos,

ya que nos permite, por ejemplo, pensar que un nudo es una lase de equivalenia

de diagramas, donde dos diagramas son equivalentes si y sólo si están onetados

por una suesión �nita de movimientos de Reidemeister.
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1.11. El nudo trébol es quizá el nudo más famoso. Una representaión paramétria

de la urva que da este nudo es

x = sin(t) + 2 sin(2t)

y = cos(t) − 2 cos(2t)

z = − sin(3t)

El nudo trébol, tal omo lo vemos en la �gura 10, se denota por el símbolo 31.

Queda omo ejeriio demostrar que los nudos de la �gura 10 son equivalentes.

Figura 10. Dos proyeiones del nudo 31.

1.12. Otro nudo famoso es el nudo 41 o nudo oho. Una representaión paramétria

para la urva que da este nudo es

x = (2 + cos(2t)) cos(3t)

y = (2 + cos(2t)) sin(3t)

z = sin(4t)

y una proyeión puede verse en la �gura 11.

Figura 11. El nudo 41.

1.13. La imagen espeular de un nudo se obtiene al apliarle al nudo la transfor-

maión (x, y, z) 7→ (x, y,−z). En la �gura 12 vemos el nudo 31 y su imagen espeular

m(31). En 8.7 demostraremos que los nudos 31 y m(31) no son equivalentes.

Figura 12. El nudo 31 (dereha) y su imagen espeular m(31) (izquierda).

1.14. Si K es un nudo, el reverso r(K) de K es K omo onjunto pero on la

orientaión opuesta. Los operadores r y m son involuiones en el espaio de nudos

y generan un grupo isomorfo a Z2 × Z2.

1.15. El nudo 31 es equivalente al nudo r(31). El nudo 41 es totalmente simétrio,

es deir: los nudos 41, m(41), r(41) y rm(41) son todos equivalentes. El 932 de la

�gura 13 es totalmente asimétrio, es deir: los nudos 932, m(932), r(932) y

rm(932) son todos no equivalentes.
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Figura 13. El nudo 932 es totalmente asimétrio.

2. Composiión de nudos y nudos primos

En esta seión de�niremos una ierta forma de omponer nudos de forma tal

que el nudo trivial sea el neutro on respeto a esta operaión.

2.1. Dados dos nudos K y L orientados podemos obtener un nuevo nudo on el

siguiente proedimiento: Quitamos un pedaito de aro de ada una de las proye-

iones de nuestros nudos y luego unimos los uatro puntos �nales obtenidos on

dos nuevos aros (½es importante que hagamos esto sin agregar nuevos rues!) tal

omo muestra la �gura siguiente:

Esta operaión se denomina omposiión de nudos. La omposiión de los nudos

K y L se denota por K#L. No es difíil demostrar que la omposiión de nudos es

una operaión asoiativa y onmutativa y que el nudo trivial es el neutro de esta

operaión.

2.2. Observaión. La omposiión de nudos solamente tiene sentido si se hae sobre

nudos orientados.

2.3. Un nudo no trivial es primo si no puede desomponerse omo la omposiión

de otros nudos no triviales. Un nudo es ompuesto si no es primo.

2.4. El problema de determinar si un nudo dado es primo es extremadamente difíil.

La �gura 14 ontiene las proyeiones de los primeros nudos primos (salvo reverso

e imagen espeular) donde ada nudo tiene a lo sumo siete rues.

Figura 14. Algunos nudos primos.
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2.5. Ejemplo. Consideremos el nudo que se forma al omponer dos nudos 31. Este

nudo se onoe omo el nudo de la abuela (o granny knot, en inglés), se denota

por 31#31, y se muestra a la izquierda en la �gura 15.

El nudo ompuesto formado por 31 y su imagen espeular m(31) se onoe omo

el nudo uadrado (o square knot, en inglés), se denota por 31#m(31), y se muestra

a la dereha en la �gura 15.

En 7.24 y 8.8 demostraremos que el nudo de la abuela y el nudo uadrado no

son equivalentes.

Figura 15. El nudo de la abuela (izquierda) y el nudo uadrado

(dereha) no son equivalentes.

2.6. Un teorema de H. Shubert establee que todo nudo puede expresarse en forma

únia omo la omposiión de nudos primos [3, Cap. VII℄.

2.7. El género de un nudo y las super�ies de Seifert permiten demostrar que el

nudo trivial no puede esribirse omo la omposiión de dos nudos no triviales, ver

por ejemplo [1, �4.3℄. ½Este resultado nos die que no es posible haer dos nudos

onseutivos en un pedaito de uerda de forma tal que estos nudos se anelen

mutuamente!

2.8. Como la demostraión del resultado menionado en 2.7 es bastante difíil,

nos gustaría tener a mano una prueba más senilla. Es por eso que formulamos el

siguiente problema:

Problema. ¾Existe algún invariante senillo que permita demostrar que el nudo

trivial no puede esribirse omo la omposiión de dos nudos no triviales?

2.9. Puede onstruirse un invariante de nudos a partir de la antidad de rues que

tienen los diagramas de un nudo. Para ser más preisos, de�niremos el número

de rues c(K) de un nudo K omo el menor número de rues que aparee en

ualquier diagrama del nudo K. La siguiente onjetura lleva abierta más de ien

años y nos reuerda lo poo que sabemos del número c(K).

Conjetura. c(K#L) = c(K) + c(L).

3. Coloreos

En esta seión de�niremos algunos invariantes elementales y probaremos la no

trivialidad de algunos nudos.

3.1. Supongamos que queremos mostrar que un ierto nudo no es trivial. ¾Qué inva-

riante senillo podríamos obtener a partir de los tres movimientos de Reidemeister?

Responderemos esta pregunta al introduir el oloreo on tres olores. Fijemos

un onjunto de tres olores, digamos {rojo, verde, azul}. Una proyeión de un nudo

es oloreable on tres olores si ada aro de la proyeión puede olorearse on

uno de los tres olores de tal forma que en ada rue se ven los tres olores elegidos

o úniamente uno de los tres.

3.2. La antidad de oloreos on tres olores da un invariante de nudos. Este resul-

tado es un aso partiular del teorema 3.8 que veremos más adelante.
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Figura 16. Ralph Fox (1913�1973)

3.3. Ejemplo. La �gura 17 nos muestra dos aras del mismo fenómeno: el nudo

31 tiene oloreos no triviales on tres olores y el nudo 41 no. Vemos entones que

el oloreo on tres olores nos permite distinguir el nudo 31 del nudo trivial y del

nudo 41. Sin embargo, no nos permite determinar si el nudo 41 es trivial.

Figura 17. El núdo 31 oloreado on tres olores. El nudo 41

puede olorearse on tres olores solamente de forma trivial.

3.4. Vamos a profundizar un poo en la idea de olorear on tres olores. Suponga-

mos que nuestros olores son los elementos de Z3 = {0, 1, 2} y que K es un nudo on

n rues. Si etiquetamos los aros del nudo K on los elementos de Z3 vemos que

la ondiión 3.1 que de�ne oloreos por tres olores puede traduirse en términos

de la ompatibilidad de un sistema de euaiones lineales que tiene una euaión

por ada rue del diagrama. Para ser más preisos, la euaión que orresponde

al rue de la �gura 18 es a + b + c = 0, donde a, b, c ∈ Z3. Observemos que esta

euaión puede reesribirse omo

(3.5) 2a − b − c = 0.

Cada oloreo del nudo K será una soluión del sistema de euaiones formado

por las euaiones (3.5). En partiular, un oloreo no trivial será una soluión que

involure todos los elementos de Z3.

Figura 18. En este rue la euaión de oloreo es 2a − b − c = 0.

3.6. Ejemplo. Si etiquetamos on a, b, c ∈ Z3 los aros del diagrama del nudo 31

que vemos a la izquierda en la �gura 17, el sistema de euaiones que resuelve el

problema del oloreo on tres olores es el siguiente:

2a − b − c = 0, −a − b + 2c = 0, −a + 2b − c = 0,
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La antidad de oloreos on tres olores del nudo 31 es entones la antidad de

vetores que tiene el núleo de la matriz de oloreos del nudo:

C(31) =





2 −1 −1
−1 −1 2
−1 2 −1



 ∈ Z
3×3
3 .

Como esta matriz tiene rango uno, el núleo es un espaio vetorial (sobre Z3)

de dimensión dos. Esto implia que el núleo tiene nueve elementos, y por lo tanto

el nudo 31 tiene nueve oloreos on tres olores (de los uales seis son no triviales).

3.7. En 1956 Fox de�nió una generalizaión del oloreo on tres olores. Sea p > 2
un número primo. Diremos que un nudo admite un oloreo de Fox on p olores
si ada aro puede etiquetarse on un número de Zp = {0, . . . , p − 1} de forma tal

que en ada rue omo el que vemos en la �gura 18 se umple la equaión

2a − b − c = 0,

donde a, b, c ∈ Zp. Tal omo se hizo en el ejemplo 3.6, estudiar oloreos de Fox on

p olores es equivalente a estudiar el núleo de la matriz de oloreos vista omo

matriz on oe�ientes en Zp.

3.8. Teorema. Sea p un número primo. La antidad de oloreos de Fox on p
olores es un invariante de nudos.

Demostraión. Fijemos un diagrama y un oloreo de Fox del diagrama. Como ve-

mos en la �gura 19, el oloreo no se altera al apliar el primer movimiento de

Reidemeister ya que b = 2a − a = a.

Figura 19. El oloreo de Fox es invariante bajo el primer movi-

miento de Reidemeister pues b = 2a − a = a.

La �gura 20 nos muestra que el oloreo tampoo se altera al apliar el segundo

movimiento de Reidemeister pues c = 2a − (2a − b) = b.

Figura 20. El oloreo de Fox es invariante bajo el segundo movi-

miento de Reidemeister pues c = 2a − (2a − b) = b.

Finalmente, la �gura 21 prueba que el oloreo de Fox es invariante bajo el terer

movimiento de Reidemeister pues, omo d = 2a−(2b−c) y d′ = 2(2a−b)−(2b−c),
se tiene que d = d′.

Figura 21. El oloreo de Fox es invariante bajo el terer movi-

miento de Reidemeister pues d = d′.

Hemos probado entones que existe una biyeión entre los oloreos antes y

después de apliar los movimientos de Reidemeister. Luego, la antidad de oloreos

de Fox es un invariante de nudos. �
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3.9. Ejemplo. Estudiemos algunos oloreos del nudo 41. Fijemos un número primo

p > 2. Si suponemos que los aros del nudo 41 están etiquetados on a, b, c, d ∈ Zp

tal omo vemos en la �gura 22, el sistema de euaiones que resuelve el problema

del oloreo de Fox on p olores es

−a + 2b − d = 0, −a − b + 2c = 0, 2a − c − d = 0, −b − c + 2d = 0.(3.10)

Como vimos en el ejemplo 3.3, la matriz asoiada al sistema (3.10) es lo que

denominamos la matriz de oloreo del nudo 41:

C(41) =









−1 2 0 −1
−1 −1 2 0
2 0 −1 −1
0 −1 −1 2









∈ Z
4×4
p .

Un álulo elemental nos muestra que

dim ker C(41) =

{

1 si p = 3,

2 si p = 5.

Esto nos die dos osas: primero, que 41 no puede olorearse de forma no trivial

on tres olores; y segundo, que 41 admite al menos un oloreo de Fox no trivial

on ino olores. Luego, el nudo 41 no es equivalente al nudo trivial.

Figura 22. El nudo 41.

3.11. Ejeriio. Sean p > 2 un número primo y K un nudo on n rues. Pruebe

que la antidad de oloreos de Fox on p olores que tiene K es pm
para algún

m ≤ n.

3.12. Ejeriio. El uadro 1 muestra uáles de los nudos de la �gura 14 admiten

oloreos de Fox no triviales para p ∈ {3, 4, 7, 11, 13, 17}. ¾Qué onlusiones puede

obtener?

Cuadro 1. Algunos oloreos de Fox para los nudos de la �gura 14.

3 5 7 11 13 17
31

√

41
√

51
√

52
√

61
√

62
√

63
√

71
√

72
√

73
√

74
√ √

75
√
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4. El grupo fundamental de un nudo

En esta seión de�niremos el grupo fundamental de un nudo y mostraremos que

esta onstruión da un buen invariante. Para una exposiión detallada sobre las

noiones básias respeto del grupo fundamental de un nudo referimos a [6℄.

4.1. Se de�ne el grupo fundamental π1(K) del nudo K omo π1(R
3 \ K).

4.2. Veamos ómo alular el grupo fundamental de un nudo. Supongamos que

K es un nudo on n rues. Etiquetamos los aros on las variables a1, a2, a3, . . .
Como se ve en la �gura 23, el diagrama tendrá dos tipos de rue: rues positivos y

rues negativos. Por ada rue χ del diagrama omo el que vemos en la �gura 23,

onsideramos la relaión de Wirtinger rχ = 1, donde

(4.3) rχ = aiaja
−1
i a−1

k .

A prinipios del siglo XX Wirtinger demostró que el grupo fundamental del nudo

K es isomorfo al grupo dado por los generadores a1, a2, a3 . . . y las relaiones de

Wirtinger. Esta presentaión del grupo fundamental se onoe omo la presenta-

ión de Wirtinger.

Figura 23. Una orientaión en el nudo da dos tipos de rue. En

estos asos, la relaión de Wirtinger es aiaja
−1
i = ak.

Teorema (Wirtinger). Sea K un nudo y supongamos que K tiene una proyeión

on n aros y m rues. Entones

(4.4) π1(K) ≃ 〈a1, a2, . . . , an : r1, r2, . . . , rm〉,

donde las relaiones r1, . . . , rm están dadas por las fórmulas (4.3). La euaión (4.4)

simboliza el oiente grupo libre en a1, . . . , an por el menor subgrupo normal que

ontiene a los elementos r1, . . . , rm.

Figura 24. Wilhelm Wirtinger (1865�1945)

4.5. Ejeriio. Pruebe que el grupo fundamental del nudo trivial es isomorfo a Z.
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Figura 25. Max Dehn (1878�1952)

4.6. En 1915 Dehn demostró que el grupo fundamental permite detetar la trivia-

lidad de un nudo. Más preisamente, el teorema de Dehn establee que un nudo

es trivial si y sólo si el grupo fundamental del nudo es isomorfo a Z. Es impor-

tante remarar que, en general, es muy difíil determinar si un grupo �nitamente

presentado es isomorfo al grupo trivial.

4.7. Ejemplo. Vamos a alular el grupo fundamental del nudo 31 que vemos en

la �gura 26. Las relaiones de Wirtinger son

(4.8) a1a2a
−1
1 = a3, a2a3a

−1
2 = a1, a3a1a

−1
3 = a2,

y entones,

π1(31) ≃ 〈a1, a2, a3 : a1a2a
−1
1 = a3, a2a3a

−1
2 = a1, a3a1a

−1
3 = a2〉.

Vamos a utilizar el grupo π1(31) para dar otra demostraión de la no trivialidad

de 31. Como existe un mor�smo de grupos π1(31) → S3 tal que

a1 7→ (12), a2 7→ (23), a3 7→ (13),

y el grupo simétrio S3 es un grupo no abeliano, se sigue que π1(31) es un grupo no

abeliano. En partiular π1(31) 6≃ Z y entones el nudo 31 no es equivalente al nudo

trivial.

Figura 26. El grupo fundamental de 31 es isomorfo al grupo de

trenzas B3.

4.9. Ejeriio. Sea n ∈ N≥2. Reordemos que el grupo de trenzas Bn se de�ne

omo el grupo dado por los generadores σ1, . . . , σn−1 y las relaiones

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 para todo i ∈ {1, . . . , n − 2},
σiσj = σjσi para todo par i, j tal que |i − j| > 1.

Pruebe que π1(31) ≃ B3.

4.10. Tietze fue el primero en alular el grupo fundamental del nudo 31 en 1908. Ese

mismo año onjeturó que dos nudos son equivalentes si y sólo si sus omplementos en

R3 son homeomorfos. Muhos años después, en 1986, Gordon y Lueke probaron esta

a�rmaión [7℄. Como onseuenia del teorema de Gordon y Lueke puede probarse

que dos nudos primos son equivalentes si y sólo si sus grupos fundamentales son

isomorfos.

42



Figura 27. Heinrih Tietze (1880�1964)

4.11. Ejemplo. Calulemos el grupo fundamental del nudo 41 de la �gura 28.

Figura 28. El grupo fundamental de 41 no es un grupo abeliano.

El diagrama tiene entones dos rues positivos y dos negativos. Las relaiones

de Wirtinger son:

a4 = a1a3a
−1
1 , a2 = a3a1a

−1
3 , a1 = a−1

2 a4a2, a3 = a−1
4 a2a4.

Si sustituimos a2 = a3a1a
−1
3 en a4 = a2a1a

−1
2 , obtenemos a4 = a3a1a

−1
3 a1a3a

−1
1 a−1

3 .

Por lo tanto a−1
4 a3a4 = a2 es equivalente a a1a3a

−1
1 a3a1 = a3a1a

−1
3 a1a3. Como el

resto de las relaiones de Wirtinger es onseuenia de a1a3a
−1
1 a3a1 = a3a1a

−1
3 a1a3,

π1(41) ≃ 〈x, y | xyx−1yx = yxy−1xy〉.
Vamos a utilizar el grupo π1(41) para dar otra demostraión de la no trivialidad

del nudo 41. Consideremos el mor�smo π1(41) → SL(2, Z3) dado por

x 7→
(

0 1
2 1

)

, y 7→
(

1 1
2 0

)

.

Como el grupo SL(2, Z3) no es abeliano, se sigue que π1(41) no es abeliano. En

partiular π1(41) 6≃ Z y entones 41 no es el nudo trivial.

Ahora vamos a utilizar el π1(41) para demostrar que los nudos 31 y 41 no son

equivalentes. Por lo visto en el ejemplo 4.7, si los grupos π1(41) y π1(31) fueran

isomorfos, existiría un epimor�smo π1(41) → S3. Sin embargo, un álulo direto

muestra que ningún mor�smo π1(41) → S3 es sobreyetivo.

4.12. Ejeriio. En la �gura 15 vimos dos nudos ompuestos: el nudo de la abuela

y el nudo uadrado. Pruebe que estos nudos tienen grupos fundamentales isomorfos.

4.13. Observaión. Como veremos más adelante, el nudo de la abuela y el nudo

uadrado no son equivalentes. Luego, el grupo fundamental de un nudo es un buen

invariante pero no es infalible, es deir: existen nudos no equivalentes on grupos

fundamentales isomorfos.

5. Quandles

Sabemos que graias a los movimientos de Reidermeister el problema de distin-

guir nudos puede formularse en términos de ombinatoria. Hemos visto además dos

invariantes de nudos: el grupo fundamental y el oloreo. En esta seión vamos a

de�nir el quandle fundamental de un nudo y vamos a probar que es un invariante

que generaliza al grupo fundamental y a los invariantes por oloreo.
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5.1. Los quandles son estruturas algebraias que modelan la onjugaión en un gru-

po. La primera apariión de ierta familia de quandles fue en 1943 uando Mituhisa

Takasaki introdujo los quandles involutivos �los llamó keis� on el �n de enten-

der re�exiones. En 1959, los matemátios ingleses John Conway y Gavil Wraith,

después de un interesante interambio de artas e ideas, de�nieron los wraks. La

idea de Conway y Wraith es que un wrak (hoy llamado simplemente rak) es esen-

ialmente lo que queda de un grupo una vez que uno olvida la multipliaión y se

preoupa úniamente por la onjugaión. En 1982, Joye introdujo los quandles on

el �n de produir invariantes de nudos. Inspirado en la presentaión de Wirtinger

del grupo fundamental de un nudo, Joye onstruyó el quandle fundamental de un

nudo y probó que esta onstruión da un buen invariante de nudos no orientados.

Ese mismo año, y en forma independiente, Sergei Matveev también introdujo los

quandles �los llamó grupoides distributivos� y probó un resultado similar al de Joy-

e. En 1988, para estudiar iertos aspetos de la teoría de singularidades de urvas,

el matemátio alemán Egbert Brieskorn introdujo una estrutura equivalente a la

de Conway y Wraith: los automorphi sets.

Figura 29. Algunos de los padres de la teoría de quandles. De

izquierda a dereha: John Conway, Gavin Wraith, David Joye,

Egbert Brieskorn.

5.2. Un quandle es un par (X, ⊲), donde X es un onjunto no vaío on una

operaión binaria ⊲ : X × X → X tal que

la funión ϕx : X → X, y 7→ x ⊲ y, es biyetiva para todo x ∈ X,(5.3)

x ⊲ (y ⊲ z) = (x ⊲ y) ⊲ (x ⊲ z) para todo x, y, z ∈ X,(5.4)

x ⊲ x = x para todo x ∈ X.(5.5)

5.6. Sean X e Y dos quandles. Una funión f : X → Y es unmor�smo de quandles

si f(x ⊲ x′) = f(x) ⊲ f(x′) para todo x, x′ ∈ X.

5.7. Ejemplo. Sea X un onjunto no vaío. Entones X es un quandle on x⊲y = y
para todo x, y ∈ X. Este quandle se denomina quandle trivial sobre X.

5.8. Ejemplo. Sea G un grupo y X una lase de onjugaión de G. Entones X es

un quandle on x ⊲ y = xyx−1
para todo x, y ∈ X. El quandle asoiado a la lase

de onjugaión de g en G se llama quandle de onjugaión y se denota por gG
.

5.9. Ejeriio. Si X es un quandle de onjugaión entones

(5.10) x ⊲ y = y ⇔ y ⊲ x = x para todo x, y ∈ X.

Enuentre un quandle de tres elementos que no umpla on la ondiión (5.10).

5.11. Ejeriio. Sea n ∈ N. Pruebe que Zn es un quandle on la aión dada por

x ⊲ y = 2x − y para todo x, y ∈ Zn. Este quandle se denomina quandle diedral y

se denota por Dn.
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5.12. Sea M un Z[t, t−1]-módulo a izquierda. De�nimos el quandle de Alexander

sobre M omo el quandle dado por

x ⊲ y = (1 − t)x + ty para todo x, y ∈ M .(5.13)

Demostremos que la aión (5.13) de�ne una estrutura de quandle sobre M . Es

evidente que para ada x ∈ M la funión ϕx : y 7→ (1 − t)x + ty es inversible y la

inversa ϕ−1
x está dada por y 7→ (1 − t−1)x + t−1y. Además x ⊲ x = x para todo

x ∈ X. Para demostrar la distributividad, tomamos x, y, z ∈ M y alulamos

(x ⊲ y) ⊲ (x ⊲ z) = ((1 − t)x + ty) ⊲ ((1 − t)x + tz)

= (1 − t) ((1 − t)x + ty) + t ((1 − t)x + tz)

= (1 − t)x + t(1 − t)y + t2z

= (1 − t)x + t(y ⊲ z)

= x ⊲ (y ⊲ z).

Figura 30. James Alexander (1888�1971)

5.14. Veamos un aso partiular de la ontruión que vimos en 5.12. Sea Fq el

uerpo de q elementos, donde q es una potenia de un número primo. Para ada

α ∈ Fq \ {0} de�nimos el quandle de Alexander de tipo (q, α) omo el quandle

sobre el uerpo Fq dado por x ⊲ y = (1 − α)x + αy para todo x, y ∈ Fq.

5.15. Ejeriio. Pruebe que el quandle (123)A4
es un quandle de Alexander.

5.16. Así omo puede alularse el grupo fundamental de un nudo graias a la

presentaión de Wirtinger, es posible onsiderar el quandle fundamental de un nudo.

Supongamos que K es un nudo on n aros y m rues. Como hiimos en 4.2,

etiquetamos los aros de la proyeión on las variables a1, a2, a3 . . . En ada rue

χ omo el que vemos en la �gura 23 onsideramos la relaión

(5.17) rχ : ai ⊲ aj = ak.

El quandle fundamental del nudo K es el quandle

Q(K) = 〈a1, a2, . . . , an : r1, . . . , rm〉,
donde las relaiones r1, . . . , rm están dadas por las fórmulas (5.17).

5.18. Ejemplo. El quandle fundamental del nudo 31 de la �gura 26 es

(5.19) Q(31) = 〈a1, a2, a3 : a1 ⊲ a2 = a3, a2 ⊲ a3 = a1, a3 ⊲ a1 = a2〉.
5.20. Ejemplo. En el ejemplo 4.11 alulamos el grupo fundamental del nudo 41.

El quandle fundamental del nudo 41 de la �gura 28, es

(5.21) Q(41) = 〈a1, . . . , a4 : a1 ⊲ a3 = a4, a3 ⊲ a1 = a2, a2 ⊲ a1 = a4,

a4 ⊲ a3 = a2〉.
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Observemos que las dos primeras relaiones orresponden a rues positivos y las

dos últimas a rues negativos.

5.22. Observaión. El quandle fundamental de un nudo no neesariamente es un

quandle �nito.

5.23. No es difíil demostrar que el quandle fundamental de un nudo queda invarian-

te por los movimientos de Reidemeister. La demostraión es apenas más ompliada

que la del teorema 3.8. La diferenia está en que ahora habrá más diagramas de

Reidemeister para hequear pues deben onsiderarse todas las orientaiones posi-

bles.

Para el primer movimiento de Reidemeister deben hequearse los diagramas de

la �gura 31.

Figura 31. Las uatro orientaiones posibles en el primer movi-

miento de Reidemeister.

Las posibles orientaiones que pueden apareer en el segundo movimiento de

Reidemeister se muestran en la �gura 32.

Figura 32. Las uatro orientaiones posibles en el segundo mo-

vimiento de Reidemeister.

Finalmente, para el terer movimiento hay oho posibles diagramas. Por ejemplo,

la ondiión a veri�ar en la �gura 33 es

a ⊲−1 (b ⊲ c) = (a ⊲−1 b) ⊲ (a ⊲−1 c),

que es onseuenia de la de�niión 5.2.

Figura 33. Una de las orientaiones posibles para el terer movi-

miento de Reidemeister.

5.24. En 1982 Matveev probó el siguiente resultado: Si K y L son dos nudos,

entones Q(K) ≃ Q(L) si y sólo si K = L o L = rm(K). Para la demostraión

referimos a [8℄.
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5.25. Sea X un quandle. El grupo envolvente de X es el grupo

GX = FX/〈xy = (x ⊲ y), x, y ∈ X〉,
donde FX es el grupo libre on base en los elementos de X. En 1982 Joye demostró

que el grupo envolvente del quandle fundamental satisfae GQ(K) ≃ π1(K) para

todo nudo K.

6. Ejemplos de quandle fundamentales

6.1. Consideremos el nudo 51 de la �gura 34. Todos los rues del diagrama son

positivos y el quandle fundamental de 51 es

(6.2) Q(51) = 〈a1, . . . a5 : a1 ⊲ a3 = a4, a4 ⊲ a1 = a2, a2 ⊲ a4 = a5,

a5 ⊲ a2 = a3, a3 ⊲ a5 = a1〉.
Consideremos ahora el nudo 52 de la �gura 35. Todos los rues del diagrama son

positivos y entones el quandle fundamental Q(52) es

(6.3) Q(52) = 〈a1, . . . a5 : a1 ⊲ a4 = a5, a4 ⊲ a1 = a2, a2 ⊲ a3 = a4,

a5 ⊲ a2 = a3, a3 ⊲ a5 = a1〉.

6.4. El fundamental Q(61) del nudo 61 de la �gura 36 es

(6.5) Q(61) = 〈a1, . . . , a6 : a1 ⊲ a4 = a3, a3 ⊲ a2 = a1, a2 ⊲ a5 = a6,

a5 ⊲ a2 = a3, a4 ⊲ a1 = a6, a6 ⊲ a5 = a4〉,
donde las euaiones a2 ⊲ a5 = a6 y a5 ⊲ a2 = a3 orresponden a los únios rues

positivos. El quandle fundamental del nudo 62 tal omo lo vemos en la �gura 37 es

(6.6) Q(62) = 〈a1, . . . , a6 : a1 ⊲ a4 = a5, a5 ⊲ a3 = a2, a2 ⊲ a6 = a5,

a6 ⊲ a3 = a4, a3 ⊲ a1 = a2, a4 ⊲ a6 = a1〉,
donde las euaiones a5 ⊲ a3 = a2 y a2 ⊲ a6 = a5 orresponden a los únios ru-

es positivos del diagrama. Por último, el quandle fundamental del nudo 63 de la

�gura 38 es

(6.7) Q(63) = 〈a1, . . . , a6 : a1 ⊲ a5 = a4, a5 ⊲ a2 = a1, a2 ⊲ a3 = a4,

a6 ⊲ a2 = a3, a3 ⊲ a6 = a1, a4 ⊲ a6 = a5〉,
donde las euaiones a2 ⊲ a3 = a4, a6 ⊲ a2 = a3 y a3 ⊲ a6 = a1 orresponden a los

únios rues positivos del diagrama.

6.8. Presentemos los quandles fundamentales de los nudos de la �guras 39�43. Un

álulo direto muestra que

(6.9) Q(71) = 〈a1, . . . , a7 : a1 ⊲ a4 = a5, a5 ⊲ a1 = a2, a2 ⊲ a5 = a6,

a6 ⊲ a2 = a3, a3 ⊲ a6 = a7, a7 ⊲ a3 = a4, a4 ⊲ a7 = a1〉,
donde todos los rues involurados son positivos. Similarmente,

(6.10) Q(72) = 〈a1, . . . , a7 : a1 ⊲ a4 = a3, a3 ⊲ a2 = a1, a2 ⊲ a6 = a5,

a5 ⊲ a7 = a6, a7 ⊲ a5 = a4, a4 ⊲ a1 = a7, a6 ⊲ a3 = a2〉,
donde todos los rues son negativos. Para el nudo 73 tenemos

(6.11) Q(73) = 〈a1, . . . , a7 : a1 ⊲ a5 = a6, a5 ⊲ a1 = a2, a2 ⊲ a4 = a5,

a6 ⊲ a2 = a3, a3 ⊲ a6 = a7, a7 ⊲ a3 = a4, a4 ⊲ a7 = a1〉,
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donde todos los rues son positivos. Para el nudo 74 se tiene

(6.12) Q(74) = 〈a1, . . . , a7 : a5 ⊲ a1 = a2, a2 ⊲ a4 = a5, a4 ⊲ a1 = a7,

a6 ⊲ a3 = a4, a3 ⊲ a6 = a7, a7 ⊲ a2 = a3, a1 ⊲ a5 = a6〉,
donde la euaión a4 ⊲ a1 = a7 orresponde al únio rue negativo que tiene el

diagrama. Para el nudo 75 tenemos

(6.13) Q(75) = 〈a1, . . . , a7 : a1 ⊲ a4 = a3, a5 ⊲ a2 = a1, a2 ⊲ a6 = a5,

a7 ⊲ a3 = a2, a3 ⊲ a1 = a7, a4 ⊲ a7 = a6, a6 ⊲ a4 = a5〉,
donde la euaión a6 ⊲ a4 = a5 orresponde al únio rue negastivo del diagrama.

Para el nudo 76 tenemos

(6.14) Q(76) = 〈a1, . . . , a7 : a6 ⊲ a2 = a1, a4 ⊲ a3 = a2, a2 ⊲ a6 = a5,

a3 ⊲ a1 = a7, a1 ⊲ a2 = a3, a7 ⊲ a4 = a5, a5 ⊲ a6 = a7〉,
donde las relaiones a1 ⊲ a2 = a3, a7 ⊲ a4 = a5 y a5 ⊲ a6 = a7 orresponden a los

rues positivos del diagrama. Finalmente, el quandle fundamental del nudo 77 es

(6.15) Q(77) = 〈a1, . . . , a7 : a1 ⊲ a4 = a5, a6 ⊲ a2 = a1, a2 ⊲ a4 = a3,

a7 ⊲ a2 = a3, a3 ⊲ a6 = a7, a5 ⊲ a7 = a1, a4 ⊲ a6 = a5〉,
donde las relaiones a6⊲a2 = a1, a2⊲a4 = a3 y a4⊲a6 = a5 son las que orresponden

a los rues negativos del diagrama.

Figura 34. 51 Figura 35. 52 Figura 36. 61

Figura 37. 62 Figura 38. 63 Figura 39. 71

Figura 40. 72 Figura 41. 73 Figura 42. 74

Figura 43. 75 Figura 44. 76 Figura 45. 77
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6.16. Presentemos el quandle fundamental de la imagen espeular del nudo 31 de

la �gura 46. El diagrama tiene tres rues negativos y el quandle fundamental es

Q(m(31)) = 〈a1, a2, a3 : a3 ⊲ a2 = a1, a2 ⊲ a1 = a3, a1 ⊲ a3 = a2〉.

Figura 46. El nudo m(31).

6.17. La �gura 47 muestra el nudo de la abuela y la �gura 48 el nudo uadrado.

Un álulo senillo muestra que el quandle fundamental del nudo de la abuela es

(6.18) Q(31#31) = 〈a1, . . . , a6 : a1 ⊲ a5 = a6, a6 ⊲ a1 = a2, a2 ⊲ a3 = a4,

a4 ⊲ a2 = a3, a3 ⊲ a4 = a5, a5 ⊲ a6 = a1〉,
donde todas las euaiones orresponden a rues positivos, y que el quandle fun-

damental del nudo uadrado es

(6.19) Q(31#m(31)) = 〈a1, . . . , a6 : a5 ⊲ a6 = a1, a1 ⊲ a5 = a6, a6 ⊲ a1 = a2,

a4 ⊲ a3 = a2, a3 ⊲ a5 = a4, a5 ⊲ a4 = a3〉,
donde las tres primeras euaiones orresponden a los rues positivos y las tres

últimas a los rues negativos.

Figura 47. 31#31 Figura 48. 31#m(31)

7. Coloreos generalizados

En esta seión utilizaremos el quandle fundamental para dar una generalizaión

de los invariantes por oloreo.

7.1. Si etiquetamos los aros de un nudo on los elementos de un quandle X de

forma tal que en ada rue se umplan las relaiones que menionamos en 5.16, o

equivalentemente, en la �gura 49, la antidad de formas en que pueden ponerse esas

etiquetas quedará invariante después de apliar movimientos de Reidemeister. Esto

nos permite �olorear� nudos de forma abstrata, donde ahora los �olores� son en

realidad los elementos del quandle X.

Figura 49. La regla para olorear on un quandle.
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7.2. Un oloreo del nudo K on el quandle X es entones un mor�smo de quandles

Q(K) → X. Por lo diho anteriormente, la antidad de mor�smos Q(K) → X es

un invariante de nudos. Este invariante se denota por ColX(K). Observemos que

siempre existirán al menos |X| oloreos del nudo K on el quandle X (los oloreos

triviales).

7.3. Ejemplo. El oloreo por tres olores es en realidad el invariante asoiado al

quandle D3. El oloreo de Fox on p olores que vimos en 3.7 es en realidad el

oloreo asoiado al quandle Dp.

7.4. Ejemplo. Veamos que el nudo 41 puede olorearse de forma no trivial on un

quandle de Alexander. Consideremos el uerpo

F4 = F2[α]/(α2 + α + 1) = {0, 1, α, α + 1},
y sea X el quandle de Alexander de tipo (4, α). Vimos en el ejemplo 3.9 que los

oloreos on X del diagrama de la �gura 28 son las soluiones (a, b, c, d) ∈ F4 del

sistema de euaiones

(7.5)

(1 − α)a + αc = d, (1 − α)b + αa = d,

(1 − α)c + αa = b, (1 − α)d + αc = b.

Como (a, b, c, d) = (0, 1, α, α + 1) es una soluión de (7.5), el nudo 41 admite

entones al menos un oloreo on X no trivial. Tenemos así otra demostraión de

la no trivialidad del nudo 41.

7.6. Los oloreos on quandles de Alexander se llaman oloreos de Alexander.

7.7. Ejeriio. Pruebe que el quandle de onjugaión asoiado a la matriz

(

0 1
2 1

)

de SL(2, Z3) es isomorfo al quandle de Alexander de tipo (4, α) visto en el ejem-

plo 7.4. De alguna forma, habíamos utilizamos este quandle en 4.11.

7.8. Ejemplo. En 6.1 presentamos el quandle fundamental Q(51). Un álulo sen-

illo muestra que la funión Q(51) → (12345)A5
de�nida por

a 7→ (15432), b 7→ (12453), c 7→ (14352), d 7→ (15324), e 7→ (14523),

es un mor�smo de quandles. Esta funión nos permite �olorear� el nudo 51 on los

5-ilos del grupo alternado A5.

7.9. Ejemplo. En 6.4 mostramos las relaiones que de�nen el quandle fundamental

del nudo 63. Estas relaiones nos permiten demostrar, por ejemplo, que este nudo

puede olorearse de forma no trivial on el quandle de Alexander de tipo (7, 2). En
efeto, si traduimos (6.7) a un sistema de euaiones obtenemos:

(7.10)

−a1 + 2a5 = a4, −a5 + 2a2 = a1, −a2 + 2a3 = a4,

−a6 + 2a2 = a3, −a3 + 2a6 = a1, −a4 + 2a6 = a5.

Como (a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (1, 2, 0, 5, 3, 4) es una soluión de (7.10), el nudo 63

puede olorearse de forma no trivial on el quandle de Alexander de tipo (7, 2).
Observemos que si X es el quandle de Alexander de tipo (7, 2), entones la funión

Q(K) → X dada por

a1 7→ 1, a2 7→ 2, a3 7→ 0, a4 7→ 5, a5 7→ 3, a6 7→ 6

es un mor�smo de quandles.

7.11. Ejeriio. Pruebe que el quandle de Alexander de tipo (4, α) de�nido sobre

el uerpo F4 = F2[α]/(α2 +α+1) = {0, 1, α, α+1} permite distinguir los siguientes

pares de nudos: a) 31 y 61; b) 41 y 51; ) 62 y 72; d) 63 y 73.
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7.12. Ejeriio. Pruebe que on una lase de onjugaión del grupo alternado A5

es posible distinguir los nudos 52 y 71.

7.13. Ejeriio. Utilie los resultados de los ejeriios 3.12, 7.11 y 7.12 y demuestre

que todos los nudos de la �gura 14 son no triviales y distintos.

7.14. Sean A un grupo abeliano (esrito multipliativamente), X un quandle, y

f : X × X → A una funión. Sobre el onjunto X × A de�nimos la operaión

(7.15) (x, a) ⊲ (y, b) = (x ⊲ y, bf(x, y)) para todo (x, a), (y, b) ∈ X × A.

Es fáil demostrar que la operaión (7.15) de�ne una estrutura de quandle sobre

X × A si y sólo si:

f(x, x) = 1, para todo x ∈ X,(7.16)

f(x, z)f(x ⊲ y, x ⊲ z) = f(y, z)f(x, y ⊲ z) para todo x, y, z ∈ X.(7.17)

Como ejemplo, demostremos la distributividad. Sean x, y, z ∈ X y a, b, c ∈ A.

Un álulo direto nos die que

(x, a) ⊲ ((y, b) ⊲ (c, z)) = (x, a) ⊲ (y ⊲ z, cf(y, z))

= (x ⊲ (y ⊲ z), cf(y, z)f(x, y ⊲ z)),

y, por otro lado,

((x, a) ⊲ (y, b)) ⊲ ((x, a) ⊲ (c, z))

= (x ⊲ y, bf(x, y)) ⊲ (x ⊲ z, cf(x, z))

= ((x ⊲ y) ⊲ (x ⊲ z)) , cf(x, z)f(x ⊲ y, x ⊲ z)).

Como X es un quandle, tenemos entones que la ondiión (7.17) es equivalente a

la distributividad de la operaión binaria en X × A.

7.18. Una funión f : X × X → A que satisfae las ondiiones (7.16) y (7.17) se

llama 2-oilo del quandle X on oe�ientes en A.

7.19. El quandle obtenido en 7.14 se llama extensión abeliana de X por el grupo

abeliano A y el 2-oilo f , y se denota por X ×f A.

7.20. Ejemplo. Supongamos que F4 = F2[α]/(α2 + α + 1) = {0, 1, α, α + 1} y sea

X el quandle de Alexander de tipo (4, α). Sea A = 〈σ〉 = {1, σ} el grupo ílio de

orden dos. La funión f : X × X → A dada por

f(x, y) =

{

1 si x = y o x = 1 o y = 1,

σ en otro aso.

es un 2-oilo de X on oe�ientes en el grupo abeliano A.

7.21. Ejemplo. Sea X el quandle (1234)S4
y sea A = 〈σ〉 = {1, σ, σ2, σ3} el grupo

ílio de orden uatro (esrito multipliativamente). La funión f : X × X → A
dada por la tabla

f (1234) (1432) (1342) (1243) (1324) (1423)

(1234) 1 σ σ2 σ2 σ σ3

(1432) σ 1 σ2
1 σ3 σ3

(1342) σ2 σ 1 σ σ2 σ3

(1243) σ3 σ2 σ 1 1 σ3

(1324) σ σ σ σ 1 σ
(1423) 1 1 1 1 σ 1

es un 2-oilo de X on oe�ientes en A.
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7.22. El 2-oilo f : X × X → A es un oborde si existe γ : X → A tal que

f(x, y) = γ(x⊲y)γ(y)−1
para todo x, y ∈ X. Dos 2-oilos f y g son ohomólogos

(o equivalentes) si existe γ : X → A tal que

f(x, y) = γ(x ⊲ y)g(x, y)γ(y)−1

para todo x, y ∈ X.

7.23. Como vimos en 7.14, ada 2-oilo de un quandle X nos permite de�nir

una extensión abeliana de X. Estos 2-oilos son en realidad 2-oilos en una

teoría de ohomología de quandles [5℄. Tal omo pasa en la teoría de grupos, las

lases de equivalenia de extensiones abelianas del quandle X por el grupo abeliano

A están en orrespondenia biyetiva on las lases de equivalenia de 2-oilos
de X on oe�ientes en A. La teoría de extensiones abelianas de quandles tiene

además apliaiones a la teoría de nudos [4℄. Para más informaión sobre la teorías

de extensiones y (o)homologías de quandles referimos a [2℄.

7.24.Ejemplo. Reordemos el nudo de la abuela y el nudo uadrado de la �gura 15.

En el ejeriio 4.12 vimos que estos nudos tienen grupos fundamentales isomorfos.

Sin embargo, omo veremos a ontinuaión, estos nudos no son equivalentes.

Sean X el quandle (1234)S4
y f el 2-oilo de X que vimos en el ejemplo 7.21.

Teniendo en mente 7.14, onsideremos la extensión X ×f A dada por

(x, σi) ⊲ (y, σj) = (x ⊲ y, σjf(x, y)) para todo x, y ∈ X, i, j ∈ {0, . . . 3}.
Graias a una sugerenia de Edwin Clark, usaremos el quandle X ×f A para

distinguir el nudo de la abuela del nudo uadrado. Un álulo omputaional nos

muestra que para el nudo de la abuela se tiene

(7.25) ColX×f A(31#31) = 24,

y que para el nudo uadrado, en ambio, se tiene

(7.26) ColX×f A(31#m(31)) = 408.

Vimos en el ejeriio 4.12 que el nudo de la abuela es trivial si y sólo si el nudo

uadrado lo es. Esta observaión y las fórmulas (7.25) y (7.26) implian que estos

nudos son no triviales y distintos.

8. Invariantes por 2-oilos

A �nes del siglo XX, S. Carter, D. Jelsovsky, S. Kamada, L. Langford y M.

Saito anuniaron la onstruión de un nuevo invariante de nudos: el invariante

por 2-oilos. En esta seión introduiremos los invariantes dados por 2-oilos
y alularemos algunos ejemplos.

8.1. Fijemos un grupo abeliano A (esrito multipliativamente) y un nudo K. Sean

X un quandle �nito, C : Q(K) → X un oloreo de K y f : X ×X → A un 2-oilo
de X on oe�ientes en A. En ada rue omo el que vemos en la �gura 23 se

de�ne el peso de Boltzmann ωf (C, χ) (on respeto al oloreo C, al 2-oilo f y

al rue χ) omo el elemento de A dado por la expresión

ωf (C, χ) = f(ai, aj)
signo(χ).

La funión de partiión ΦX,f (K) del nudo K (asoiada al quandle X y al

2-oilo f) es la expresión

(8.2) ΦX,f (K) =
∑

C

∏

χ

ωf (C, χ),

donde el produto se toma sobre todos los rues χ que tiene el diagrama del nudo

K y la suma se toma sobre todos los oloreos C de K dados por el quandle X. La

fórmula (8.2) de�ne un elemento de Z[A], el anillo de grupo de A.
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8.3. Teorema. La funión de partiión ΦX,f es un invariante de nudos.

Demostraión. Tenemos que demostrar que el produto de los pesos de Boltzmann

es invariante bajo las versiones orientadas de los movimientos de Reidemeister.

Consideremos el primer movimiento de Reidemeister. Tal omo muestra la �-

gura 31, hay dos orientaiones posibles para tener en uenta. En ambos asos, si

suponemos que estas uerdas llevan la etiqueta a ∈ X, entones en el únio rue

χ que tiene el diagrama tendremos el valor f(a, a)signo(χ)
. Como f es un 2-oilo,

f(a, a) = 1. Luego, el primer movimiento de Reidemeister deja invariante al pro-

duto de los pesos de Boltzmann.

Consideremos ahora el segundo movimiento. Aquí tenemos uatro posibles dia-

gramas orientados, similares a los que se ve en la �gura 32. Si etiquetamos la uerda

que pasa por arriba on a ∈ X y la uerda entrante que pasa por debajo on b ∈ X
entones, omo para ambos diagramas tenemos un rue positivo y uno negativo,

el produto de los pesos de Boltzmann es f(a, b)f(a, b)−1 = 1. Luego, el segundo
movimiento de Reidemeister también deja invariante al produto de los pesos de

Boltzmann.

Para �nalizar, tenemos que demostrar que el terer movimiento de Reidemeister

deja invariante al produto de los pesos de Boltzmann. Como vimos en 5.23, hay

oho asos para hequear. Hagamos omo ejemplo el aso que se orresponde on

la �gura 50 y dejemos el resto omo ejeriio.

Figura 50. Otra de las orientaiones posibles para el terer mo-

vimiento de Reidemeister.

Si alulamos el produto de los pesos de Boltzmann sobre los tres rues que

tienen los diagramas de la �gura 50 vemos que este produto es invariante por el

terer movimiento de Reidemeister si y sólo si

f(a, b ⊲ c)f(b, c)f(a, b) = f(a, b)f(a ⊲ b, a ⊲ c)f(a, c).

Como A es un grupo abeliano, al anelar f(a, b) en ambos miembros, obtenemos

el resultado deseado. �

8.4. Los invariantes por quandles y 2-oilos extienden a los invariantes por oloreo

on quandles. Más preisamente, si f es un oborde entones ΦX,f (K) = ColX(K)
para todo nudo K.

8.5. La a�rmaión heha en 8.4 puede generalizarse: si f y g son ohomólogos

entones ΦX,f = ΦX,g. Para las demostraión referimos a [5, Proposiión 4.5℄.

8.6. Ejemplo. Sea X el quandle de Alexander de tipo (4, α) y f el 2-oilo que

vimos en el ejemplo 7.20. Un álulo omputaional nos permite alular ΦX,f para

los nudos de la �gura 14:

ΦX,f (K) =

{

4 + 12σ si K ∈ {31, 41, 72, 73},
4 en otro aso.

8.7.Ejemplo. En este ejemplo vamos a distinguir el nudo 31 de su imagen espeular

m(31), ver �gura 12. Consideremos el quandle X y f el 2-oilo de X que vimos

en el ejemplo 7.21. Un álulo direto muestra que

ΦX,f (31) = 6 + 24σ3, ΦX,f (m(31)) = 6 + 24σ.
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Esto nos die que los nudos 31 y m(31) no son equivalentes.

8.8. Ejemplo. Como hiimos en el ejemplo anterior, vamos a utilizar el quandle X
y f el 2-oilo de X que vimos en el ejemplo 7.21. El invariante dado por X y el

2-oilo f para el nudo de la abuela es

ΦX,f (31#31) = 6 + 48σ + 96σ2,

mientras que para el nudo uadrado es

ΦX,f (31#m(31)) = 102 + 24σ + 24σ3.

Esto nos muestra que el nudo de la abuela no es equivalente al nudo uadrado.
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