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Contexto

Las funciones Pfaffianas.

- Son funciones analiticas.

- Satisfacen sistemas triangulares de ecuaciones
diferenciales de primer orden con coeficientes
polinomiales.

- A partir de ellas se definen los conjuntos Pfaffianos,
semi-Pfaffianos, sub-Pfaffianos...

Interesa decidir sobre la consistencia y finitud de estos
conjuntos.
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Hallar, algoritmicamente, la cantidad de soluciones en R de: Problema

P(X, &™) =0,

donde:

- con PeZ[X,Y], gry(P) >0y
- h € Z[X] no constante.

Las expresiones de esta forma se llaman E-polinomios.




Definicién. ( Heindel, 71 )

Sea fy : (a, b) — R continua.
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Sea fy : (a, b) — R continua.

Una Secuencia de Sturm para fy en el intervalo (a, b) es una
secuencia de funciones continuas fy, ..., fy que verifica que: Secuencia de

Sturm

1. Si fo(y) =0, y € (a, b), existe € > 0 tal que:

fi(x) # 0 para todo x € (y — ¢,y +¢) C (a,b), x # y,
- fo(x)fi(x) <Oparay —e<x<yy
fo(x)A(x) >0siy <x<y+e.

2. V0 <i<N-—1:Siexiste x € (a, b)
fi(x) = 0, entonces fi_1(x)fiy1(x) < 0.

3. fu(x) #0 Vx € (a,b).




Notando v(fy, x) a la cantidad de cambios de signo de la
upla (o(x), .-, fu(x)).
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Notando v(fy, x) a la cantidad de cambios de signo de la
upla (o(x), .-, fu(x)).

Secuencia de
Sturm

Teorema. Si fy : (a,b) — R continua y fy, ..., fy es una
Secuencia de Sturm para fy en el intervalo (¢, d] C (a, b),

la cantidad de soluciones de fo(X) = 0 en el intervalo (c, d]

es
v(fo, ¢) — v(fo, d).
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Dado el E-polinomio P( X, eh(X)), construimos primero una

secuencia de polinomios en forma recurrente:
> Po(X,Y)=P(X,Y).
> Pi(X,Y) = 20X, Y) + 2 (X, Y)H(X)Y.
/
Notar que P; (X, eh(X)) = (P(X, eh(X)>> _

> SiP,';'éOZ

- aj_1,a; € Z[X] los coeficientes principales de
Pi—1, P; € ZIX][Y] resp. y
- di = gry(Pi)y di-1 = gry(Pi-1).
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Dado el E-polinomio P( X, eh(X)), construimos primero una

secuencia de polinomios en forma recurrente:
» Po(X,Y)=P(X,Y).

> Pl(X7 Y) = %(X7 Y) + %(X7 Y)h/(X)Y Construccién de

una Secuencia de
/ turm
Notar que P; (X, eh(X)) = (P(X, eh(X)>> . °

> SiP,';'éOZ

Laura Barbagallo

aj_1,a; € Z[X] los coeficientes principales de
Pi—1, P; € ZIX][Y] resp. y
- di = gry(Pi)y di-1 = gry(Pi-1).

p —a,?P,-_l + a,-a,-_lP,-Ydffl_d" sidi_1 > d;
i+1 = . .
—a?P;i_1 Y991 4 3,3, 1P; i no.
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Algunas propiedades:

1. Si Py #0,

ma’x(d,-, d,'+1) < méx(d,-,g, d,',l).

2. Existe N ¢ N, N < 2dp + 1 tal que

POa"wPN?éOyPN+1:O-

3. Si ReSy(Po, Pl) 75 0:
Pu(X) = an(X) Y.
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- P sin factor en X de grado positivo y
- h € Z[X] no constante,

y Po, ..., Py los polinomios definidos segiin la recurrencia
anterior.

Si ReSy(Po, Pl) ?é 0.

f(X) = P,-(X,eh(X)> ,0<i <N,
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- con P € Z[X, Y], gry(P) > 0,
- P sin factor en X de grado positivo y
- h € Z[X] no constante,

y Po, ..., Py los polinomios definidos segiin la recurrencia
anterior.

Si ReSy(Po, Pl) ?é 0.

f(X) = P,-(X,eh(X)> ,0<i <N,

es una Secuencia de Sturm para P(X, e"X)) en cualquier

intervalo (a, b) que no contenga raices reales del polinomio

dcm(h, P(X, 1))aN(X).
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Teorema. Dados el E-polinomio P(X, eh(X)) SOBRE LOS CEROS

E-poLINOMIO
- con P € Z[X, Y], gry(P) > 0,
- P sin factor en X de grado positivo y
- h € Z[X] no constante,

Laura Barbagallo

y Po, ..., Py los polinomios definidos segiin la recurrencia
anterior.

Construccién de

Si ReSy(PO’ P]_) 7& O' ;:L;laniecuencia de

f(X) = P,-(X,eh(X)> ,0<i <N,

es una Secuencia de Sturm para P(X, e"X)) en cualquier

intervalo (a, b) que no contenga raices reales del polinomio
dcm(h, P(X, 1))aN(X).

Podria pasar que a o b sean raices de este polinomio.
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definimos las (N + 1) — uplas: FE——
sg f,-(a)) si fi(a) #0
sg fi(r")(a)) si fi(a) = 0.

Obsel’var que: Construccién de

una Secuencia de

> [ con B =

Sturm

sg(fi(r")(a)) = sg(f,-(x)), con x cerca de a por derecha.

> Acon A\ = % fi(b)> i fi(b) 70
sg (—1)’bf,(”’)(b)> si f;(b) = 0.

Observar que:

sg((—l)’bfi(r”)(b)) = sg(f;(x)), con x cerca de b por
izquierda.




Teorema. La cantidad de soluciones reales de
P(X,eh(x)) =0 en (a,b) es v(B) — v(A),

donde v(3), v(\) son la cantidad de cambios de signo en las
uplas 8y A resp.
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Teorema. La cantidad de soluciones reales de
P(X,eh(x)) =0 en (a,b) es v(B) — v(A),

donde v(3), v(\) son la cantidad de cambios de signo en las
uplas 8y A resp.

Puede generalizarse a intervalos que:
» contengan raices reales del polinomio
dcm(h, P(X, 1)) an(X) y

» no acotados.
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» Codificacién de Thom.

Cada raiz x de un polinomio G de grado d queda
determinada por

o6 (x) = (sg(G(O)(x)> : sg(G(l)(x)>, . ,sg(G(d)(x))>.
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» Codificacién de Thom.

Cada raiz x de un polinomio G de grado d queda
determinada por

o6 (x) = (sg(G(O)(x)> : sg(G(l)(x)>, . ,sg(G(d)(x))>.

» Algoritmo para calcular el signo de un polinomio en un
nimero algebraico sobre Q

Calcula sg(P(x)), a partir de og(x), con G € Q[X] tal
que G(x) =0.
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Dados un E-polinomio f(X) = P(X,eh(x)):
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Dados un E-polinomio f(X) = P(X,eh(x)):

» Multiplicidad de un cero de f: Si x es un cero de f,

mult(x, ) < 2grx(P)gry(P) + gr(h)gry(P).
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mult(x, f) < 2grx(P)gry(P) + gr(h)gry(P).

» Algoritmo para calcular el sg(f(a)), con « un nimero
algebraico sobre Q.

- A partir de og(a), con G € Q[X] tal que G(«) = 0.

- Consiste en hallar un intervalo abierto /:

i) donde P(a, Y) no cambie de signo.
i) eh) e,
iii) tomarunweQn/.
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Dados un E-polinomio f(X) = P(X,eh(x)>:

» Multiplicidad de un cero de f: Si x es un cero de f,
mult(x, f) < 2grx(P)gry(P) + gr(h)gry(P).

» Algoritmo para calcular el sg(f(a)), con « un nimero
algebraico sobre Q.
- A partir de og(a), con G € Q[X] tal que G(«) = 0.

- Consiste en hallar un intervalo abierto /:

i) donde P(a, Y) no cambie de signo.
i) eh) e,
iii) tomarunweQn/.

Luego

sg(f(a)) = sg(P(a, eh(o‘))> = sg(P(X, W) |x=a )
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Caso general.

> Si ReSy(Po, Pl) =0:

Entonces M = dcm(Py, P1) verifica que gry(M) > 1.
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Sea Gy € Z[X, Y] tal que: Py = MGo.
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> Si ReSy(Po, Pl) =0:

Entonces M = dcm(Py, P1) verifica que gry(M) > 1.

Sea Gy € Z[X, Y] tal que: Py = MGo.
Luego:
- gry(Go) < gry(Po)
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Caso general.

> Si ReSy(Po, Pl) =0:

Entonces M = dcm(Py, P1) verifica que gry(M) > 1.

Sea Gy € Z[X, Y] tal que: Py = MGo.
Luego:
- gry(Go) < gry(Po)

- P, (X, eh(X)) _ /VI(X7 eh(X)) Go (X, e”(X))-
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> Si ReSy(Po, Pl) =0:

Entonces M = dcm(Py, P1) verifica que gry(M) > 1.

Sea Gy € Z[X, Y] tal que: Py = MGo.
Luego:
- gry(Go) < gry(Po)

- P, (X, eh(X)) _ /VI(X7 eh(X)) Go (X, e”(X))-

Se puede probar que si x € R,

Py (x, eh(x)) =0« Gy (x, eh(X)> =0.
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Laura Barbagallo

Graciasl!!

Caso general
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