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Preliminares

Dada M una variedad diferenciable consideramos:

> una estructura compleja J es un endomorfismo
Jp: ToM — T,M tal que J2=—1Idy
JIX, Y] =JUX,JY] + [JX, Y]+ [X, Y] para todo
p € M.

» una métrica hermitiana g en (M, J) es una métrica tal
que g(X,Y) = g(JX,JY), para todo X, Y € X(M).

» Jy g determinan una 2-forma dada por
w(X,Y)=g(JX,Y), llamada la forma de Kahler.

» (M?",J,g) es una variedad de Kihler si w satisface
dw = 0.
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Localmente conforme Kahler

Una variedad localmente conforme Kahler (LCK) es una
variedad hermitiana (M, J, g) donde w satisface

dw=0ANw

para alguna 1-forma cerrada 6.
0 se llama la forma de Lee y estd univocamente determinada

por
1

0:—n_1

(dw) o J.

Las variedades de Hopf:

CH] = (C" — {0})/Ay, donde Ay es el grupo ciclico
generado por las transformaciones z — Az de C" — {0} y
A #0con |\l #1.

CHY es difeomorfa a St x §2n-1, CHY son LCK y no son
Kahler.
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Estructuras LCK invariantes a izquierda rupos de Lie cas
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Sea grupo de Lie G y (J, g) una estructura hermitiana:
> g inv. a izquierda g(u, v)x = g((dLy)xu, (dLy)xV)L,(x)
» Jinv. aizquierda JodLy =dL,o J

» (G, J,g) es LCK inv. a izquierda si existe una 1-forma

cerrada 0 en G tal que dw = 0 A w.

~wy = —nil(éw) o J resultan formas inv. a izquierda.

i)
LCK en algebras de Lie

(g,4,(-,-)) es LCK si dw =0 Aw con 0 € g*y df = 0.




Idea

Dada un algebra de Lie g con una estructura LCK se pude
levantar a una estructura LCK invariante a izquierda en el
grupo de Lie simplemente conexo asociado a g.

Dado un grupo de Lie G, I' C G se dice reticulo si [ es un
subgrupo discreto co-compacto, es decir, '\G es una
variedad compacta.

Una estructura LCK invariante a izquierda en G induce una
estructura LCK en la variedad '\ G.

Cuando G es nilpotente o soluble, '\ G se llama nilvariedad
o solvariedad respectivamente.

Un grupo de Lie se dice casi-abeliano si su dlgebra de Lie
tiene un ideal abeliano de codimensién uno. Es decir,
Lie(G) =R x R".
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Problemas

Dada un algebra de Lie g
~> admite una estructura LCK?

Sea G el grupo de Lie simplemente conexo asociado a g
~» admite reticulos?

» Ugarte (2007) demostré que una nilvariedad '\ G de
dimensién 6 con una estructura compleja invariante
admite una métrica LCK si y sélo si g ~ bhs x R.

» Sawai (2007) demostré que si g es un &lgebra de Lie
nilpotente con una estructura LCK entonces g es
isomorfo a ho,_1 X R.

» Hasegawa y Kamishima (2011) dieron una clasificacién
de todas las dlgebras de Lie de dimensién 4,
unimodulares y solubles; y los grupos de Lie
correspondientes que admiten lattices. M4s alin,
determinaron cudles admiten métricas LCK.
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Proposicién (Milnor-1976)
Si un grupo de Lie admite reticulos entonces es unimodular,
i.e. trady = 0 para todo X € g.
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Problemas
Para los nilpotentes hay un criterio simple.

Teorema (Malcev)

Si G es un grupo de Lie simplemente conexo, existe un
reticulo si y sélo g tiene una base donde las constantes de
estructura son racionales.

Para los casi-abelianos

Proposicién (Bock-2009)

Sea G = R x4 R" un grupo de Lie casi-abeliano. Entonces
G admite un reticulo si y sélo si existe ty # 0 tal que ¢(tp)
pude ser conjugada a una matriz con coeficientes enteros.




LCK en casi-abelianos

Teorema (Andrada,-)

Sea g un dlgebra de Lie unimodular y casi-abeliana de
dimension 2(n+ 1) con una estructura hermitiana (J, (- ,-)).

» Si g es nilpotente entonces (J,(-,-)) es LCK sii
g~bhs xR

» Si g no es nilpotente, entonces (J, (-,-)) es LCK sii g se
descompone como g = Rfy x R” y la accién de R en R"
esta dada por

ad,c1 |R2n+1 = < K

para algin p € Ry B € u(n).

—Z“nI+B>’
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Reticulos en casi-abelianos

Tenemos un grupo de Lie casi-abeliano G = R x4 R"” donde
et ‘

o(t) = etadn — _w .5 |- Los autovalores son
e me

t .
et y e 2% para n € R.

Teorema
Si G es como arriba con u #0 ydim G > 6, i.e. n> 1,
entonces G no admite reticulos.

Lema
Sea p un polinomio de la forma
p(x) = x2" — mppx®™ + mop 1 x2" " 4 -  myx — 1 con

m; € Z y n>1. Sean xy, ..., xop, las raices de p, donde
xo € R es una raiz simple, xy =---=xx €R y
Xk+1y---,%n € C—R. Si|x1| =+ = |x2n|, entonces

xp = 1.

Reticulos en
grupos de Lie casi
abelianos

Marcos Origlia

Resultados




Reticulos en

d I m = 4 grupos d_e Lie casi

abelianos

Marcos Origlia

» Si g es nilpotente, g = h3 X R, los reticulos de H3 se
conocen.
» Sino, g = RA x R3 donde la accién es

Resultados

. Hay una

"tk

Denotamos esta élgebra de Lie por gp, para b =
correspondencia entre {b : G, admite reticulos} y

{(m,n) €Z XL finn(x) =
x3—mx + nx — 1, con raices c € R,a,@ € C — R}.

Si ¢, a'y @ son las raices de f(x), con a = |ae’?, entonces

para b = ‘z’fgé’zﬂ tenemos que Gy admite reticulos.
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Para (m, n) en la siguiente regién hay reticulos

10F
Resultados

Figure : Discriminant < 0




LCS en casi-abelianos

Una estructura localmente conforme simplectica (LCS) en
un algebrea de Lie es una 2-forma no degenerada w tal que
dw = 6 A w para alguna 1-forma cerrada 6 € g*.

Teorema (Andrada,-)

Sea g un dlgebra de Lie unimodular y casi-abeliana de
dimensién > 6 con una estructura LCS. Entonces
g =R x R" donde la accién es

0| ~Li+B |

con B € sp(n,R).
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En dimension 4 tenemos:

Lie algebra Lie brackets LCS form Reticulos
RA [L]1=0 w=e N+ e Net v
b3 X R le1, ] = &3 w=elneZtenel v
ng ler, 2] =e3 ., [e1,63] = &4 w=e At net v
t3,-1 X R ler; e] = e, [e1, 63] = —e3 w=e NZ+ e Net v
T4, n, —(1+N) [e1, e2] = e, [e1, €3] = Aes, numerables
A>1) [er, ea] = —(1+ N)es w=elne?+e3net A>1
T4, _1/2 le1, &] = e, [e1, €3] = €2 + €3, X
e1, e4] = —2e, w=e Ne +e Ne
1, €4 2e4 1 2 3 4
o X R ler, 3] = s, [e1, 4] = —e3 w=e NS+ ner v
17 —x/2 [e1, e2] = Xep, [e1,83] = — 5 e3 — e, numerables
(A>0) [el,e4]:e37%e4 w=el A2+ A€t A>0

Reticulos en dim > 6777
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