EMALCA 2013 - SALTA

Optimizacion no lineal

usando el método de Newton

Damian Fernandez!
dfernandez@famaf .unc.edu.ar

1FaMAF—Universidad Nacional de Cérdoba. CIEM—CONICET.



Notacion:

Usaremos R para denotar el conjunto de niimeros reales. Sucesiones de escalares se denotaran
con subindices, verbi gratia (v.g.), {ax}.

Vectores

Usaremos R"™ para denotar el espacio de vectores reales n-dimensionales. Los elementos
de R"™ serdn denotados con letras mintsculas y dado x € R™ denotaremos por z; su i-ésima
componente. Todo z € R" sera considerado un vector columna, o sea, z € R™!. Por lo tanto,
si z € R" entonces
z1

, x; € R.
Iy
Denotaremos por x' al vector fila (o sea, z € R'") que es transpuesto de x € R". Sucesiones

de vectores se denotardn con supraindices, o sea, {a:k }.
Sean x € R", y € R" y a € R, entonces:

Z=aQx - z; = ax;,
z=z+y = zi =i+t Y,
z=1x0Yy = 2z, = T;V; (producto de Hadamard),

n
c={z,y) =0y = c= Z TiYi (producto interno),
i=1

Ademds, usaremos la norma vectorial ||z|| := /(x, z).

Matrices

Usaremos R™*™ para denotar el espacio de matrices reales de n filas y m columnas. Las
matrices seran denotadas con letras maytsculas (A, B, C, etc.) y se usard su respectiva minuscula
con subindice ij para denotar el elemento (7, ) de la misma (a;j, bsj, ¢ij, etc.). Por lo tanto, si
A € R™™ entonces

air a2 - Qin
az;p a2 - A2n

A= R ajj € R.
anl Aap2 - dpn

Dada una matriz A € R"*™, denotaremos por A,; la j-ésima columna de A y por A; la
i-ésima fila de A. Denotaremos por A" la transpuesta de A € R™ ™. Sucesiones de matrices se
denotaran con subindices, o sea, {Mj}.

Sean A,A € R™™ B € R™? y a € R, entonces:

C=0A = Cjj = 04,
C_A+~A = Cij :aij—i—&ij,
C=A0cA = ¢ =a;a (producto de Hadamard),
m
C=AB = Cij = Z ikbrj,
k=1
Ademds, usaremos la norma matricial || Al := ”mHéLx | Az]|.
z||=1
Diremos que A € R™*" es definida positiva si (Az,z) > 0 para todo =z € R", = # 0.
Diremos que A € R™ ™ es simétrica si AT = A y antisimétrica si AT = —A.



Conjuntos

Usaremos P(IR™) para denotar el espacio formado por todos los subconjuntos de R". Los
elementos de P(IR™) serdn denotados con letras maytsculas caligréficas y todo z € R™ es consi-
derado un elemento de P(R"), o sea, usaremos x y {x} de manera indistinta.

Para U € P(R") usaremos int(U) y cl(U) para denotar el interior y la clausura de U.

Denotaremos por B,(x) a la bola unitaria cerrada de radio r > 0 y centro z € R", i.e.,
B.(z) = {y € R" | |ly — z|| < r}. Denotaremos por R/} al ortante no negativo n dimensional,
ie, R ={z e R"|z; >0,i=1...,n}.

Sean U € P(R™), V € P(R") y a € R, entonces:

W =aold = W={aul|uel},
W=ULtYVY = W={utv|uecld,veV} (suma de Minkowski),
W=U\V = W={w|wel,w¢V} (diferencia de conjuntos),

Funciones

1
Usaremos la notacién 1(t) = o(t) para cualquier funcién ¢ : R4 — R™ tal que Hm+ Zw(t) =
t—0

0, o sea, si dado € > 0 existe § > 0 tal que [[1)(t)]| < et para todo t € (0, d].
Diremos que F': R™ — IR™ es Lipschitz continua en D C R" si existe L > 0 tal que

|F(y) — F(z)|| £ L|ly — z|| paratodo z,y€ D.
Diremos que F : R™ — R™ es diferenciable en z € R" si existe M € R™*" tal que
F(x)=F(Z)+ M(x—z) + o(||lx — z|)-

En tal caso diremos que M es la derivada de F' en T y la denotaremos por F’'(Z). Para ser
coherentes con la notacién, cuando m = 1 tomaremos F'(z) = M.
Por lo tanto f : R™ — R es diferenciable en Z si y solo si

fl@) = f(@) + (f(2),2 = 2) + o([lx — Z);

f es dos veces diferenciable en Z si y solo si f' : R™” — R™ es diferenciable en Z; en este caso
f”(f) c RTLXTL y

fl@)=f(@) +{f(@),2—2)+ %(f”(f)(ﬂf — ),z —2) +ol|lz — z[*);

Precaucion al momento de derivar

La imposicién de identificar todo vector como vector columna (i.e., R® = R™*!) surge
como solucién para hacer compatible la notacién estdndar del Cdlculo en varias variables con
la notacién esténdar del Algebra Lineal Numérica. Esta simple modificacién en la notacién
impacta al momento de realizar la derivada de una composicién de funciones. Al realizar la regla
de la cadena las derivadas de las composiciones deben multiplicarse a izquierda luego de una
transposicion.

Ejemplo. Considere A € R™*™, 2z € R™, b€ R"y f: R™ — R tal que f(z) = 3| Az — b||. Si
se desea encontrar Z solucién de minimizar f(x) para todo x € R™, es necesario y suficiente que
f/(2) = 0. Para calcular esta derivada se escribe f = h(g(z)) con h: R" = R t.q. h(y) = %||y?
y g:R™ — R" t.q. g(x) = Az — b. Usando la regla de la cadena estdndar del Célculo en varias
variables obtenemos que

f'(z) = h(g(x))g'(z) = g(x)A,



pues h'(y) =y € R" y ¢'(z) = A € R™™. Para que este producto matricial tenga sentido, se
debe considerar g(z) € R™ y por lo tanto no respeta la notacién adoptada en este curso de
considerar R™ como R™*!. Si no respetamos esa identificacién obtendriamos

0=f(@)=E" A" —b")A=z"AT —b",

donde A = ATA y b= ATh. Note que éste es un sistema lineal de vectores fila y el producto
matriz vector se realiza a izquierda. Para ser coherente con la notacién establecida, la regla de
la cadena que se usara es

() =4 () h(g(z)) = AT (Az — b) = Az — b.

De esta forma obtendremos sistemas lineales en el formato estandar de Algebra Lineal.



Capitulo 1

Método de Newton

En 1669 Isaac Newton escribié su trabajo De Analysi per Equationes Numero Terminorum
Infinitas, donde, entre otras cosas, describié un procedimiento iterativo para aproximar raices
reales de un polinomio de tercer grado. En 1690 Joseph Raphson propuso un procedimiento
iterativo similar para resolver ecuaciones polinomiales mas generales, dandole el crédito a New-
ton. En 1740 Thomas Simpson escribié el método tal como lo conocemos hoy, para ecuaciones
no necesariamente polinomiales; él también propuso usar el método para resolver problemas de
optimizacion encontrando un cero del gradiente.

1.1. Formulacion del método

Sea F': R™ — R"™ continuamente diferenciable en R™ y se desea resolver el siguiente proble-

ma:
hallar z € R"™ tal que F(z)=0.

Como F es diferenciable tenemos que F(y) = F(x)+ F'(z)(y —z) +o(||ly — z||), por lo tanto para
encontrar una raiz z de la funcion no lineal F' resolveremos sucesivamente funciones lineales de
la forma y — F(z) + F'(z)(y — x).

Método de Newton. Dado 2° € R™ generar {z*} por el siguiente proceso:

hallar 2Ft! € R” tal que F(a;k) + F’(:/ck)(a;]ngl — g;k) = 0.
Numéricamente puede escribirse de esta forma: dado z° € R™ hacer k = 0;

1. caleular F(z*) € R™ y F'(z%) € R™*",

\V)

. si ||[F(z*)|| = 0 PARAR,
3. hallar d* tal que F'(z¥)d* = —F(2"),

4. definir zFt! = 2% 4+ d*, hacer k = k + 1 y regresar al paso 1.

1.2. Convergencia del método

Veremos una demostracion de la convergencia del método desde el punto del analisis variacio-
nal, pensando en perturbaciones de la funcién. Con el fin de presentar un resultado totalmente
fundamentado, enunciaremos y demostraremos versiénes adaptadas del Teorema de la aplicacion
contractiva y del Teorema de la Funcion Inversa .

Teorema 1 (Aplicacién Contractiva) Sea 7 € R" y ® : R" — R". Si existen a > 0 y
A €1[0,1) tales que



(i) [2(2) —z|| < a(l —N);
(i1) ||®(y) — ®(x)|| < M|y — || para todo z,y € By(Z).

Entonces existe un unico x € B,(Z) tal que ®(z) = x.

Demostracién. Veamos primero que ® mapea elementos de B,(Z) en B,(Z). Sea x € B,(x)
arbitrario, entonces

[®(z) =zl < [[®(z) —2()| + [[(z) — |
< Mz—z+al-N
<

aX+a(l —\) =a,

donde usamos (i) y (ii) en la segunda desigualdad y el hecho de que x € B,(Z) en la tultima
desigualdad. Por lo tanto ®(x) € B,(Z).

Veamos la existencia del punto fijo. Dado 1% € B,(Z), genero una sucesién {z*} tal que
2kl = ®(2F) € B,(Z) para todo k. Tomo k, j arbitrarios con k > 7, entonces

0

2% — 27| = (@) = @@ )| < A*t -2
D e e [ e Vi | e |
< Nl =z + ||z — 2°)) < 2aN.

Usando que A < 1, obtenemos que limy ;o0 [|2% — 27|| = 0. Como {2*} es una sucesién de
Cauchy, entonces existe x € Bo(Z) tal que =¥ — 2. Ahora, (ii) implica que ® es continua en
B.(Z), por lo tanto

= lim 2" = lim ®(z*) = ®(x).
k—o0 k—o0

Para ver la unicidad, supongamos que existe y € B,(Z) tal que ®(y) = y. Usando (ii),
obtenemos que
ly —zll(1 = A) = [[@(y) — ()| — Ally — 2| <0.

Como 1 — X\ > 0, concluimos que y = z. [
Ademsds del Teorema anterior, necesitaremos el siguiente resultado.

Proposicién 2 Si F : R"™ — R" es diferenciable en un entorno de T y su derivada F' es
continua en T, entonces para cada € > 0 existe § > 0 tal que

1F(y) — F(z) — F'(2)(y — @) <elly — 2| para todo z,y € Bs(z). (L.1)
Mds ain, obtenemos que

1F(y) = Fx) = F'(x)(y — o)l < 2elly — x| para todo  z,y € Bs(z).

Demostracién. Fijo ¢ > 0. Como F’ es continua en Z existe 6 >0 tal que |[F'(z) — F'(z)|| < e
para todo x € B;(Z). Defino 6 = §/3 y tomo z,y € Bs(Z).
Usando la funcién ¢(t) = F(z + t(y — =)) tenemos

1 1
F(y) — F(z) = ¢(1) — ¢(0) = /0 ¢'(t)dt = /0 Fl(z +t(y —2))(y — )dt.
Por lo tanto

1F) ~ Fa) - F@w-l = | [ (Fe+ ity =) - ) - oyl

IN

1
[ IF G+ tty =)~ F'@) g - xlas

sup [[F'(z +t(y — 2)) = F'(@)|ly — 2|
tel0,1]

IN
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Para cualquier ¢ € [0, 1] tenemos que

le+t(y —z) — 2| <[l =2 + [ly — 2] < 2]z — 2| +[ly —z]| <36 = .

Por la contiunidad de F' obtenemos que sup;c(o 1) [|F"( + t(y — z)) — F'(Z)|| < €, demostrando
asi (1.1).
Para demostrar la segunda afirmaciéon, usamos que

|F(y) = F(z) = F'(z)(y — )| < |F(y) - F(z) = F'(z)(y — @)||
+|[(F'(z) = F'(2))(y — )|
< elly -zl +elly -zl = 2elly — =

Teorema 3 (Funcién Inversa) Sea F': R" — R" continuamente diferenciable en un entorno
de T y sea p tal que F(Z)+p=0. Si F'(Z) es no singular, entonces existen a > 0, b > 0 y una
unica funcion x : By(p) — Ba(Z) tal que xz(p) = = y F(x(p)) +p = 0 para todo p € By(p). La
funcion p — x(p) es continua con

lz(q) — =(p)|| < 2¢llg —pll para todo p,q € By(p).

donde c = ||F'(Z)7!||. Mas aiin, es continuamente diferenciable con
Z(p) = —F'a(p))” para todo p € By(p).
Demostracién. Sea ¢ = ||F'(z)~!||. Usando (1.1) tenemos que existe a > 0 tal que
|F(y) ~ F() ~ F@)y -2 < gyl paatodo wyeBu@).  (12)
Defino b = a/(4c). Fijo p € By(p) y defino @, : R" — R" tal que
®y(w) =z — F'(2) " (F(z) +p).

Entonces
1@p(2) —Z|| = || = F'(2) '(p—p)| <cb=% <a(l— 7).

Por otro lado, para cualquier x,y € B, (%) y usando (1.2) tenemos que

1p(y) — @p@) = Ny =2~ F'(@)" (Fly) - F(@))]
< IF@IFE) - Fl@) - F@)y - o)l
1 1
< eplly—all = ly—al.

Por lo tanto, valen las condiciones (i) y (ii) del Teorema 1 para A = 1/4. Entonces existe un
unico z(p) € B, (z) tal que ®,(x(p)) = x(p), que por definicién de ®,, equivale a F(z(p))+p = 0.

Veamos que p — z(p) es localmente Lipschitz continua. Tome p, ¢ € By(p) y defina x = x(p),
y = z(q). Como

z=—F'(z) " (F(x) +p— F(2)z), y=—F(2) " (F(y)+q—F(2)y),

entonces
y—a=—F(x)"(F(y) = F(z) = F'(z)(y — ) + ¢ —p). (1.3)

Usando (1.2) y la segunda afirmacién en Proposicién 2, concluimos que

1
ly — |l < cl|F(y) = F(x) — F'(2)(y — 2)|| + clla — pll < 5lly — 2]l + cllg — pl|.



Entonces ||y — z|| < 2¢||¢g — p||. Por lo tanto

lz(q) — z(p)|| < 2c|lg —pl| para todo p,q € By(p). (1.4)

Para ver la diferenciabilidad, tomo p € int(By(p)) y fijo € > 0. Como F es diferenciable en
x = z(p), existe § > 0 tal que

1F(y) — F(x) — Fl(z)(y — )| < Q%Q\Iy — || paratodo y € Bs(x). (1.5)

Tomo 7 > 0 suficientemente pequeno tal que 7 < §/(2¢) y p + h € By(p) para todo h € R" con
k|| < 7. Por (1.4), tenemos que

lz(p + h) — z(p)|| < 2¢||h|| < 2¢7 < 6.

Como F(z(p+h))+p+h=0y F(z(p)) + p =0, usando (1.3) paray = z(p+ h), r = z(p) y
q = p + h, obtenemos

y =+ F'(2) " h=—F(2)" (F(y) = F(z) = F'(2)(y — x)).
Usando (1.5), obtenemos que

lz(p + h) = (p) + F'(x(p)) "l

ly =z + F'(z)~'h|

< c|F(y) - F(z) - F'(z)(y — 2)
£ £
< y-—zl= = -
< Sly—all= e+ ) 2(0)]
< ellal,
para todo ||h|| < 7. Obteniendo asi que 2/(p) = —F'(x(p)) L. ]

Note que al momento de resolver F(z) = 0 computacionalmente, siempre estaremos sujetos
a errores propios de la aritmética finita del computador, por lo tanto uno siempre termina
resolviendo F(x) + p = 0 para algina perturbacién p € R™. El resultado anterior nos dice que
cerca de la solucién Z de la ecuacién no perturbada (p = 0), si existe F'(z)~! entonces

lz(p) = Z|[ < 2¢pl,

donde ¢ = ||F'(z)~!|. O sea, la solucién z(p) del problema perturbado tiene un error con respecto
a la solucién real z del mismo orden de la perturbacién p. Con esto, podemos demostrar la
convergencia del método de Newton.

Teorema 4 (Convergencia local del método de Newton) Considere F' : R" — R" con-
tinuamente diferenciable en un entorno de T con F(Z) =0 y F'(Z) no singular. Entonces existe
e > 0 tal que para cualquier punto inicial z° € B.(Z), la sucecion {x*} generada por el método
de Newton converge a T. Mds ain, existe vy, — 0T tal que

2%+ = Z[| < wll2* — 2.
Si ademds F' es Lipschitz continua en un entorno de T, existe v > 0 tal que

|25t — 2| < Alla* — 2.

Demostracién. Sean a > 0y b > 0 dados por el Teorema 3 y ¢ = |[F'(z)~}|. Por Proposicién
2 existe dg > 0 tal que

IF(y) = F(z) = F'(z)(y — )| < éHy — || paratodo =,y € By, (2). (1.6)

7



Por otro lado, por contunuidad, existe d; > 0 tal que
|F' ()" (F(x) — F(z) — F'(z)(z — 2))|| < min{dy,3bc} paratodo z € Bs, (). (1.7)

Tomo & < min{do, 91, a,3bc} y 2° € B-(Z). Veamos por induccién que z* € B.(Z) para todo
k> 0.

Supongamos que z¥ € B.(Z). De acuerdo al método de Newton vale que 0 = F(z*) +
F'(z%)(2**+! — 2¥), junto al hecho de que F(Z) = 0 se obtiene

=g = P (Fah) - F(z) - F'(a8) (2" - 7))

Como z* € Bs,(Z), por (1.7) obtenemos que ||z**! —z|| < min{d, 3bc}. Usando (1.6) se concluye
que

1
1P @) = Ph) = FI@h) @ —af) < ™ =2 (1.8)
1
< U™t =z llz - 2t
1
< —(3bc+ 3be) = b..

6¢

Defino p¥ = F(z%) + F'(2%) (21 — 2%) — F(2**1). Entonces F(z*+1) + p* = 0 con p* € B,(0)
(por (1.9)). Por Teorema 3 para = 0 tenemos que z*+1 = z(p¥) con x(p) = Z y por lo tanto

1
k - k k k
2"+t — 2| < 2¢]p¥|| < §||93 -

donde en la tltima relacién usamos (1.8). De la desigualdad ||z —z%|| < [|2* 1 —z||+||z—2F| <
l|lz*t — 2k | + ||z — 2F| se obtiene que

3 }
2" = b < S " = 2. (1.9)

Por lo tanto ) )
2t — 2 < S fla* ! = 2F| < S lah - 2| <
3 2

| ™

Demostrando asf que 2! € B, (). Como el proceso anterior vale para todo k > 0, se tiene que

_ 1 _ 1 _ _ 1
&+ = 7)) < Slla — 2] < 5 lt -3l <

Por lo tanto {2*} converge a Z.
Como F es diferenciable, existe t; € [0,1] tal que

F(a") = F(a¥) = F/(a" + t (" — 2?)) (" = 2F).

Defino vy, = 3¢|| F' (2% + tg (25T — 2F)) — F'(2)||, como {z*} converge a Z obtenemos que {cz}
converge a 0. Por lo tanto

2 =z < 2¢/)p”|
< 2| F (2" = F(a") — F/(a¥) (2! — 2b)|
2
< g’Yk”l"’H_l_:Uk”
< ’7k||$k_j||v

donde en la dltima desigualdad usamos (1.9).
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Figura 1.1: Cuencas de atraccién de F(x,y) = (23 — 3123 — 1, 32329 — 23)

Si Ademéds F' es Lipschitz continua en un entorno de T, obtenemos que

W = 3| F(ah + (et —ah)) - F(ab)]
< 3cLty||a® T — 2¥|| < 3eL ||zt — 2F).

Por lo tanto

2
la*+t — 2| < g%HfEk“ ol
< QCLka:-H _ xk:H2
< ,nyk - sza
donde en la dltima desigualdad usamos (1.9) y tomamos vy = 9¢/2. =

Ejemplo 1 Se desea encontrar y y x tales que (x + iy)> — 1 = 0. Desarrollando la potencia
y separando parte real e imaginaria, tenemos que hallar un cero de F(x,y) = (:L“;’ — 31‘@% —
1,3z3x9 — 23). Las cuencas de atraccion del método de Newton se observan en la figura 1.1.



Capitulo 2
Optimizaciéon

Suponga que tenemos un conjunto D C R"™, una funcién f : D — R y se desea resolver el

problema de
minimizar f(z)

sujetoa x € D. (2.1)

Definicién 1 Diremos que D es el conjunto factible de (2.1).
Diremos que v € [—00, 00| es el valor éptimo de (2.1) si v = infyep f(x).
Diremos que T € D es:

» minimizador global de (2.1) si f(z) < f(z) para todo x € D.

» minimizador local de (2.1) si existe § > 0 tal que f(z) < f(x) para todo x € D N Bs(z).
Ejemplo 2 Sea f(z) = €®. Si D =R, entonces v =0 y no existen minimizadores. Si tomamos
D =[0,+00), entonces v =1 y & =0 es minimizador global.

2.1. Minimizadores globales
Veamos algunas condiciones que garantizan la existencia de un minimizador global.

Teorema 5 (Teorema de Weierstrass) SiD es compacto no vacio y f : D — R es continua,
entonces existe T € D minimizador global de (2.1).

Corolario 6 Si f : D — R es continua y existe ¢ € R tal que el conjunto {z € D | f(x) < ¢}
es compacto no vacio, entonces existe T € D minimizador global de (2.1).

Ejemplo 3 Considere D = (0,1) y f(z) = %4— ﬁ Como se ve en la Figura 2.1, para cualquier
¢ >4 el conjunto {z € D | f(x) < ¢} es compacto no vacio.

T) =23 + 29 + fliIZ' Como se ve en

Ejemplo 4 Considere D = {x € R? | 1 + 22 > 0} y f(
| f(z) < ¢} es compacto no vacio.

la Figura 2.2, para cualquier ¢ > 0 el conjunto {x € D
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Figura 2.1: Grafico de i 4+ L

l—x

Figura 2.2: Gréfico de 2% + 2o + ac1—1kx2 y curvas de nivel
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2.2. Optimizacion sin restricciones

Consideremos que el conjunto de restricciones es todo el espacio,i.e., D = R". Por lo tanto
el problema a resolver es
minimizar f(z)

sujetoa x € R™ (2.2)

Ejemplo 5 Cartera de acciones. Para una cartera de n acciones, si invierto x; pesos en la
empresa i, el retorno serd

n

E TiZq,

i=1

donde r; = r;(w) variable aleatoria. Para manejar la aleatoriedad, trabajaremos con el retorno
esperado

n n
E Z rix; | = Z E(r;)x;
i=1 i=1
Ademds, mediremos el riesgo de la inversion con su varianza
n n n
V ZTZ'J}Z‘ = E Zaijxixj,
i=1 i=17=1

donde o;; es la covarianza entre las variables aleatorias r; y r;. Con esto, el problema que
deseamos resolver es

n
minimizar E E TijXiTj — E E(r;)z;,
i=1

n
rzeR =1 =1

para o > 0. Note que si a = 0 importa el riesgo y si a = oo importa el retorno. Para poder resol-

ver este problema, tomaremos m muestras ri(w;) conl = 1,...,m para cada variable aleatoria
cont1=1,...,n Yy aproximaremos
1 m m
E(r;) ~ *Z (W) y oij~siy;= > (rilwr) = i) (rj(wr) = pj)-
m iz m—1 =1

Por lo tanto el problema que resolveremos es

e 1 B '
minimizar 2( x,z) — alp, )

Para poder hallar el minimizador, tenemos que saber las condiciones que deben cumplirse.

Teorema 7 (Condiciones necesarias de optimalidad) Sea f : R™ — R y & minimizador
local de f en R™.

1. Si f es diferenciable en T, entonces f'(Z) = 0.

2. Si f es dos veces diferenciable en T, entonces f'(z) =0 y f"(Z) es semidefinida positiva.

Demostracién. 1. Tomo d = —f/(Z) y t suficientemente pequenio tal que f(z) < f(Z + td),
como

f(@+1td) = f(z) + {f

'
entonces dividiendo por ¢ > 0 se obtiene 0 < (f'(z),d

0 < (f'(z),d)=—|f @I <0.

d) + o(t),

z),
) 4+ o(t)/t. Tomando limite para t — 07,

12



Por lo tanto f'(z) = 0.
2. Tomo d € R™ y t > 0 suficientemente pequenio. Como

F(@) < F(@ +1d) = (@) + 1 (@), d) + 52" @)dsd) + o),

usando que f/(z) = 0 y dividiendo por > > 0, obtenemos que 0 < (f"(z)d,d) + o(t?)/t>.
Tomando limite para t — 07,
0 < (f"(z)d,d),

donde d fue elegido arbitrario. [
Definicién 2 Decimos que T € R™ es un punto estacionario del problema (2.2) si f'(z) = 0.

En la literatura, la ecuacién f/(z) = 0 se conoce como condicion de Fermat.

2.2.1. Usando el método de Newton.

Para hallar 7 tal que f/(Z) = 0, el método de Newton genera {z*} tal que
0= P + 1) - ab),

Desde el punto de vista de optimizacion, podemos decir que en la k-ésima iteracién el método

de Newton halla 2**! punto estacionario del problema
1
mini%izar F@®) + (f'(2%), 2 — 2F) + 5(]“”(3:’“)(:1: — 2P,z — k).
relR™

Para garantizar la convergencia del método de Newton a Z tal que f(Z) = 0, debemos
tener f”(Z) no singular, lo que es equivalente a decir que z = T es la dnica solucién de 0 =
()4 f"(Z)(x — ). Por el teorema anterior, esto equivale a decir que z = Z es la tnica solucién
del problema

minimizar f(z) + (f'(z),2 = 2) + S {f"(2)(x - ), 2 — 7).
Como f/(Z) = 0y el valor optimal de este problema es f(Z), debemos tener
(f"(z)(x — %),z — %) >0 paratodo =z # 7.

Veamos que esta condicién nos garantiza que en un entorno de z, f esta acotada inferiormente
por un paraboloide.

Teorema 8 (Condicién suficiente de optimalidad) Si f es dos veces diferenciable en &
con f'(z) =0y f'(z) definida positiva, entonces T es un minimizador local de (2.2). Mds ain,
existen v > 0 y € > 0 tales que

flz) > f(z)+ %Hx —Z||* para todo x € B.(Z). (2.3)

Demostracién. Supongamos que no vale (2.3), o sea, podemos generar {z*} tal que ||z* —z|| < %

y
£H) < £(@) + gl — ol
Entonces
1 _
Sl =2l > ) - @)
= (@)t~ ) + @) 2,5 3+ ol — 7))
= @) - 3,7k~ 2) +ollla* 2l (24)



kg . - ,
Defino d* = ﬁ Como ||d*|| = 1, entonces existe una subsucesién {d¥i} convergente a d con

|ld|| = 1. De (2.4), obtenemos que

o(ll=* — z|?)

[zt — 22

1
— > (f"(z)d",d") + 2
kj
Tomando limite, deducimos que

0> (f"(z)d,d),

con d # 0, contradiciendo el hecho de que f”(Z) es definida positiva. [

2.3. Optimizacién con restricciones abstractas

Consideremos un conjunto abstracto D C R™ y el problema 2.1, o sea

minimizar f(z)

sujetoa x € D. (2.5)

Vamos a aproximar el conjunto D localmente por un cono, o sea, un conjunto C tal que si
d € K entonces ad € K para todo a > 0.

Definicion 3 Para x € D, el cono tangente a D en T es

TD(E):{dG]R of >z oy o2k —7) = d

Joy, — +oo, {2F} C D tales que }

el cono normal a D en T es

<’U,:Bk—{z'>
ll*—z]|

¥ x con zF =z
ot~ {oene| <DV 22

vale que limsupy ..

Np(2)

Proposicion 9 Para cualquier T € D, vale que
Np(z)={veR"|(v,d) <0Vde Tp}.

Demostracién. Tomo v € R” tal que (v,d) < 0 para todo d € Tp. Para cualquier {z*} C
D\ {z} con 2* — Z, defino ay = 1/||z* — Z||. Tomando subsucesiones si fuera necesario obtengo

a(z¥ — z) — d. Por lo tanto d € Tp(Z). Entonces
k=
l{m sup <U’§ _x} = limsup(v, o, (z* — 7)) = (v,d) < 0.
T | k—+o0

Por lo tanto v € Np(Z).
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Por otro lado, si v € Np(Z), tomo d € Tp(Z) arbitrario. Entonces existen ay — 07, {2*} ¢ D
tales que ¥ — Z y ag(z* — ) — d. Por definicién de Np(Z) tenemos

E_ =
0 > limsup <U’°: _x)
k—stoo ||TF —Z
E_ =
- 11’msup—<U7O{k(ij 7I)>
k—too ||k (z? — )|
(v,d)

lall -

Concluyendo que (v,d) <0Vd € Tp(z). ]

Ejercicio 1 Sea D = {z € R? | 29 > /[z1]} y z = (0,0). Demuestre que Tp(z) = {d € R? |
d1=0,dy >0} y Np(z) = {v e R? | vy <0}.

Ejercicio 2 Sea D = {z € R? | 23 < /[71]} ¥y 2 = (0,0). Demuestre que Tp(z) = R? y
Nop(z) = {0}.
Ejercicio 3 Demuestre que si T € int(D), entonces Tp(Z) = R™ y Np(z) = {0}.

Proposicién 10 Sea z € D con D = {x € R" | Ax = b} donde A € R"™*" y b e R™. Entonces
Tp(Z) = Ker(A) y Np(z) = Im(AT).

Demostracién. Comencemos con el cono tangente. Tomo d € Ker(A), para cualquier ay, — 400
defino zF = 7 + aikd. Como

1
Azk = Az + —Ad=b+0=0,
(0753

entonces {2} C D con 2¥ = Z y ax(2¥ — z) = d. Por lo tanto d € Tp(Z).
Si d € Tp(z), existen oy, — +oo y {2%} C D con 2% — 7 y ag(z¥ — 7) — d. Como

A(ax(a" — 7)) = a(Azh — AZ) = ax(b—b) =0,

tomando limites obtenemos que Ad = 0. Por lo tanto d € Ker(A). Demostrando asi que Tp(Z) =
Ker(A).

Veamos el cono normal. Tomo v € Im(AT), o sea, existe A € R™ tal que v = A" X\. Tomo
{z¥} ¢ D\ {Z} arbitrario tal que =¥ — Z, entonces

(2" —F) = (AT 2" —7) = (\, Az® — AZ) = (\,b—b) = 0.

Tomando lim sup para k — 400 obtenemos que v € Np(T).
Si v € Np(%), tomo d € Ker(A) arbitrario con d # 0 y t; — 0F. Defino 2% =  + txd y como
Az* = b, obtenemos que {zF} € D\ {Z} con z* — z. Usando que

E_ =
0> ltmsnp (2T~ T _ {0 d),
ktoo ||l2¥ = Z] el

obtenemos que (v,d) < 0 para todo d € Ker(A), y como —d € Ker(A) también tendremos
—(v,d) < 0. Por lo tanto (v,d) = 0 para todo d € Ker(A). Entonces v € Ker(4)* = (AT).
Demostrando asi que Np(z) = Im(AT). ]

Definicién 4 Decimos que D es convexo si dados z,y € D vale (1 — a)x + ay € D para todo
a € 0,1].
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Proposicion 11 5i D C R" es convexo y & € D, entonces

Np(z)={veR"|{(v,x —z) <0Vz e D}.

Demostracién. Sea v € Np(z). Tomo x € D con = # 7, t, — 400 y defino 2% = 7 + tx(x — 7).
Como t, € (0, 1] para k suficientemente grande, por la convexidad de D obtenemos zk = (1-—
tx)T + tx € D. Entonces {2*} € D\ {Z} con 2* — Z, por lo tanto

k _ - A
0 > limsup <U’f _x) = (v, z _a:),
koo ||TF — I o — |

obteniendo que (v, x — Z) < 0 para todo x € D.
Si (v,x — Z) < 0 para todo 2 € D, para cualquier sucesién arbitraria {z*} c D\ {Z} con
z¥ — Z tendremos (v, 2% — Z) < 0. Por lo tanto

k=
lim sup (v,;: _:U) <0.
k—too |27 — 2|
Demostrando asi que Np(z) = {v € R" | (v,2 — &) <0Vz € D}. ]

Teorema 12 (Condicién necesaria de optimalidad) Sea D C R" y f : R"™ — R diferen-
ciable en T € D. Si T es minimizador local del problema (2.1), entonces

—f'(z) € Np(2).

Demostracién. Tomo {z*} C D\ {Z} arbitraria tal que z¥ — z. Como f(z) < f(«*) para k
suficientemente grande y

), 2" —z) +o([lz" — z])),

k“a
—
8
\j
I
=
G
_l_
=
5

obtenemos que

(=f'(z),2* —3) _ o(l|l=* —z|)

el N A

Por lo tanto

T MRt

— <0.
k—+o00 ka - x”

Concluyendo que —f'(z) € Np(Z). "

Definicién 5 Decimos que T € D es un punto estacionario del problema (2.1) si —f'(Z) €

Np(f)

Note que para el caso D = R" tendremos Z € int(D) y por lo tanto Np(Z) = {0}, obteniendo
en este caso que T es estacionario si f'(Z) = 0.

2.4. Optimizacion con restricciones de igualdad

Consideremos un caso particular del problema (2.1) con D = {x € R" | h(z) = 0} donde
h:R™ — R™, o sea
minimizar f(z)

sujetoa h(z)=0. (26)
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Ejemplo 6 El Ejemplo 5 solo tiene sentido si disponemos de dinero infinito para realizar las
inversiones, algo bastante alejado de la realidad. Por lo general, al momento de realizar las
mwversiones uno cuenta solo con un cierto capital k y por lo tanto uno debe buscar una solucion
donde el dinero a invertir sea igual al capital disponible, o sea

n

R:in :eTx,

i=1
donde e = (1,...,1) € R™. En este caso, el problema a resolver es

minimizar (S, z) — oy, )

sujetoa ez = k.

Los problemas con este tipo de estructura son denominados problemas cuadréticos (QP, por sus
siglas en inglés) y pueden resolverse usando la rutina gp de Octave.

Supongamos por un momento que las restricciones del problema (2.6) son afines, o sea,
h(z) = Az —bcon A € R"™"™ y b € R™. En este caso, un punto estacionario & del problema
(2.6) debe cumplir z € Dy

—f!(z) € Np(z) =Tm(A").

Por lo tanto, existe A € R™ tal que 0 = f'(Z) + AT \. En otras palabras, (Z, ) es solucién del

sistema no lineal
o | f'@)+ ATX L | @)+ ()T A
N Az —b N h(x) '

Recordemos que como h : R™ — R™ entonces h'(z) € R™*™ con

hy(a)"
h'(z) = : ,  hi(z) e R
hi(2) "

Definicién 6 La funcion Lagrangiana asociada al problema (2.6) es L : R™ x R™ — R tal que
Lz, A) = f(z) + (A h(2)).

El conjunto de mutiplicadores de Lagrange asociado a T factible para el problema (2.6) es

M@ = {AER™ | 0= f/(z) + W(z) A} = {)\ e R™ ‘ 0— gi’(x,x) } .

Los multiplicadores de Lagrange son importantes al momento de resolver (2.6), pues nos

permite encontrar puntos estacionarios mediante la resolucién de un sistema de ecuaciones no
lineales, sin necesidad de calcular el cono normal Nop.

Teorema 13 Sea f: R"™ - R y D = {xz € R" | h(z) = 0} con h: R™ — R™ diferenciable en
z.8i€Dyle M(Z), o sea

"% /z‘l"
OZV()%(H}’ (27)

entonces T es un punto estacionario del problema (2.6), o sea —f'(z) € Np(T).
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Demostracién. Por definicién de Np(Z), tomemos {z*} C D\ {z} arbitraria tal que z* — z.
Como h es diferenciable en Z con z¥,z € D tenemos
0= h(z") = h(z) + 1'(@)(=" = 2) +ol||2* — z||) = W'(z)(«* — T) + o(|la* — Z])).
Entonces, como 0 = f/(z) + h'(z) "\,
(~f'(@),a" —z) = (W@ N2 -7
- AH@E )
= —(\o(lz* —z)) = o||l=* - z])
Por lo tanto S
hmsup <_f (f];),x_ B x) S 0
kotoo 2% =7
O sea —f/(z) € Np(Z). "

En la literatura, la ecuacién (2.7) se conoce como condicion de Lagrange. Hay que remarcar
que uno debe ser cuidadoso al usar el resutado anterior, ya que la afirmacién reciproca no es
cierta. O sea, puede ocurrir que no exista ningin multiplicador de Lagrange asociado a una
solucién Z.

Ejemplo 7 Considere el problema

minimizar x
sujeto a2 = 0.

Claramente T = 0 es la solucion del problema. Si existe X\ € M(Z) entonces
0=f'(Z)+h (@) "A\=1+2\7 =1.
Por lo tanto M(z) = 0.

Encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones no lineales es claramente mas simple
que hallar Z tal que —f/(Z) € Np(Z). Por lo tanto necesitaremos imponer cierta condicién de
regularidad sobre h en z, dicha condicién se conoce en la literatura como Constraint Qualification
(QP). Una de ellas es la siguiente.

Definicién 7 Diremos que la condicion de regularidad de independencia lineal (LICQ, Linear
Independence Constraint Qualification) vale en T € D si {h(Z)}1™, son linealmente indepen-
dientes.

Por lo tanto, si LICQ vale en T entonces h’ (i’)T tiene rango m, o equivalentemente
RE)T™A=0 = Xx=0.
Con esta condicién podemos garantizar la existencia de multiplicadores de Lagrange.

Teorema 14 Sean f : R® — R y h : R®™ — R™ continuamente diferenciables en . Si T
es minimizador local de f en D = {z € R" | h(z) = 0} y vale LICQ en Z, entonces existe
A € M(z), o sea (T, ) es solucion de (2.7). Mas ain, M(z) = {\}.

Demostracién. Por definicién de minimizador local, existe ¢ > 0 tal que f(z) < f(z) para
todo x € DN B(T).

Tomamos una sucesién arbitraria de niimeros reales r, — +00 y generamos {z"*} tal que =
es solucién global de

k

minimizar f(z) + %HZL‘ — |2 + %“Hh(:L‘)HQ
sujeto a x € B.(T).
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Note que 2* € B.(Z) existe por el Teorema 5. Ademds, como Z € B.(Z), tenemos que

£(@) > F&4) + Sl — 2l + ) (28)

2
Como {z"*} es acotada, tomando subsucesiones si fuera necesario, existe # € B.(Z) tal que
z¥ — 2. Veamos que & = Z. Por un lado, de (2.8) obtenemos que

2
h(z®)|]2 < =
[h (") "

(f(@) = fa®).
k

Tomando limite concluimos que || (Z)|| = 0 y por lo tanto & € D N B.(Z). Con esto, obtenemos
que f(z) < f(&). Por otro lado, de (2.8) tenemos que

it~ 52 < £(@) ~ Flab).

Tomando limite obtenemos que || — z||? < f(z) — f(&) < 0. Conclyendo que & = Z.
Ahora, como ¥ — Z entonces para k suficientemente grande tendremos x* € int (B.(%)).

Como zF es un minimizador, por Teorema 12 y Ejercicio 3, tenemos que

0=fl(a") +aF —z+n @), con I =rh(h). (2.9)
Veamos que {\*} es acotada. Si no lo es definimos 7;, = ||\¥|| y, tomando subsucesiones si fuera
necesario, tendremos 7, — +oo tal que 'ﬂik)\k — A con ||A|| = 1. Por lo tanto, dividiendo por n

en (2.9) y tomando limite, obtendremos que

(@) TA=0
y por lo tanto A = 0 por LICQ, contradiciendo que ||5\|| = 1. B
Como {)\k} es acotada, tomando subsucesiones, existe X tal que ¥ — X. Tomando limite en
(2.9) obtenemos que -
0=f'(z)+n (@) "\
Veamos que A es tinico. Si existiera A € M(Z) tendriamos

0=f'(Z)+h@ ' A\=r@)"(A=N)
y por LICQ obtenemos que A=\ [
Como ya vimos, cuando h(x) = Az—b podemos garantizar que M(Z) # (). Mé&s atin, podemos
tener infinitos multiplicadores de Lagrange asociados a z si Ker(A") # ), pues si A € M(Z)
entonces \ + v € M(Z) para todo v € Ker(A"). Claramente LICQ no puede valer en este caso.
La existencia de multiplicadores se garantiza usando otra condicién de regularidad.

Definicién 8 Diremos que la condicion de regularidad del rango constante (CRCQ, Constant
Rank Constraint Qualification) vale en T € D si existe € > 0 tal que para cualquier conjunto de
indices J C {1,...,m} el rango de {h}(z)}jcs es constante para todo x € B.(%).

Por lo tanto, si CRCQ vale en 7 y existe J C {1,...,m} tal que {h}(Z)};es son linealmente
dependientes, entonces {h}(z)};jcs deben ser linealmente dependientes para x suficientemente
cerca de . Con esta condicién también podemos garantizar la existencia de multiplicadores de
Lagrange.

Teorema 15 Sean f : R* — R y h : R®* — R™ continuamente diferenciables en . Si T
es minimizador local de f en D = {x € R™ | h(x) = 0} y vale CRCQ en %, entonces existe

A€ M(Z).
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Demostracién. La demostracién es igual que la del Teorema 14 hasta (2.9). Por lo tanto,
tenemos {z¥} tal que ¥ — 7 y vale (2.9).

Ahora, usaremos el hecho de que toda combinacién lineal de vectores puede escribirse como
combinacion lineal de un subconjunto de ellos linealmente independientes. En nuestro caso, para
cada k existe Ji C {1,...,m}y {)\‘I;f‘}jejk tal que (2.9) puede escribirse como

0= f'(zF) + 2F —x—l—Z)\kh' )

JE€Jk

donde {h;(a:k)}je J, son linealmente independientes.

Como {1,...,m} es finito, tiene que existir J C {1,...,m} tal que Jy = J para infinitos
valores de k. Consideremos entonces aquella subsucesion con k tal que J, = J. Por lo tanto, sin
perdida de generalidad consideremos que

0=f'(a") +2F —z+ > Nnj(ah). (2.10)
JjEJ
Definamos nx, = /3¢ J()\ )2. Si nr — +00, tomando subsucesiones podemos considerar que

n%j‘ég — 5\j para cada j € J y por lo tanto > ;¢ ; )\j = 1. Dividiendo por 7 en (2.10) y tomando
limite, obtendremos que
0= \his().
Jj€J
Por lo tanto {h;-(a?)}je J son linealmente dependientes y por CRCQ también debemos tener
{h;(xk)}je s linealmente dependientes para k suficientemente grande, contradiciendo el hecho de
que estos vectores eran linealmente independientes.

Por lo tanto {n;} es acotada y tomando subsucesiones si fuera necesario, podemos garantizar
que )\ — Aj para cada j € J. Tomando limite en (2.10) obtenemos

(@) + ) Ah(2)
jeJ
Tomando A; = 0 para j ¢ J, conclufmos que
0= f'(z) +1'(x)"\

]
Como se puede ver, la existencia de multiplicadores de Lagrange puede garantizarse si uno
consigue definir D con una funcién A suficientemente regular.

Ejemplo 8 Sea Q € R™"™ simétrica definida positiva. Considere el problema

minimizar 1(Qz, z)
sujetoa z€S'={r cR"| |z =1}

1. Tomo h(z) = (1 — ||z||?), entonces S' = {x € R" | h(z) = 0} con h continuamente
diferenciable con b'(x) = —x. Por Teorema 5 eviste T € St minimizador y como h'(z) # 0
(o sea, vale LICQ), existe A € M(Z) por Teorema 14. Entonces QT = AT con ||Z|| = 1.

2. Tomo h(z) = (1 — [|z]|?)?, entonces S' = {z € R" | h(z) = 0} con h continuamente
diferenciable con h'(zx) = —(1 — H$H221’ Por Teorema 5 existe ¥ € St minimizador. No
obstante M(z) =0, pues si existiese A € M(Z) entonces

0=Qz -1~ |7)z=Qz con |z]|=1,

contradiciendo el hecho de que Q) es definida positiva.
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2.4.1. Usando el método de Newton.
Para hallar w = (z, \) tal que F(w) = 0 con

(9L
Fle.)) = l h((f;)/\) ]

el método de Newton genera {w*} con w* = (zF, \F) tal que
0 = Fluh)+ Flub)wh - o)
[ gé( kAR giL( EOR) W (2%)T ] lxk+1 ok ]

L I e I B R | USRSt

P+ GE kA k) g () TR
(k) 4+ W (aF) (a1~ aF)

donde &% (,\) = f"(x) + Sy Nihf (x).

Desde el punto de vista de optimizacion, podemos decir que en la k-ésima iteracion el método
de Newton halla (zF+1, A**1) donde A\**! es un multiplicador de Lagrange asociado a un punto
estacionario z*! del problema

minimizar f(z%) + (f/(z¥), 2 — 2*) + § <g%(xk, MYz — 2P,z — xk>
sujeto a h(z¥) 4+ b/ (2F)(z — 2¥) = 0.

)

(2.11)

Note que la existencia de A*T! puede deducirse usando el Teorema 15 o simplemente la Propo-
sicién 10.

El proceso iterativo que genera {(z¥, \¥)} mediante la resolucién de (2.11) es conocido en
la literatura como método de programacién cuadrética secuencial (SQP, Sequential Quadratic
Programming).

Para garantizar la convergencia de {w*} generada por el método de Newton (o por SQP)
a w, necesitamos que F(w) = 0 con F'(w) sea no singular. Estas condiciones equivalen a decir
que w = w es la tnica solucién de 0 = F(w) + F'(w)(w — w). Desde el punto de vista de
optimizacién, esto es equivalente a decir que \ es el Ginico multiplicador de Lagrange asociado a
la tnica solucién & de

minimizar f(z) + (f(z),z - 2) + } (5@ V(= - 7),2 - )
sujeto a  h(z)+ A/ (z)(x —z) = 0.

Como el valor optimal de este problema es f(Z), si existiera otra solucién & deberia satisfacer

@) = f@)+(f(@),2-z
0 = h(@)+W(2)(F-7) =) (T - 1)
Como f'(Z) + h'() "\ = 0 entonces
(f'(@),8 —2) = —(0(2)"\, @ — ) = —(\, 1 (2)(& — 7)) = 0.
Obteniendo asi que
0= <(;2;;(f,5\)(£ —I),% — f> con h(z)(Z—z)=0.
Por lo tanto, para garantizar que no exista otra solucién distinta a  debemos tener

<gi§(:c,)\)(x —Z),z— :c> >0

para x # T con h'(Z)(x — z) = 0.
Veamos que esta condicion nos garantiza existencia de minimizador
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Teorema 16 (Condicién suficiente de optimalidad) Sean f : R* — R y h : R® — R™
dos veces diferenciables en x. Si h(z) = 0 y existe A\ € M(Z) tal que

0’L - o
W(m,)\)d,d >0 VYd#0 con h'(z)d=0.

Entonces & es un minimizador local de (2.6). Mds aun, existen v >0 y e > 0 tales que

flz) > f(z) + %Haﬁ —Z||* para todo x € B(%) con h(z)=0. (2.12)

2.5. Optimizacién con restricciones de igualdad y desigualdad
Consideremos un caso particular del problema (2.1) con D = {x € R™ | h(z) = 0g(x) < 0}
donde h: R®* - Rl y g : R® = R™, 0 sea

minimizar f(x)
sujeto a  h(x)
9(@)

~0, (2.13)
<0,

donde la desigualdad g(x) < 0 es tomada componente a componente, i.e., g;(z) < 0 para
1=1,...,m.

Ejemplo 9 Por mas que agrequemos una restriccion e' x = r en el Ejemplo 5 para forzar a

que solo se pueda invertir un cterto capital K, puede ocurrir que obtengamos x; < 0 para algun
i. Este tipo de solucion significaria que se deben vender acciones de la empresa ©. Si nuestra
intencion es solo comprar acciones, deberiamos restringirnos solo al conjunto con x; > 0. Por
lo tanto, el problema a resolver es

minimizar 5(Sz,z) — a(u, )
T

[ T

8
Y
Sl

sujeto a

8

K,

Definicién 9 La funcién Lagrangiana asociada al problema (2.13) es L : R® x R! x R™ — R
tal que

L(z, A) = f(x) + (X () + (1, g(2))-

El conjunto de mutiplicadores de Lagrange asociado a T factible para el problema (2.13) es

0=f(2)+h @)X+ (@) p, } ’

M(z) = {WO SR XR™| 0t e 1), = 01 ¢ 1(2)

donde I(z) ={i € {1,...,m} | gi(Z) = 0} es el conjunto de indices de desigualdades activas en
x.

Hay que resaltar que el problema con restricciones de igualdad es un caso particular de
(2.13) considerando g(z) = 0 para todo x € R"™. Veamos que la existencia de mutiplicador nos
garantiza que estamos en un punto estacionario.

Teorema 17 Sea f : R" — R y D = {z € R" | h(z) = 0, g(z) < 0} con h: R* — Rl g
g: R"™ = R™ diferenciables en . Siz € D y (\, n) € M(Z), o sea
0= f'(z) +1'(@) A +d(2)
0 = h(z), (2.14)
0>g(2), 0 >0, ji;9;(x) =0i=1,...,m.
d

entonces T es un punto estacionario del problema (2.13), o sea —f'(z) € Np(Z).
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Demostracién. Por definicién de Np(Z), tomemos {z*} C D\ {z} arbitraria tal que z* — z.

Como h y ¢ son diferenciables en Z con z*,Z € D tenemos

0 = h(z¥) = h(Z) + W (z)(2* — Z) + o(||a: —z|),
0> g(a*) = g(z) + ¢ (@) (2" — 2) + o(||z* — z]).

Entonces, como 0 = f/(Z) + () "X\ + ¢'(z) " iz,
(~f'(@),a" —2) = W@ Ng @) Bt -z
- AH@E —2) + (0 d @) - 3)
< —(A (@) — (B, 9(2)) +o(|2* —z|)
| |

donde usamos que h(Z) =0, 1; > 0, ¢;(Z) < 0y figi(Z) = 0 para todo i € {1,...,m}. Por lo

tanto .
h’msup< f(k) 2" - 3)
kotoo  |l2F =7
O sea —f/(z) € Np(Z). "
En la literatura, la ecuacién (2.14) se conoce como condicion de Karush-Kuhn-Tucker.

Al igual que para el caso de restricciones de igualdad, puede ocurrir que no exista ningun
multiplicador de Lagrange asociado a una solucién Z.

<0.

Ejemplo 10 Considere el problema

minimizar xi
sujetoa x; —1 <0,
— X9 < 0
o — acl < 0.

Para cualquier x factible tendremos x1 > (1‘2)1/3 > 0. Por lo tanto el minimo se alcanza en

x1 = 0, que por la sequnda y tercera restriccion vale si xo = 0. Entonces £ = 0 es minimizador
global. Ahora, si existe p € M(Z) entonces I(z) = {2,3} y

0

1 )

con u1 =0, pe >0 y pus > 0. Obteniendo asi algo contradictorio. Por lo tanto M(Z) = 0.

0=f(@)+4@ n= [ (1) + p3

+ p1 + 2

1
0

-1

Para garantizar la existencia de multiplicadores de Lagrange tendremos que pedir alguna
condicién de regularidad sobre las restriccioes.

Definicién 10 Diremos que la condicion de regularidad de independencia lineal (LICQ, Linear
Independence Constraint Qualification) vale en & € D si para I = I(z), {h}(Z) 2:1 U{gi(Z) }ier
son linealmente independientes.

Por lo tanto, si LICQ vale en  entonces
0=n@) " A+g1@) ur = Apr)=0,

donde ¢7(Z) es una submatriz de ¢/(Z) con filas indexadas por I y u; es un subvector de p con
componentes indexadas por 1.

Ya que los multiplicadores asociados a las desigualdades son nonegativos, podemos usar esta
propiedad para obtener una condicién de regularidad méas débil.
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Definicién 11 Diremos que la condicion de regularidad de Mangasarian Fromovitz (MFCQ)
vale en & € D si para I = I(Z),

0=n (@) A+ g7 (x) s _
,UIZO = ()\a,uf)_oa

Claramente, si vale LICQ entonces vale MFCQ. La reciproca no es cierta.

Ejercicio 4 Sea ¢ : R" — R tal que ¢(z) = %|| méx{0, g(x)}||* con g : R™ — R™ continua-
mente diferenciable en R™. Demuestre que ¢ es continuamente diferenciable en R™ con ¢'(x) =
g (z) T (méx{0, g(x)}) y que ¢p(x) =0 si y solo si g(z) < 0.

Teorema 18 Sean f : R” - R, h: R = R! y g : R* — R™ continuamente diferenciables
en T. Si T es minimizador local de f en D = {x € R" | h(z) = 0, g(z) < 0} y vale MFCQ
en Z, entonces existe (\, i) € M(Z), o sea (T, ), i) es solucion de (2.14). Mds ain, M(Z) es
compacto.

Demostracién. Por definicién de minimizador local, existe ¢ > 0 tal que f(z) < f(z) para
todo x € DN B.(Z).

Tomamos una sucesién arbitraria de niimeros reales 1, — +00 y generamos {z*} tal que
es solucién global de

k

minimizar f(z) + 5/l — Z[* + F (|h(2)|* + | mdx{0, g(=) }||*
sujetoa x € B.(T).

Note que x* € B.(%) existe por el Teorema 5. Ademds, como Z € B.(Z), tenemos que
_ 1 _ Tk .
F@) = f@®) + S lla® = 2l + (1A + [ méx{0, g(@)}H)- (2.15)

Como {z*} es acotada, tomando subsucesiones si fuera necesario, existe # € B.(Z) tal que

zF — &. Veamos que & = Z. Por un lado, de (2.15) obtenemos que

. 2
1R(z*) 1 + [ méx{0, g(x)}|* < @) = fa").
Tomando limite concluimos que ||h(z)|| =0y || max{0, g(z)}|| = 0, por lo tanto & € D N B.(T).
Con esto, obtenemos que f(z) < f(z). Por otro lado, de (2.15) tenemos que

Lok - - k
L 22 < 1)~ fa").
Tomando limite obtenemos que 1|/ — Z||> < f(z) — f(&) < 0. Conclyendo que & = Z.
Ahora, como ¥ — Z entonces para k suficientemente grande tendremos x* € int (B.(z)).
Como zF es un minimizador, por Teorema 12 y Ejercicio 3, tenemos que

0= f'(z") + a2 =+ 0 (") "I\ + ¢/ ()T ¥, (2.16)

con A\ = rph(2F) y p¥ = rp max{0, g(z¥)}. Note que si i ¢ I entonces g;(z) < 0 y por lo tanto
gi(z¥) < 0 para k suficientemente grande. Usando la definicién de ¥ y tomando k grande,
tendremos entonces ,uf >0parately ,ui-“ =0 parai ¢ I.

Veamos que {(A¥, u¥)} es acotada. Si no lo es definimos 7, = ||(\*, u*)|| y, tomando subsu-
cesiones si fuera necesario, tendremos 1, — +oo tal que nik()\k,uk) — (A, 21) con ||\, Q)| =1,
fi; > 0parai € Iy fi; =0 para i ¢ I. Por otro lado, dividiendo por 7 en (2.16) y tomando
limite, obtendremos que

0=H(@)TA+g @ fi=1@ A+ g @ ju.
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con fiy > 0. Por lo tanto (A, i) = 0 por MFCQ, contradiciendo que ||(), i)|| = 1.
Como {(M*, u*)} es acotada, tomando subsucesiones, existe (), i) con fi; > 0 para i € I y
fi; = 0 para i ¢ I, tal que (\*, u¥) — (X, ii). Tomando limite en (2.16) obtenemos que

0=f"(z)+ 1@ 4@ R

con h(z) =0, g(z) <0y iigi(z)=0i=1,....,m

Veamos que M (Z) es compacto. Por definicién de M(Z) es claro que este conjunto es cerrado,
por lo tanto faltarfa ver que es acotado. Si existiera {(M\*, i*)} no acotada con (X, iF) € M(z)
tendriamos

0=f"(2)+ 1@ N +4@ 5" pla@=0i=1..m (2.17)
v ne = ||[(AF, iF)|| — 4-o00. Tomando subsucesiones si fuera necesario, tendremos —()\’“ iF) —

tomando limite, obtendremos que

(A, 1) con ||\, @)|| =1, fi; > 0 parai € Iy ji; = 0 para i ¢ I. Dividiendo por 7 en (2.17) y

0= h/(i‘)Tj‘_Fg/(j)TpH ﬂlgl(j) =0:= 1""7m7

y por MFCQ deberemos tener (), i) = 0, contradiciendo que ||(\, &)|| = 1. Por lo tanto M (Z)
es acotado. =

Similar al caso con restricciones de igualdad, si Z es un punto estacionario del problema
de minimizar f en D = {z € R" | Cz = d, Az < b} podemos garantizar que M(z) # 0.
Miés atin, podemos tener infinitos multiplicadores de Lagrange asociados a Z si Ker(C'T) # 0 o
Ker(AT) # (), pues si (X, u) € M(Z) entonces (A + ¢, + v) € M(Z) para todo ¢ € Ker(CT) y
veKer(AT) conv; > 0sii€ I(Z)yv; =0sii¢ I(Z). Claramente MFCQ no puede valer en
este caso. La existencia de multiplicadores se garantiza usando CRCQ.

Definicién 12 Diremos que la condicion de regularidad del rango constante (CRCQ, Constant
Rank Constraint Qualification) vale en T € D si existe € > 0 tal que para cualquier conjunto de
indices Jo C {1,...,m}, Ji C I(Z) el rango de {h}(2)}jes, U{g)(x)}jen es constante para todo
x € B(Z).

De manera anéloga al Teorema 15 se puede demostrar el siguiente resultado de existencia de
multiplicadores para problemas con restricciones de igualdad y desigualdad.

Teorema 19 Sean f:R®” - R, h: R"” = R! y g : R®* = R™ continuamente diferenciables en
z. Si T es minimizador local de f en D = {x € R" | h(z) = 0, g(z) < 0} y vale CRCQ en z,
entonces existe (\, i) € M(Z).

2.5.1. Usando el método de Newton.

Anélogo al caso con restricciones de igualdad, el método de Newton para resolver el problema
2.13 puede ser escrito como una sucesién de problemas de optimizacion, en este caso es conocido
en la literatura como método SQP (Sequential Quadratic Programming) y puede describirse
de la siguiente manera: en la k-ésima iteraciéon el método SQP halla (zF1, AF+1 k1) donde
(ARFL A1) es un multiplicador de Lagrange asociado a un punto estacionario z#*! del problema

minimizar f(z%) + (f/(z¥), 2 — 2*) + 3 <g%(:ck, Ne oyl (z — 2P, 2z — xk>

(2.18)

Note que la existencia de (A¥1, u**+1) puede deducirse usando el Teorema 19 y recuerde que la
funcién Lagrangiana es L(z, A\, u) = f(z) + (A, h(z)) + (u, g(x)).
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Para garantizar la convergencia de {(z*, \¥, u¥)} generada por el método SQP a (z, \, fi),
necesitamos que (), ji) sea el tnico multlphcador de Lagrange asociado a la tnica solucién z de

minimizar f(z) + (f'(z),z — :Z")+ <gi§(i A, )(:B—E),x—a_c>
sujetoa  h(z)+ W' (z)(x — ) =
9(z) + ¢'(T)(z — I) S

Como el valor optimal de este problema es f(Z), para garantizar que no exista otra solucién
distinta a & debemos tener

(f'(@),z— )+ 3 <gw2( A, i) (x x),x—x>>0 (2.19)

para z # z con h'(z)(x — %) =0y ¢4(Z)(z — ) <0 con I = I(z). Como (A, i) € M(z) dicho z
cumple que

(f@,e-z) = (-K@)'A-¢(@) 1

= (K@) (@ -

(z

= 0— (a5, g7
> 0.

Por lo tanto, si (f'(Z),x — Z) > 0 para todo x préximo a Z, claramente vale (2.19). En caso de
que (f'(z),z — ) = 0, deberemos pedir

0’L . -
<8x2( A\ i) (x f),x—a‘c>>0.
Definicién 13 El cono critico asociado al problema (2.13) en € D es
C(z) ={d e R" [ {f'(2),d) =0, I (z)d = 0, g;(z)d < 0}
Veamos que esta condicién nos garantiza existencia de minimizador

Teorema 20 (Condicién suficiente de optimalidad) Sean f : R" — R, h : R" — R! y
g:R™ = R™ dos veces diferenciables en T. Si & € D y existe (\, i) € M(Z) tal que

L, < _
) (Z,\, p)d,d) >0 VdeC(z)\{0}.
Entonces T es un minimizador local de (2.13). Mds aun, existen v >0 y e > 0 tales que

f(z) > (@) + %Hm — |2 para todo z € B.(z)ND. (2.20)

Demostracién. Supongamos que (2.20) no vale. Entonces podemos generar {z*} € D tal que
k

=Ty
_ 1
P < @)+ o llet = 2l (2.21)
Tomando subsucesiones si fuera necesario, sabemos que existe d € R™ con ||d| = 1 tal que
zF -z

TeF=a) — d. Para simplificar notacién, tomo I = I(Z). Usando (2.21) y el hecho que z* € D
entonces

et = 2l? > f@h) — 1@ = 7@), 5 - 2) + ol 21,
ha*) — h(z) = (@) " — ) + of|2* — 7).

0 > gr(a®) - g1(2) = g (2)(&* — 7) + o(|]a* — Z).

V
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Dividiendo por ||z* — Z|| y tomando limite obtenemos que
(f'(),d) <0, K(z)d=0, gp(2)d<0.

Usando que (X, i) € M(Z), sabemos que

Por lo tanto (f'(Z),d) = 0, concluyendo asi que d € C(Z).

Por otro lado, usando que L(z*, X\, i) = f(z*) + (fir, gr(2*)) < f(2¥)

%(f,j\,ﬁ) =0, de (2.21) obtenemos que

T N (G iC)
> L(a" A ) = L(@, A, 1)
1,6°L
= §<@($k z),2" — ) + o(||z"

Dividiendo por 3||z* — Z||> y tomando limite, obtenemos que

9L

OZ<@

d,d) > 0,

que solo puede ocurrir para d = 0, contradiciendo el hecho que ||d|| = 1.
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